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МЕТО Д РАСЧЕТА ВЫ Х О Д Н ЫХ  Р Е А К Ц И Й  
Н Е С Т А Ц И О Н А Р Н Ы Х  СИСТЕМ В О Д Н О М  ЧАСТНОМ СЛУЧАЕ

П усть н естац и он арн ая  система автоматического  управлени я  
■описывается диф ф ерен ц и альн ы м  уравнени ем  вида:

d n х  dj1  ̂х  d m х  1
'а '1 V )  dtT X + a n- 1( t ) — dtn - T X +  ••• + a o ( t ) x Bb,x ( t ) = b m (t) ■ d t ™ +

 ̂x
.+ b m - i ( t ) -  ^  ••• +  b0( t ) x Bx(t),  (1)

0  t  OO.

Предположим, что для аппроксимации процесса измерения коэф 
фициентов^a* (t) е  Ц  и b * ( t ) ^ L 2

[a,i =  A i 0 +  a*i (t) и b t (t ) =  B i0 +  b* (0 ]

н а  отрезке  (0, oo) используется  п олная  относительно Ь 2 система 
•ортогональных функций, составленн ая  из конечной линейной к о м 
бинации экспонент. Т а к а я  систем а м ож ет  быть получена путем 
ортогон ализаци и  системы линейно-независимы х функций {e~ht}. 
Т а к  к а к  функции, и зо б р а ж а ю щ и е  процесс изменения коэф ф иц иен
тов a* ( t )  и Ь* ( t) ,  п р и н а д л е ж ат  пространству  Т2, а в ы б ран н ая  
система ортогон альны х ф ункций зам кн у та  относительно Тг, то п р и 
б ли ж ени е  м ож но осущ ествить с лю бой степенью точности. Э ксп е
рименты д о к а зы в а ю т  справедливость  у казан н о го  здесь у т в е р ж д е 
ния относительно точности аппроксим аци и  и п оказы ваю т, что ис
пользование  ортогональной системы д ае т  возм ож н ость  получить 
не только  миним альную  среднеквадратическую  ошибку, но и д о 
статочно небольш ие локальн ы е  погрешности, что особенно важ н о  
д л я  реш ения  указан н ой  выше задачи.



I

И так, пусть

(ik( t)  — Ао +  A i  е * +  Лг в ; + . . . +  A q е , (2)

bi ( 0  =  До* +  в[* е~* +  B l2 e 7 2t +  ... +  е " * ' , (3)
k  =  1, 2, ... , я ,

/ * =  1, 2, ... , т.

Д л я  упрощ ения вы к л ад о к  принимаем, что процесс изменения 
'всех коэффициентов аппроксимируется  одним и тем ж е  числом 
экспонент и р а с с м ат р и в а е м а я  система имеет нулевы е начальны е 
условия.

Если обозначить
\ ■

ОО

X вых(s) =  $ x BHX(t) e ~ st d t  =  L [ л вых(0 ] .  '
О

oo
X BX(s)  =  ] x BX( t ) e ~ s i d t  =  L [jcbx(0 ] .

0

t o ,  применяя преобразование Л апласа с учетом равенства

=  A*{s  +  l ) " X ( s  + i )dnx
A l  ' dtn

к уравнению

- n~ f ) 2 ^ е ~ “  +  +
d t  / =  О / =  О

^ г1т  v (  + \  Ипг —   ̂ V { * \

2 ^ < r " =  ± ^ L ^ B T e - “ +  *— 0 ^ 2  В Г '  е ~ ‘< +  ....
i =  О ; /= 0  /= 0

... +.х;вх(^) B °i е lt , . (4)'
i =  о

получим:

2  Д/(s+0™-<̂ вых($+0 + 2  l (s+i)n 1 26Bbix(s +г) + ...
( = о  г=о

ч я
... + 2  Âi (s +г) Двых(5 +г) + 2  Д г  Агвых(s+г) =

х = 0  i  =0

= 2 вТ ($ +0т -̂ вх(̂ + 0 + 2  вТ 1 (s-{-i)m 1 х вх(5 + /) + ...
L =0 / —О

+... 2  +0^вх(5+/) + 2  А'вхС-̂ +0- (5)
г =0 г =0

I
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Перепиш ем это уравнение в другом виде:

а 0( s ) X Вых(^) X вЦх (s  -Ь1) -Ь U2 X вых(s ~Ь2) -I- ...

... + а ? (5)^вых(5+<7) =  b0 ( s ) X BX(s) +  b1( s ) X BX(s + 1) +
+  &2( s ) 2 f BX( 5 + 2 )  +  ... +  bqi (s)  A 'BX( s + g 1), (6)

т де

■a0( s ) =  A n s n +  А Г ' s n~ l +  А Г 2 sn-~ +  ... + Л 8 ,  

^ ( 5) = л ? ( 5 + 1 ) Ч л Г 1( 5 + 1 Г 1+ л Г 2( 5 + 1 Г 2+ . . . ' + л 11( 5 + 1 ) + л ? ,

л 2( 5 ) = Л ? ( s + 2 ) "  +  yi2(s + 2 Г 1 +  Л Г 2(5 + 2 ) " ‘ Ч  ... + Л 2 ( 5 + 2 ) + Л 2 ,
.......................................................................................................................  (7)

■&ъ(^) =  A k (s  + к )  +  A t  l (s- \-k)n 1 +  ... +  a I ( s  + k )  +  A* , /

4Z?(s) — A q( s + q ) n +  Aq 1( s + q ) n 1 +  ... +  / ^ ( s + g )  + A °  .

А налогичны е равен ства  зап и ш утся  д л я  полиномов b 1 ( s )  
(£=0 ,1 ,2 . . .  q {).

Выходную реакцию  нестационарной системы будем искать 
в виде ряда , составленного из некоторой системы ортогональны х 
функций.

О ртогон альны м  базисом  м ож но вы брать  систему ортогон аль
ных ф у н кц и й > Л я ге р р а ,  к а к  очень хорош о зареком ендовавш ую  се
б я  со всех точек зрени я  при йсследовании стац ионарн ы х д и н ам и 
ческих систем, вклю чая  системы с распределенны м и п ар ам етр ам и  
и системы с зап азды ван и ем . К ром е этой системы с больш им ус
пехом м ож но использовать ортогон ализирован ны е эксп он ен ц и аль
ные функции, полиномы Ч ебы ш ева , Л е ж а н д р а ,  Якоби.

V
П

Пусть х выХ( 0 = 2 ? / М 0 »  (8)
i =0 

n

-^выx ( £ ) =  2  c i Ti (£)> (9)
i= 1

где Li ( t ) ~  ортогональная функция Лягерра;
9 г (£) — ортогонализированные экспоненциальные функции.

Легко видеть справедливость равенств:

П п /  k \ п

х вы х (5) =  —V I — \ Л  ( 10 )
(=о (= о s+"2_ \ s + ~2~ J

или
П

X BUX{s) =  У  CiVi  (s) =  c1 ]/~ 2 (a+oc j)------1-= - +
i = l  S +  =4
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Введем следующие обозначения:
П

^ в ы х ^ )  =  ŷ j 4 i L i ( s ) ,  
i =  О

п

АгВых(5 ' +  1) =  2  Ял Li  (s +  1),
£=0 • 

п

A"Bb ix (s+ 2 )  =  2  <7; Li  (s  +  2), 
;=  о

А+ых(5 +<7) — 2  Qi Li  (s  +  q )■
i=0

А налогичны е равенства  мож но зап и сать  и д ля  ортогонализирован- 
ных экспоненциальны х функций.

Подставляя (12) в (6), будем иметь:

п п п

o 0(s) 2  q i L i ( s )  +  a x( s ) 2  Яi L t { s  +  1) +  « 2( s ) 2  4i  7 /  ( s + 2 )  +  ••■
i=0 <=o *=o

... + % ( s )  i q i L i i s  +  q)  =  b0{ s ) X BX(s) +  b1( s ) X BX(s  + 1 ) 4 -  
£=0

+  b2( s ) X BX(s  + 2 )  + ’ ... + b qi( s ) X BX(s  + q x).

И з (13) лецко получить следую щ ее основное уравнение: 

q 0 [a0(s) L 0( s ) + a 1(s) L 0{s +  l ) + a 2(s) L 0{s + 2 )  +  ... +  a q ( s ) L 0( s +q ) }  +  
+ q l [a0(s) L l ( s ) + a 1(s) L ^ s  +  \ ) + a 2(s) L t (s + 2 ) +  ... + a q ( s ) L 1( s + q ) ]  +  

+ < 72 [ a 0 ( s ) I 2 ( . s ) + a 1( s ) Z . 2 ( s  +  l ) + a 2 ( s ) Z . 2 ( s + 2 ) +  . . .  + a ? ( s ) Z 2 ( s + < 7 ) ]  +

+      • ;  +
+ g „ [ a 0( s ) I „ ( s ) + a 1( s ) Z n (s +  l ) + a 2( s ) Z .„ ( x + 2 ) +  . . . + a ? (s)Z .„ (s+^)]  =

=  b0(s) X BX(s)  +  61(s)A"BX(5 +  1) +  b 2( s ) X BX(s  + 2 )  +  ...

... + M s) ^ bx(s +<7i). '  ( 14l
Так как в уравнение (14) кроме неизвестных q Q, q b ... , qn входят 

явные функции (полиномы по s) то, придавая комплексному аргументу 
s  действительные значения s  =  1, 2, 3 . . .  (если R e s  >  0), получим



следую щ ую  систему неоднородных линейных алгебраических уравне
ний:

а ю Я о +  а п  Я  \ +  а п Я %  +  ••• +  й \ п Яп =  Ь ъ  

а 20Яо +  а 21 Я \  +  а 22Я2 +  ••• + а 2пЯп =  Ь 2,

#30 +  #31 Я\ +  #32*72 +  + а 3пЯп = Ь3, (15)

а п+1 ,о Я о  +  # л - н , 1 <7i +  Я/м-1,.2 <72 +  +  a n + i , n q a +  ь п .

В формулах (15) коэффициенты a i k и bi определяю тся по формулам

a-ik =  a 0 ( s ) L k ( s )  +  a 1( s ) L k (s  +  l )  +  a 2(s) L k ( s +  2) +  ...

... + # ? ( s ) Z . a ( s + ? )  I , при s =  I (16)
b t =  b0( s ) X BX(s^ +  b 1( s ) X BX(s  +  l )  +  b2( s ) X BX( s + 2 )  +  ...

... + b 4tX BI( s + q 1) | , при s  =  I (17)
k  =  0, 1 , 2 , . . . ,  n,

I =  1, 2, ... , /г +  1.

Р е ш а я  систему (16), м ож но получить решение линейного д и ф ф е 
ренциального  уравнени я  с переменны ми п а р а м е тр ам и  в  виде обоб
щ енного р я д а  Фурье, составленного из ортогональны х функций 
(функций Л я ге р р а ,  полиномов Л ягерра , ,  ортогон ализирован ны х 
экспоненциальны х функций, .полиномов Ч ебы ш ева , Л е ж а н д р а ,  Я к о 
б и ) .  К ратко  запи ш ем  перечень операций, которые необходимо вы 
полнить, чтобы получить решение д и ф ф еренц иального  уравнени я  
с переменными коэфф иц иентам и  в виде

П
^ ш х ( 0  =  4 i  L i  (t). ( 1 8 )

i= о
1. Вычисление моментов входного сигнала x BX( i )  (независим о от 

того, как и м  о бразом  он з а д а н  — аналитически  или графически) 
по ф орм улам :

’оо

X BX( k + l )  =  j  x BX ( t ) e - ^ + n t d t .  (19)

2. Вычисление коэффициентов a !k и b* по формулам (16) и (17)
3. Реш ен ие  системы алгебраических  уравнений (15).
4. Построение выходной реакции х вы'( (0  по формуле (18).

В Ы В О Д Ы

В рабо те  р а зр а б о т а н  метод расчета  переходных процессов н е
стац ионарн ы х систем автоматического  управления. П р е д л о ж е н 
ный алгоритм  хорош о приспособлен д л я  р еал и зац и и  на цифровы х 
вы числительны х м аш инах .
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