
В. А Б О Ч К А Р Е В

НЕКОТОРЫ Е ВОПРОСЫ ОПТИМАЛЬНОГО ПРИЕМА
СИГНАЛОВ С УЧЕТОМ ДИ СПЕРСИ О Н Н Ы Х СВОЙСТВ

КАНАЛА

В последнее время на практике находят все большее примене­
ние системы, использующие сложные широкополосные сигналы. 
Между тем, наличие дисперсии в канале (зависимости фазовой 
скорости электромагнитной волны от частоты) вызывает искаже­
ние сигнала, прошедшего некоторый путь в канале. Причем иска­
жения тем больше, чем шире полоса частот сигнала.

В предлагаемой работе делается попытка отыскания алгорит­
мов построения оптимальных байесовых приемников бинарных си­
гналов при различных условиях распространения радиоволн на 
фоне нормального белого шума. В работе также производится 
оценка помехоустойчивости обычного корреляционного приемника 
при поступлении на его вход сигнала, прошедшего некоторое рас­
стояние в канале (ионосфере).

§ 1 . Математическая модель канала с дисперсией 
и аппарат исследования

Передаточная функция канала:

Предположим, что j ц(ю) j —  const в полосе частот, занимаемой 
сигналом.

Используя известные выражения из [ 1, 2 ] ,  аппроксимируя 
зависимость электронной концентрации от высоты параболой [3 ] ,  
получим фазочастотную характеристику ионосферного канала для 
случая / > / Кр в следующем виде:

и  (со) =  !р,(«>)1<? М “ >. ( 1)

? (г ,  f )  =  T ( z ) f + v- y - , (2)
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Рис. 1

Очевидно, что функ­
ция v(z) в пределах 
ионосферного парабо­
лического слоя везде 
отрицательна.

На рис. 1 представ­
лена фазочастотная х а ­
рактеристика при сле­
дующих исходных дан­
ных [4].

z 0 =  150 км
z  =  2zm =  500 км;

z m — 250  км;
N m =  1 ,8 - 106 с м - 3 .

Выясним теперь во- 
/, тц прос о распределении 

вероятностей флуктуи­
рующих величин.

Пусть передатчик 
излучает радиосигнал S ( t ) .  На выходе приемника сигнал в сумме с 
помехой (нормальный белый шум) будет иметь вид:

S(t) =  S '(t)  +  n(t), (4)
где S '(t)  —  сигнал на входе приемника;

n (t)  — аддитивная флуктуационная помеха.
Представим (4) в виде ряда Фурье [5] на интервале анализа Т.

£ ( 0  =  2  И *  cos k~t  +  B k sin kQt),ft=i (5>
где

(6)

U k  И  \ i k  sin фй =  Vh

[ Ak — a* +  [A* ( a k coitp* +  bk sin <»*),
1 Bk  =  3* +  p* {bk cos 9* — a k sin 9*).

При анализе случайных величин щ c o s фй 
рассмотрим два случая:

1 . р й = р  =  const и случайной величиной является фй, флуктуа­
ции которой вызваны изменениями электронной плотности во вре­
мени. Этот случай соответствует относительно медленным колеба­
ниям электронной концентрации (часовым, суточным и т. п.).

2. Быстрые флуктуации электронной концентрации, обусловлен­
ные тонкой структурой ионосферы (образованием и исчезновени- 
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ем мелкомасштабных неоднородностей, перемещениями этих неод­
нородностей в пространстве и т. д .) .  Имеет смысл предположить к 
этом случае распределение вероятности величин ии и vh нормаль­
ными, считая, что число причин, вызывающих флуктуации парамет­
ров ии и Vh, достаточно велико.

Рассмотрим эти случаи более подробно.
Предположим, что p f c = p = c o n s t  во всей полосе частот сигнала. 

Найдем распределение вероятностей для фа, предполагая распре­
деление вероятностей для случайной величины N (z)  нормальным 
с математическим ожиданием m N и дисперсией G2N.

Выражая из (2) и (3) q>(z,f) через Nm
<?(z,f) =  a(z1f ) N m + b ( z 1f ) ,  (7)

где
I ,  f\  _  80,8л:  ( г 3 — 3 z m z * )

3< f  (8)
b(z ,  / ) =  ?(*)/■

и предполагая, что при флуктуациях N (г )  величины z0 и zm оста­
ются постоянными (по экспериментальным данным [4],  полу­
чим выражение для распределения вероятностей фаз к-той частот­
ной компоненты спектра сигнала

( 4 k ~ mk?
2  G?г 'ы  =  Д Г Р Ё ехр Р )

где
>2 I „ 19 п?G* =  \a(z, f )  |2 G'n , 10)

mk =  a ( z ,  f ) m n +  b(zA f ) .
Таким образом, случайная величина ф̂  распределена также по 

нормальному закону с математическим ожиданием и дисперсией, 
зависящими от частоты и от высоты г, причем с увеличением ча­
стоты дисперсия уменьшается.

Так как флуктуации фазы любой компоненты спектра сигнала 
вызываются одной и той же причиной, а именно флуктуациями 
электронной концентрации Nm, а между всеми фазами спектра 
существует аналитическая связь (2), то, согласно [7]. /(-мерная 
плотность вероятности запишется в следующем виде:

г Ор,— « , )П
w, , ч ехр — 2 0 ,2  J I  I  /<рй - / и *  ф, — /и, \ . . .
г * ( ? '  о ,  . . . с . , / s  I  1 6 ( - 0 ------------------ — ) '  < П )

Аг=2

где б (х — х0) — функция Дирака.
Перейдем к рассмотрению второго случая.
Как уже полагалось выше, распределения вероятностей случай­

ных величин ии— Цк cosqu  и Vh — ци эшфтг считаем нормальными 
с параметрами тщ, G2^ и т 2и, G22и соответственно.
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Предположим, что между всеми р ь ( к =  I, 2 , . . . ,)  в полосе частот ] 
сигнала существует аналитическая связь (плоскочастотный фе- ; 
динг). Для упрощения примем утл =  р г = const во всей полосе частот J  
сигнала.

В этом случае коэффициент корреляции между uh, uh+e (vk, } 
Ch+ь) равен Т. Тогда /(-мерные плотности вероятностей запишутся 
с л е д у ю щ j i м о б р а з о м :

ехр
(го — ти )2

Wk («;, »*) =
20,

схр |

<7., . 0 1ку2т.

1 (VI  — « и  )2

!П
11 * гг, —  гип

G 1* G,

иД(/  ........ < .)
2Gr,

к=2 
К (12)

G ... у 2% п ■2к Vi — /«21
G 2

» = 2

2. Пусть р =  |т(со), причем корреляция между рй и [щ+е равна О, 
т. е любая пара значений иг, в рт,+к будет флуктуировать неза­
висимо друг от друга (селективный фединг). Тогда случайные ве­
личины щ  и uu+e (Vk и Vk+e) будут некоррелированы. При этом 
/(-мерные плотности вероятностей соответственно для случайных 
величин и/, и Vk примут вид [7]

W ,v (и , .... и ь.) П G\k \ 2г-
ехр ( nk - n\ k f

20

’е)== П о :г е х р
1 vk

1к

- “ 2*)2
( 1 3 )

-Щк

§ 2 . Пути построения оптимальных бинарных байесовых 
приемников радиосигналов с учетом дисперсионных свойств

ионосферы

Д ля случая приема бинарных детерминированных сигналов от­
ношение правдоподобия можно записать в виде [5 , 6]

«ф |   дг  НФЮ  - S r (t)\*dt [
' " « I - U /1 1N

л —  "  7 Т Г  -  К  ( 1 4 )

е х р ( - д ^  I  1 6 ( 0  - 5 Д 0 1 2 d t\

при г =  1,2  и г.

Употребляя запись сигналов в виде рядов Фурье и выражая ко­
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эффициенты Фурье помехи аи, и из (6), получим следующее вы- 
оажение для отношения правдоподобия;

к  к

ехр

I  =
ехр

где

Д З З  2  ^  ( а 1 * ~  +  V  (X lk  cos <р* +  Y\k sin  9ft)
0 S i  ft=i Г

1 *  *  1
6 3  2  ( <4 +  b\k ) -  2  ( * 2* C0s <?* +  r 2* Sin V*) I
°0 S i  S i

A> (15)

tXfe

X ik  =  т у  (AkCLik +  Bubik), 
G;о

Y ik =  —У ( A  bib — Bu CLik)-
a o

(16)

/ =  1 , 2
Д ля нахождения алгоритма построения решающей схемы не­

обходимо усреднить (15) по флуктуирующим параметрам ин =  
=  [ак COS <?к и v K =  у,, sin yv

Случай медленных флуктуаций электронной плотности (рл— 
=  p =  const). При этом К -мерная плотность вероятностей фаз 
спектра сигнала определяется выражением (11 
отношение правдоподобия Л будет иметь вид 
случая малого отношения сигнал-шум). 

к

) и усредненное 
(приближенно для

Л  =
s= i

,[(Л']Й—A '.,*)cosтк +  ( К i*--]'\>*)sin w *] ехр^ _ * )  ~: И

где

-2 _
2 Gi

к
V &2р — Q-1 * I + but bIS

(17)
(18)

(19)

Таким образом, приемник должен состоять из К узкополосных 
фильтров, выделяющих частотные компоненты принятого колеба­
ния. Дальнейшие операции над выделенными частотными состав­
ляющими будут производиться согласно правилу (17).

Коэффициенты Фурье Ah и B h выделяются из принятой реа­
лизации сигнал плюс шум с помощью схемы, приведенной в [5].

Случай быстрых флуктуаций электронной концентрации (кор­
релированные). Алгоритм оптимальной обработки принятого коле­
бания будет иметь вид:

А =
P\k р к

ехр

к
2  I G\k(x lk
k = \

X2k) +  Gift]

\k
+
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+
2  [  ̂1* ^2*) + ^2*1 fr=l

Р2*
+

+

Л

Лк=1

где

\ffl\k ( 2 ( l *  X 2 к )  "Т ^ 2 *  ( У \k У 2 * )1 “Ь R k

Р ^  =  2 Л  ( т - т 2 о » ) .
Л = 1

К

Ао, (20)

P 2,  =  2 V ( i _ _ _ T2 0 М
ft=i

(21)

Qi* =  2 T2 G lft/nlft, 

Q 2* =  2f 2 G 2* ftiyk,
к

Rn =  S t 2 (™i* +  rnlh] .k=\
Учитывая монотонный характер показательной функции и лога­

рифмируя обе части (20) , получим, что решение о наличии сигна­
ла S i( t )  или S 2(t) можно принимать на основании сравнения с не­
которым порогом Н0 величины

I
1* ( й= 12 i g i * ( * i* - * 2*)][ + 4 " { S IG2* ( Ki* ~ K2*)]} +

к к
+  2 mi* ( 2 ( i * —X 2k ) +  nt-ik {У \k~Y2k) A/0,

й = 1

где t f 0 =  lnA0 +  l n - ^ i - R k  ■

(22)

(23)

Быстрые некоррелированные флуктуации концентрации элект­
ронов в ионосфере. После усреднения отношения правдоподобия
(15) с весом (13) получим оптимальное правило решения

к

Л = П
* = 1

-р—р  ехр 
М* 2k

/ Г  ° 1 *  ( * 1 *  +  Л 2й) +  ^1*

P lk
+

2 '  2 +rrh k { X lk- X 2k) + m 2k ( Y xk- Y 2k)-GRk\^ к .
2*

(24)
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где
P\k =  1 — 2~{2G u  , 

P 2k =  1 — 2-f2 Glk , 

j Q ,fe =  2 f G lkmlk , 

Q2ft =  2т2 ^ 2* >

=  j 2 (m\k +  mlk)

(25)

Логарифмируя обе части (24) и вынося параметры, не содержа­
щие информации о принимаемом колебании, в значение порога, 
получим

I
к= 1

G\k (X \k — X2k) + 
Р 1к

+ G2k (У\k ^2k) G2k
2*

+

+  m\k (X I k  X 2 k )  ~b \k У  2k)j hn.

где H о — In /z0 + Rk I

(26)

(27)
*=i

§ 3. Оценка помехоустойчивости корреляционного приемника 
бинарных сигналов, на вход которого поступают сигналы, 

прошедшие некоторый путь в ионосфере

Логарифм отношения правдоподобен-для данного приемника, в 
общем случае имеет вид [ 6]

т

q =  щ 5 * ( * )  l S i ( t ) - S 2(t)]dt h.

где Sx(t) и S 2 ( 0 -  ожидаемые (опорные) сигналы.

Перепишем (28) в виде ряда Фурье

(28)

А.

q — -^2" \Ak (o-ik—O-ok) +  В к (Ь1к—Ь2̂ ) \ з? h. (28а)

Ограничимся случаем бинарной симметричной системы [6]. 
При этом h = 0.

Предположим, что передается сигнал S x{t). В этом случае, 
используя выражение (6), имеем

к  _ |
^1 [(ф* +  b \ k  —  U \ k  & 2 k  ^ \ k ^ 2 k )  U k  +  ( p 2 k  k  b \ k  0 - 2 k )  ^ k  ] ^

k—1

2  I®* (&2k ^1*) 4" $k (p2k ^1*)]>
1
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где
Обозначим

a k =  a* cos 9*; =  [a* sin с?*.

к
1 V? 2 2

~  2  | ( ^ 1 6  “f* ^ ik  &‘2k b\k b‘2k) {p^k C îk ( ^ 0
/?—1

/С
Г) — 2  [а * (а 2* — Ф*г) +  pft (p2k — bik) I ■ (31)

При фиксированных значениях мК\ и ик случайная величина^ 
имеет нормальное распределение вероятностей с математическим 
ожиданием и дисперсией, равными соответственно:

ftl (yj) =  О,

D  ( y l )  =  G o  { ( 0 - 2 к  —  & \ f t )2  +  ( ^ l * *  — М 2 Ь
(32)

fc=i
Вероятность ошибки P  —  вероятность того, что случайная вели­
чина г) превысит 2Е' (нарушится неравенство (29) [ 5.]:

Р = 1 -  Ф 2Е' ' ч

#в й ) (33)

где Фх — функция Крампа.
Для нахождения вероятности ошибки р  данного приемника, не­

обходимо усреднить (33) по флуктуирующим параметрам. Uh и Vk, 
распределения вероятностей которых описываются выражениями 
(1.1—■ 13).

1) Случай медленных флуктуаций электронной плотности. При 
этом вероятность ошибки

г -  к
V  [ ^  Lk cos (G„ h  + т к ) - n ft T ftsin (Gk g, + m k ) 1
ft=i1 _ 1

1/2У
(D

V D (TJ)
X

X  exp ^  \di

где
Ln — \ Oil, +  Ь\ь~- OikCL̂ h — Ьц,Ь>1, I . 
7 ft =  (/bft ЙЦ bl/tO?!,).

2) Быстрые коррелированные флуктуации:

(34)

(35)



3) Быстрые некоррелированные флуктуации электронной плот­
ности. Вероятность ошибки примет вид

O n .. Ои< (/21 (i2K {2т.)1' Ф *’=1
Lk “к + Tk

1/D (ф X

'и-
<е.хр — Y;  ) ~  ^  j { — а  ! d u v . .d u Kd v x...dvK \

)
(37)

Таким образом, очевидно, что полученные вероятности ошибок 
будут больше вероятности ошибки данного приемника, принима­
ющего сигналы из свободного пространства при одних и тех же 
энергиях излучаемых сигналов.

Л И Т Е Р А Т У Р А

1. М. П. Д о л у х а н о в. Распространение радиоволн. Связьиздат, 1965.
2. Ф. Б. Ч е р н ы й .  Распространение радиоволн. Изд-во «Советское ра- 

fjoo», 1954.
3. В. Л. Г и н з б у р г .  Распространение электромагнитных волн в плаз- 

те. Изд-во «Наука», 1967.
4 Я Л А л ь п  е р  т. Распространение радиоволн и ионосфера Изд-во 

Ш  СССР, 1960.
5. Л . М. Ф и н к .  Теория передачи дискретных сообщений. Изд-во «Советское 

радио», '1963.
6. В. И. Т и х о н о в. Статистическая радиотехника. Изд-во «Советское 

■радио», 1966.
7. Б. Р. Л е в и н .  Теоретические основы статистической радиотехники. 

Изд-во «Советское радио», 1966.
3. В. Б. Д а в е н п о р т ,  В.  Л.  Р у т .  Введение в теорию случайных сиг­

налов и шумов. Пер. с англ под ред. Добрушина Р. Л. Изд-во иностр. лит., 
960.

9. Е. С. В е н т ц е  ль .  Теория вероятностей. Физматгиз, 4964.
10. И. С. Г р а д ш т е й н ,  И. М.  Р ы ж и к .  Таблицы интегралов, сумм, 

рядов и произведений. Физматгиз, 1962.


