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( г .  Куйбьиев)

Практически при экспериментальном исследовании случайных ве­
личин надежно могут быть оценены лишь некоторые их моменты; обычн 
ограничиваются вы5орочными оценками среднего и дисперсии [Д , 2 ]  . 
Поэтому построение моделей случайных величин по таким эксперимен­
тальным данным фактически предполагает такую аппроксимацию реаль­
ной случайной величины, которая обеспечивает совпадение среднего 
и дисперсии у модели и прототипа. Несомненный интерес подобная 
аппроксимация представляет при условии неотрицательности исследуе 
мой случайной величины 'примерами таких случайных величин являютс 
различные интервалы времени: промежутки между событиями в потоках 
событий различной природы, наработка на отказ и т . п . )  и требовани.. 
простоты получения реализаций случайной величины по ее модели ' по( 
леднее приобретает особую важность при разработке на основе экспе­
риментальных данных имитационных моделей исследуемых систем ).

Пусть в результате  статистической обработки экспериментальны) 
данных получены оценки математического ожидания и дисперсии некотс 
рой положительно определенной случайной величины: соответственно 
/77х и Dx • Рассмотрим задачу замены этой реальной случайной 
величины гипотетической случайной величиной с теми же математичес­
ким ожиданием и дисперсией.

Эта задача сводится к определению случайной величины V , 
для математического ожидания Р1-{Т\ и дисперсии Л { т \  которой 
выполняется система условий:

I Л { Г } ~ Л Х . , Т)

Очевидно, вид условий ' I )  ограничивает выбор распределений 
двух параметрически ми ' т . е .  зависящими от двух параметров -  Pf  и 

Р2 ) распределениями: Pr  (Р ) ~ Fr  Р1, Р2 )  , с ограничент^ми 
М {т уу(РиР2) и Л{т}=% (Р и  Р2 )  . При таком выбора распределения
р  -систем а условий ^I) является системой двух  уравнений относи 

тельно двух  неизвестных P j и Р2 :
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f ^ (P i,P z)=  т х , 
1 f i  ( Pi, P2)=  Лу .

'можно п оказать , что для важнейших двухпараметрических распре­
делений положительно определенных случайных величин 'Вейбулла, 
гамма-распределения, усеченного нормального, логарифмически-нор- 
мального) решение системы '2 )  существует и может быть вычислено 
для любых величин оценок 0< /71у, < °°  . Сднако, с точки зрения
удовлетворения дополнительному требованию простоты получения слу­
чайных чисел с подобными распределениями, указанные двухпарамет­
рические законы оказываются мал о приемлемыми для моделирования глав­
ным образом и з -з а  громоздкости соответствующих вычислительных ме­
тодов и существенных затрат машинного времени при их использовании

Действительно, в простейшем случае для распределения Вейбулла 
) соответствии с методом обратных функций значения случайной вели- 
1ины вычисляются по формуле

где а С , л >0  -  параметры распределения Вейбулла, а /* -  реализа- 
(ия равномерно распределенной на интервале [ С , 1 )  случайной величи­

ны. Операция возведения в степень с вещественным в общем случае 
показателем является при реализации на ЭВМ наиболее медленной 
арифметической операцией, предполагающей обычно вызов библиотечной 
подпрограммы [ 4 ]  . В некоторых популярных языках программирования 
и моделирования встроенная операция возведения в степень вообще 
о тсутствует , как например в Модуле-2 [ 5 ]  и G -PSS  [ 6 J  .

В работе [ 7 ]  предложен метод замены реального потока с огра­
ниченным последействием обобщенным потоком Эрланга к  - го  порццка, 
у котор' го случайный промежуток времени Т  между событиями яв­
л яется  суммой экспоненциальных случайных величин 7} , с = 1 ,к  , A - f  
из которых подчиняются экспоненциальному закону распределения с 
параметром Л0 и одна -  экспонешиальному закону с параметром Я j  .

Параметры Л0 )л 1 распределения величины Т  , т . е .  параметры 
гипоэкспоненциального распределения [В ]  , определяются из системы 
уравнений ( 2 ) .  Причем решением системы f 2 ) ,  содержащей в данном 
случае квадратное уравнение, являются две различные пары значений 
параметров (л 'д*, Л*/')  и (Я д1 , Л'/1)  , одинаково пригодные для моде­
лирования. Параметр к  в системе '2 )  явно о тсутствует , но зад ает  
структуру выражений y f  и у2 . Его определение по эксперименталь­
ным данным производится по формуле

[3 ] •
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J i r r ' ' (3 )если первое выражение дает  
дробное значение.

Определение случайной величины Т  , распределенной по гипо- 
экспонекциальному закон у, указы вает весьма простой и достаточно 
аффективный способ моделирования ее реализаций: получение необхо­
димого количества случайных чисел с экспоненциальным распределе­
нием и вычисление их суммы. Однако из формулы СЗ) и очевидного 
условия к  >/2 ясно, что описанный способ моделирования величины 

Т  может быть применен только при соблюдении условия 2)ж < 
т . е .  при условии, что выборочный коэффт^ент вариации реальной слу­
чайной величины не превышает единицы:

= у ^ 7т хК  = < 1 •
При = I наиболее приемлемой аппроксимацией распределения 

реальной случайной величины следует признать экспоненциальное рас­
пределение с параметром я п — - =  /  — •

0 " ,  ж V&7 „
На практике нередки случаи наблюдения сверхнерегулярных слу­

чайных величин, оценка коэффициента вариации которых превышает еди­
ницу. Например, результаты  измерений показывают, что коэффищенты 
вариащи распределения времени занятия центрального процессора раз­
личными программами в мультипрограммных вычислительных системах в 
основном значительно больше единицы [ 8 ]  . Т акая же картина оказы­
вается  характерной для случайной величины промежутка времени между 
обращениями страничных программ к каждой из страниц их адресного 
пространства [ 9 ]  . Поэтому актуальна задача указания простого и 
"быстрого" моделирования случайной величины с Vy>1 .

В качестве аппроксимирующего может быть предложено гиперэкспо- 
ненциальное распределение, которое всегда  обеспечивает коэффициент 
вариации больший чем единица СвЛ •

Механизм образования гиперхэкспоненциально распределенной слу­
чайной величины Т  можно представить формулой

Г-
То
Р
tп

с вероятностью 

с вероятностью 

с вероятностью

Ро
P i
Р п

экспоненциальному закону с 
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случайная величина, распределенная по 
параметром Л£ , i  =■ О, п  •



Выражения для математического ожидания и дисперсии гиперокс- 
поненщальной случайной величины имеют вид

Моделирование реализации случайной величины Т  » распределен­
ной по гиперэкспонен 1*1 альному закону, очевидно,включает д ва  этап а .
На первом моделируется значение случайного номера /V с дискретныы 
распределением Р  ( Л/= *■)—p i  , Р> п  . На втором этапе генери­
р уется  случайное число, экспоненциально распределенное с парамет­
ром Я'с  , которое и фиксируется как р еализащ я Т  . Таким образом, 
алгоритм получения случайных чисел с гиперэкспоненц(альным распре­
делением основан на использовании экспоненщально распределенных 
случайных чисел и не требует большого объема вычислений.

Трудность использования гиперокспоненц(ального распределения 
для аппроксимации распределения случайной величины с точностью до 
совпадения математических ожиданий и дисперсии у  модели и прототи­
па заклю чается в многопараметрическом характере гиперэкспоненщ аль- 
ного закона распределения; количество параметров пропорц4онально 
величине структурного параметра п  .

В простейшем случае / 7 = 1  гиперокспоненц<альное распределение 
зависит от трех параметров: р  , Я 0 , Я/ ( р  определяет р 0 и р 1 ;  
например, p f  = р  , р 0 = /—р  ) .  Дальнейшее сокращение числа пара­
метров до двух  связано либо с фиксированием значения одного из них, 
либо требует введения однозначной зависимости одного из параметров 
от др уго го . Выбор любого из этих вариантов потенщально способен 
снизить мощность моделирования гиперэкспоненфального распределения, 
понимаемую как возможность агтроксимащ и распределения любой поло­
жительно определенной случайной величины с точностью до совпадения 
математического ожидания и дисперсии у модели и прототипа при коэфс 
фициенте вариации большем единицы.

Рассмотрим гиперэкспоненьиальное распределение с п  = I ,  н еза­
висимыми параметрами которого являются p e : ( 0 , f )  и Я 0 > О » а  
зависимыми р 0 = /— р  , p f  = р  , я г = р Я 0 . Исследуем возможность 
определения параметров р  и по экспериментальным данным и
мацность предлагаемой модели в установленном смысле. Подставляя 
результат вычисления ( 4 ) ,  (5)  для введенного распределения в сис­
тему '2 )  и производя несложные преобразования, получим

(4 )

(5 )
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_  2 - Р
2 о /пх ’ (5)

\ (V ? 1 -  D p 3-  ( 4  и /  - 2 ) р 2 -  / 4  ^  -  2 ) р - 2 =  о .  {7)

Поскольку предполагается, ■ что [/̂  = Дх/т х > 1 , уравнение ( ? )  
в соответствии с правилок знаков Декарта [ Г  ' имеет,по крайней 
м ере ,один положительный корень. С другой стороны, такой корень 
принадлежит интервалу ' 0 , 1 ) ,  так как при р  = 0 и /7=1 значения 
правой части уравнения ' ” ) равны соответственно -  2 и У * ~ j  > О- 

функция р (  l/Jfj, непрерывна и строго убывает на интервале Г1,°°/ 
Этот факт нетрудно проверить, исследуя выражение ' 7 ) ,  предваритель­
но преобразовав его  к виду

, / * _  - Р * + - 2 р г - 2 р  + 2  .

* р 3 -  4 / 7 2 +- 4  р  8)

Анализ функций третьей степени [ i c j  в числителе и знаменателе пра­
вой части выражения (8 ) позволяет установить, что с ростом /7 от 
С до 0/3 Vp монотонно убывает, так как строго убывает числитель, 
а знаменатель строго р астет . При изменении р  от 2/3 до I знаме­
натель также начинает убывать, но, как показывают расчеты, медлен­
н ее , чем числитель. В конечном итоге получаем, что функция Vx  (  р )  
непрерывна и строго убывает на полуинтервале 0 ,1  . Следовательно,
интересующая нас функция р ( ^ )  непрерывна и строго убывает на 
множестве Ух .

Таким образом, для любых т х  и Лх  пр*1 Лх  > / ^ р еш ая 
уравнение ( 7 ) ,  устанавливаем значение параметра р  , а затем  из 
уравнения '5 )  -  значение параметра Я 0 введенного двухпараметрзи- 
ческого гиперэкспоненциального распределения: р £  f  У, /), Я 0 > О. 
Другими словами, предложенное распределение может быть использовано 
для моделирования положительно определенных случайных величин с 
заданными математическим ожиданием и дисперсией, когда коэффициент 
вариации превышает единицу.

Для отыскания корней кубического уравнения '7 )  можно восполь­
зо ваться  либо известными алгоритмами, либо библиотечными программа­
ми ЭВМ. Кроме то го , отмеченные свойства функции р (  Ух)  позволяют 
рекомендовать определять р  по выборочному Ух  путем интерполя­
ции з а т н е е  вычисленных табличных значений р ( У х ) - У
*  Автор благодарит и.д.Ьорисовскую з а  помощь в подготовке статьи .
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Вероятность смешения Р  в двухпараметрическом 
гиперэкспоненцральном распределении

Кг Р Vx Р Vx Р
......... ...—г

Vx Р

1,0000 1 ,000 1,8419 0 ,150 3,5377 0 ,040 15,811 0,002
1,0009 0 ,900 2 ,0527 0 ,120 3,7814 0,035 22 ,361 0,001
1,0069 0 ,800 2 ,2447 0,100 4 ,0839 0 ,030 31 ,623 0,0005
1,0226 0 ,700 2 ,3644 0 ,090 4 ,4732 0 ,025 70 ,711 0,0001
1,0530 0 ,60 0 2 ,5062 0 ,080 5 ,0008 0 ,020 100,00 0,00005
1,1055 0 ,500 2 ,6776 0 ,070 .5 ,7 7 4 0 0 ,015 223,61 0,00001
1,1924 0 ,400 2 ,8907 0 ,050 7 ,0713 0 ,010 707,11 0,000001
1,3384 0 ,300 3 ,0186 0 ,055 8 ,4517 0,007
1,4490 0 ,250 3 ,1653 0 ,050 10,000 0 ,005
1,5033 0 ,20 0 3 ,3359 0 ,045 12 ,910 0 ,003
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