
где ( . , . ) -  скалярное произведение в т .е .

(jZ)d^  ? £^ 2(П)  ;

с<^ >  - i ,  L w r f lJ l> s k ^ ]dJl'
Vf,aeH'(n) ,ji3) ',x0eJ.2(n),u0eHi(n).

Теорема 6 . При любом допустимом управлении//£ 2L поставленная 
задача имеет единственное решение. В работе для поставленной задачи 
получены необходимые условия оптимальности.

Теорема 7. Пусть U *  оптимальное управление поставленной 
задачи, тогда
m a x [ (Р 1 (tre , j h  ,и * ) - Р 2 ( t 0, j i 0 , u * ) (u ( t 0 ,/ i0 ) u * - ) - x ( t o>Ju 0 , 
ке[а,ег ^
+ (?(/< )ty(^0 9 < f )P (t o  7J^o > )\~ (Pf (  >Ĵ O 7 )  ~̂ 2 (  0 >Ĵ O 7
l4 P ))(ty (tg  > J^o ’ ^   ̂~  33 (t g  ,J^O , U. ) ) j f (C l  (tg  уJ -^ g )) *- 

+■ (T (u  ( tg у/^о)) LJ-(tg ;J^O  i  U- )  P2 ( t o  y/i-g , U * )  ,

где /7 , P2 -  обозначают сопряженные состояния;

(to,/*e) '  Т0чка ( 0 ’ Г ) * п  ■
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Одна из основных особенностей сложных научных экспериментов



состоит в поэтапном последовательном во времени характере обработки 
экспериментальных данных. Результаты обработки представляются в от­
личие от "прямых” экспериментальных данных (результатов измерений) 
не слишком большими "обозримыми" исследователем массивами чисел, 
имеющими содержательный ("физический") смысл. При этом после проведе­
ния очередного этапа обработки прямые экспериментальные данные, как 
правило, "забываются". Последнее обстоятельство часто связано не 
только с их "необозримостью", но и с ограниченными возможностями при­
меняемых носителей информации. Рассматриваемая ниже формализация 
задач последовательной обработки обладает, на наш взгляд, большой 
общностью и может служить основной для синтеза эффективных алгоритмов.

Первоначальными понятиями излагаемой теории, не определяемыми - 
через более простые понятия, является э л е м е н т а  р к ы й 
(неделимый) э к е-п е р и м е н т $ и соответствующие ему 
ф а к т о р  -  п а р а м е т р  Си , экспериментальные данные X 
и внутренняя переменная исследуемой системы о . Элементарный экспе­
римент характеризуется тем, что соответствующие ему элементарные 
экспериментальные данные в рамках проводимого исследования не подле­
жат дальнейшему дроблению. В зависимости от целей исследования эле­
ментарные эксперименты могут быть определены по-разному. Например, 
они могут объединять все измерения, проводимые в фиксированные про­
межутки времени на одной экспериментальной установке, или все измере­
ния, проводимые за один цикл исследования на разных экспериментальных 
установках. Фактор-параметр элементарного эксперимента объединяет 
совокупность всех величин, которые исследователь может изменять по 
своему усмотрению в некоторых пределах, и тем самым как-то влиять на 
экспериментальные данные. К таким величинам могут быть отнесены момен­
ты времени измерений, управляемые ( свободные) параметры измерительных 
трактов, положения исполнительных органов экспериментальных устано­
вок. Везде в дальнейшем экспериментальные данные У, элементарных 
экспериментов Э'с рассматриваются как совокупности случайных вели- • 
чин, после проведения эксперимента 3i . в руки исследователя попада­
ет реализация ( выборка) XL случайной величины Х[ . Фактор-параметр
(X>i -  совокупность обычных (не случайных) величин. Внутренняя пе­

ременная fy- представляет собой совокупность величин, полностью 
характеризующих исследуемую систему при фиксированном значении фактор 
параметра СО; , соответствующем элементарному эксперименту Э[

С о с т а в н ы м  э к с п е р и м е н т о м  будем называть 
лю бую п о с лед о в ате л ьн о ст ь эА/ = {э,,сг ,э3 , . ,3 */  }  элементарных экспери­
ментов, обычно упорядоченных в проведении их во времени ( в поряд­
ке доступа исследователя к экспериментальным данным XL ).  Соответст- 
з



вующие составному эксперименту последовательности экспериментальных 
данных, фактор-параметров и внутренних переменных будем обозначать

Л/V ~{^1 >̂ 2 ) ' ' ' > Л/ I  ’ ‘Ру ~ ,СС>2 &Л/ }  &,_= /, 12 ■>' ■ ' > 2Л/ /
При неопределенном значении А/ будем писать JC) S)> 7? .

О б щ е й  с т о х а с т и ч е с к о й  м о д е л ь ю  
с и с т е м ы  ( ОСМС) назовем последовательность условных плотностей 
распределения вероятностей вида

{P t t i l t i - i .V ih  0 -1 ,2 ,. . . } , ^
удовлетворяющих условию

Р(П Iti-f >Ъ -t> ) - P (2olli-i > йс >, 1-1,2,...  ̂ _ (2)
(независимость и x L_f при условии, что з а д а н ы ^  и и); ) .

О б щ е й  м о д е л ь ю  н а б л ю д е н и я  назовем после­
довательность условных плотностей вида

[ p (X i \ x H  1 = 1 , 2 , : ] .  (3 )

О б щ е й  з а д а ч е й  п о с л е д о в а т е л ь н о й
б а й е с о в с к о й  о б р а б о т к и  д а н н ы х  ^ОЗПБОД) 
будем называть задачу получения по заданным априорному распределению 
р ( )  , последовательностям СО и ос , ОСМС и ОМН последователь­
ности

{ p ( ! i l x i , b ) i h  0 -1 ,2 , . . . }  (4 )

распределений р  (р  Lv; ,Ш[) > вычисляемых рекуррентно по мере возрас­
тания I  и поступления экспериментальных данных Л); .

Как следует из определения ОЗБОД, ее решение задается процедурой
вида

{ P(7i-t М-/ - ̂ i-1 )> Щ >Xi }  —  p ( £' jP20 > &>i )■> 1 = 1,2,..- ,
которая определяется следующим алгоритмом, основанным на элементар­
ных формулах теории вероятностей /I/.

Общий алгоритм последовательной байесовской обработки данных 
(ОАПЕОД). Шаг. I (шаг экстраполяции) -  вычисление априорного по отно­
шению к текущему элементарному эксперименту дл распределения сово­
купности внутренних переменных J. :

P(fi f c - ,  ' & )  = Р (&■/£_, > v ; )P fa - ,/4v •' v;-■>)■ (5)
Шаг 2 (шаг уточнения по данным дг- элементарного эксперимен­

та 3'L ) -  вычисление апостериорного по отношению к <2[ распределе­
ния JL :



р (% ' /л?' 0 ) ' ) ~  l^ i - l  > <̂ с )Р(&С  /& V^L-l’GJj)  _

f p ( J i l 4 _ , , & > i )p t e i l i i> x t - f 7& l ) d i i  (6 )

В вычислениях (5 ) используются p i'll / £ . , ,й £ > з  OGMG ( I )  и резуль 
таты предшествующих вычислений в виде р ( j x L.t , при 1 * 1
выполнение шага I  обеспечивается заданием априорной плотности p if o ) ) ' 
На шаге 2 вычисления производятся по формуле Байеса (6 ) и обеспечи­
вается результатами вычислений на шаге I  и заданной ОМН (3 ) .  Резуль­
таты X'L элементарного ) эксперимента 3i участвуют лишь в реали­
зации шага 2. Обратим внимание на то, что плотности (5 ) и (6 ) рас­

сматриваются как функции , а значения X i и в этих плотнос­
тях фиксированы и заданы. 03ПБ0Д в общем случае связана с постепенным 
расширением совокупности оцениваемых величин ^ » р } п0
мере увеличения I . Это существенное неудобство устраняется, если 
перейти к математической модели задачи обработки данных, основанной 
на следующих определениях.

Определение I .  Марковской стохастической моделью системы или 
с т о х а с т и ч е с к о й  м о д е л ь ю  с о с т о я н и я  (СЖ ) 
будем называть ОСМС ( I ) ,  удовлетворяющую помимо условий (2 ) также 
условию статистической независимости £. и t q) .  1 , если
заданы , u)L , й )^  ;

P l i i j t l - i  p l l i l l l - f  ^ 1 ,2 , . . .  (7 )

Другими словами, СМС задается последовательностью вида

{ p ( i i h l - f >  > Щ -г )*  (8 )

В случае СМС внутреннюю переменную ^  называют с о с т о я н и -  
е м системы при значении фактор-параметра.

Определение 2 . М о д е л ь ю  н а б л ю д е н и я  с н е ­
з а в и с и м ы м и  н а б л ю д е н и я м и  (МНН) называется ОМН, 
в которой распределения, входящие в последовательность (3 ) ,  удовлет­
воряют условию

p (X i j x H  , J i , U )i) =  Р(0СС I I I , 0)1) ;  о = 1,2, . • • . С9)

Таким образом, МНН можно записать в виде

[ P l ^ l l l i , ^ ) )  i  = U2 , -•  }  • (Ю )



Огтеяеление 3 . О б щ е й  з а д а ч е й  п о с л е д о в а ­
т е л ь н о й  б а й е с о в с к о й  ф и л ь т -р а ц и и  (ОЗПБФ) 
назовем задачу получения по заданным р($0), О) , X  СМС и МНН пос­
ледовательности распределений

' { P ( l i  )> 1 = 1,2, )  > ( I I )
вычисляемых рекуррентно по мере возрастания i  и получения доступа 
к экспериментальным данным OCi .

Алгоритм решения ОЗПБФ определяется следующим образом.
Обший алгоритм последовательной байесовской фильтрации (ОАПБФ). 

Шаг I (шаг экстраполяции):

P ( l i  l^ i - f  > f P ( i i l ,%L-1 ’ ^  { i2 )

Шаг 2 ( шаг уточнения):

/ -  й  ^ w >
P i .  f p(?c j x ^ ^ P ^ c l h ^ l c  ’ ( I3 )

Очень часто СМС и МНН задаются алгебраическими моделями. 
Определение 4 . А л г е б р а и ч е с к а я  С М С  (А С М С) и 

М Н Н (А М Н Н) соответственно последовательности соотношений вида

i i ~ f i  ( 2i-i > > &с~г ’ £  )  > ь ~ • • ■ 1
(14)

~ , £i ) ;  i -  1,2, ■ ■ •,

где -fi и h i -  заданные функции; { % }  , {% }  -дискретные ( в 
общем случае векторные) независимые белые шумы, называемые соответст­
венно шумом модели и шумом наблюдения и определяемые последователь­
ностями плотностей {P f f i ) }u  [ р ( £i)\ ■

Требования, чтобы шумы и }  были белыми, являются
необходимыми для того, чтобы соотношения (14) и (15 ) определяли соот­
ветственно СМС и МНН общего вида ( 8 ) ,  (1 0 ). Эти модели могут быть 
получены из соотношений (14) и (15) путем применения правил преобра­
зования случайных величин Д / . Заметим, что в общем случае размернос­
ти всех величин во всех приведенных выше определе­
ниях могут быть различными при различных I  , а функции -fi и Д/ 
могут быть заданы алгоритмически. Например, вычисление этих функций 
может быть связано с некоторым численным методом решения системы 
дифференциальных уравнений, описывающих поведение объекта исследова­
ния в условиях экспериментаой установки.



Наиболее известным примером применения конкретной реализации 
ОАПБФ может служить фильтр Кальмана-Бьюси /2/. В этом случае АСЮ и 

АМНН линейны по ^  ^  , а плотности {p{f? j,{p (£ i)\ -
гауссовские. Обобщающими отличиями полученного при этих предположениях 
ОАПБФ от стандартного алгоритма Кальмана-Бьюси являются: I ) более 
общий векторный ввд фактор-параметров a>i (в  стандартных формах 
записи алгоритма Кальмана-Бьюси OJi -  скаляр, совпадающий с текущим 
дискретным временем); 2 ) возможность при различных с рассматри­
вать в качестве ^  , jcl > COL различные совокупности величин, имею­
щих различные размерности и "физический" смысл. Второе из этих отли­
чий определяет возможность объединения данных разнотипных эксперимен­
тов (проводимых на одном объекте, но, возможно, на различных экспе- 
риментных установках),

Несмотря на общность и кажущуюся простоту ОАПБОД и ОАПБФ, реаль­
ные вычисления могут оказаться очень громоздкими и даже не выполнимы­
ми, Дело в том, что для реализации этих алгоритмов определяемая ими 
ф у н к ц и о н а л ь н а я  р е к у р с и я  должна быть заменена 
а л г е б р а и ч е с к о й  р е к у р с и е й ,  т .е .  фактически все 
распределения, фигурирующие в формулах ( 5 ) ,  (6)  и (1 2 ), (1 3 ),  должны 
задаваться параметрически и в вычислениях должны участвовать лишь 
параметры этих распределений. Кроме этого, для однотипности всех вы­
числений при каждом значении I  ( т . е .  возможности выполнения кх в 
цикле по i  ) необходимо выполнение так называемого у с л о в и я  
п а р а м е т р  и ч е с к о г  о с а м о в о с п р о и з в е д е ­
н и я  формы распределений /3/, которое практически сводится к вы­
полнен® следующих двух условий:

1. П о р о ж д а е м ы е  ОАПБФ (1 2 ),  (13 ) условны® плотности 
PfTcj^L.CO i) °РИ кавдом с должны быть представимы в виде

P ( t i l * i > 4 ) -  p (? i id i (x i , OJJ), (16 )

** •  9l (Xl,Q)l ) -  вектор-функция фиксированной не зависящей от с 
размерности. Вектор^- (Xl , Ml))  фактически является достаточной ста­
тистикой ,_рюпределение (16 ) сохраняется неизменным, если вектор 

COi) ) не изменяется.
2 . Векторы 9± (Xl , СО̂)  могут быть определены рекуррентными форму-

лами

9l ( x L, a>i) =  y(Q i4  (X l-, , а)г- , ),-£i ,col)  , ц ? )

т .е .  последовательность (2 , . . . }  -марковская.
Фсрщужы вила (17) естественно назвать п а р а м е т р и ч е  с-



к и м  а л г о р и т м о м  п о с л е д о в а т е л ь н о й  
б а й е с о в с к о й  ф и л ь т р а ц и и  (ПАПБФ).

К сожалению, условия самовоспроизведения для подавляющего боль­
шинства задач экспериментальной практики не выполняются. Наиболее 
известным примером их выполнения является упомянутый выше случай 
фильтра Кальмана-Быоси. В большинстве реальных ситуаций переход от 
ОАПБФ к ПАПБФ может быть произведен путем замены "истинных" распре­
делений некоторыми аппроксимирующими их параметрически заданными 
распределениями. Представляется разумным в качестве последних выби­
рать распределения, обладающие максимальной в некотором фиксированном 
классе, к которому принадлежат "истинные" распределения, энтропией 
(неопределенность). Соответствующая теория основывается на следующей 
теореме.

Теорема. Для того, чтобы в классе L(fL,¥(.)t8 ) всевозможных слу­
чайных п -мерных векторов 2 • сосредоточенных в заданной фикси­
рованной области й с Я "  удовлетворяощей условию

Е [y (A j ] =  f  < f (2 )p (2 )d t - 6 ,  (16)

где £  -  символ математического ожидания, и 8  -  заданные век­
тор-функция и вектор, некоторый вектор £о обладал максимальной энт­
ропией H [f  ]= ~  ElPapf?)], необходимо и достаточно, чтобы плотность 
имела экспонентный вид р(2р)  = аСесср (19 )

Идея применения теоремы состоит в следующем. Зафиксируем неко­
торые Q,yr-) и предположим, что плотность p f o - f  имеет вид

/*£-/> &£-f )  = * i- t  (Ч -, - Еогч )еосрУ 1 , )х  20)

Алгоритм максимально-энтропийной последовательной байесовской 
фильтрации (АМЭПБФ)

1. Используя формулы (1 2 ), (1 3 ), (18 ) и плотность (2 0 ), вычис­
лим значение 8 (̂8 ,̂СОрвектора (18) для распределения p P p i/ x i, )  ■

2. Решая при систему уравнений, полученную путем
подстановки плотности (19) в (18) и дополненную условием нормировки 
fp(2)d% ^ 1 , вычислим значения cCifsci, )  иу з(й с^ ,й );) . В сле­
дующем по с цикле обработки экспериментальных данных в ка­
честве априорной используется плотность

P ( t i , щ )  =  ос( x L , c o i ) e o c p , (D i)У (? 1 ) ] ,  
обладающая максимальной энтропией в классе l ( Q , f 0) !  £с ).

Ясно, что так как в общем случае векторы не являются достаточны­
ми статистиками, то на калщом этапе (при калщом )  обработки экс­
периментальных данных с помощью АМЭПБФ происходит некоторая потеря



информации, зависящая от состава и размерности вектор-функции у0 ) , 
которую можно назвать ф у н к ц и е й  с ж а т и я  и н ф о р ­
м а ц и и .  Естественно, что расширение состава вектор-функции у( ,, 
приводит к уменьшению потерь информации (точнее, количества информа­
ции Шеннона), но к увеличению вычислительных затрат на реализацию 
АМЭПБФ.

Наиболее универсальный способ реализации АМЭПБФ состоит в рацио, 
нальном сочетании методов стохастического моделирования (Монте-Карло) 
стохастического программирования и стохастической аппроксимации. В 
некоторых случаях все вычисления могут быть выполнены аналитически.
В качестве примера применения АМЭПБФ можно рассмотреть случай, когда 
в состав вектора вводятся все первые я вторые моменты состояния. 
Легко понять, что это эквивалентно стохастической линеаризации соот­
ветствующих рассматриваемой задаче АСМС (14 ) и АМНН (15) с последую­
щим применением к линеаризованной модели алгоритма Кальмана-Бьюси.

В заключение отметим, что с позиций изложенной теории могут был 
рассмотрены практически все задачи обработки экспериментальных даннвд 
К таким задачам относятся, в частности, характерные задачи вдентифик* 
ции.
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0 ВЕРОЯТНОСТНОМ ДИАГНОСТИРОВАНИИ
ДИСКРЕТНЫХ УСТРОЙСТВ

( г . Горький)

Задачи технического диагностирования дискретных устройств имеют 
большое народнохозяйственное значение. Традиционный тестовый подход I


