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Стационарное течение вязкой несжимаемой жидкости около плоско­
го  твердого  т е л а  в общем случае  описывается системой уравнений Навье- 
Стокса
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ВОССТАНОВЛЕНИЕ ПРОФИЛЯ СКОРОСТИ В ПОГРАНИЧНОМ 
СЛОЕ ПО ЗАМЕРЕННОМУ РАСПРЕДЕЛЕНИЮ .ЯВЛЕНИЯ 

И НАПРЯЖЕНИЙ ТРЕНИЯ ПО ПОВЕРХНОСТИ ТЕЛА

и уравнением неразрывности
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n p i  граничных условиях

у - О  : U  = О ,  Ъ- - О ,  ( 4 )

Система уравнений ( 1 - 5 )  д ает  воаи о х яо сть  вы разить “производ­
ную любого порядка для составляющих скоростм  и  , р  в дав­
л ен ая  р  череа  производные более  н иакого  п о р яд к а . Начиная с 

/ 7 = 2  фориулы для определения производных для I /  и 2- ноля о
п р ед став и ть  в виде

= ~  f a  ~ * у Т .  ( / T j J ( ^  f a  ~

-  Ц  и 1*г}<)> ~ ~ ^ у Г '  ( / ~ 7 Г з ) ( и г} t f *  Ну ~ h y  

* У ' / '  (»-г)у t  -чу }

h 1 y ~ l ( u h '(n-2)i ' '  ^ * ' " 1 )  '  ( Uf k h h  у

- Irg Uл , в  . i;  1 * “Г ^ 7  ~ (^ гу  h t (n-V jf '  h y  ^ у )  '

1 1  ■
+ J + j r f } n - t) f  - й г г х , ( ” - г ) } л

гд е  /7  -  п о р яд о к 'п р о и зво д н о й ; 2Г̂  у  -  индексы , указывающие
переменную, по которой в е д е т с я  дифференцирование.

И спользуй уравнение веразры вностн  ( 3 ) ,  граничные услови я (*и-5), 
соотноиеяия

c /< f , i f / у - о  J  с/ у : Р  ” ^

п о лагая  V = 0 ,  получим значения производных t / п * , Рпу  f  Р”у  
на с т е н к е ,  t
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Ограничимся производными до ч етв ертого  порядка включительно

и Ц  '  J i С /  _,  ~ / i  ~ j?  Рул ( 6 )

l r ° o  ,  ъ г ^ С я ,

h r ~ P PiA > hr j p l>*

( ?  )

а;  ^ . ( e )

/ *

Анализ формул .(6 -й )  показывает, что производимо любого порядка 
от U  , £  и р  могут быть рассчитаны по известному распре­
делению напряжения Трения и давления на поверхности т е л а . Дальнейшее 
изложение будем вести применительно к продольная составляющей скоро­
сти U  , так как в рамках пограничного слоя распределение и

р  не представляет практического и н тереса . Заменим искомое распре­
деление скорости в пограничном сл ое функцией, у которой производные 
при у  ж о и у  -  8  имеют те хе  значения. Введем беаравмерное 
расстояние от стенки у  - %’/ $  и примем зависимость скорости с/
от у  в виде полинома целой положительной степени

Зп+! ‘ : ( Q )
/ / - 2 1  А ,  У *  . '  ■- /1 *

Условие плавного сопряжения профиля на границе пограничного 
слоя с внешним потоком имеет вид

п<! / и - § - О  f Л  -  /  Л ( Ю )
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Дифференцируя ( 9 ) . и приравнивая соответствую щ ие зн ачен и я про­
изводных при I/. -  0 и у  = I ,  получим систему уравнений отно­
си тельн о Сс :

C t — J j  М ,  -- -  W J ,  ”  •' u V (0b

U ~  r f :  K i U s ( j )  * r ! t  t o  ,  “ го  <J>- ,
1 0  J  с ’г

У Z’3 4 i*t»

Выпишем в окончательном виде выражения для Ы , согласн о  ( _ l j t с 
точностью  до производных первого  порядка

U  -  U y ( O j p  /  £ г р  г  /  3f  ( I I  )

где

/Сг  = 3 U o a  -  2  Uif ( °  h

JC} = - 2 t /~  ,

с точностью  до производных второго  порядка

U= U ^ J ^ U ^ + K y f  -t & ? * *  к * У  S,  ( 12 )

гд е

И 3 = 4 0 £ / ~  -  б и у  ( о )  -  у  6 -и г р  у  о ) ,  

/ Г ,  =  - > Л 7 -  + f « y ( o ) +  и г у  ( 0 J ,

Ms  - 6 l / ъ  - 3 u p ( o } - O t 'T u i p  ( O j ,

с точностью  до производных т р е т ь е го  порядка
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+ /и  у  *4 M s у  S * M e y  e*  M , у  %

где

Ms = -f tC /~  +46'l/j {o j t/0U q(O )+  V y ( ° ) ,  

Ke ?0U<~ -3 G u j(o j  - z  fU s y  (v) -  i  <*6/ (°) ,

M 7 = - 2 0 Z / -  * J 0 u y  ( ° )  * 2 “ г у  W  * 7  u * y  (
Расчет профиля скорости по формулам (1 1 -1 3 )  возможен после 

определенмя аависямостя толщины пограничного слоя от продольной ко­
ординаты. Для этого  необходимо дважды продифференцировать ( I I ) ,  по­
ложить у  ш о  и приравнять полученное выражение значению М гу(0}\ 
затем положить у  * I  я приравнять полученное выражение .
Ренан два уравнения, определим две зависимоотн / -  8 ( х )  .  Они будут  
отлячатьоя линь численными значениями коэффициентов. Выбирая резуль­
тирующее значение коэффициента, равное среднему арифметическому, по­
лучим зависимость в первом приближении. Определение

м м  во втором и третьем приближениях производится о помощью 
формул ( 1 2 ,1 3 )  таким же путем . Процесс определения $  заканчи­
в а ет ся , если последующие приближения не о т л и ч а т ся  друг от друга в 
пределах заданной точности.

Однин из направлений использования описанного нетода является  
восстановление профиля скорости в пограничном сл ое по известному 
распределению давления и напряжения трения вдоль поверхности обтека­
емого т ел а . Возможность такого подхода проиллюстрируем двумя приме­
рами.

I .  Рассмотрим обтекание плоской пластины несжимаемым потоком 
жидкости. Положим, что из "эксперимента" известно напряжение трения 
на поверхности пластины. Поставим целью найти распределение продоль­
ной составляющей вектора скорости в пограничном с л о е . В качестве  
"экспериментального" напряжения трения используем его  значение, опре­
деленное на реиення задачи Б лазиуса. Это дает воаножность сравнить  
профили ск орости , рассчитанные по предлагаемому методу с точным р е -

u =  u f  ( o j y  t q s i / q f r j f г * - f tS j / W J ?  J '  ( 13 )
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пением . Значения производных на стен ке  оп ределяется  по выражениям 
( 6 ) ,  если положить Р% = 0 .  Напряжение трения представим в виде

/Uгде  n e L =
терный р азм ер ; _

-  7 Z7
7 = ~Т~ ~ б езразм ерн ая  к оорди н ата .

№  --

-  число Р ей н ол ьдса ; / , х ар ак -
для пластины ; <?( = 0 ,3 3 2 0 6 ;

- £ исо ^ао ш  дл п и и^д ипата*
Зависим ость <Г- 2 /Х )  может быть принята в форме

г - к Т 1 “ -
П оделавлая (1 4 )  и (1 5 )  в ( 6 ) ,  получим

С 15 )

Цу = и -  у и ) Т ( Х ) ,

7

г я -  / 7 л )
T W ,

U t,p  =*//•*> f i x )  у  ( X ) T  ( x )  •

( i 6  )

' У

При больмих числах Re.L величина U$р  & 0 .  Дифференци­
руя ( I I )  дважды и восп ользовави и сь  условиями (1 6 )  и ( 1 0 ) ,  получим 
два соотношения для определения ' f  ( X )  из которых

-  > т щ  = -  3Г Ш  = 2 / ( к )  /  '  , А /  ~ / а /

Положим Т , ( х )  = % / ( х )  • Аналогично ив формул (1 2 )  и (1 3 )  
получим

Т  /П  - 2 *  пг> /__\ _ 2 5 /
г м /  -  z 2 / ( х )  ’

T l f * )I 31 * > /20 У /X}
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Итак, в первой приближении формула для определения 8 -  
имеет вид ^  = --------& — . во втором ^  _ с? 3~

в третьем  Ы  Ш с А . ‘  ~ ’

$ - ^
3 fBO<*foex  ' ( 17 )

Результаты  расчетов  продольной составляющей скорости  в по­
граничном, слое  приведены на р и с .  I .  Там же для сравнения приведены 
результаты  точного решения согласно  работе  ^ 2 / .  В таблице I  приве­
дены результаты  расчетов  по формулам ( 1 3 ,1 7 )  и по данным работы [ z j .

Таблица I

у / х  / / ? е  ' j+- по Хоуарту [ 2 ] по формуле (1 9 )
С/

0 0 0

0 ,2 0 ,0 6641 0 ,0 66 41

0 , 6 0 ,1 9 8 9 4 0 ,1 9 8 7 5  ' .
1 ,0 0 ,32979 0 ,3 2 8 6 6  ; .

1 . 4 0 ,4 56 27 0 ,4 5 3 0 8
1 ,8 0 ,5 74 77 0 ,5 6 8 6 9
2 ,2 0 ,6 81 32 0 ,6 7 2 4 3
2 ,6 0 ,77 24 6 0 ,7 6 1 9 8
3 ,0 . 0 ,8 4 6 0 5 0 ,8 3 5 9 5

3 ,4 0 ,9 0 1 7 7 0 ,8 9 4 0 3
3 , 8 0 ,9 4 Ц 2 0 ,9 3 6 9 6
4 ,2 0 ,9 66 96 0 ,9 6 6 3 7
4 ,6 0 ,9 82 69 0 ,9 84 61
5 ,0 0 ,99 15 5 0 ,9 9 4 4 2
5 ,4 0 ,99 61 6 0 ,9 9 8 6 5
5 ,8 0 ,9 9 8 3 8 0 ,9 9 9 8 6
6 ,2 0 ,9 99 37 1 ,0 00 00

2 .  Рассмотрим более общий случай течения в пограничном слое 
с градиентом давления на  примере поперечного обтекания потеяциальшш 
потоком круглого  цилиндра. В к а ч е ст в е  "эксперим ентального” напряже­
ния трения примем зависи м о сть ,  полученную при интегрировании урав­
нений пограничного слоя с помощью ряда  Б лази у са  [ъ ]



1 -  по ф орм уле (//)
2 -  по  ф о р м у л е  ( / г )

3 -  по дан ны м  р а б о т ы  [2.]



о  W - R  пгде R e  —р —  /  Н  -  радиус цилиндра,

1 (к) = 6, 973  я 7 -  <?, о,2927 *-0, м з  7
* у- ^  0 0 0 0 * 3  л  9  -  о , О О О  X X /  7  "

X  ~ -  беаразнерная координата.
Примем

s ^ r m . С 19 )

П одставляя (1 8 )  и (1 9 )  в ( 6 )  с  учетом соотношений

„  4 р £ / Л  _  _
Р* =*-------^ ------&>» х СОЛ*,

Ри - см х ,\х = ^

вытекающих ив уравнения Бернулли, если  U ( X )  -  <!/■«• / ^ 7

подучим для проиёводных на стен к е  зависим ости

Uу  -  o p l/co  f ( 7  j  Т ( * )  j  

С/гд * -4  Uoo зхп 7 еоьх Т г(х);

/ /  _ £ l H J - rTr3(x )
%  -■  / р е  !  (  ’ > _  . _

.  i2 U < ~ M H L 7 * r i ' X T * / v )
U i  , t p f l i . f < * l r w -  7  '

При больших числах Н е  можно положить

Ц3ц * 0 ,  Uy *0 ,251/*  f (x ) f ' ( x j  Т*(Х) .



Определение толщины пограничного олоя в е д е т с я  в последовательности  
аналогичной первому примеру.

■ Р и с .  2 .

На р и с .  2 приведено изменение толщины пограничного с л о я ,  рас­
считанной по формулам т р е т ь е го  приближения.

На р и с .  3 сопоставлены профили ск о ро сти ,  рассчитанные по форму­
ле  ( 1 3 ) ,  с точным решением f i j .  Анализ рассмотренных примеров позво­
л яет  н а д е я т ь с я ,  что изложенный метод восстановления  с о с т а в л я щ и х  ско­
рости в пограничном слое  по экспериментальному распределению давления 
и напряжения тренид на  поверхности т ел а  применим в более сложных слу­
чая т е ч е н и я .
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