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А Н А Л И З  ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТИ  Л И Н ЕЙ Н Ы Х
М Н О Г О М Е Р Н Ы Х  Н Е С Т А Ц И О Н А Р Н Ы Х  С И С Т ЕМ

В работе рассматриваются спектральные методы определе­
ния функций чувствительности многомерных линейных нестаци­
онарных систем на основе понятия параметрических передаточ­
ных функций.

Многомерная линейная динамическая система с г входами и 
одним выходом выражается дифференциальным уравнением

где iji(t) и x ( t )  — соответственно входной и выходной сигналы.
Н а практике довольно широко распространены системы, пе­

ременные параметры которых описываются экспоненциальными 
или полиномиальными рядами:

Известно, что детерминированный и статистический анализ 
нестационарных систем удобно производить на основе .парамет­
рических передаточных функций [2], [6]. Поэтому определению 

этих функций уделяется серьезное внимание.
В работах [2], [4], [5] разрабатывается метод последова­

тельных приближений для определения передаточных функций. 
Однако иногда удобнее находить параметрические передаточные 
функции в виде двумерного ортогонального ряда по методу, из­
ложенному в работе [7].

При известных параметрических передаточных функциях 
динамической системы (1) детерминированный и статистичес­
кий анализ производится на основе следующих выражений:

П т

(1)

a) a, (t) = 2  a,k e~kt, b] fl(t) = 2  b^j е~к‘,

6) ffv (t) = 2  a,k t \  bjv. (t) = 2  b,ikj t \ (3)



Рассмотрим случай, когда некоторые из коэффициентов 
a V4, b-nkj (в общем случае все коэффициенты) зависят 
от параметра а, который может иметь различные физические 
значения.

Определим функции чувствительности произвольного поряд­
ка по параметру а  детерминированных и статистических х ар ак­
теристик выходного сигнала многомерной нестационарной сис­
темы:

u\Q) (t) = ,
дпч

, (« )  ^  m x ( t ,  а)

f t ,  U ) =  {t'' *2' a)-  ,1 daq

где x( t ,  a) — выходной сигнал, m x (t, a.) — математическое
ожидание выходного случайного сигнала, R xx(t\, t2, а) — авто­
корреляционная функция выходного нестационарного случайно­
го процесса.

Функции чувствительности в области комплексных перемен­
ных s b s2 согласно вышеприведенным формулам:

и  A s ,  t) =  d̂ sd ~ - 1  =  2  V  j  (s, t) Y j  (s),
Ua j=  1

Umx (s, t ) =  A A *  =  v  V j  (5) t) M  (s)i
t/cz . _  J

U r xx{s, t) =  °  = 2 2  [V ]\ (s,  t, a )Wj,(s,  t, a) +
/ 1=1 / 2=1

+ W ; l (s, t, a)l//s (s, t, 0.)] Ry h yj (sl, s2), 

dW i (S, t, a)
где функции Vj(s,  t) =   ~  — назовем параметрическими
передаточными функциями чувствительности.

Д л я  функций чувствительности высших порядков справед­
л и в ы  выражения

Uxq) (s, о = 7) = 2 v f  О У} (*)• (4)
j =1

uW x (s, t) =  А А А ш А А  =  V  v y )  (Si t) Wyj  (s)y (5)
j= 1

*>, t ) =  =  v  v  [ ^ ) r y3+ ? v 4 r 1V A +
0 3  / , = 1  / 2 = 1 L
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+  ^ 2 ^  v p  ' 2> viJ' +  J Ryu уJt(su So), (6)

, , ,  6 ( 9 )  W /  ( s ,  t d )где функции V j [ q) ( s ,  t )  =  •-----------------  — — параметрические
передаточные функции чувствительности «qT0» порядка.

Таким образом, для определения функций чувствительности 
характеристик выходного сигнала необходимо знать параметри­
ческие передаточные функции чувствительности.

Рассмотрим методы определения передаточных функций чув­
ствительности. Если коэффициенты уравнения (1) описываются 
экспоненциальными рядами (2), то параметрические передаточ­
ные функции W j ( s ,  t) определяются из выражения [7]

IV

2  A ( s ,  р,  я) W j ( s ,  p  + k,  я) = B j ( s ,  p  + k,  я), (7)
k = 0

п
где А к (s, р,  я )=  2  A Jft(s, я) (р  +  k ) \

v=0

A,* (s, я) =  - г1 d ' Aok(s ' А
d s 1

Aok — s na nk{я) +  ... +  s~а..,к (я) +  s<2 j&(я) +  й 0к(я), 
м м

в ,  с .  =  s m 2  b- f + -  +  г -  2  А А -
р  +  *  ' j»  +  *

ft= 0  ft= 0

м
hj ,оч (“)

"r  Z j , P +~k~ ■
k=,

Дифференцируя выражения (7) по параметру а, получим
N

V 4  Г d A k ( s ’ Р ’ А  , d W : ( s ,  p + k ,  а)
2 л  [— Ч н  w j (* '  P + k - * ) 0 A ( s ,  р ,  у.)

d B j  ( s ,  p  +  k ,  a) (8)
Функции A ;(s ,  /) и Vj(s,  l) определяются в виде двумерных 

ортогональных рядов

W j  ( s , 0 = 2  2  А  / Ф / Д М -f/ ( / ) .  ( 9 )/,=0(0 = 0

v . i ( A  0 = 2  2  g b . < i M s ) T <f(t) (10)
/г=0 /,=0
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путем совместного решения системы уравнении

Л' п п 'j

2 A ( s ,  р, а) 2  2  С / , ь Ф г - ( О ф гЛР +  £ ) =  Bj(s ,  p +  k , а)
А=0 /,5=0/ 2=0

»=o ii=o i2=o
я я

V I  V I  1 6В,- (s, P+£, а)
Л* (s, p,  a) ^  ^  ,2 Ф,- (s) Ф,, (/? +  £) д а

(П)

/ ,= 0 (2=0

где Ф; (s) и Ф, ( р ) — преобразование по Л апласу  ортогональ­
ных функций фг (т) ,ф г (t) .

Д ля решения системы уравнений (11) комплексным перемен­
ным придают целые действительные значения 5 = 1 ,  2, 3,...; 
р = 1 ,  2, 3 , . . . ,  (если R es<+1, R cp <  1). Полученные г  систем не­
однородных алгебраических уравнений решают относительно не­
известных коэффициентов

C \d , g \ a (У =  1 , 2 , . . .  г).

Если коэффициенты дифференциального уравнения (1) опи­
сываются полиномиальными рядами (3), то параметрические 
передаточные функции определяются из выражения 

n  к

2  A k (s, р,  а ) - 2 -  W j (s, р,  a) =  B j ( s ,  р,  а), (12)
к —0 dP

где
Л0(х, р,  а.) =  A 0(s, р,  а) — T (iU(s, р,  а ) +  ... +  (— 1)Л' А $ \

Д, ( s,  р , а) =  — ДДх, р ,  o l )+2 A 21) (s,  р , я) — 1)" Сл/А'“ 1)X

XnSv'“ n (s, р, а)

A n  (s, р, а )=  (—  1)Л T/v(s, р, а),

.4 4 

лГ *= — X  (а) рпЛ-а.п-\, Д а ) /  а 0/(а)],
d p

В j (s, р , а)= Lp \b]m(t, 0. ) sm + b j , m- x(t, a) sm_1 + . . .  + bj o(t, a)). 

Дифференцируя выражение (12) по параметру а, получим

(s, р, a) dk , . , . , . d? . . .  .
2  I   ' 7 7 ® / ^  a) + A  J»> а)^<Г (5’ Р'  °0

d B f  (S ,  р ,  а )

~~ дп. ’
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Функции №j(s, I) и Vj(s, t) определяются в виде двумерных 
■ортогональных рядов (9) и (10) совместным решением системы 
уравнений

Д ля  определения параметрических передаточных функции 
чувствительности до q порядка включительно составляется сис­
тема уравнений q порядка, а именно

где — коэффициенты ортогонального разложения п ара­
метрической функции чувствительности q порядка.

Аналогичная система уравнений составляется для нестацио­
нарной динамической системы с полиномиальными коэффици­
ентами.

Задаваясь  целыми действительными значениями комплекс­
ных переменных s и р получим ч систем неоднородных алгебра­
ических уравнений относительно неизвестных коэффициентов 
’С и ! ,  g i p ! ,  g i , i / (</> ( / = 1 ,  2, 3,..., г), при решении которых оп­

N  п п

IV п п
у  \дАк (

*i=0 f2- 0

гд е
оо

< ( /> )  =  )' d t.

N  п п

2  Ak 2  2  С ы 8 Ф /,(5 ) Ф/2 ( p - r k ) — B j ,
k= \  *,= 0 *2=0

k =V ~  h=:U l 2=U

/,= 0  *2=0

(14)
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ределим параметрические передаточные функции и передаточ­
ные функции чувствительности до qvo порядка включительно но 
каждому из г  каналов многомерной нестационарной системы.

Определив функции Wj ( s ,  t ) ,  Vj ( s ,  t ) , . . . ,  F j^ s ,  t) ( / =  1; 2;...; 
г) и зная детерминированные и статистические характеристики  
входных сигналов, можно легко найти функции чувствительно­
сти (4), (5), (6 ). П ереход в область действительного аргумента 
I осуществляется методом обобщенных спектров [ 1 ], [ 6 ].

Искомые функции чувствительности определяются в виде 
разложения по ортогональным рядам

U x \ t )  = 2 с? <?,(*),1=0

U\qn l ( t ) =  Sc?9i( t),
i =0

U {R ]XX ( tA) = S £h=0 l,=0

Д ля оптимального управления методами теории чувстви­
тельности [8 ], [9] необходимо вычислять функции чувствитель­
ности выходного процесса к управляющим параметрам.. Пусть 
в формуле ( 1 ) входные воздействия г/Д/, и ц)  являются управля­

ющими функциями времени, зависящими от управляющих пара­
метров Щу

Функции чувствительности выходного процесса от управля­
ющих параметров иц в области комплексного переменного име­
ют вид

и ,  д к X  i s ,  t ,  и.  Л d k Y  ( s , u i r )
U x \ Hj (s, t ) = ---  *--- l- 4 = W / ( s ,  t) ----

1 dl' u  d,li j

Отсюда видно, что для определения функций чувствительности 
по управляющим достаточно знать параметрические передаточ­
ные функции и управляющие функции y i ( t ,  ui j ) .  П ереход в о б ­
ласть действительного переменного t осуществляется методом  
обобщенных спектров.

Таким образом, в работе рассмотрен спектральный метод 
определения функций чувствительности детерминированных и 
статистических характеристик выходного сигнала многомерной 
нестационарной системы. Введено понятие параметрических пе­
редаточных функций чувствительности многомерных нестацио­
нарных систем.

Параметрические передаточные функции чувствительности, 
один раз определенные для исследуемой системы, дают, возмож ­
ность проводить анализ чувствительности при любых детерми­
нированных и случайных (стационарных и нестационарных)
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входных воздействиях без решения дифференциальных уравне­
ний чувствительности.

Алгоритмы вычисления параметрических передаточных функ­
ций чувствительности, а также алгоритмы анализа чувствитель­
ности при конкретных входных воздействиях хорошо реализу­
ются на цифровых вычислительных машинах.
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И. А. Вакарин, В. С. Демашов, В. П. Кузнецов, Е. П. Чураков

О Б  О П Т И М А Л Ь Н О Й  О Ц Е Н К Е  К О О Р Д И Н А Т  П О Д В И Ж Н О Г О  
ОБЪ ЕКТА П О  С О В О К У П Н О С Т И  М Г Н О В Е Н Н Ы Х  П О К А З А Н И Й  
М Н О Г И Х  И ЗМ ЕРИ Т ЕЛ ЬН Ы Х  УСТРО Й СТВ

При решении некоторых задач, связанных с  навигацией и на­
ведением подвижных объектов, управлением ими и т. д., возни­
кает необходимость оценки координат объекта на основании  
мгновенных показаний многих измерительных устройств. В ма­
тематической формулировке соответствующая проблема сводит­
ся к следующему.


