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ТОЧНОЕ ВЫЧИСЛЕНИЕ ИНТЕГРАЛОВ 
В МЕТОДЕ КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ

В методе конечных элементов при получении матриц элемента 
( жесткости, нагрузок и т.д.) возникает проблема интегрирования сте­
пенных функций координат по области элемента [i] . В работах [2] 
и [з] приводятся значения интегралов при использовании простейших 
элементов: треугольника (3 узла) и тетраэдра ( 4 узла). Целью



настоящей статьи является представление интегралов в замкнутой фор- 
ме для плоских и объемных элементов с произвольным числом узлов.

Рассмотрим в плоскости декартовых координат X , у конечный 
элемент, представляющий собой некоторую область S (рис.I).Граница & 
элемента состоит из и/ прямолинейных отрез­
ков. Обход Л совершается против часовой 
стрелки. Обозначим К =1,2...„W- -номера 
узлов элемента, хк,ук - координаты узлов.Тре- 
буется вычислить интеграл нида.

(I)

Iъет ,п  -  целые неотрицательные числа. 
В формуле Грина
За(х,у) _  дР(х,у) 

дх ду
s L 

положим

Р и с.I.Плоский конеч­
ный элемент

d s j p ( x , y ) d x  +  Q ( x , y ) d y

х ту т
дх

Р (х ,у ) = О.

Условию (3) удовлетворяет, например, функция 
v m+t п

(2 )

(3)

(4)

(5)

Тогда с учетом (2)-(5) интеграл (I) примет вид

Если рассматривать Л  как объединение отрезков cK (K = f,2, . . . , w ) ,  
то получим

Ск



Для линии Сц , заданной в параметрическом виде 

х = x.(t), y -y ( t ) ,  a<t<3,
криволинейный интеграл по t [4] :

^ r (x ,y )d y = (^ r [x ( t ) fy (tj\  ftLdt. (7)

Ск а
уравнение отрезка прямой Ск запишем следующим образом:

х - Хк t + хк ; 
У = K t +yK,K=i,2,...,ur, o < t< f ,

дде
| Х/г= Хк+1 ~ ( Xur+t =Х>

\ ^ к  = Ук+1 ~У к  , \Уиг+1= У1 ■

В этом случае

йУ. = у  и
dt ух

формула (7) дает

1
Г P(x,y)dy = Yk {f(xkt + \,Ykt +yK)d t. (8)
Ск 0

Учитывая (8), интеграл (6) приводим к виду

Ъ „ -

Для дальнейших преобразований используем бином Ньютона

W 171+1 . п . 1

К+1 1 = 0 J=o *

тае

С К .  р !



О к о н ч а т е л ь н о  получаем 
иг т+1

7 = ~ ^ У У . У с 1 У  х mt' - i Y cn Ŷ y j  (q)Jmn m tn  K f^  w+i к К j L  { + j  + i

Перейдем к вычислению интегралов для объемного элемента.
В правой декартовой системе координат x.yz рассмотрим конеч­

ный элемент в виде ограниченной области V  ( рис.2). Поверхность 
& элемента состоит из £ плос­
ких граней. Введем обозначении:

=1,2,..., £ -номера граней,
Sj> - площади граней.

Задача состоит в вычисле­
нии интеграла

%плрr^Y^dV.  (10)
V

Здесь т, п,р - целые неотрица­
тельные числа. Воспользуемся 
формулой Гаусса-Остроградского 
для частного случая

J Ц5/у_ § Qcosfde, (II)
V 6 Р и с.2.Пространственный конеч­

ный элемент

где ^ (х ,^ ^ ) - непрерывная функция внутри V  , /" - угол между внеш­
ней нормалью Н к поверхности и осью 2 

Положим
_ у т п 7рdz Х У 2 ■

Этому условию удовлетворяет, например, функция

( 12)
рч-1

Тогда интеграл (10) с учетом (П)и(12) запишется

£ (13)
5

f=
Этпр- у у  Z c o s f r  § x my nz? + 1dSo.

Sf



Введем на каждой грани местную прямоугольную систему координат 
Vj> Vj> , оси которой образуют правую систему с внешней нормалью Рр 
к грани. Торца уравнение грани j> как плоскости будет иметь нид

X = dXjo + Oxj> Up + &xj> и?

• У = + dyp up  + &yj> Uf (14)

 ̂i  = dzj, + aZp Uj> + &zpvp .

Для определения коэффициентов dXp ,oXp , —,&zf достаточно предва­
рительно вычислить местные и общие координаты любых трех точек грани, 
не лежащих на одной прямой. С помощью этих коэффициентов можно найти 
величину cos jy  , входящую в (13) 

ихр &ур ~  dyj> Sxjj

^  j(ayp &zf ~^zp &ур)г+ (~аъf  ~°ху 4р) +(Ър&ур ayp&xyf̂  ̂  ̂

Осуществим в (13) замену переменных х ,у , z переменными UyUp

х (  @цр Uj> il' & уу Uf ^ dyp) (pzp Uf + ^zp dy ^ dZy )^  dUp с/dp ,

Функция Ey определяется формулой [4 ]

= / dy dz dz dy \ (d z  дх__др d z 'f j f ix  dy dy dx f
? [duyduj, dupdifpl \dupdvp duydvy) \dupdify d u y d ify j

С учетом (14)
2. \2 

£j} = (VyySzy-dzf &yy)Haz? ^x? ~ a* ? Z+ (0x? 4s(P~ay?^*S'-l'17^



Выполним преобразование выражения (а + S + с)=(а+d) т, 
де d = £ + с

Согласно биному Ньютона

(а + d)w= 22 с'гПОт'г dl, 

j-°
Следовательно

т . 1 . . .  .
(a  + S + c ) m= ]2 с 'т о т~‘ l ~Jc J . (18)i=0 j~0

С учетом (15),(17) и (18) выражение (16) примет нид 
£

Ж̂ Ъ Сп tro 0*^ ?  dy?^-0CU taz? 2ICe ^ f dz f X (I9)

s?

Интегралы вида J u^  = J" fUp Vp^dUp dVp,

S f

где oC - m +■ n + p  + 1 i  + K i - C - j - r - t i

находятся по методике вычисления интегралов для плоского элемента. 
Формулы (9) и (19) позволяют получить точные значения рассматривае- 
*йа интегралов'и легко программируются на ЭВМ.
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М. А. Молдавский

ОБ ОРГАНИЗАЦИИ ПОИСКОВЫХ ПРОЦЕДУР ВЫБОРА ОПТИМАЛШОЙ ЦЕЛИ

Многие задачи оптимального проектирования могут быть представ­
лены в виде задач оптимизации с векторным критерием.

F (x)  = ( j i ( x \ - J m ( x) )~ w in ’ Хе Dx<=e \ (I)

v js p ji (x )- локальные критерии ( для определенности полагается, что 
все локальные критерии желательно минимизировать),

Dx - область допустимых значений вектора оптимизируемых пара­
метров х . Наличие векторного критерия Г ( X ) позволяет строить 
процедуры поиска оптимального решения не на всем допустимом множе­
стве Dx , а на множестве Парето

JTx = Х°еОх/Эх*Пх:/{(х)</{(х°), i-fjrh; F(x)+F(x°).

Размерность ОГх не превышает тп-1 . Обычно в задачах проектиро­
вания число локальных 1фитериев m значительно меньше числа опти­
мизируемых параметров Н , соответственно, Т х много меньше Dx .

Заранее множество Парето неизвестно. Для получения паретовскжх 
решений используют минимизацию сверток векторного критерия F(А, F(x)\ 
зависящих от векторного параметра Л ^Л , которые должны удовлетво­
рять условиям [l]

V j e  А 3 F& TTF '■ F°= O rcjm in  V ( I , F ) ,
Of

VF°m ЯрЗЛ^А '■ F ° -  o r a  m in У?( I ,  F ),


