
ШТЕГРИРОВШИЕ ОДНОЙ СИСТЕМЫ КВАЗИИИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 
С ЧАСТНШИ ПР0ИЗВ0ДНШ.Й ПЕРВОГО го р д а , 

с ПРИЛОЖЕНИЕМ К ГАЗОВОЙ ДИНАМИКЕ

1о Рассмотрим следующую систему квазилинейных уравнений* 
щую Одинаковые главные часты [ l ]  ;

-о .at с=1
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-  квадратная дшговааьйая аатрща типа { т х т  ) ,  
ai  = a L ( и , ,  и 2 , ,  и т  )■

З а м е ч а н и е  I®  В дальнейшем будем цредасшагать 9 что 
рассматриваемые функция'являю тся достаточно гладкшж в  малых с 
ластах с- ' *

О п р е д е л б в и в  I®  йзхущей волной ранга г  [2 ] * [ з ]  
назовем такое решение сйстейн ( I  ) ,  при котором общий рант матри-



равен 2 ( / $  z  -s r n - j )  .
Выведем все бегущие воины системы ( I  ) в  виде

U z+/ = ( и г> иг  < и г)>  ( l = 1,  ф -г > 2 =1, т - 1)  ■ (2) 
При этом предполагаем, что

Л 3 ( и „ и г . .  - , 0 * >  д . СЗ)
Э ( СО 1 СС2. СС' z )

Условие (3) позво ляе т'в систему (х) ввести новые функции
х к = х к ( и , , и2 , и г }  х г. г , ••• ; t )  ( /к -  Г г ) • СЧ>

В салу условия (2) последние ( т - г  ) уравнений системы ( I)  
будут следствием первых г  уравнений при произвольных функцй-
Я Х  СО j  о

Из (4) следуют тождества :

2U к v 9Uk Эхс .
, * . « • 7 '  <5>

j ^ - ~ Z j £ 7 J T  - К Г * ) -
С=1

Подставляя тождества (5) в  первые г  уравнений системы ( I) ,  
получим новую систему .•

r^ af i -  ( i f * -  * f =ef [  }  ’ ( s - Г г ) .
Будем смотреть на формулу (6 ), как на систему линейных однород­

ных уравнений относительно Г*  * Определитель этой системы л , ? О 
в  салу условия ( 3 ) .  Следовательно, ГА = о или

Ш . П 1 - (7)
Интегрируя отдельно каждое из уравнений системы (7 ), получим 

x K - a K t = y K ( С, ,c z , сп_ г ; и  f , и г  , . . .  t u .g jj
CaL= X Zfr^ -C iz 0̂c.-t', ( к - ! , z  X  = 1,/ / -  z ) ,  (8)

где у *  -  произвольные функции»
Для однозначного решения (8) относительно u t , u z , ... и 2 необ­

ходимо и достаточно, чтобы
_ э (х , , х £ , , - . , х 9)  

d ( u 1t иг \..., и г ) U ' (9)
Предположим, что  условие (9) выполняется, тогда формулы (2) 

я  ( 8) будут определять все бегущие волны системы ( I) .
Из формул (8) и (2) видно, что  существуют ( т ~  / ) классов



бегущих волн. Каждый из этих интегралов содержит ( т  -  г  ) произ­
вольных функций » i  переменных и -  произвольных функции л  переменных 
Непосредственной проверкой с учетом (8 ) устанавливается , что

А / 9 ( х , . Х г .  ->Х г) I  = Ъ )  I
2 ! t =0 ~ 3 ( и , , и г> . . . , и г )1  Э ( и , .и г , ... , и г ) 1б*0

■Подчиним функции у 1 у2 у г дополнительному условию

.  д ( У , , Ъ .  . . . , У г )  , п
0 -  Э (и ,, и г>. ■ и х) *  0 ' d f i

Тогда вследствие непрерывности всех имеем f f f o  и в  не­
которой окрестности гиперплоскости t  -=o « Следовательно, .форму­
лы (8) можно переписать в  этом случае в  виде 

=  / < *  ( S , , S2 ,  . . , ,  S „  )  ,

S i  = X i  - a c t  ( i  =/, n ) ,  •
где /се -  произвольные функция.

Для обратного перехода от (1 0 )  к (8) потребуем, чтобы
Э ( / , , / г  , • ■■) / У ,, п •

Э (  S , , S 2 ,  ,  д'г)

2 . Пусть в  система ( I)  число функций т  = п *- / .  Покажем, что
в этом случае все решения этой системы являю тся бегущими волнами.
В самом деле, рассматривая ( I ) как систему { п*-/ ) линейных од­
нородных уравнений относительно /, а , , а 2 } . . . ,  а п » получа­
ем, что определитель этой системы

/\ 3 ( U /, U-г . I U п ft) ^  ^
0 ( "G г 1 X  z , . .. , X  /rt-fj

Значит, меаду функциями и , , и г , . . . ,  и п* г должны существовать 
некоторые зависимости, которые, не умаляя общности, имеют вид (2 ).

Переходим к  случаю, когда в  системе ( I  ) т  < а *- / '  .  Зцесъ 
могут существовать решения, которые не являю тся бегущими волнами, 
т .е . для которых выполняется условие

3 ( U j  , U-1 , ■ ■■ гМ 'п )
3 ( х ,  , х г Г : . . , х /г>) 0 и •

Для интегрирования ( I)  аналогично предыдущему вводим новые
функции "  -

00 L = Л  с (  u t j  U 2 U m  ; Х г^ , . . . ,  Ф  i j )  (  L =  / , / n ) .

При этом приходим к  соотношениям (5) -  (7 ), в  которых следует 
положить /77-2. Интегрируя систему уравнений (7 ) , получим общее ре­
шение , ,

- Г *  - < L * i  = Г к  ( с , , Сг  г . Г. С Л -о? ; и. / , ^  z  ,  ■ ■ ■ , U  w

С -X /rf + ̂ -CZ/D+cct з
( А C m  ■, сС = 1, п - т  )  ,

где ГА -  произвольные функции.
Вели функции Г, , Г2 , . . . ,  гт  удовлетворяют условию

а-возн



* ( Г , .  П , , : , , Л п Ц  , 0
э (Ui, Ui, .... i

то аналогично формулы. Gl) можно переписать в вида

S K = я * -  a k t  ( * - t , n ) ,

где j .  - произвольные функции, удовлетворявшие условию

зтой системы являю тся бегущими волнами'ранга г  ( / « г  «  а  )  и опре­
деляются формулами (2 ) , ( 8 ) ;  если то , кроме бегущих
волн, система G) имеет также решения, которые описываются форму­
лой ( I I ) .

являющаяся частным случаем системы G).
3. Система уравнений, описывающая'прострайотвецное яестациояар-

где t - время; и  £ - нровкгщк векторов скорости ч V' на оои 
декартовой системы координат; р - плотность газа; Р  - давле­
ние; ' f  - показатель адиабаты Пуассона.

Найдем интегралы оястемн G2) в случае постоянного давления 
Р =  const{ случаи одномерного Нестационарного я плоского нестацио­
нарного движения газа при произвольном уравнении состояния рассмат­

З ' & м . е ч а к я е  2 . В [4 ] была проинтегрирована система

ное движение полнтролного газа, имеет вид [5 ] :

(12)



ривались в  [й ] ) .
Полагая в  (12) р = const* долучиа следующую систему

(13>а)

V п ' (13’ б)
Ь , 9 х *

^ - Л и - ¥ - - о .  (13.в)
at £ „ “ * * * «

Подсистема (13,а ) принадлежит к  классу систем ( I ) .  Необходимо 
найти такие её интегралы, которые удовлетворяют так&е уравнению 
(1 3 ,6 ). Если система (139а ), (1 3 ,6 ) совместна» то для определения 
плотности необходимо яйтегрдробать уравнение (1 3 ,в ) .

Рассмотрим 3 случая интегрирования системы' (1 3 ,а );

■
Опуская вычисления, приведи окончательные результаты,

э и , , „
д х ,  '  "  ’

иг U ^ W t ( U , ) i  W3 ( U , ,  T t , Т г ) .
Функция и  1 = и ,  ( х 1, ссг  ,  х й , t )  определяется из уравнения

М» ( “ t i  f ! t . Л *-)* О...

где T i  = и  и ,  х , - и ,  X i + J  ; nL = * £ , - U i ’x t -< -(u ,u ;-U i ) ,(L -- t ,Z )  ■

u i - p f s f  ; К  -  четыре произвольные функцая , ( к  = /Г? ) - 
Второй случай.

П и , .  и , )  п (1 6 )
д ( х , , х г )

X i * U i t  + * i ( U , . U t  , 2 ) ,  ( i  = J ,2 ) i
Л ,  -  ~ZJ^z * 2  1 z  -  x i  ~ U j  t  ( 1 7 )

относительно получено уравнение

Э Я z оС // £ *■ сС tz Д г + Ч
д  £  оСгг  Ъ *  cCzz Аг  +- C<Z3

Г д 0  t t  > « п  =  - / ‘■ i ;  * , э  ;

tt8)



функции j u , я  j u 2 связаны уравнением

u z +Z&L. =о  ■ ^
■ ^ Z d U ,  J  ' V i ' ,  з и 2 y

Интегрированием вполне интегрируемой системы
эи3 - _  / эи3 Л< .
Э и ,  j U z  > j u 2 / 1 2 ( Л г Р О )  ( 2 0 ;

определяется функция. и 3 = и3 ( и , , и г )  .

Обращением формул (16) находятся u .i  и ̂ 2/при этом'

?(xt ,~C2. )  _  Э (л , ,Л г)  , п _  .
3 (u u U t) э (и 1,и г) t  О '  Р - л  ( и , , и 2 , г )  (21)

Уравнение (18) можно рассматривать как обыкновенное дифферен­
циальное уравнение первого порядка, которое сводится к  однородно­
му. При интегрировании его необходимо рассмотреть 2 случая :

j  п ^  гг /_ // Э(иz , / i f )
/ г ;  еС-гг! 3 ( и 1 > и ?) '

тогда уравнение (18) имеет интеграл вида

( л г )  +■ 2.оС2/Л2 Z -  joC-:f r(? )  *■ С, ( и , ,  ) }  = О, (22)
где Д* = л 2 z  = с , ( и , , и  г ) ~ дро^зводьная функция;

в  -  9(Л г ,/ * з )  / э (^ г ,А < )  . „ Э (и , ,/ г г ) /Э(/1г ,/ * ,)
/ ;  э ( и , , и2) / з  ( и , , и 2)  J у' г  Э (и , , U F)  Ia ( u t , и  г) ’

б )  j e c t1 U , z  I  э ( А г , Л ' )  „  , / Э  М г  \

и г , « г г \ - / * *  3 ( u , , u t ) ( - & Г  * 0 )  .

В этом случае интеграл (18) примет вид

т ~  +сС!3 W+ A iz f -  'i - A k ) *  *-се( и , , и 2)  -  О,  (23)

где iv = z - y t }  л 2 ; с2 ( и , ,  и г )  -  произвольная функция;

f  f  ( / t t - j t z / t ' , )  и *  >
( Л Л > Л (  Ч) _  -  произвольные функции.

Третий случай. э (и ,,  и 2 , и л) , 
э ( х , , х 2 , j=3)

В этом случае интеграл системы (1 3 ,а) не удовлетворяет уравне­
нию (1 3 ,6 ), т .е . система (1 3 ,а ), (1 3 ,6 ) противоречива.



Таким образом, найдены все решения системы (13) в  замкнутом ви­
де.

Т е о р е м а  2» Все решения системы уравнений газовой динами­
ки в случае постоянного давления (13) описываются формулами (14) ,
(15) и (16) -  (2 2 ), (16) -  (2 1 ) ,' (2 3 ). .

Замечание 3 . Если' & формуле (14) /  - Щ ( а ,)  и в  формуле (21) 
р ар  (ии иг}  то будем иметь соответственно частные решения типа прос­
тых и двойных волн, здесь такие движения будут вихревые.
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С .М .П О Б П Р Е З К Й Н

ДИФРАКЦИЯ ПЛОСКОЙ ВОЛШ НА ПЛАСТИНЕ

Рассмотрим движение .идеальной несжимаемой жидкости, вращающей- 
оя вокруг вертикальной оси г  , в  области — ,

Н < ъ  < 0  , где х  , р  , z  образуют декартову систему координат. 
Средний уровень моря -  плоскость z  = О , океанское дно -  плоскость 

7 -  Н  9 г Дб Н - c o n st • Уравнение пластины р  = О , / x : f<6  . 
Линеаризованные уравнения сохранения количества движения, массы 

и объема имеют вид [ / ]  :


