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Аннотация. Рассматривается решение задачи зондирования некоторой зоны роем 
случайно распределенных объектов. Для этого требуется изучение статистических 
особенностей образования кластеров из равномерно распределенных объектов роя с 
целью поиска такой концентрации объектов в зоне зондирования, при которой 
количество случайных кластеров будет максимально. Получены соответствующие 
аналитические зависимости. 

1. Введение
Одним из самых быстро развивающихся направлений робототехники на сегодняшний день
является групповая робототехника подвижных объектов (или робототехника роя) [11, 12, 14,
16, 17, 20]. Рой роботов, по сравнению с обычным одиночным роботом, имеет ряд
преимуществ, наиболее значимые из которых:

• большие быстродействие и радиус действия за счет распределения роя по всей
территории зоны обслуживания;

• высокая вероятность выполнения поставленного задания за счет возможности
перераспределения целей и замены вышедшего из строя робота другим из роя;

• разнообразие вариантов достижения целей за счет перераспределения ролей между
объектами роя;

• простота решаемых роботом задач при взаимодействии с множеством таких же
объектов роя позволяет решать достаточно сложные вычислительные задачи.

Некоторые задачи роевой робототехники сводятся к задачам теории перколяции в частности 
к поиску оптимальной концентрации объектов для реализации двухфазных операций [2, 3, 4, 5]. 

Классическая теория перколяции рассматривает матрицу со случайным заполнением, как 
модель случайной операционной среды в прямой геометрической интерпретации [1, 13, 22, 23]. 
В этой квадратной матрице с числом строк 𝐿𝐿 случайная часть ячеек «черная», проводящая 
поток жидкости или газа, транспортный поток или информационный поток, а остальные ячейки 
– «белые», не проводящие поток. При росте концентрации (вероятности появления) черных
ячеек некоторые из них случайным образом начинают соприкасаться ребрами и сливаться.
Соприкасающиеся ребрами «черные» ячейки образуют случайные проводящие кластеры,
которые образуются и растут вместе с ростом концентрации «черных» ячеек [1, 6].

В классической теории перколяции [1, 6, 18, 22, 23] ищется концентрация «черных» ячеек 𝑝𝑝п 
– порог стохастической перколяции, при которой образуется сквозной случайный маршрут по
«черным» ячейкам через всю матрицу в заданном направлении – стохастический
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перколяционный кластер. Однако стохастический перколяционный кластер имеет рыхлую 
структуру, множество мертвых ветвей и явно избыточен с точки зрения решения многих 
практических задач. 

При реализации программируемой перколяции [2, 3, 4, 5] на первой фазе создаётся 
стохастическая основа из распределенных случайным образом объектов при значениях их 
концентрации гораздо ниже порога стохастической перколяции, а на второй фазе строится 
сквозной перколяционный маршрут за счет внедрения (установки) дополнительных объектов в 
имеющиеся межкластерные интервалы. При этом концентрация стохастической основы 
выбирается таким образом, чтобы суммарные затраты на двухфазную операцию были 
минимальны. 

Обнаруженная в результате численного статистического моделирования характерная 
зависимость среднего числа образующихся кластеров от концентрации с максимальным 
значением при концентрации в районе 0.25 физически объяснима: при дальнейшем росте 
концентрации кластеры растут и начинают активно объединяться при этом их количество 
падает 

Поскольку концентрация объектов, при которой число кластеров имеет максимум, важна 
для проведения оптимальных с точки зрения затрат упомянутых двухфазных операций в ряде 
прикладных задач, необходимо аналитическое определение точного значения этого 
статистического феномена процесса образования кластеров на матрицах со случайным 
заполнением. 

2. Постановка задачи
Рассматривается рой роботов. Каждый робот может взаимодействовать с соседним для
решения некоторого элемента глобальной задачи. Максимальное количество кластеров в рое
объектов позволяет их легко коммутировать и объединять для совместного решения задач в
нужном месте зоны обслуживания. Это место может назначаться оперативно [2, 3, 4, 5, 24].

Рассмотрим следующую задачу для роя размера 𝑆𝑆 = 𝑁𝑁𝑝𝑝𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚, где 𝑁𝑁 – это число ячеек 
перколяционной матрицы (𝑁𝑁 = 𝑙𝑙1𝑙𝑙2), 𝑝𝑝𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 – концентрация, при которой количество кластеров 
максимально: 

При какой концентрации (вероятности нахождения в ячейке объекта) объектов на 
перколяционной матрице с числом ячеек 𝑁𝑁 количество кластеров будет максимальным? 

Чтобы ответить на этот вопрос введем специальную функцию 𝑀𝑀(𝑝𝑝), которая будет 
рассматривать зависимость среднего количества кластеров от концентрации 𝑝𝑝. 

3. Аналитическое решение задачи поиска максимального числа кластеров роя
Рассмотрим кластер, состоящий из одного элемента. Такой кластер может существовать только
в том случае, если одна ячейка перколяционной матрицы с вероятностью 𝑝𝑝 окажется черной, а
соседние с ней будут белыми [1, 6], чтобы обеспечить независимость кластера и сохранить его
от слияния во время «посева» на матрице (создание стохастической основы [1, 2, 3, 4, 5]). Т.е.
подобный кластер можно представить так: 𝑝𝑝(1 − 𝑝𝑝)4. Для кластера из двух ячеек подобные
рассуждения «вернут» следующую форму: 𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝)6. Кластер из трех ячеек будет иметь вид
𝑝𝑝3(1 − 𝑝𝑝)7 или 𝑝𝑝3(1 − 𝑝𝑝)8, т.к. может быть либо в форме «уголка» (число пустых соседей
равно 7), либо «линии» (число пустых соседей равно 8). Продолжая увеличивать количество
ячеек в кластере, индуктивно получим, что для некоторого числа 𝑠𝑠 ячеек форма кластера будет
иметь следующий вид [1, 6]:

𝑝𝑝𝑠𝑠(1 − 𝑝𝑝)𝑡𝑡 (1) 
где 𝑝𝑝 – концентрация, 𝑠𝑠 – количество ячеек, из которых состоит кластер, 𝑡𝑡 – необходимое 
количество пустых (белых) ячеек вокруг кластера. 

Рассмотрим возможные виды и количество возникающих на матрице со случайным 
заполнением кластеров. Так кластер из двух ячеек может быть как вертикальной «линией», так 
и горизонтальной. Кластер из трех ячеек в виде «уголка» на матрице может быть расположен в 
четырех позициях, случай с кластером из трех ячеек в виде «линии» аналогичен кластеру из 
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двух ячеек. Т.е. среднее количество кластеров из трех ячеек есть выражение вида 4𝑝𝑝3(1−
𝑝𝑝)7 + 2𝑝𝑝3(1− 𝑝𝑝)8 [6]. Развивая эти рассуждения (представлены в работе у Ю.Ю. Тараскевича 
[6]), получим формулу для среднего количества кластеров на матрице бесконечного размера: 

� 𝑔𝑔𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑠𝑠(1 − 𝑝𝑝)𝑡𝑡
𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠

𝑡𝑡=𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠

 (2) 

где 𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 – минимальное количество пустых соседних ячеек, 𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 – максимальное количество 
пустых соседних ячеек, 𝑔𝑔𝑠𝑠𝑠𝑠 – количество различных  кластеров, которые можно получить из 𝑠𝑠 
ячеек и с 𝑡𝑡 пустыми соседними ячейками. 

𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠 = �4√𝑠𝑠� (3) 
𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠 = 2𝑠𝑠 + 2 (4) 
При увеличении количества ячеек 𝑠𝑠 геометрическая длина и/или ширина кластера будет 

приближаться к длине и/или ширине матрицы соответственно. Когда-нибудь настанет момент, 
когда какой-то из этих параметров совпадет. Тогда последующий рост количества кластеров по 
длине и/или ширине будет на матрице площади 𝑁𝑁 (𝑁𝑁 = 𝑙𝑙1𝑙𝑙2) невозможен, т.е. необходимо 
ограничить по 𝑁𝑁 параметр 𝑔𝑔𝑠𝑠𝑠𝑠. 

Тогда среднее количество кластеров из 𝑠𝑠 элементов на матрице с количеством ячеек 𝑁𝑁 будет 
равно: 

� 𝑔𝑔𝑠𝑠𝑠𝑠𝑁𝑁𝑝𝑝𝑠𝑠(1 − 𝑝𝑝)𝑡𝑡
𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠

𝑡𝑡=𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠

 (5) 

Общее количество кластеров на матрице  с количеством ячеек 𝑁𝑁: 

𝑀𝑀(𝑝𝑝) = � � 𝑔𝑔𝑠𝑠𝑠𝑠𝑁𝑁𝑝𝑝𝑠𝑠(1 − 𝑝𝑝)𝑡𝑡
𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠

𝑡𝑡=𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠

𝑠𝑠=𝑁𝑁

𝑠𝑠=1

 (6) 

где 𝑀𝑀(𝑝𝑝) – и есть искомая функция среднего количества кластеров. 
Тогда концентрация максимального количества кластеров – это концентрация, при которой 

наступает максимальное значение функции 𝑀𝑀(𝑝𝑝). 
Представим функцию 𝑀𝑀(𝑝𝑝) в следующем виде: 

𝑀𝑀(𝑝𝑝) = �𝑀𝑀𝑠𝑠(𝑝𝑝)
𝑠𝑠=𝑁𝑁

𝑠𝑠=1

 (7) 

Ввиду большого количества коэффициентов 𝑀𝑀𝑠𝑠(𝑝𝑝) и отсутствия аналитического выражения 
для параметра 𝑔𝑔𝑠𝑠𝑠𝑠𝑁𝑁 (этот параметр можно определить только перебором всех возможных 
кластеров с фиксированными параметрами 𝑠𝑠 и 𝑡𝑡, что представляет собой сложную 
вычислительную задачу) попробуем аппроксимировать эту функцию другой, более простой для 
исследования. 

Также из-за знания ограниченного количества параметров 𝑔𝑔𝑠𝑠𝑠𝑠𝑁𝑁 представляет интерес 
провести исследование отношений коэффициентов 𝑀𝑀𝑠𝑠(𝑝𝑝) друг относительно друга. Для этого 
зафиксируем любое 𝑝𝑝 от 0 до 1, например 𝑝𝑝 = 𝑝𝑝∗, и посмотрим на поведение сумм 𝑀𝑀𝑠𝑠(𝑝𝑝), а 
именно: постараемся определить, какое 𝑠𝑠 вносит наибольший вклад в результирующую сумму 
𝑀𝑀(𝑝𝑝). Доказательство этого факта представлено в приложении А.  

В результате получим, что 𝑀𝑀𝑠𝑠=𝑘𝑘(𝑝𝑝) > 𝑀𝑀𝑠𝑠=𝑘𝑘+1(𝑝𝑝) и в 𝑀𝑀(𝑝𝑝) вносят основной вклад лишь 
несколько первых слагаемых. Внешний вид слагаемых 𝑀𝑀𝑠𝑠(𝑝𝑝) представлен на рисунке 1. 

Легко также установить, что ∫ 𝑀𝑀𝑠𝑠=𝑘𝑘(𝑝𝑝)𝑑𝑑𝑑𝑑1
0 > ∫ 𝑀𝑀𝑠𝑠=𝑘𝑘+1(𝑝𝑝)𝑑𝑑𝑑𝑑1

0 . Для этого посчитаем для 
каждого 𝑝𝑝 𝑀𝑀𝑠𝑠=𝑘𝑘(𝑝𝑝) и 𝑀𝑀𝑠𝑠=𝑘𝑘+1(𝑝𝑝) и просуммируем их, получив интегралы от 𝑀𝑀𝑠𝑠=𝑘𝑘(𝑝𝑝) и 
𝑀𝑀𝑠𝑠=𝑘𝑘+1(𝑝𝑝) как интегралы в форме Лебега [8, 9]. 
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Рисунок 1. Внешний вид функций 𝑀𝑀𝑠𝑠(𝑝𝑝): график 1 – 𝑀𝑀𝑠𝑠=1(𝑝𝑝), график 2 – 𝑀𝑀𝑠𝑠=2(𝑝𝑝), график 3 – 
𝑀𝑀𝑠𝑠=3(𝑝𝑝), график 4 – 𝑀𝑀𝑠𝑠=4(𝑝𝑝), график 5 – 𝑀𝑀𝑠𝑠=5(𝑝𝑝). 

∀𝑝𝑝  𝑀𝑀𝑠𝑠=𝑘𝑘(𝑝𝑝) > 𝑀𝑀𝑠𝑠=𝑘𝑘+1(𝑝𝑝) ⟹ � 𝑀𝑀𝑠𝑠=𝑘𝑘(𝑝𝑝)
𝑝𝑝𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑖𝑖=𝑝𝑝𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚

> � 𝑀𝑀𝑠𝑠=𝑘𝑘+1(𝑝𝑝)
𝑝𝑝𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑖𝑖=𝑝𝑝𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑝𝑝𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 0,  𝑝𝑝𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 1

⟹�𝑀𝑀𝑠𝑠=𝑘𝑘(𝑝𝑝)𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0

> �𝑀𝑀𝑠𝑠=𝑘𝑘+1(𝑝𝑝)𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0

 

(8) 

Посчитав первые шесть таких интегралов, заметим, что при 𝑠𝑠 = 6 ∫ 𝑀𝑀𝑠𝑠=6(𝑝𝑝)𝑑𝑑𝑑𝑑1
0 = 𝑜𝑜(𝑝𝑝), т.е. 

является малой величиной и не вносит существенного вклада в 𝑀𝑀(𝑝𝑝). 
Тогда: 

𝑀𝑀(𝑝𝑝) ≈� � 𝑔𝑔𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑠𝑠(1 − 𝑝𝑝)𝑡𝑡
𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠

𝑡𝑡=𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠

5

𝑠𝑠=1

 (9) 

Подобное выражение хорошо аппроксимируется модифицированной функцией, 
совпадающей с функцией плотности распределения Рэлея [10] (рисунок 2). 

Рисунок 2. Аппроксимация функции 𝑀𝑀(𝑝𝑝) модифицированной функцией плотности 
распределения Рэлея. График 1 – модифицированная функция плотности распределения Рэлея, 
график 2 – функция 𝑀𝑀(𝑝𝑝), график 3 – функция 𝑀𝑀(𝑝𝑝), полученная в ходе математического 
эксперимента. 

Анализируя графики на рисунке 2, заметим, что точки максимума на  графиках совпадают, а 
максимумы находятся как раз на концентрации 0.26. 

График 1 на данном рисунке – модифицированная путем введения параметра 𝐶𝐶 функция 
плотности распределения Рэлея, выраженная следующим образом: 

1 

2 
3 

4 5 

1 
2 

3 
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𝑓𝑓(𝑝𝑝,𝐶𝐶,𝜎𝜎) = 𝐶𝐶
𝑝𝑝
𝜎𝜎2

𝑒𝑒−
𝑝𝑝2
2𝜎𝜎2 (10) 

где 𝜎𝜎 – параметр функции Релея 𝑝𝑝 – концентрация объектов – вероятность наличия в ячейке 
объекта, 𝐶𝐶 – коэффициент нормировки, модифицирующий функцию Релея и численно равный 
определенному интегралу от 𝑀𝑀(𝑝𝑝): 

𝐶𝐶 ≈ �𝑀𝑀(𝑝𝑝)𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0

 (11) 

где 𝑝𝑝 – концентрация, 𝑀𝑀(𝑝𝑝) = ∑ ∑ 𝑔𝑔𝑠𝑠𝑠𝑠𝑁𝑁𝑝𝑝𝑠𝑠(1 − 𝑝𝑝)𝑡𝑡𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠
𝑡𝑡=𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠

𝑠𝑠=𝑁𝑁
𝑠𝑠=1 . 

Исследование функций 𝑓𝑓(𝑝𝑝,𝐶𝐶,𝜎𝜎) и 𝑀𝑀(𝑝𝑝) показало, что точки их максимумов совпадают и 
равны 𝑝𝑝𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 0.26. Т.е. при этой концентрации наблюдается максимальное количество 
кластеров на перколяционной матрице, что означает, что количество локальных задач, 
решаемых роем размера 𝑆𝑆 = 𝑁𝑁𝑝𝑝𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚, а следовательно, и кластеров роботов также будет 
максимальным.  

4. Статистическое моделирование образования кластеров из объектов роя
Был проведен обширный математический эксперимент по исследованию образования
кластеров из объектов роя при их равномерном распределении («засеве») вдоль матрицы.
Данный эксперимент проводился следующим образом: на множестве перколяционных матриц
проводился засев объектов с различными концентрациями (рисунок. 3).

Рисунок 3. Пример засеянных перколяционных матриц разной концентрации (0.25;  0.4;  0.6). 

Далее алгоритмом Хошена-Копельмана [15, 19] выделялись кластеры, количество которых 
считалось и нормировалось в зависимости от размера матрицы (эксперимент проводился для 
матриц размером 50 × 50, 100 × 100 и 200 × 200). Полученный нормированный по размеру 
матрицы результат представлен на рисунке 4 [2, 3, 4, 5, 24]: 

Рисунок 4. Результат статистического исследования. 
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Полученный результат был аппроксимирован с помощью метода наименьших квадратов по 
200-м точкам модифицированной функцией Рэлея 𝑓𝑓(𝑝𝑝,𝐶𝐶,𝜎𝜎) (рисунок 2) по параметрам 𝐶𝐶 и 𝜎𝜎. 
Нормальные уравнения для метода наименьших квадратов следующие: 

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧

𝐶𝐶 = −
∑ 𝑦𝑦𝑖𝑖𝑝𝑝𝑖𝑖3𝑒𝑒

− 𝑝𝑝𝑖𝑖
2

2𝜎𝜎2200
𝑖𝑖=1

∑ 𝑝𝑝𝑖𝑖4
𝜎𝜎2 𝑒𝑒

−
𝑝𝑝𝑖𝑖
2

𝜎𝜎2200
𝑖𝑖=1

�𝑦𝑦𝑖𝑖𝑝𝑝𝑖𝑖𝑒𝑒
− 𝑝𝑝𝑖𝑖

2

2𝜎𝜎2
200

𝑖𝑖=1

=
∑ 𝑦𝑦𝑖𝑖𝑝𝑝𝑖𝑖3𝑒𝑒

− 𝑝𝑝𝑖𝑖
2

2𝜎𝜎2200
𝑖𝑖=1

∑ 𝑝𝑝𝑖𝑖4𝑒𝑒
−
𝑝𝑝𝑖𝑖
2

𝜎𝜎2200
𝑖𝑖=1

�𝑝𝑝𝑖𝑖2𝑒𝑒
−𝑝𝑝𝑖𝑖

2

𝜎𝜎2
200

𝑖𝑖=1

(12) 

где 𝑦𝑦𝑖𝑖 – данные, полученные в ходе математического эксперимента, 𝑝𝑝𝑖𝑖 – концентрация, 𝐶𝐶 – 
коэффициент нормировки, 𝜎𝜎 – параметр закона Рэлея. 

Значения параметров 𝐶𝐶 и 𝜎𝜎, полученных в результате аппроксимации функции 𝑀𝑀(𝑝𝑝) 
нормированной функцией Рэлея 𝑓𝑓(𝑝𝑝,𝐶𝐶,𝜎𝜎), равны соответственно 0.0496 и 0.26, что совпадает 
со значением определенного интеграла функции 𝑀𝑀(𝑝𝑝) для первых пяти слагаемых и значением 
числа степеней свободы для функции 𝑓𝑓(𝑝𝑝,𝐶𝐶,𝜎𝜎).  

Т.е. результаты статистического моделирования, математического аналитического 
моделирования и аппроксимации их модифицированной функцией  распределения Релея 
совпали с удовлетворительной точностью.  

5. Выводы
В результате проделанной работы можно сделать следующие выводы:

1. Максимальное количество кластеров в рое объектов позволяет их легко коммутировать и
объединять для совместного решения задач в нужном месте зоны обслуживания. Это место 
может назначаться оперативно [2, 3, 4, 5, 24]. Концентрация объектов роя на поверхности зоны 
обслуживания, при которой количество кластеров роботов максимально (функция 𝑴𝑴(𝒑𝒑) =
∑ ∑ 𝒈𝒈𝒔𝒔𝒔𝒔𝑵𝑵𝒑𝒑𝒔𝒔(𝟏𝟏 − 𝒑𝒑)𝒕𝒕𝒕𝒕𝒎𝒎𝒎𝒎𝒎𝒎𝒔𝒔

𝒕𝒕=𝒕𝒕𝒎𝒎𝒎𝒎𝒎𝒎𝒔𝒔
𝒔𝒔=𝑵𝑵
𝒔𝒔=𝟏𝟏 ), равна 𝒑𝒑𝒎𝒎𝒎𝒎𝒎𝒎 = 𝟎𝟎.𝟐𝟐𝟐𝟐. 

2. Значение концентрации, полученное аналитическим моделированием подтверждается
статистическим математическим моделированием. Размер роя выражается как 𝑺𝑺 = 𝑵𝑵𝒑𝒑𝒎𝒎𝒎𝒎𝒎𝒎, где 
𝑵𝑵 – это число ячеек в  перколяционной матрицы (𝑵𝑵 = 𝒍𝒍𝟏𝟏𝒍𝒍𝟐𝟐), 𝑺𝑺 – размер роя, 𝒑𝒑𝒎𝒎𝒎𝒎𝒎𝒎 – 
концентрация. 

3. Полученный вид кривой хорошо аппроксимируется модифицированной функцией Релея

𝒇𝒇(𝒑𝒑,𝑪𝑪,𝝈𝝈) = 𝑪𝑪 𝒑𝒑
𝝈𝝈𝟐𝟐
𝒆𝒆−

𝒑𝒑𝟐𝟐

𝟐𝟐𝝈𝝈𝟐𝟐. 
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7. Приложение А
Для определения слагаемых, которые вносят наибольший вклад в функцию 𝑀𝑀(𝑝𝑝)  при
зафиксированном 𝑝𝑝 от 0 до 1, например 𝑝𝑝 = 𝑝𝑝∗, воспользуемся методом математической
индукции [7]:

𝑠𝑠 = 1 ⟹ 𝑡𝑡 = 4; 𝑔𝑔𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 = 1; 𝑀𝑀𝑠𝑠=1 = 𝑝𝑝∗(1 − 𝑝𝑝∗)4 (А1) 
𝑠𝑠 = 2 ⇒ 𝑡𝑡 = 6; 𝑔𝑔𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 = 2; 𝑀𝑀𝑠𝑠=2 = 2𝑝𝑝∗2(1− 𝑝𝑝∗)6 (А2) 
𝑀𝑀𝑠𝑠=1 > 𝑀𝑀𝑠𝑠=2 (А3) 
Пусть подобное неравенство справедливо для первых 𝑘𝑘 элементов: 
𝑀𝑀𝑠𝑠=𝑘𝑘−1(𝑝𝑝) > 𝑀𝑀𝑠𝑠=𝑘𝑘(𝑝𝑝) (А4) 

𝑀𝑀𝑠𝑠=𝑘𝑘(𝑝𝑝) = 𝑝𝑝∗𝑘𝑘 � 𝑔𝑔𝑠𝑠𝑡𝑡𝑖𝑖𝑁𝑁(1− 𝑝𝑝∗)𝑡𝑡𝑖𝑖
𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠=𝑘𝑘

𝑖𝑖=𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠=𝑘𝑘

 (А5) 
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𝑀𝑀𝑠𝑠=𝑘𝑘+1(𝑝𝑝) = 𝑝𝑝∗𝑘𝑘+1 � 𝑔𝑔𝑠𝑠𝑡𝑡𝑖𝑖𝑁𝑁(1 − 𝑝𝑝∗)𝑡𝑡𝑖𝑖
𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠=𝑘𝑘+1

𝑖𝑖=𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠=𝑘𝑘+1

 (А6) 

если: 
𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠=𝑘𝑘 = 𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠=𝑘𝑘+1

0 < 1 − 𝑝𝑝∗ < 1 � ⟹ (1 − 𝑝𝑝∗)𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠=𝑘𝑘 = (1 − 𝑝𝑝∗)𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠=𝑘𝑘+1 ⟹ (1 − 𝑝𝑝∗)𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠=𝑘𝑘

> 𝑝𝑝∗(1 − 𝑝𝑝∗)𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠=𝑘𝑘+1

(А7) 

если: 
𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠=𝑘𝑘 < 𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠=𝑘𝑘+1

0 < 1 − 𝑝𝑝∗ < 1 � ⟹ (1 − 𝑝𝑝∗)𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠=𝑘𝑘 > (1 − 𝑝𝑝∗)𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠=𝑘𝑘+1 (А8) 
𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠=𝑘𝑘 < 𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠=𝑘𝑘+1

0 < 1 − 𝑝𝑝∗ < 1 � ⟹ (1 − 𝑝𝑝∗)𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠=𝑘𝑘 > (1 − 𝑝𝑝∗)𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠=𝑘𝑘+1 (А9) 

если 𝑡𝑡𝑖𝑖 = 𝑡𝑡𝑗𝑗, то 𝑔𝑔𝑘𝑘𝑡𝑡𝑖𝑖𝑁𝑁 обычно больше чем 𝑝𝑝∗𝑔𝑔(𝑘𝑘+1)𝑡𝑡𝑗𝑗𝑁𝑁, т.к. 𝑔𝑔𝑘𝑘𝑡𝑡𝑖𝑖𝑁𝑁 и 𝑔𝑔(𝑘𝑘+1)𝑡𝑡𝑗𝑗𝑁𝑁 обычно являются 
числами одного порядка. Т.е. отдельный элемент суммы может быть как больше, так и меньше 
аналогичного элемента, но таких 𝑡𝑡𝑖𝑖 и 𝑡𝑡𝑗𝑗 в суммах 𝑀𝑀𝑠𝑠=𝑘𝑘(𝑝𝑝) и 𝑀𝑀𝑠𝑠=𝑘𝑘+1(𝑝𝑝) мало, и они не сильно 
влияют на итоговый результат. 

Т.к. в суммах 𝑀𝑀𝑠𝑠=𝑘𝑘(𝑝𝑝) и 𝑀𝑀𝑠𝑠=𝑘𝑘+1(𝑝𝑝) разное количество слагаемых, то разобьем эти суммы 
следующим образом: 

𝑀𝑀𝑠𝑠=𝑘𝑘(𝑝𝑝) = � � 𝑔𝑔𝑘𝑘𝑡𝑡𝑖𝑖𝑁𝑁(1− 𝑝𝑝∗)𝑡𝑡𝑖𝑖
𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠=𝑘𝑘−1

𝑖𝑖=𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠=𝑘𝑘

+ 𝑔𝑔𝑘𝑘𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠=𝑘𝑘𝑁𝑁
(1− 𝑝𝑝∗)𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘�𝑝𝑝∗𝑘𝑘 (А10) 

𝑀𝑀𝑠𝑠=𝑘𝑘+1(𝑝𝑝) = � � 𝑔𝑔(𝑘𝑘+1)𝑡𝑡𝑖𝑖𝑁𝑁(1− 𝑝𝑝∗)𝑡𝑡𝑖𝑖
𝑡𝑡′

𝑖𝑖=𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠=𝑘𝑘+1

+ � 𝑔𝑔(𝑘𝑘+1)𝑡𝑡𝑗𝑗𝑁𝑁(1− 𝑝𝑝∗)𝑡𝑡𝑗𝑗
𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠=𝑘𝑘+1

𝑗𝑗=𝑡𝑡′+1

�𝑝𝑝∗𝑘𝑘+1 (А11) 

Особенность такого разбиения в том, что количество внутренних слагаемых в слагаемом, 
содержащем знак суммы, в 𝑀𝑀𝑠𝑠=𝑘𝑘(𝑝𝑝) равно количеству слагаемых в первой сумме в 𝑀𝑀𝑠𝑠=𝑘𝑘+1(𝑝𝑝). 

Если 
𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠=𝑘𝑘 = 𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠=𝑘𝑘+1

𝑡𝑡 ∈ ℕ �, то попадаем в случай, когда 𝑡𝑡𝑖𝑖 = 𝑡𝑡𝑗𝑗, т.е. ∀𝑖𝑖 ⟹ 𝑔𝑔𝑘𝑘𝑡𝑡𝑖𝑖𝑁𝑁(1−
−𝑝𝑝∗)𝑡𝑡𝑖𝑖 >𝑝𝑝 𝑝𝑝∗𝑔𝑔(𝑘𝑘+1)𝑡𝑡𝑖𝑖𝑁𝑁(1− 𝑝𝑝∗)𝑡𝑡𝑖𝑖. Здесь >𝑝𝑝 означает «вероятно больше». 

Если: 
𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠=𝑘𝑘 < 𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠=𝑘𝑘+1

𝑡𝑡 ∈ ℕ � ⟹
𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠=𝑘𝑘 − 1 < 𝑡𝑡′

0 < 1 − 𝑝𝑝∗ < 1 �
⟹ ∀𝑖𝑖 𝑔𝑔𝑘𝑘𝑡𝑡𝑖𝑖𝑁𝑁(1− 𝑝𝑝∗)𝑡𝑡𝑖𝑖 > 𝑝𝑝∗𝑔𝑔(𝑘𝑘+1)𝑡𝑡𝑖𝑖𝑁𝑁(1− 𝑝𝑝∗)𝑡𝑡𝑖𝑖 (А12) 

Т.е.: 

� 𝑔𝑔𝑘𝑘𝑡𝑡𝑖𝑖𝑁𝑁(1− 𝑝𝑝∗)𝑡𝑡𝑖𝑖
𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠=𝑘𝑘−1

𝑖𝑖=𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠=𝑘𝑘

> � � 𝑔𝑔(𝑘𝑘+1)𝑡𝑡𝑖𝑖𝑁𝑁(1 − 𝑝𝑝∗)𝑡𝑡𝑖𝑖
𝑡𝑡′

𝑖𝑖=𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠=𝑘𝑘+1

�𝑝𝑝∗ (А13) 

Сравним теперь 𝑔𝑔𝑘𝑘𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠=𝑘𝑘𝑁𝑁
(1− 𝑝𝑝∗)𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘  и 𝑝𝑝∗ �∑ 𝑔𝑔(𝑘𝑘+1)𝑡𝑡𝑗𝑗𝑁𝑁(1− 𝑝𝑝∗)𝑡𝑡𝑗𝑗

𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠=𝑘𝑘+1
𝑗𝑗=𝑡𝑡′+1 �. Для этого

разобьем 𝑔𝑔𝑘𝑘𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠=𝑘𝑘𝑁𝑁
 на столько слагаемых, сколько во второй сумме в 𝑀𝑀𝑠𝑠=𝑘𝑘+1(𝑝𝑝). Тогда

получим суммы с одинаковым количеством элементов внутри. 
𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠=𝑘𝑘 = 𝑡𝑡′ + 1 совпадает со случаем 𝑡𝑡𝑖𝑖 = 𝑡𝑡𝑗𝑗, т.е.: 
𝑔𝑔𝑘𝑘𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠=𝑘𝑘𝑁𝑁

𝑈𝑈
(1 − 𝑝𝑝∗)𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘 >𝑝𝑝 𝑝𝑝∗𝑔𝑔(𝑘𝑘+1)𝑡𝑡′𝑁𝑁(1− 𝑝𝑝∗)𝑡𝑡′ (А14) 

где 𝑈𝑈 – количество слагаемых во второй сумме в 𝑀𝑀𝑠𝑠=𝑘𝑘+1(𝑝𝑝). 
Для остальных 𝑡𝑡𝑗𝑗 будет справедливо: 

𝑡𝑡𝑗𝑗 > 𝑡𝑡′ + 1: 
𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠=𝑘𝑘 < 𝑡𝑡𝑗𝑗

0 < 1 − 𝑝𝑝∗ < 1� ⟹
𝑔𝑔𝑘𝑘𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠=𝑘𝑘𝑁𝑁

𝑈𝑈
(1 − 𝑝𝑝∗)𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘 > 𝑝𝑝∗𝑔𝑔(𝑘𝑘+1)𝑡𝑡𝑗𝑗𝑁𝑁(1 − 𝑝𝑝∗)𝑡𝑡𝑗𝑗 (А15) 

Т.е.: 
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𝑔𝑔𝑘𝑘𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠=𝑘𝑘𝑁𝑁
(1− 𝑝𝑝∗)𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘 > � � 𝑔𝑔(𝑘𝑘+1)𝑡𝑡𝑗𝑗𝑁𝑁(1− 𝑝𝑝∗)𝑡𝑡𝑗𝑗

𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠=𝑘𝑘+1

𝑗𝑗=𝑡𝑡′+1

�𝑝𝑝∗ (А16) 

Следовательно, 𝑀𝑀𝑠𝑠=𝑘𝑘(𝑝𝑝) > 𝑀𝑀𝑠𝑠=𝑘𝑘+1(𝑝𝑝) и в 𝑀𝑀(𝑝𝑝) вносят основной вклад лишь несколько первых 
слагаемых. 
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Analytical and numerical modeling of clusters of objects in a 
random environment 

Y.A. Mostovoi1, V.A. Berdnikov1

1Samara National Research University, Moskovskoe Shosse 34А, Samara, Russia, 443086 

Abstract. The solution of the problem of sensing a certain zone of sensing by a swarm of 
randomly distributed objects is considered. This requires the study of the statistical 
characteristics of the formation of clusters from uniformly distributed swarm objects in order to 
search for such a concentration of objects in the zone of sensing at which the number of 
random clusters will be maximized. The problems of finding the optimal size of a swarm to a 
given zone of sensing and the size of the zone of sensing for a given swarm are considered. 

Keywords: mathematical modeling, probability theory, mathematical statistics, swarm of 
objects, percolation. 


