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Аннотация. Сферические функции являются угловой частью семейства ортогональных 

решений уравнения Лапласа, записанного в сферических координатах. Они широко 

используются для изучения физических явлений в пространственных областях, 

ограниченных сферической поверхностью, и при решении физических задач со 

сферической симметрией. В данной работе было получено уравнение суперпозиций 

сферических гармоник, удовлетворяющее уравнение Гельмгольца. Было проведено 

моделирование и визуализация трехмерных полей, согласованных как с отдельными 

сферическими гармониками, так и с их суперпозициями. 

1. Введение 

В связи с уменьшением размеров оптических устройств большое внимание в последнее время 

уделяется описанию непараксиального распространения световых полей [1–12] и разработке 

алгоритмов моделирования такого распространения [13–26]. 

Непараксиальная скалярная модель, основанная на теории Рэлея-Зоммерфельда [27], позволяет 

получать согласующиеся с экспериментами результаты на очень близких расстояниях от 

апертуры [28, 29]. Заметим, что использование скалярной волновой модели в ближней зоне 

дифракции правомерно только для одной из поперечных компонент электрического поля. 

Причём с увеличением числовой апертуры роль продольной компоненты электрического поля 

становится очень важной, её вклад может превышать вклад поперечных компонент [11]. Тем не 

менее, известны ситуации [30-32], когда вещество или устройство является чувствительным 

только к поперечным или продольной компонентам электрического поля. Таким образом, 

расчеты скалярного поля становятся актуальным не только для отдельных компонент, но и 

картины в целом. 

Заметим, что векторный вариант интегралов Рэлея-Зоммерфельда, а также метод разложения по 

плоским волнам имеют представление различных компонент электромагнитного поля через 

близкие выражения, что позволяет применять параллельные алгоритмы расчета и 

высокопроизводительные вычислительные средства [33, 34]. 

Большое внимание исследователей привлекают лазерные пучки с винтовыми фазовыми 

особенностями [35-45]. Это связано с их особыми свойствами, в том числе наличием 

орбитального углового момента, который используется в оптическом манипулировании для 

вращения захваченных пучком микрообъектов [46, 47], для уплотнения каналов передачи 

информации [48-54], а также для структурирования поверхности материалов [55-60].  
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Как правило распространение таких пучков рассматривается в цилиндрической системе 

координат [24-26, 39-42, 61, 62]. Однако форма объектов и оптических элементов в некоторых 

прикладных задачах предполагают использование сферической системы координат. В обоих 

случаях используется разложение по волновым функциям соответствующих систем.  

В данной работе рассмотрены оптические поля, представляющие собой суперпозицию 

скалярных сферических волновых функций. Построение и визуализация таких полей является 

первым шагом к моделированию распространения оптических полей на основе разложения по 

сферическим гармоникам. 

2. Теоретические основы 

Уравнение Гельмгольца в сферических координатах имеет следующий вид (1): 
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Рассмотрим решение в виде: 
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Так как только третье слагаемое зависит от  , пусть: 
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тогда 

  ( ) exp im    . (6) 

После подстановки (5) в (4) и деления на 
2sin   получим: 

 
2

2 2 2

2

( ) ( )1 1
sin 0

( ) ( )sin sin

R r m
r k r

R r r r

      
       

          
. (7) 

Далее, обозначив cosx   , sindx d     и 
2 2sin 1 x   , получим: 
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Учитывая, что функции Лежандра  ( ) m

ny x P x удовлетворяют уравнению: 
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для  ( ) cosm

nP     получим: 
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Тогда вместо (7) можно записать: 
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Решением уравнения:  
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являются сферические функции Бесселя [74], в частности: 

  ( ) nR r j kr . (11) 

Таким образом, уравнению Гельмгольца (1) удовлетворяют поля, представляющие собой 

суперпозицию сферических гармоник: 
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3. Результаты моделирования 

В таблице 1 представлены результаты формирования трехмерных оптических полей, 

согласованных с отдельными сферическими гармониками с фиксированными индексами n и m. 

Расчеты проводились для 0,5 мкм  , в диапозоне изменения координат  , , 2 , 2x y z    . 

Таблица 1. Трехмерные оптические поля, согласованные с отдельными сферическими 

гармониками для различных коэффициентов n  и m . 

 m 

n  0 1 2 3 

2 

   

 

3 

    
 

Полученные поля имеют осевую (ось z) симметрию, поэтому для лучшего представления полей 

в таблице 2 представлены их поперечные сечения. 

Полученные сечения говорят о том, что распределение магнитуды у оптических полей 

происходит согласно некоему принципу, зависящему от n и m. 

В поперечном сечении при m=0 пространство «разделяют» n плоскостей, образуя 2n 

энергетических «лепестков». По мере увеличения m, количество «разделяемых» пространство 

плоскостей уменьшается и становится равным n–m+1, так как при m>0 появляется постоянное 

вертикальное разделение всей картины, усиливающееся пропорционально m. 
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Таблица 2. Поперечные сечения трехмерных оптических полей, для 0y  . 

 m 

n  0 1 2 3 
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3 

    

 

В трехмерном поле при m=0 формируется комплекс торообразных и двух конусообразных 

структур в количестве равном n+1. При увеличении m, количество структур уменьшается и 

становится равным n–m. Конусовидные структуры, расположенные на полюсах при m=0, в 

случаях увеличения m видоизменяются и трансформируются в торообразные структуры из-за 

возникновения энергетической щели, увеличивающейся согласно m. 

На рисунках с 1 по 3 изображены трехмерные поля, согласованные с суперпозициями 

некоторых сферических гармоник и их поперечные сечения. 

    
а) 3D модель б) x=0 в) y=0 г) z=0 

Рисунок 1. Трехмерное оптическое поле для 0,3n  , m n  и его поперечные сечения. 

    
а) 3D модель б) x=0 в) y=0 г) z=0 

Рисунок 2. Трехмерное оптическое поле для 0,3n  , 0m   и его поперечные сечения. 

    
а) 3D модель б) x=0 в) y=0 г) z=0 

Рисунок 3. Трехмерное оптическое поле для  2,3,3n  ,  1,1,2m   и его поперечные сечения. 
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По результатам видно, что суперпозиции позволяют получить широкий спектр разнообразных 

оптический полей с различной степенью сложности структур. От простых, как песочные часы 

на рисунке 2, до сложных, например, как некие закрученные «капли» на рисунке 3. 

4. Заключение 
В ходе работы были получены и представлены результаты моделирования трехмерных полей, 

согласованные с отдельными сферическими гармониками. Выявлена зависимость формы 

полученных трехмерных полей от параметрических коэффициентов. Были смоделированы и 

визуализированы трехмерные поля, согласованные с суперпозицией сферических гармоник. 
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Forming of three-dimensional optical fields consistent with the 

superposition of scalar spherical harmonics 

E.O. Monin
1 
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Abstract. Spherical functions are the angular part of the family of orthogonal solutions of the 

Laplace equation written in spherical coordinates. They are widely used to study physical 

phenomena in spatial domains bounded by spherical surfaces and in solving physical problems 

with spherical symmetry. In this paper, the superposition equation of spherical harmonics 

satisfying the Helmholtz equation was obtained. Modeling and visualization of three-

dimensional fields, coordinated with separate spherical harmonics and their superpositions, 

was carried out. 

 


