
Линейные и нелинейные варианты задачи восстановления 
сигнала без фаз

1. Ââåäåíèå
Ïóñòü V � ïðîñòðàíñòâî ñ êîìïëåêñíûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì è îðòîíîðìèðîâàííûì
áàçèñîì (ÎÍÁ) {ui}Mi=1. Êàæäûé ¾ñèãíàë¿ x ∈ V åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ
ñóììîé

x =
M∑
i=1

〈x, ui〉ui.

Êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû ïðåäñòàâëåíèÿ 〈x, ui〉 äàþò âîçìîæíîñòü ïîëíîãî âîññòà-
íîâëåíèÿ ñèãíàëà è ÷àñòî ïîíèìàþòñÿ êàê ¾èçìåðåíèÿ¿ ñèãíàëà. Îäíàêî, ðåàëüíûå èç-
ìåðåíèÿ äàþò âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü âåùåñòâåííûå ÷èñëà |〈x, ui〉| âìåñòî êîìïëåêñíûõ
〈x, ui〉.

Ïîñëåäíèå ãîäû çíà÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî ðàáîò [1, 2, 3, 5] ïîñâÿùåíî ðåøåíèþ òàêîé
çàäà÷è: Ñóùåñòâóþò ëè ñèñòåìû Φ = {ϕi}i∈I òàêèå, äëÿ êîòîðûõ âîçìîæíî âîññòàíîâèòü x
ïî íàáîðó ÷èñåë |〈x, ϕi〉|?

Â êëàññå ÎÍÁ äàííàÿ çàäà÷à íåðàçðåøèìà.
Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå ñôîðìóëèðîâàííàÿ âûøå çàäà÷à è ñâÿçàííûå ñ íåé

âîïðîñû ñîñòàâèëè ðàçäåë ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèé ïîä íàçâàíèåì ¾PHASE RETRIEVAL
(âîçâðàùåíèå, âîñïðîèçâåäåíèå ôàçû)¿.

Ïèîíåðñêîé ðàáîòîé â ýòîì íàïðàâëåíèè îêàçàëàñü ðàáîòà [1], â êîòîðîé áûëà
äîêàçàíà òåîðåòè÷åñêàÿ âîçìîæíîñòü òî÷íîãî âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíàëà (ñ òî÷íîñòüþ äî
óíèìîäóëÿðíîãî ìíîæèòåëÿ), åñëè â êà÷åñòâå ñèñòåìû ïðåäñòàâëåíèÿ èñïîëüçîâàòü èçáû-
òî÷íûå ñèñòåìû.

Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà, ïîñòàâëåííàÿ â [3], äî ñèõ ïîð äàëåêà îò îêîí÷àòåëüíîãî ðåøåíèÿ:
Íåîáõîäèìî íàéòè íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà ñèñòåìó âåêòîðîâ

ïðåäñòàâëåíèÿ Φ = {ϕi}Ni=1 (ò.í. ¾èçìåðèòåëüíûõ âåêòîðîâ¿), êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò
èíúåêòèâíîñòü è óñòîé÷èâîñòü íåëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ ¾èçìåðåíèÿ àìïëèòóäû¿
ñèãíàëà x

(A(x))(n) := |〈x, ϕn〉|2.
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Аннотация. Рассмотрено два подхода к решению задачи восстановления сигнала без 
фаз. Первый основан на инъективности нелинейного отображения измерений амплитуд, 
второй - на линеаризации этого отображения и исследовании свойств соответствующей 
матрицы.
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Åñòåñòâåííîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî V = RM

èëè CM . Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî A(x) = A(y), åñëè y = cx äëÿ íåêîòîðîãî ñêàëÿðà c ñ
åäèíè÷íûì ìîäóëåì. Ïîýòîìó, ñòðîãî ãîâîðÿ, îòîáðàæåíèå A : V → RN íå ìîæåò áûòü
èíúåêòèâíûì. Ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ A ëèáî RM/{±1}, ëèáî CM/T,
ãäå T � îêðóæíîñòü åäèíè÷íîãî ðàäèóñà íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ïðè òàêîì ñîãëàøåíèè
âîïðîñû îá èíúåêòèâíîñòè è óñòîé÷èâîñòè îòîáðàæåíèÿ A ÿâëÿþòñÿ ñîäåðæàòåëüíûìè.

2. Çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíàëà
Âîññòàíîâèòü ñèãíàë x íåâîçìîæíî, åñëè îòîáðàæåíèå A íå ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì.

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå êîíêðåòèçèðóåò îïðåäåëåíèå èíúåêòèâíîñòè ïðèìåíèòåëüíî ê
ïîñòàâëåííîé çàäà÷å.
Îïðåäåëåíèå 2.1. Íàáîð âåêòîðîâ Φ = {ϕi}Ni=1 â RM (èëè CM ) íàçîâåì ñèñòåìîé,

âîññòàíàâëèâàþùåé áåç ôàç (ÂÁÔ-ñèñòåìîé), åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ RM (èëè CM ),
òàêèõ, ÷òî |〈x, ϕi〉| = |〈y, ϕi〉| äëÿ âñåõ i = 1, . . . , N, èìååì x = cy, ãäå c = ±1 äëÿ RM (è
c ∈ T äëÿ CM , ãäå T � åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè).

Âàæíûì äëÿ àíàëèçà èíúåêòèâíîñòè îêàçàëîñü ñëåäóþùåå ñâîéñòâî, êîòîðîå ìû
íàçâàëè ñâîéñòâîì àëüòåðíàòèâíîé ïîëíîòû, çàìåíÿÿ òåì ñàìûì àíãëèéñêîå ñî÷åòàíèå
¾complement property¿.
Îïðåäåëåíèå 2.2. Íàáîð âåêòîðîâ Φ = {ϕn}Nn=1 â RM (CM ) íàçîâåì àëüòåðíàòèâíî

ïîëíûì (ÀÏ) åñëè äëÿ ëþáîãî S ⊆ {1, . . . , N} ëèáî {ϕn}n∈S , ëèáî {ϕn}n∈Sc ïîëíî â RM

(CM ).
Äëÿ ïðîñòðàíñòâà RM ñâîéñòâî àëüòåðíàòèâíîé ïîëíîòû ýêâèâàëåíòíî èíúåêòèâíîñòè

îòîáðàæåíèÿ A.
Òàêèì îáðàçîì îêàçàëîñü, ÷òî ñèñòåìà, êîòîðàÿ äîïóñêàåò âîññòàíîâëåíèå ôàçû, ñ

íåîáõîäèìîñòüþ îêàçûâàåòñÿ ôðåéìîì ïðîñòðàíñòâà RM . Èç äàëüíåéøåãî ñòàíåò ÿñíûì,
÷òî àíàëîãè÷íàÿ êàðòèíà íàáëþäàåòñÿ è â CM .

Íàïîìíèì, ÷òî ñèñòåìà {ϕn}Nn=1 íàçûâàåòñÿ ôðåéìîì (êàðêàñîì) ïðîñòðàíñòâà RM (CM )
åñëè ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû 0 < A < B òàêèå, ÷òî ∀x ∈ RM (∀x ∈ CM )

A‖x‖2 ≤
N∑
i=1

|〈x, ϕi〉|2 ≤ B‖x‖2.

Â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïîíÿòèå ôðåéìà ýêâèâàëåíòíî ïîíÿòèþ ïîëíîòû
ñèñòåìû, ò. å. ðàâåíñòâó span{ϕn}Nn=1 = RM (span{ϕn}Nn=1 = CM ).

Â ïðîñòðàíñòâå CM íå íàéäåíî ïðàêòè÷åñêè ïðèìåíèìîé õàðàêòåðèçàöèè èíúåêòèâíî-
ñòè.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïðåäëàãàåòñÿ âàðèàíò ëèíåàðèçàöèè îòîáðàæåíèÿ A.
Îïðåäåëèì M2-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî HM×M êîìïëåêñíûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ M ×

M ìàòðèö. Ýòî ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Äëÿ çàäàííîãî íàáîðà
{ϕn}Nn=1 ⊆ CM îïðåäåëèì îïåðàòîð ìàòðè÷íîãî àíàëèçà A : HM×M → RN ðàâåíñòâàìè
(AH)(n) = 〈H,ϕnϕ

∗
n〉HS , çäåñü 〈·, ·〉HS îáîçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå Ãèëüáåðòà-

Øìèäòà, èíäóöèðóþùåå ìàòðè÷íóþ íîðìó Ôðîáåíèóñà [8]. Ïîäðîáíåå,

〈H,G〉HS =
M∑

m,n=1

hmngmn = Tr[G∗H].

Çàìåòèì, ÷òî A � ëèíåéíûé îïåðàòîð, è

(Axx∗)(n) = 〈xx∗, ϕnϕ
∗
n〉HS = Tr[ϕnϕ

∗
nxx

∗] =
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= Tr[ϕ∗nxx
∗ϕn] = ϕ∗nxx

∗ϕn = |〈x, ϕn〉|2 = (A(x))(n).

Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ïîêàçûâàåò, ÷òî xmodT ìîæåò áûòü ðàñøèðåí äî xx∗, ïðè
òàêîì ðàñøèðåíèè ïðîöåññ èçìåðåíèÿ àìïëèòóäû ñòàíîâèòñÿ ëèíåéíûì çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ
ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì ïðîâîäÿòñÿ èçìåðåíèÿ.

Ïîñìîòðèì, êàê îòðàæàåòñÿ èíúåêòèâíîñòü ïðè òàêîì ðàñøèðåíèè.

Òåîðåìà 2.1. Îòîáðàæåíèå A íå ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
â ÿäðå îïåðàòîðà A ñóùåñòâóåò ìàòðèöà ðàíãà 1 èëè 2.
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Linear and nonlinear versions of Phase Retrieval
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Abstract. Two approaches to solving the problem of signal recovery without phases are 
considered. The first is based on the injectivity of the nonlinear map of amplitude 
measurements, the second is founded on the linearization of this map and the study of the 
properties of the corresponding matrix.
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