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Аннотация. В настоящей работе исследуется неуправляемое движение асимметричного 
космического аппарата в атмосфере. Предположим, что космический корабль - это 
твердое тело с малыми массово-инерционными и малыми аэродинамическими 
асимметриями. Целью исследования является изучение математических моделей малых 
механических моментов, наведённых главным резонансом в нерезонансных областях 
движения. В предлагаемом исследовании решаются следующие задачи: получены 
выражения для наведённого механического момента, определены величины областей 
действия данного момента. Автор приходит к выводу, что применение метода 
усреднения позволяет исследовать механический момент, наведённый резонансом. 
Данный момент способствует значительной эволюции угловой скорости вращения 
космического аппарата в нерезонансных областях, прилегающих к резонансу. 

1. Введение 
Многие современные исследования были сосредоточены на изучении вращательного движения 
при спуске космического аппарата (КА) в атмосферах Земли и Марса [1-4]. Известно, что 
наличие малых массовой и аэродинамической асимметрий может привести к резонансу в 
атмосферном движении КА [5]. Следует отметить, что длительный резонанс вызывает 
нарушение технологических ограничений по углу атаки. Кроме того, вторичные резонансные 
эффекты также могут способствовать развитию чрезвычайной ситуации во время атмосферного 
спуска КА [6-7]. Действительно, эти динамические явления могут привести к значительному 
увеличению угловой скорости КА. Вторичные резонансные эффекты - это эволюционные 
явления, вызванные резонансом в нерезонансных областях, прилегающих к резонансу [8]. 
Указанные резонансные эффекты были впервые отмечены при изучении быстрого вращения 
спутника с магнитным демпфером [9].  

Одной из основных задач при изучении резонансов является исследование устойчивости 
резонансных явлений. Известно, что внутренняя устойчивость резонансов происходит в малой 
окрестности этого резонанса. При этом внешняя устойчивость резонансов приводит к эволюции 
медленных переменных системы вне малой окрестности резонанса. 

Традиционно, космические исследования были сосредоточены на анализе устойчивости 
динамических систем в малой окрестности резонансов [10-11]. В последнее время были 
опубликованы несколько работ по исследованиям внешней устойчивости резонансов [12]-[14]. 
Связь между вторичными резонансными эффектами и явлением внешней устойчивости 
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резонансов отмечена в [13]. Кроме того, оба явления определяются влиянием вековых членов с 
резонансным отношением частот в знаменателях. Как и в случае резонансного эффекта, 
выполнение условий внешней устойчивости резонанса приводит к нерезонансной эволюции 
значений медленных переменных системы к их резонансным значениям. 

Возрастающий интерес к исследованиям внешней устойчивости резонансов усилил 
необходимость получения малых моментов, вызванных главным резонансом в нерезонансных 
областях движения [15]. При этом можно показать, что резонансные моменты приводят к 
выполнению условий внешней устойчивости резонанса. Следует отметить, что автору не 
известны публикации об исследованиях наведенных механических моментах, вызванных 
резонансом в нерезонансных областях в задаче о движении асимметричного космического 
аппарата в атмосфере. 

Целью данной работы является исследование моделей новых малых моментов, наведённых 
главным резонансом при нерезонансном вращательном движении асимметричного КА в 
атмосфере.  
Краткое содержание статьи следующее: в разделе 2 нелинейные уравнения движения спутника 
усредняются с использованием трех приближений метода усреднения. При этом применяется 
нерезонансная схема усреднения. В разделе 3 производится подробный анализ малых 
наведённых резонансных моментов. В этом случае выявляются особенности, содержащиеся в 
резонансных моментах. Отметим, что резонансные моменты космических аппаратов с массовой 
и аэродинамической асимметриями, а также массово-аэродинамической и инерционной 
асимметриями рассматриваются отдельно. Раздел 4 включает в себя величины областей 
действия резонансных моментов. Работа завершается разделом 5, где представлены численные 
результаты. 
 
2. Математические модели 
Запишем нелинейную систему в удобной для последующего анализа форме. Для этого выделим 
в ней обобщенные параметры асимметрии, как это было сделано в [7]. В результате нелинейная 
система относительного движения КА примет вид 
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аэродинамических моментов, вызванные асимметричной формой КА; z,y ∆∆ - малые 
безразмерные смещения центра масс КА, aF - известная функция [7]. 

Приближенную нелинейную систему (1)-(4) можно получить методом интегральных 
многообразий [16].  

Отметим, что главный резонанс наблюдается в системе (1)-(4) при выполнении равенства 
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Здесь I/qSLctgmzп αω −= , q– скоростной напор, S– величина поперечного сечения КА,  
L– длина КА. 

Нелинейная система уравнений (1)-(4) решается численно совместно с системой уравнений, 
определяющей движение центра масс КА [17]: 
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где xvC , yvC - известные аэродинамические коэффициенты, V– воздушная скорость КА, H– 
высота полёта КА, ϑ - угол входа, g– ускорение свободного падения, m– масса КА.   

Предположим, что требуется изучить эволюцию вращательного движения КА в атмосфере. 
Для этого необходимо проанализировать изменение медленных переменных системы (1)-(4). 
Однако, правые части уравнений (1)-(2) содержат быструю фазу θ. Следовательно, подобное 
исследование нерезонансных эволюций переменныхсистемы, непосредственно использующее 
уравнения (1)-(4) невозможно. Однако, система (1)-(4) является стандартной системой с одной 
быстрой фазой θ 
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Здесьz={ xω ,α,ω}– вектор медленных переменных; Z(z,θ)– вектор правых частей уравнений 

(1),(2),(4). Отметим, что резонансные области таких систем имеют ширину порядка ε . В этом 
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применении метода усреднениясистему (1)-(4) можно рассматривать отдельно от уравнений 
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этой целью используем известный метод усреднения в нерезонансном случае. Согласно 
указанному методу, для нахождения асимптотических решений произведём замену переменных 
[18-19]: 
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Здесь функции iA , iii ,z,B θ , где i=1,2,...,определяются согласно методу [18]. 
При нерезонансном усреднении уравнений (1)-(3) с учётом первых трёх 
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3. Асимптотический анализ резонансных моментов 
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Следовательно, наведенный резонансом(резонансный)механический момент, имеющий 
второй порядок малости, равен: 
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Как это следует из уравнения (16): первое и третье приближения в процессе усреднения 
уравнения (1)становятся равными нулю. Следовательно, эволюция усредненной скорости xω  

определяется слагаемыми второго приближения 0A )x(
2 ≠ω . При этом малый резонансный 

момент (17) определяют члены, полученные в виде комбинаций малых параметров от действия 

массовой и аэродинамической асимметрии (
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Характерной особенностью резонансного момента (17) является наличие резонансных 
отношений частот ∆ , 2∆ в знаменателях. Величины этих отношений определяют влияние 
главного резонанса на эволюцию наведённого момента (18) в нерезонансных областях, 
прилегающих к резонансу. Кроме того, из (18) также следует, что члены содержащие ∆ и 2∆ , 
могут иметь разные знаки. Следовательно, возможен особый случай, когда эти члены 
полностью компенсируют друг друга. В этом случае резонансный момент (18) принимает 
нулевое значение. В самом деле, в этом случае первые три приближения метода усреднения 
равны нулю. 
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Следовательно, наведённый резонансном момент, имеющий третий порядок малости, равен:  
)x(

3x
)x(

3 AIM ωω = .                                      (20) 
Представим момент (20) в виде: 

)(M)(M)(MM 4)x(
33

3)x(
32

2)x(
31

)x(
3 ∆∆∆ ωωωω ++= .        (21) 

Здесь, составляющие момента равны
α

α
∆

εω

∂
∂
∂

∂
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)ggm(
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gM

2
1

A

2
13)x(

31 )22cos(mm 31
A

θθ∆ − , 

α
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∆
εω

∂
∂
∂

∂
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ggM

1
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3
213)x(

32 )22cos(mm 31
A

θθ∆ − , ⋅






∂
∂
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∂
∂

∂
∂

= )gg(
8

gm3M
2

2
2

4

2
1

A
3)x(

33 α
∆

αα
∆∆

∆
εω

)22cos(mm 31
A

θθ∆ −⋅ . 
Изуравнения (19) следует, что первое и второе приближения становятся равными нулю в 

процессе усреднения уравнения (1). Действительно, эволюция усредненной скорости xω

определяется слагаемыми третьего приближения 0A )x(
3 ≠ω . Кроме того, малый резонансный 

момент (21) определяют члены, полученные из комбинаций малых параметров от действия 

массово-аэродинамической асимметрии (
A

m , 1θ ) и инерционной асимметрии  ( ∆m , 3θ ).  
Следует отметить, что характерной особенностью резонансного момента (21) является наличие 
резонансных отношений частот 2∆ , 3∆ , 4∆  в знаменателях. При этом величины этих 
отношений частот определяют влияние главного резонанса на эволюцию крутящего момента 
(21) в нерезонансных областях, прилегающих к резонансу. Кроме того, из (21) следует, что 
члены, содержащие 3∆ , 2∆ , 4∆ , могут иметь разные знаки. Следовательно, возможен случай, 
когда эти условия полностью компенсируют друг друга. В этом случае резонансный момент 
(21) принимает нулевое значение и эволюцию угловой скорости должны определять члены 
последующих приближений метода усреднения. 

 
4. Области действия наведенных резонансных моментов  
Определим области действия наведенных резонансоммоментов(18) и (21). Границы области 
действия моментов определяются следующимобразом. Отметим, что наведенные моменты (18), 
(21) нельзя рассматривать в резонансной области )(o ε∆ = . Действительно, нерезонансная 
схема усреднения предполагает нахождение системы (1)-(4) за пределами резонансных 
областей. Таким образом, мы получаем первую границу области: )(o ε∆ = . При значительном 
удалении от границы резонансной области происходит увеличение порядка малости момента 
наведенного момента на один порядок. При этомрасчеты показывают, что усредненное 
значение угловой скорости xω стабилизируется. Таким образом, мы получаем вторую границу 
области. 

Пусть выполнено условие )x(
22

)x(
21 MM ωω > . В этом случае из выражения (18) следует, что 

область наведенного момента определяется неравенством ε∆ε /1<< . Напротив, если 

выполняется неравенство )x(
22

)x(
21 MM ωω < , то область действия наведенного момента (18) 

удовлетворяет неравенству ε∆ε /1<< .  

Пусть выполнено неравенство )x(
33

)x(
32

)x(
31 MMM ωωω +> . В этом случае из выражения (21) 

следует, что область действиярезонансного момента определяется выражением ε∆ε /1<< . 

Предположим, что выполняется условие )x(
33

)x(
31

)x(
32 MMM ωωω +> . Тогда область действия 
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наведенного резонансом момента (21) равна 3/1 ε∆ε << . Если выполнено условие 
)x(

32
)x(

31
)x(

33 MMM ωωω +> , то область действия резонансного момента (21)равна 4/1 ε∆ε << . 

В таблице 1 представлены величины областей действия механических моментов, 
наведённых главным резонансом.В данной таблице представлен рейтинг областей действия 
моментов и показано, что величины областей уменьшаются с увеличением степени ∆ .  
 

Таблица 1. Величин областей действия наведённых моментов. 

Момент Величина области  
 

Рейтинг 
величин 
областей 

∆
εω 212)(

21
fM x =  ε∆ε /1<<  1 

2
222)(

22
f

M x

∆
εω =

 
ε∆ε /1<<  2 

2
312)(

31
f

M x

∆
εω =

 
ε∆ε /1<<  2 

3
322)(

32
f

M x

∆
εω =

 3/1 ε∆ε <<  3 

4
332)(

33
f

M x

∆
εω =

 4/1 ε∆ε <<  4 

5. Численные результаты 

Пусть ε = 0.3. На рисунках 1-2 представлено обобщение численных результатов. На рисунке 1 
показан наведённый резонансом момент )(M )x(

2 ∆ω , полученный при выполнении условия 
)x(

22
)x(

21 MM ωω > . Две области действия наведенного момента представлены на рисунке 1 в виде 

серых прямоугольников. Как показано на рисунке 1 при приближении к резонансной области 
порядка Δ∈ [- ε , ε ] происходит увеличение абсолютной величины момента )(M )x(

2 ∆ω . При 
этом, на рисунке 1 также показано, что при прохождении через резонансную область 
наблюдается изменение знака наведенного резонансом момента )(M )x(

2 ∆ω . Из рисунка 1 также 

следует, что при выполнении условия )x(
22

)x(
21 MM ωω > , наведенный момент )(M )x(

2 ∆ω может 

привести к эволюции усреднённой величины )t(xω  к резонансной области, как при Δ<0, так и 
приΔ>0. 

Как показано на рисунке 2 при приближении к резонансной области порядка Δ∈ [- ε , ε ] 
также наблюдается увеличение величины наведенного момента )(M )x(

3 ∆ω . Следует отметить, 
что при проходе через резонансную область в случае выполнения условия

)x(
33

)x(
32

)x(
31 MMM ωωω +> не происходит изменения знака момента )x(

3M ω . Кроме того, если Δ<0, 

то наведённый момент )x(
3M ω может способствовать эволюции усредненной угловой скорости 

)t(xω к малой окрестности резонансной области. Однако, при выполнении условия Δ>0 
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наведённыймомент )(
3

xM ω  приводит к медленному удалению усредненной угловой скорости 
)t(xω от резонансной области. 

 
Рисунок 1. Наведённый момент и его области действия при )x(

22
)x(

21 MM ωω > . 

 
Рисунок 2. Наведённый момент и его области действия при )x(

33
)x(

32
)x(

31 MMM ωωω +> . 

6. Заключение 
Применение метода усреднения в нерезонансном случае позволило определить приближенные 
аналитические выражения для нового механического момента, вызванного главным 
резонансом. При этом наведенные резонансные моменты  представляют собой выражения 
второго и третьего порядка малости. Математическое моделирование наведённых моментов 
показало, что данные малые моменты могут привести к значительной эволюции угловой 
скорости в нерезонансном случае. Численные результаты подтвердили данный результат.  

Следует отметить, что с практической точки зрения было бы ценно разработать метод, 
учитывающий наведённые резонансные моменты при управлении ориентацией космического 
аппарата в атмосфере. 
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Modeling of the Induced Resonant Torquesduring the 
Motionof an Asymmetric Spacecraft in the Atmosphere 
 

V.V. Lyubimov1 

1Samara National Research University, Moskovskoe Shosse 34А, Samara, Russia, 443086 

Abstract. This paper investigates an uncontrolledmotion of an asymmetric spacecraft in the 
atmosphere. Suppose that the spacecraft is a rigid body with small mass-inertial and small 
aerodynamic asymmetries. The aim of the research is to study of mathematical models of the 
small mechanical torques caused by the principal resonance. The proposed study solves the 
following problems: revealing specific features of the mechanical torque, determining the 
magnitude of a domain of activity of the torque. The author conclude that the application of the 
averaging method allow us to research the mechanical torque induced by the resonance. This 
torque results in a significant angular speed evolution of rotation of a spacecraft in the non-
resonance areas adjacent to the resonance. 

Keywords: Mathematical Model, Resonant Torque, Spacecraft, Atmosphere, Domain. 
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