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Преобразование Фурье играет первостепенную роль в цифровой обработке и анализе 

сигналов.  

Наряду с несомненными достоинствами преобразования Фурье, серьезным его недостат-

ком является трудоемкость восстановления информации, скрытой в фазе преобразова-

ния, так, что, зная только амплитудный спектр сигнала, невозможно определить момент 

возникновения сигнала и его длительность. 

Габор в 1946 году [1] сформулировал идею локализованного частотно-временного пред-

ставления, которая впоследствии выросла в частотно-временной анализ сигналов [2]. 

Последовательность  
1ii  гильбертова пространства  называется базисной последова-

тельностью Рисса, если существуют числа 0, BA  такие, что для всех числовых последо-

вательностей  
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Если ,1 A ,1 B  то говорят о  базисной последовательности Рисса.  

Если последовательность  
1ii  полна в пространстве , то ее называют базисом Рисса. 

Последовательность  
1ii  образует базис Рисса тогда и только тогда, когда существует 

ортонормированный базис  
1iie  такой, что оператор iiTe   обратим. В частности каждый 

базис Рисса ограничен, т.е. 
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Последовательность элементов  
1ii  гильбертова пространства  называется фреймом 

для , если существуют числа  BA0  (их называют, соответственно, нижней и верх-

ней фреймовой границей) такие, что для произвольного f  имеем 
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Если последовательность является фреймом в замыкании своей линейной оболочки, то 

она называется фреймовой последовательностью. 

Если выполнено только правое неравенство, то последовательность  
1ii  называется бес-

селевой последовательностью с бесселевой границей .B  Если ,1 BA  то фрейм называет-

ся фреймом Парсеваля -Стеклова.  

Фрейм называется равномерным, если все его элементы имеют одинаковые нормы.  

Каждый базис Рисса является фреймом. Обратное неверно: построены примеры фреймов, 

которые не являются базисами Рисса. 

Широкую известность в литературе приобрела гипотеза Фейхтингера[5]: каждый огра-

ниченный фрейм является объединением конечного числа базисных последовательно-

стей Рисса. 

Из определения фрейма следует, что ,
2

Bi   .,2,1 i  

Если ,0inf i
i
 то фрейм называется ограниченным. 

После положительного решения проблемы Кадисона - Зингера  [3] гипотеза Фейхтингера 

стала теоремой.  

Основной компонентой построения элементарных сигналов в конструкциях Габора явля-

ется так называемая оконная функция ).(2 RLg  Два семейства операторов формируют, при 

определенных условиях, фрейм Габора вида   ,
),( Ayxyx gTMod


 где ,RRA    )()( 2 tgetgMod ixt
x

 мо-

дуляция,  )()( ytgtgTy сдвиг. 

Если ),(2 RLg  ,Rn  ,Zn то определяется система сдвигов оконной функции g  вида   .
Zn

gT
n   

Если такая система образует фрейм в замыкании своей линейной оболочки, то ее назы-

вают фреймом сдвигов. 

За свою полувековую историю проблема Кадисона - Зингера получила много эквива-

лентных формулировок, одна из которых выглядит как первое утверждение следующей 

теоремы. Для ее формулировки введем понятие оператора Тёплица [5]. Пусть ].1,0[ L  

Оператор Тёплица ],1,0[]1,0[: 22 LLM   .:)(   ffM   

Теорема 1. Оператор Тёплица M  удовлетворяет условию Фейхтингера: существует такое 

разбиение  r
jjA

1
 множества целых чисел ,Z  что семейство  

jAn
eM



int2
  образует базисную 

последовательность Рисса для каждого .,,2,1 rj   

Из теоремы 1 и результатов [3] и [6] можно получить и более точный результат о фрей-

мах Фурье. 
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Теорема 2. Фрейм Фурье вида  
ZnEe


 int2  в )(2 EL  может быть представлен в виде объедине-

ния r  подмножеств так, что  
jSnEe


 int2  являются  базисными последовательностями 

Рисса для каждого ,,,2,1 rj   причем  

.
16

8













 


E

E
r


 

(В формулировке теоремы E  обозначает индикатор или характеристическую функцию 

множества ,E  а E  меру Лебега этого множества.) 

Преобразование Фурье позволяет получить из теоремы 1 утверждение о структуре бессе-

левой последовательности сдвигов: 

 пусть  .0 2 RL   Если для множества ZA  последовательность вида  
AnnT


  является 

бесселевой, то ее можно представить в виде конечного объединения базисных после-

довательностей Рисса. 
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