
А. Н. МУМОРЦЕВ

О ВЫЧИСЛЕНИИ ПЕРЕМЕЩЕНИИ 
И НАПРЯЖЕНИИ ПРИ ПОПЕРЕЧНОМ 
УДАРЕ ПО СТЕРЖНЮ

В задаче рассматриваются поперечные колебания призмати­
ческого стержня с учетом деформаций сдвига, вызываемые не­
упругим ударом массивного тела.

Решение строится методом, предложенным в [1], и разви­
вая результаты этой статьи, позволяет определить динамиче­
ские прогибы по длине стержня, а такж е находить нормальные 
напряжения в его поперечных сечениях.

1. Применив к дифференциальному уравнению свободных
поперечных колебаний призматического стержня с учетом де­
формаций сдвига [2] интегральное преобразование по пере­
менной t основанное на разложении, использованном в [ 1], 
получим:

d*y ( х ,  р ) 9 d2 У ( х , р)  , 9 о ^
dxA ~  Р ---------------------  Y  (х ,  р) = О (1.1)

здесь:
а 2 =  — ; с 2 = ч-т ( 1.2)

Е1 v ’

т  — погонная масса стержня, у  — единичный угол сдвига, 
для стержней сплошного сечения равный y  =  p/GF; EI и G F — 
жесткости стержня при изгибе и сдвиге, р — iA/a — чисто мни­
мый параметр преобразования, где % — действительное число.

Д л я  свободно опертого стержня преобразованные гранич­
ные условия запишутся:

У (0, р) =  0; Y x ( 0 , p )  =  0 при х  = 0
Y  {I] р) =  0; Y"x ( l , p )  =  0 при х  = I ' >

Начальные условия:

у ( х ,  0) =  0; -дУуп  (1- =  0 при t =  0 ( 1 4 )
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Д л я  точки х — хи  где происходит удар, второе условие будет
( ду (х, 0) 
I d t ( х = х Л  

\ t = 0 I
=  Vo (1.5)

V 0 — начальная скорость колебаний балки.
Давление ударяющей массы на стержень при неупругом 

ударе для t > 0:

(S U ,
после преобразования по переменной, выразится следующей 
функцией:

/•' (лу; р) =  Р  -  4  f  Y  (лу; р) + p Z , ( 1.6)

где импульс, сооощаемыи стержню в момент удара,
Р

Z ■ V o .

По виду корней характеристического уравнения дифферен­
циального уравнения ( 1.1)

а 2 V v {k \ y (k-ку у у ш .  + V- { k i y

k 2

(1.7)

для двух участков стержня записывается функция Грина, ко­
торая долж на удовлетворять уравнению (1.1), условиям (1.3) 
и быть непрерывной вместе с У'х (ху; х; р) и У"х (хр, х; р) в 
точке х — ху. Третья же производная У"'х (лу; х\ р) в этой точке 
испытывает скачок q. Удовлетворяя условия на границе лево­
го и правого участков в точке х = х \ ,  а такж е граничные усло­
вия (1.3), находим восемь постоянных функций Грина и запи­
сываем ее в следующем виде [ 1]:

( q — q цф) sh  а 1 (X i —  I) i«f) s in  « 2(ac i — I)
s/zoyx-— -  ——----- :— s in a 2x

a i (  у 4 - й )  s h a i l

Y ( x > x i, P ) - \ q_ q ^ sh

a2 ( оф + сф) Sin a2I
0 =£ x  <  лу 
~2\

a^a^ + a^sh  a! I

(1.8)
a ix i  (q  + q i a ? ) s i n a 2 Xi .

sh a i (x— l) — f 2— -----, sm  а2\х ~ ч

I
a2(cy + 4 ) sm<x2/ 

Лу <  x  <  I

2. П олагая, что удар происходит по середине стержня, то
есть при Х\  =  1/2, вычислим величину скачков функции Грина,
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для  этого обратимся к уравнению совместности деформаций 
при изгибе стержня с учетом деформаций сдвига:

d y
£ - * + т

d x
угол наклона касательной к оси стержня, а ф и Т

(2.1)

соот­
ветственно угол поворота и угол сдвига сечения.

Вследствие равенства углов поворота левого и правого се­
чений при X i —  l/2 скачок q u  появляющийся в первой производ­
ной функции Грина благодаря учету касательных напряжений, 
будет:

/ПР “  Q np) , ( 2 - 2 )
d Y

^  = -dF
d Y
d x

h i
=  __  (0 Л 

E l

значение скачка q в Y"x (х; p ) определяется как разность
„ d * Y “ ., Iзначении для левого и правого сечении в точке х х = —

Ч Е , \ Ч Ч  ) - г  Е 1 \  d x 2 d x 2 J (2.3)

Зам еняя  в (2.2) и (2.3) разность поперечных сил функцией 
давления ( 1.6) и подставляя полученные выражения в ( 1.8 ), 
представим функцию Грина в следующем виде (вследствие 
симметрии рассматривается только левый участок):

р) р  + p z
2 E I  (  ctj a ict2 D

sm  a 2 X
1 . a 2 I 

COS —ft

Sh a IX  , a 2—~— j +
ch

a 1 1

, n (  3 sin  a 2 x  
+  « ” / a  i

cos

з s h n i x  
a 2 -

E l a'( th'̂ - s m  a 2 x
a 2 I + a2 tg- 2

a2Z sha\X
ch

(2.4)

где

0= 1 l + £ 2(<
/ a 2 Z

-D  f te -2- th
a i l \

B i g 2 И  + 0
£ 4  p 2  p i

■tg—  th  —
4 ( E I g ) 2 a i a 2 2 2

Располагая преобразованной функцией прогибов, находим 
преобразованную функцию кривизны стержня. У"ж(х; I / 2; р ) ,
связанную с нормальными напряжениями в поперечном сече­
нии известной формулой:

г, d2 у ky



Значения трансформированной функции прогибов и ее второй 
производной записываются в виде отношений двух функций:

* -л ?(/,) ** (2.5)7  (х; 2 ' Р] а 112ф(р) 

у "  I X■ — ■ о) — Х ^Г х  2 , Р) -
ф ( р)

здесь: 

Ф (Р)
.  , «  , р г  У + > Ч А-4 ) 1  м  Xot!l

z ( a i ~г~ a 2J т  E l g  U i  & 2E / g

kip2 p i ( a 1 + 4 )  х ajl *
2a,c2(£/o)2 2 2 ’

0-2 2 /

?(p) =

* (p )

P + pZ 
E I

k * P p 2

" 2£/g

_ P  +  p Z  

E I

I i ( 1 + ^ J !n ^ _ a2( 1 _ ft2e?) £ ^ I ?
mQ —tr— Cfl ———

O . ,  (2 1 Z s i n  a 2 M 
a :  t i l  —  ■

tx2 z sZz a 1 , t \

(2 .6 )

(2.7)

/ 1  i 1.9 9 \  S i n a 2 ^ . /  л ( .9 o \  S f l  CL \  X- .
«2(1 + ^ 4 ) ^  +  a i 0  -  k24 )  • “7У77 +

cZz —L-
2

2 E I g

Вследствие равенств

k * P p 2 a 1 ot2 a 2 Z s h a i x  S i n a 2 .v

2  ch aE— 
2

«2 Z

V 1 + k2

(2 .8)

(2.9)

и P - = ~  ЕЖ' I + k2a~ И p  =  ±  Z
. a i a2

вытекающих из (1.7), функции (2.5) ввиду того, что их осо­
бенность в точке р, соответствующей a 2 =  ± i /k ,  не принадле­
жит физической области задачи ( а 2 — по условию задачи — 
действительные числа), можно считать голоморфными функ­
циями. Благодаря  этому в качестве теоремы обращения может 
быть применена вторая теорема разложения Хэвисайда:

У ( 2с; -g-; t̂ j — у [х\  -g-; 0 , +  ^ — г -^ -^ 7-7—ггехр(р„ Z) (2.10)[a,a2-V (ДЯ)] ’

СЮ

Ух (х; 4 - ;  t) =  7 Н Х; 1 Г ; 0 ) +  2 ^ р т ^ ) ехР ( ^ 0  (2-11)
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В этих выражениях р п — корни уравнения:

ф (рп) =  0 . (2 .12)

Д л я  определения первых членов в (2.10) и (2.11) положим 
р —  0 в отношениях (2.5). Раскрывая по правилу Лопиталя по­
лученные неопределенности, находим кривую прогибов и функ­
цию кривизны оси стержня по длине при бесконечно медленном 
(статическом) загружении стержня по середине пролета си­
лой Р.

>'Р -И д д ,-а Ю>а 20

1 s in a '20x

Я2 0 ’

1 sh  а ю X

COS 2
«10

ch
«10-

' 2 Е 1 ( а \ 0 + a f )

№

+

**10 Sin « 2 0 * 

a20 ' coso:‘° 4 -
■ +

2
“ 20

«10 '
sh  « io x

ch

I
am

2E l  (< 20 I
2 4  E l  LV 2

(2.13)

\ 2 k 2x

Г Sin « 2 0  х s h  « ю  x
—  р «20 1 +  « Ш I

«20"о“
COS

«10 2
ch

k 2 a io «2 0  | « io •
sin  a 2 0 X. 

« 2 0  ^РАС —

2E l  (  a 2 , +  «20) 

Sh a io x

+

-  « 2 0  "

ch «1 0  L

+
2E l  ( a 2 , +  «o0)

P x  

2 E l
(2.14)

Р азл агая  (2.9) в степенной ряд и удерживая только два 
первых члена (й2ос22 <  1), подставляем, преобразованные с 
учетом этого разложения, выражения (2.6), (2.7) и (2.8) в 
(2 .10) и (2. 11), которые после замены экспоненциальных мно­
жителей по формуле Эйлера и объединения сумм с последую­
щей подстановкой (2.13) и (2.14) соответственно дадут сле­
дующие выражения для динамического прогиба и нормальных 
напряжений, имеющих место на левом участке стержня при 
ударе по середине пролета:

I 1 Л  У (*, -г , t ) =
Р  Г З х Р  

21  E l  i 2
- 2 х 3)  +  \ 2 k - x \  +

+  Ш
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Р  cos t  — Za^n ( l  — 0 ,5 й 2 4 п)  sin
а 1 п а2П 

a

(о-п)

. J _
: 2

(“ л)

(2.15)



Рх_ 
2 W

W

CO

■2t l~  1

(a-, t ) -

[ p  cos _  2 .2 Д ,  _  0 ,54* » Ц  sin ' ]  9 <«„)

О У  x  S£

г ы
/ (2.16)

Н иж е приводятся значения to(a„), Щ а „ )  и & (а„),  Г (а„) :

« „ )  -  | » „ ( 1  + _  , ;„ ( 1 _
cos —2 ~  ch —g—

+ (1 —  А2 а | л) th 1\nl р о \ Sin 2̂72

, « 2Л 2 Sha. \n x
ё 2

сЛ
а 1л /

(2.17)

ОС2п)  —  0C2/Z
1 — 0,5£2<2л

1 — &2
12гс

( 8 < ( 2 - 3 F , y - : - 2 < ( ( l  - С « у х

X (1 — 1,5£2 а 2л) th  2

- ( 1- 2,1*’ « у ‘8^
“ 1л/

“ лг /  __  |  “ 2л /
+  5 ? / < (1 —  1 ,4Л= « = ,) t h

“ 1Я /

■ V  1\п w  -  <  W  (1 -  2F  а2,) / о- ^  х

У /Л " 1"- -  10£4 ^ 2 4 п (1 -  3£2 о&) //г 

X c o s ^  tg  ^ a io ^ а у

« к, l

t g
“ 2 Л  /

(1 — 0,5/fe2 z 2in) t h “  1Л / (2.18)

( ® 1 Л >  Я 2 л )  —
л» / 1 i A2 «2 \ Sin £2/z * , л in: t , ' >2 \ а in *

2/2 (  2л) ^ 7 ^  "  2Л(  ' '

-  P* т -  aL  0  - 1 -5*2 <4)  f t §  4 n z sh а ш *ch “ 1л/
th T. \ni S in  «2Л A"

2 cos * J lL

^"(а 1л> а 2л)— а
2 1 - 0 . 5  k * 4 n
'2 n 1 — k2 a2 n

(2.19)

8(1 — k2 а2л) +  2 а2я/ (1 - 0 , 5 ^2 а 2л) X
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p  I

Корни а 2п определяются из трансцендентного уравнения 
(2.12), которое после преобразований приводится к виду:

4  ( 1 _ * >  а у  +  а2„ И  (1  _  k* t h  4 _  W

та a'2n 1 =  __________________________________  1 + д 2я_______
9  _ / д 2  '

Я2Я щ  [1 _  1 .  5*2  4  +  k* 4 „ V  (1 -  2 . 5 * ’ 4 )  ^ 4 - 1 /   т Ч -  ] 
2 v 1 + А2 аГ,„ 

(2 .21)
Время t 1, соответствующее наибольшему значению динами­

ческого прогиба или напряжения, определяется по максимуму 
первого члена разложения:

, уу____, ___________g 2 g
1 '  4  (1 -0 ,5 * ’ 4 )  'г г„ 4  (1-А= 4 )

П олагая в (2.15), (2.17) и (2.18) х — 1/2,  получим результа­
ты, совпадающие с опубликованным ранее решением для опре­
деления динамического прогиба под силой Р, приложенной в 
середине пролета стержня [ 1], если же в этих выражениях 
считать k = 0 ,  то есть пренебречь деформациями 1 сдвига, то 
результаты оказываются тождественны выражениям, приво­
димым в [3, 4].

3. В качестве примера рассматривается удар по стальному
стержню I №  12, начальная скорость принимается равной 
v 0 =  100 см!сек. Соотношение масс ударяющего груза и стержня 
берется в пределах от 1 до 10, отношение высоты стержня к 
его длине: Vio-c’/n

По прогибам и напряжениям в поперечных сечениях стерж ­
ня определялись динамические коэффициенты:

I \ I , \



Рис. 1.
Рис. 2.

На рис, 1 показана зависимость коэффициентов по переме­
щениям (сплошные линии) и по напряжениям (пунктир) от ве­
личины р при различных значениях h/l, соответственно а — !/3; 
Ъ - ‘/б! с— 7 ,0.

Кривыми на рис, 2 изображаются динамические коэффици­
енты по прогибам и напряжениям для стержней с одинаковым 
отношением /7 /=7б , но различными гибкостями ).:а— 14,5; 
Ь— 15; с— 16.

Соответствующие статическому загружению и первым двум 
корням трансцендентного уравнения формы оси балки приве­
дены на рис. 3.

Кривые построены в различных масштабах, абсолютные 
значения ординат даны в мм.

Н а основании анализа численного счета, выполненного на 
ЭЦВМ  «Урал-2», можно сформулировать следующие выводы:

— величина динамического коэффициента не меняется по 
длине стержня;

— учет деформаций сдвига не оказывает существенного 
влияния на величину динамических нормальных напряжений;

— расхождение значений динамических коэффициентов, 
определяемых по прогибам и напряжениям, показывает, что
2 -2457 33



Vio
О 0.1Е 0.2£

Z T
0.31 0,4 В 0,51

V s
w  H5t

T ~ r ~ n -----1— т - П -
| ao i ю 1 0,05-ш j 0,03'й , 0,04-w | o.og-io*3 ^

"
\ |  S’5i10'' I 5,69-Z

ммзе*'
i \

60,32 iO‘}Nj \

| «4,1640̂ '- I I
. .  3 , 10?,£9-iOS :

I__________ | loo,56 10 H - - — p 2!

' JciTs^— —  1 4.

pn»in4\  I I i

I I Г Й И
• 1 1 5 7 ,1 5 1 0 *

1  I L
8,74 8,73 8,7i 8.&S 31,04 31,o4 31,02 3J,oo 31,01

Г |  5,05 5,06 4,35 4,54 4.o4 18.59 13,08 17,20 1 5,94 (4.28

1,38-10 3 I 1,62 10~8 , 0,6110 5' 1 30-10'• 3 35-10"
—L- ---- Г ---------- - к .  ’ ! ’ I

345410** i 
4 |  1 48,3110*;
о IV8736 icr tv.

10

1 Г -~н
| 57,90Ю'3 | 61, 9И0*3 |'

1167,83-10"

12ik,m6~
Л ' , I 300,87-10 I 

231,34-10 - ' - —- I  ot

1050-10'0,82-Ю*5082Ю О6110 040 105

j. ô lo
ki,-UiO' .6 ,3 2 1 0  S.3S-4C^9_2M03

i m * - J 3 i
ii9,054C4' .^ i  .

| | | [i37£WO- ' Ф
I 1S1,46-10"3

4,99 4 38 4,87 4,8 4 4,81 16,51 16,50 Ю,ч6 16,45 16,45

2,91 2,54 2,33 2.24 2,15 4.91 4,84 4,62 4.32

Puc. 3.

у ч е т  д е ф о р м а ц и й  с д в и г а  н е о б х о д и м  п р и  о п р е д е л е н и и  п е р е м е ­
щ е н и й  п р и  у д а р н ы х  в о з д е й с т в и я х .
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