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ЗАДАЧА РАУСА-ГУРВИЦА ДЛЯ КВАЗИПОЛИНОМА 
В ОДНОМ ЧАСТНОМ СЛУЧАЕ

При исследовании устойчивости решений дифференциаль­
ных уравнений с отклоняющимся аргументом важным вопро­
сом является вопрос о расположении нулей характеристических 
уравнений [ 1 ,2 ,3 ] .

В работе рассматривается задача Рауса-Гурвица для квази­
полинома, соответствующего дифференциальному уравнению с 
запаздыванием времени второго порядка, путем построения 
квадратичного функционала, введенного Н. Н. Красовским в 
работе [4].

1. Построение квадратичного функционала

Пусть движение некоторой системы описывается уравнением

где а, Ь, с — произвольные постоянные, т — запаздывание вре­
мени ( t  =  c o n s t> 0 ) .  Уравнение (1.1) можно представить в виде 
двух уравнений первого порядка

Н а основании разложения С. Н. Ш иманова [3], системе (1.2) 
будет эквивалентна счетная система обыкновенных дифферен­
циальных уравнений

(1.1)

(1.2)
—J (/ *- =  — b x 1 (t ) — с х х (t — т) — a x 2{t),

где х х (t ) =  x ( t ) ,  x , ( t )  = .
dt

d y . (t)
(1.3)

где у i (t) —- линейные функционалы.
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у :(t) =  x x{t) +  ——  x 2(t) — т - т г д ^  x x(t +  A ) e ~ xi (0+^d.v,  (1.4)
l i + a  ' i +  a  J

Xt-(i =  1, 2 , . . . )  — корни характеристического уравнения.
д (X) =  X2 +  а \  +  b +  с е - 1'- =  0. (1.5)

При этом предполагаем, что корни характеристического ур ав ­
нения (1.5) простые. Решение системы (1.2) можно предста­
вить в виде ряда

, , < <  +  » )  =  2  х ш н а т Д Д  у ,  (< ) ,

1=1
ОО

х 3( , + ц = s м о .
L—1

где Д '(Х г) — производная от уравнения (1.4) при X =  Хг. 
Рассмотрим квадратичную форхму

(1.6)

ОО ОО

V  V  (Xi + а) (1/ + а) „ п  7Х
2 ^ ( i 7 T l 7 T A W A W ) y i y ; ’ (L7)1=1 7=1

производная по времени от которой, в силу системы (1.3), 
равна

= ( 1-8)

Подставляя в (1.7) аналитические выражения функционалов 
у i (г =  1, 2 , . . . )  (1.4), получим

1/ =  A xx^( t )  +  А 2 х х (t) х 2 (t) +  А3лу (X) +

о о

+  (0  I  B x( ^ ) x x(t +  A)d A  +  X2(t) j' В 2(д-)хх (/ -r b)d& -'г
—х . — т

0 ?
+  J j  АГ(р, a)A'i(^ +  p)*i(* -!- o)dpdc, (1.9)

где
оо оо

Д  _ " V " V ( X ;  +  Д )  ( X /  +  Д )  / .  ,

л  1  - ^ ^ ( / . ,  + X /  )  Д '  ( > . , )  Л '  ( X f ) ' [  J
х = 1 7 1 = 1

ОО ОО . n V
Я « И -  2г У  V  0-1 +fl)g— <(°|Т) . п  1ПВ 1( Ъ ) - — 2 с 2 л ^ ( Х г +Х/ )Л' (ХОД' (ХЛ ’

7=1



“ “ (T+p) e - \ j  (т+п)
V ( i [  +  1 ; ) 1 , ( . ( , . 1 2 )

l= 1 7=1

H2 =  4 - 5 i ( - t ) , (1.13)

А 3 = - с- К ( - т ,  - T ) ,  (1.14)

Я 2(&) = ----- - ' ) • (1.15)

Из соотношений (1.12), (1.14) имеем
оо оо

л 3 =  V  у  ! . (1.16)
^ ( П  + > . ; ) Д / ( П ) Д ' ( П )  '

Так как корни уравнения (1.5) простые, то [6]
1 00 11----------- у ------1-----  (1.17)

а  — х,л Д' а ы  v 7Х̂  +  аХ +  6 +  с е " Хт ^  (л — A i)  А '  ( X )

на всей плоскости комплексного X.
Тогда

СО

. (1.18)
j L J  (Х с  —  аХ +  Ь +  cex i ')  Д ' (X ;) ’

Замечая, что >.,•(/ =  1, 2 , . . .)  корни уравнения (1.5) и аналогично 
суммируя ряд (1.18), получим

] (b +  б ,)  sh k \  +  a k x ch k \  -
A 3 =

2 k j ( k \  — &!() с + (b +  k f )  cli k  1 2 +  n k  1 sh k  1 x 

1 (b + kl^) sh k 2 % +  ak-i ch k 2 z
(1.19)

2 ^ 2 ( * 2  — k \ )  c +  (b +  k?,) ch k 2 x +  a k t  sh z
где

k\,  =  - L  [a, -  2b ±  V ( a  2/Л !(/> c )  ] . (1.20)

Вычисление остальных параметров функционала (1.9) можно 
провести аналогично работам [7,8].

2. Задача Рауса-Гурвица

Задача  Рауса-Гурвица состоит в том, чтобы определить ус­
ловия, которым должны подчиняться постоянные а, Ь, с, т х а ­
рактеристического уравнения (1.5), для того, чтобы корни это­
го уравнения лежали налево от мнимой оси, т. е. имели
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отрицательные вещественные части. В этом случае все решения 
уравнения ( 1. 1) будут асимптотически устойчивы.

Известно, что для того, чтобы решения уравнения были асим­
птотически устойчивы, необходимо и достаточно, чтобы квад ­
ратичный функционал 1/ [ф('б’)] был меньше нуля, где 
<p(’&) (— начальное возмущение уравнения ( 1.1) или 
что то же самое, системы (1.2). Тогда область асимптотической 
устойчивости решений уравнения ( 1.1) определится неравенст­
вом У [ф (ф ) ]< 0 .  Пусть начальное возмущение уравнения (1.1) 
задано в виде

где е — достаточно малое положительное число. Это возм ож ­
н о /т а к  как среди начальных возмущений tji(l) ( i—  1, 2,...) нет 
равных нулю.
Интегрируя соотношение (1.8), получим

Зам ечая  в силу выбранного начального возмущения (2.1), что

Тогда вместо У[ф({1 )< 0  условие асимптотической устойчи­
вости решений уравнения ( 1.1) можно представить в виде не­
равенства Л 3<;0; причем искомая область определяется пер­
вой сменой знака неравенства. В частном случае, при £> =  0 об­
ласть устойчивости определится неравенством

Область асимптотической устойчивости может быть легко 
построена, используя условие (2.4). Д ля  этого, положив т = 0 ,  
строим область устойчивости для обыкновенного дифференци­
ального уравнения; наименьшая область устойчивости опреде­
ляется при т->-оо.

Геометрическое построение области устойчивости в указан ­
ном случае приведено в работе [9].

(2 .1)

ОО

I / (о с )  -  1/ ( 0) =  J x \ { t ) d t .
о

(2.2)

V  (оо) =  0; х г (0) =  0, х 2 (0) =  1
о

J <?(«■)*/«• =  0,
—т

получим
оо

Лз =  — I  x \ { t ) d t .  
0

(2.3)

а !shot! х +  а ch C!i х а2 sh а2 - + a ch а2 г
С + Gtj ch а 11 + ai 1 sh а 1 x с + а | ch a2 - + a *2 sh a2 x
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