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Ю. П. Самарин

О ПРИ МЕНЕНИИ ТЕОРИИ УП РА ВЛЕН ИЯ 
К И С С Л Е Д О В А Н И Ю  ПОЛЗУЧЕСТИ
к о н с т р у к ц и й

1. Пусть имеется / однородных реономных тел,
каждое из которых находится в однородном возмущающем по
ле. Уравнение состояния гела, рассматриваемого как управляе
мая система, имеет вид [ 1, 2 ]

здесь x ' { t ) — управляющая (входная) вектор-функция со значе
ниями в D'  (  гр (0 — вектор-функция со значениями в про
странстве состояний S 1 С RSl (вектор тр представляет собой на
бор фазовых координат) ;  y ' ( t ) — наблюдаемая (выходная) век
тор-функция со значениями в Y ‘ (  R n‘ . В работе [2] показано, 
что уравнения вида ( 1 ) содержат, как частные случаи, все наи
более важные варианты теории ползучести.

Пусть далее реономные тела с уравнениями состояния (!■) 
взаимодействуют друг с другом, т. е. между управляющими и 
наблюдаемыми координатами имеют место функциональные за
висимости, в которые могут также входить заданные внешние 
нагрузки:

Совокупность уравнений (1) и (2) описывает дискретную кон
струкцию из управляемых систем. тп—соответственно число внут
ренних, и т— внешних степеней свободы конструкции по управ
лению.

- ^ ^ - =  x>(t))\ V  (0> =  0;

У1 (t) -  ф' (V (/), х ‘ (/)); ф1' (0, 0) = 0 ,  i =  1, I,
( 1)

F „ ( x \  .... х 1, у 1, . . . .  у', у,,  . .., qm) =  0, к 1. т 0

( 2)



Равенства (2) отражают структуру конструкции, а уравне
ния ( 1 ) — свойства ее отдельных элементов. Примерами дискрет
ных конструкций могут служить стержневые системы, некото
рые многослойные конструкции при однородном напряженном 
состоянии в каждом слое и т. п.

С точки зрения теории управления равенства (2) представля
ют собой обратные связи, при помощи которых образуется т0 
координат управляющих функций. Действительно, после подста
новки выражений у' — у ' (ц ' ,  х>) из уравнения ( 1 ) в равенства 
(2 ) последние определяют функции:

*' = Ф ' ( Д   <1т> V- V ). i  =  1, I (3)
(соответствующий якобиан не должен обращаться в нуль). С о 
отношения (3) замыкают уравнения состояния ( 1 ), поскольку 
внешние воздействия qj( t)  предполагаются известными.

Если в равенстве (2) не содержится наблюдаемых вектор- 
функций у\ то конструкция называется определимой по управ
лению. В этом случае равенства (3) не содержат величин тр, и 
конструкция расщепляется на отдельные элементы, т. е. уравне
ния состояния ( 1 ) для каждого реономного тела могут рассмат
риваться независимо.

Определимыми по управлению являются статически опреде
лимые стержневые системы с управлениями х ! =  {ой, б !) при за
данных внешних силах q;,{t) (ей— напряжение, 0’— температура 
в соответствующем стержне; температуры считаются известны
ми).  Сюда же относятся кинематически определимые стержне
вые системы, если х * = { е \  © г} и известны перемещения узлов 
q, (t )  (в1'— деформация стержня) . Примерами неопределимых по 
управлению конструкций могут служить фланцевые соединения 
при х { = { о \  6 *} и заданных перемещениях q j ( t ) ,  а также конст
рукции, в которых необходимо рассмотрение связанных задач 
термоползучести.

2. Теорема 1. Дискретная конструкция из управляемых си с
тем является управляемой системой с уравнением состояния:

=  <7 (0 ); Ъ (0) = 0 ; |
У (О =  Ф (Г1 (0- У (0), Ф (0, 0) = 0 ,  /

причем вектор-функция внешних воздействий q(t )  принимает
значения из множества d С r m, y ( t ) — из Y С г", !]( /)  — из

i 1
S С г , где п =  2  Д; si

;=м i=i
(т и п считаются конечными, но допускается случай s =  oо — 
[ 2 ] ) -

Доказательство основано на равенствах ( 1 ) н (3).  Уравнения 
(4) служат обоснованием макроскопического подхода к иссле
дованию деформирования дискретной конструкции, когда урав
нение состояния конструкции строится без исследования дефор- 
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мирования ее отдельных элементов. Макроскопический подход в 
ряде случаев позволяет сократить объем необходимых экспери
ментальных работ.

Теорема 2 . Если для каждого элемента дискретной конст
рукции выполняется гипотеза отделимости [2 ]:

У1 =  { « ‘ (V). Ф! (*')}. (Si =*), (5>

то определяющие уравнения конструкции можно привести к ви
ду

=  /*  (Ti V,* (0) =  0;

К ■у* 1
У = 0 А 2 X* 1

=  Ф* (<?, Ъ*),

( 6 )

(7)
где т ,* =т (*(у,) £ R s, х * = х * ( х )  £ Rm°, А 1 и А 2— постоянные kxX s  и 
k > X m 0 матрицы, +  rang А х =  kv  rang Л3=  k2.

Доказательство аналогично доказательству предыдущей тео
ремы [2].  Равенство (7) следует пз- (З) ,  если существует обрат
ная фуНКЦИЯ Д Л Я  фуНКЦИИ Г ] * ( Т } ) .

Теорема 3. Если дискретная конструкция определима по уп
равлению и для всех ее элементов выполняется гипотеза отде
лимости (5) ,  то определяющие уравнения приводятся к виду

У

/* ( * Л =  я *); V  (
А 1 ! 1 ° V  i
0 1 1 to 

1

q* j

= 0 ;

Я* =  У* (У) г  R'
(8)

и уравнение состояния конструкции строится методом разделе
ния деформации [3].

Для доказательства достаточно заменить, что если обратные 
связи (3) не'содержат величин гр, то в формуле (7) не содержат
ся р*. После этого выражения (8) становятся очевидным следст
вием определяющих уравнений (6) и (7).

Теорема 4. Если для всех элементов неопределимой по уп
равлению дискретной конструкции выполняется гипотеза отдели
мости (5) ,  то уравнение состояния конструкции можно построить 
согласно методу разделения деформации, но с учетом зависимос
ти мгновенно изменяющихся наблюдаемых координат от вектора 
пространства состояний.

Это доказывается подстановкой (7) в (6), причем мгновенно 
изменяющиеся координаты вектора у, отвечающие произведению 
А 2х*, зависят от г)*.

Теоремы 3 и 4 оправдывают применение метода разделения 
деформации [3, 4] при макроскопическом исследовании ползу
чести дискретных конструкций, если только уравнения состоя
ния всех ее элементов построены тем же методом.

125



Для неопределимых по управлению конструкций наибольший 
прикладной интерес представляет случай, когда возможна ли
неаризация обратных связей (7)

x * = q * ( q )  +  B { q ) n * ,  (9)
где B ( q ) — зависящая от q матрица m0xs. Равенство (9) выпол
няется с большой точностью при малых деформациях многих ре
альных конструкции. При этом слагаемое B(q )  ц* обусловлива
ет дрейф мгновенно изменяющихся наблюдаемых координат за 
счет реологических эффектов. Это явление аналогично измене
нию упругой деформации при постоянном напряжении в процес
се старения [4] .

Таким образом, при помощи уравнений вида (6 ) и (9) можно 
описать деформирование довольно широкого класса дискретных 
механических конструкций. Дальнейшее упрощение структуры 
определяющих уравнений позволяет доказать теорему.

Теорема 5. Если для дискретной конструкции множество век
тор-функций внешних воздействий зависит от конечного или 
счетного набора параметров

q = *  (t, а)\ а =  {ах, ..., аг}
(•/.— заданная функция; допускается случай г =  оо) ,  то система 
дифференциальных уравнений (4) может рассматриваться как 
расщепленная:

Tji (t) 'У, I \. (/), a), i =  1 , s.

Доказательство [ 2 ] подобно теореме 2 .
3. Рассмотрим непрерывную конструкцию из управляемых 

систем. Введем некоторую односвязную область Р С Ек, запол
ненную реономным материалом (Еи— точечное, к— мерное евкли
дово пространство; в соответствии с размерностью модели тела 
/i =  l, 2 или 3).  На материал действует неоднородное управляю
щее векторное поле x  =  x ( t ,  г ), где г— радиус-вектор точки в Ек.

Если управляющее поле x( t ,  г) при любом / > 0  непрерывно 
по совокупности пространственных координат, то в пределах 
элементарной области dQ оно будет почти однородным. Поэто 
му в каждой точке области Q в соответствии с ( 1 ) имеет мес
то уравнение состояния:

V {t, г) =  /  (г, (t, г), х  (t, г), г); -г| (0 , г) = 0 ;
У (t) = Ф Г h  (t, г), х (t, г)]; фу [0, 0] = 0 ,

где фг [ • ] — вектор-функционал по пространственным координа
там, y ( t ) — наблюдаемая вектор-функция (ее координатами, на
пример, могут служить перемещения в дискретном множестве 
точек, энергия диссипации в Q, критерий повреждаемости в опас
ной точке и т. п.). Размерности векторов х, rj, у  по аналогии с 
дискретной конструкцией обозначаются через т, s, п.
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Предполагается, что функция f(r), х, г) в (10) по аргументам 
р и .V удовлетворяет условиям типа Липшица [2],  а по г явля
ется непрерывной. Последнее отвечает слабонеоднородным мате
риалам, к которым относятся некоторые смеси и композиты. 
Примером слабонеоднородного тела является стержень, изготов
ленный из двух отличающихся по реологическим свойствам ме
таллов так, что концы стержня состоят из чистых металлов, а 
средняя часть— из сплава с непрерывно изменяющимися реоло
гическими свойствами.

Управляющее поле х(( ,  г) в каждый момент времени опреде
ляется векторным полем внешних воздействий q(t, г) и достиг
нутым состоянием г)(/, г)

х  (t, г ) = Ф г [ц (/, г), т, (/, г)\, (111

где Ф г[ - ] — некоторый оператор по пространственным координа
там.

Равенство (11) выявляет структуру взаимодействия отдель
ных элементарных объемов среды и подобно (3) может быть ис
толковано как запись обратных связей, действующих в сплош
ной среде. Например, если q(t,  г) описывает температуру среды, 
объемные силы в Q и напряжения на границе й, то равенство
( 1 1 ) должно рассматриваться как эквивалентная' замена урав
нений равновесия и уравнений совместности, при помощи кото
рых можно определить напряженное состояние в каждой точке 
области й.

Совокупность уравнений (10) и (11) описывает непрерывную 
конструкцию из управляемых систем.

Если обратные связи ( 1 ) не содержат р( / ,  г), то непрерывная 
конструкция называется определимой по управлению. Например, 
неоднородный стержень переменного сечения при действии про
дольной нагрузки, тонкая оболочка вращения при осесимметрич
ном нагружении и др.

4. Пусть задано разбиение области й  на непересекающиеся 
измеримые части Дй;. В большинстве задач функционал ср,- по 
физическому смыслу должен быть определен на каждом из мно
жеств ДЙi н аддитивен по отношению к-разбиению:

iЧ-В д . ; У, !Ц ri\ v

В силу непрерывности но пространственным координатам вектор
ные поля r\(t, г) и x ( t , r )  можно рассматривать в пределах ка ж 
дого элементарного деления d£l как однородные, и поэтому зна
чение аддитивного функционала срг на d& определяется форму
лой

dy =  ф  (т/, х, г) diо, ( 1 2 )

где ф — вектор-функция, dco =  p,(dQ) —  аддитивная метрическая 
характеристика подмножеств в й  (для разных координат наблю
даемого вектора мера р может иметь различный смысл) .
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Теорема 6. Если в каждой точке области Q выполняется ги
потеза отделимости

Ф К  г) =  {9 ! (Г], г), ф2 (х, г)} ;  ( s < ос), (13)
где ф) — непрерывно дифференцируемая вектор-функция с k\ 
координатами и не равным нулю якобианом по некоторым k, 
переменным, тр, ф2— непрерывно дифференцируемая вектор- 
функция с k2 координатами и неравным нулю якобианом по не
которым k2 переменным л:,, k\ +  k2 =  n, то уравнение состояния 
( 10 ) с аддитивным функционалом фу, определяемым согласно
( 12 ), можно привести к виду

-,*■ (t, г) = f *  (г,* (i, г), х* (t , г), г), т,* (0 , г) — 0 ; ,

У (t) =  j 4i(±i_0- ! (14)
о ;лдг) X* (t, Г) du), )

причем
Yj* =т ,*  (ih г); (х, г).

Имеется в виду, что в соответствии с (12) структура интег
рала -dco в (14) для каждой координаты вектора у  может быть

У
различной ( напрпмУр, интегралы по дуге и по площади).

Доказательство выполняется подобно доказательству теоре 
мы 1 [ 2 ].

Функция ф в (12) от времени явно не-зависит— в этом заклю
чается свойство стационарности наблюдения (см. ( 1 ) и [2 ] ) .  
Если ф не зависит явно от г, то наблюдение называется одно
родным. Свойство однородности наблюдения имеет место для 
широкого класса задач. При этом, очевидно, п*= т Г ( г|) и 
X* =  X* ( х ) .

Теорема 7. Если для определимой по управлению непрерыв
ной конструкции из однородного материала выполняется гипо
теза отделимости (13),  интегралы в (14) для различных коор
динат вектора у  имеют одну и ту же структуру и функция f* в 
(14) линейна относительно ц* и х*,  то уравнение состояния кон
струкции можно привести к следующему виду:

Н- (/) = АН (/) + ВХ (t)\ Н (0) = 0; j

У (0
Л1 ; о H(t)

""o' ; Л-. X(t) )

где Л, В, А\, А 2 —  постоянные матрицы.

Н (/) =  1 Yj (/, г) dm; X  (t) ==J Фг \q (t, r)\ d ».

(15)

(16)

Доказательство получается при помощи равенств (11) и (14). 
Следует отметить, что линейность функции f* имеет место для 
довольно сложных уравнений состояния [3].  Это позволяет ис- 
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пользовать метод разделения деформации для построения опре
деляющих уравнений непрерывных конструкций частного вида.

Теорема 8. Если для непрерывной конструкции выполняют
ся условия теоремы 7 и множество векторных полей внешних 
воздействий зависит от конечного или счетного набора парамет
ров

q =  X(t ,  г, а), а — {аг, ..., аг}
— заданная функция; допускается случай г - о о ) ,  то система 

дифференциальных уравнений (15) расщепляется

Hi (t) =  Т; (Hi (t), а), 7 =  1 , s.
Доказательство выполняется аналогично доказательству 

теоремы 2 работы [ 2 ].
к
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У Д К  519.2

В. Б. Илюшин, Ю. В. Солодянников

К ОЦ ЕН КЕ РЕЗУЛЬТАТА СВЕРТКИ

Устройство наблюдения [1] ,  участвующее в иден
тификации объекта, можно представить в виде структуры, изо
браженной на рис. 1. На вход устройства поступает сигнал х. 
Устройство состоит из отдельных блоков, каждый из которых 
вносит помеху измерений, являющуюся случайной величиной. В 
результате на выходе наблюдается величина г. Помеха измере
ний Pi, i — \,m каждого  блока определяется своим распределе
нием вероятностей. Распреде
ление вероятностей суммарной 
помехи измерений р(т) =  р, +. . .
+  рт  является сверткой распре
делений вероятностей слагае
мых помех, которые либо из- 

9 — 5548 129

Т~ ■

Рис. 1


