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Лабораторная работа I

ПРЯМЫЕ МЕТОДЫ ОТЫСКАНИЯ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ МАТРИЦ

Задание I . М е т о д  и н т е р п о л я ц и и

Необходимые расчетные формулы. Для матрицы/#* {Оу}„кп характе­
ристический многочлен { ( л  } имеет вид

{ ( % ) : d e t ( A - U ) ,  Ш

где Е -  единичная матрица того же размера, что и А. Многочлен 
( I )  является многочленом 1Ъ -й  степени и однозначно определяется 
своими значениями в ( п  +1)-м у зл е . Выберем произвольно ( п  + 1 ) -е  
значение Як и вычислим

(1%к)= d e t ^ - Ш  , К ' Ш  (2)
Построим по этим значениям интерполяционный многочлен Ньютона 

для произвольного расположения узлов по формуле

/ / я )  > ( 3 )
где

f i l o . h , )= Хк - Яс  ' W
В силу единственности многочлен, определяемый по формуле (3 ) , 

является характеристическим.
Вычисление •/ ( Х к) производят, используя стандартную программу 

вычисления определителя методом исключения.
Выбирать узлы Х ц  следует так , чтобы

1Л н1 < Ц Д Н ,  и - , (5)

где ///? // -  любая норма матрицы, '
Для определения корней многочлена (3 ) можно использовать любой 

способ определения корней алгебраического многочлена.



Блок -  схема метода.

Порядок  в ы п о л н ен и я  работы

1. Составить программу вычисления определителя методом исюпо-- 
чения.

2 . Вычислить 11/111 и подобрать числа Л.к , расположив их при­
мерно равномерно так , чтобы выполнялась формула ( 5) .

3 . Составить и отладить программу метода интерполяции.



4. Провести расчеты на ЭВМ.
5. Написать отчет.

ПРИМЕР. Методом интерполяции найти коэффициенты характеристи­
ческого многочлена матрицы

0 ,9 0 0 0 ,5  \
0 0 ,5 0 ,4 °0 0 ,3 0 80 0 ,3 0 I  /

Ч
Р е ш е н и е .  Ц/Щ= m a x i l& ijl-

L j- i
= /7 )0 X (I ,4 ;  0 , 9 ;  8 , 3 ;  1 , 3 )  = 8 , 3 .  

Примем з а  Л к (К = 0 , 1 , 2 , 3 , 4 )  массив чисел { о , 1 , 2 , 3 , 4 }  , 
т о гд а  интерполяционный многочлен (3 )  примет вид

^ х ( я ч ) а - г ) *  ф г ( х - т - г ) ( х - з ) ,

где А К/ . конечные разности функции Ш ) М ( А - А Е )  . 

Вычисление определителей.

(-5)

1( Х г ) - М (Я - г £ ) :

0 ,9 0 0 0 ,5
0 0 ,5 0 ,4 0
0 0 ,3 0 8
0 0 ,3 0 I

- 0 ,1 0 0 0 ,5
0 - 0 ,5 0 ,4 0
0 0 ,3 - I 3
0 0 ,3 0 0

- 1 ,1 0 0 0 ,5
0 - 1 ,5 0 ,4 С
0 0 ,3 -2 8
0 0 ,3 0 - I

= 0 ,7 5 6 .

= -0 ,0 9 6 .

= 2 , 112 .
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■P(ls )* o le t№ -3 e )  *

■ffXv) * ( f l -  lf S j  -

- 2 ,1 0 0 0 ,5
0 - 2 ,5 0 ,4 0
0 0 ,3 -3 8
0 0 ,3 Р -2

- 3 ,1 0 0 0 ,5
0 - 3 ,5 - 0 ,4 0

S 0 0 ,3 -4 8
0 0 ,3 0 -3

2 8 ,9 8 .

126 ,18 .

Построение характеристического многочлена. Составим таблицу ко­
нечных разностей.

и M i ) й % * 34 i Г Т у Г

0 0,756 -0 ,8 5 2 3,060 21,600 24,072
I -0 ,0 9 6 2 ,208 24,660 45,672
2 2,112 26 ,868 70,332
3 28,980 97 ,200
4 126,180

По формулам ( 6)  запишем

1 (2)= a/at (Д- ie )  -- 0, 7SS - а, gs&l *  i, 1 4 '1— *

* i i £ ° o _ % ( X. i ) ( x - z )  + Щ & - т - № - т - з ) . ( V

Многочлен, определяемый по формуле ( 7 ) , являетоя характеристичес­
ким многочленом матрицы А. Для вычисления значений /  {J ) формулу 
(? )  удобнее переписать в  виде t

i ( i )  * о, 7SS *X(-0,8SZ * '^ L lL  (3.060 +

■* * - * ] ^ го ,о 7 & /)) .
- q

Из (? )  видно, что коэффициент при А  равен 1 ,0 0 3 , т . в .  е точ­
ность», о которой производились расчеты, он совпадает с коэффициен­
том при А*  в  характеристическом многочлене -ifА )  ,

Литература к задании I :  [ l ]  , [ з ]  , - [ ч ]  , Г ? 3



Задание 2 . М е т о д  э л е м е н т а р н ы х  

п р е о б р а з о в  а н и й

Необлддщдые раочатные Формулы. Метод элементарных преобразова­
ний используется при приведении произвольной матрицы к трехдиагональ­
ному виду и состоит из двух ходов. Первым ходом матрица приводится 
к верхней почти треугольной форме, а вторым -  к трехдиагональной 
форме. Каждый ход состоит из последовательности элементарных преобра­
зований подобия: преобразования первого хода обращают в ноль столбцы 
в нижней части матрицы, а преобразования второго хода -  строки в вер­
хней части матрицы.

В&РДЦй x ° ik  На ф -м  шаге для преобразования подобия использует­
ся матрица

/ / '

I

Mf

ь
о 0 . ,  , 0

%*г 1 0- .  , . 0
Щ*з 0 I . . .  0

L ■
0 . . I

( I )

(2)

Обратная матрица f J \ I /  ) = Л/ ( - V ) .  За счет выбора

эл ем ен ты ^ -го  столбца, начиная с ( q, +2)-й  строки,обращаются в 
ноль, а остальные элементы матрицы А = ( a Cj  )„ , преобразуются 
по следующим формулам(для проототы записи индеко шага ф  у всех 
элементов матрицы оп^отщ) % 

п>
У .5 (5 )

< Ч ‘ Ч'Чч«
j  z Q f l , Л . (4)

' в (* ) используются элементы (« р  f i ) - r o  столбца, начинал
0 ( Й' +2)-й  отроки, которые были пересчитаны по 'формуле ( 3 ) ,  Мо®г> 
изобразить схематически й шаг первого хода;



• « • * * *
9 *' » '/ //[  в •  •

0 • 9 Хб • • •
0 0 • • • •

0. 0 0 ж х х х
0 0 0 Ш р ч Х х
0 0 0 Ш Х.У0 Л

п~ ■

второй ход, 
матрица

» -  элементы оотались без из­
менений; ///  -  элементы 

изменяются по формуле (3 ) ;
)jf- элементы пересчитываются 

по формуле (4 ) ;  элементы, анну­
лированные на ty  -м шаге, обве­
дены*

Преобразования (2 ) , (3 ) ,

(4 ) повторяются в первом ходе 
при д. = 1 , 2 / г  - 2, где 

f t  -  порядок матрицы А.

h  -
J *

На ер-я  шаге для преобразования подобия использует-

h

О Ма

г q,
т - . . -Vk
0 I  0 .  . . 0
0 0 I  . . . 0

0 0 0 . . .  I
_

(5)

причем М I I f )  = М  ( - I f )  „ При этом следует уч есть , что если для 
верхней почти треугольной матрицы применяется преобразование подобия 
про помощи матрицы ( 5 ) ,  то результирующая матрица остается верхней 
почти треугольной, т . е .  нули, полученные на первом ходе, сохраняются 
мри преобразованиях второго хода. Формулы второго хода имеют вид -

#  = а, &U- J= ГЬq,,
П

4 " ’j  = а <У' ^ ' / j =  ep+d,..., f t .

CLcj - Л-с/ ~ /
i - e - < i ,

(6 )

(7)

(S)
.y - .

В силу выбора . ,  п . )  элементы ер -й  строки, начи­
ная с ( £  +2 ) - г о  столбца, аннулируются. Элементы ( ер +1)-й  строки, 
начиная с ( ер + 1 )-го  столбца, пересчитываются по формуле (7 ) ,  так 
пак используются нулевые элементы, полученные при первом ходе, По 
формуле (8 ) пересчитываются только две строки: ( Q +1)~я и ( + 2 ) - я ,
так как элементы ( 1 = ^ * 3 , . . .  ,  ег- ) равны нулю.

Можно изобразить схематически ер -  й шаг второго хода;



» -  элементы остались без изме­
нения; / / /  -  элементы изменяются по 
формуле ( ? ) ;  X -  элементы вычис­
ляются по формуле ( 8) ;  элементы, 
аннулированные на & -м шаге, 
обведены.

Как и в первом ходе, преобра­
зования ( б ) ,  ( 7 ) ,  ( 8) повторяются 
при #  п , - г .

Замечание 1.Если на г - *  шаге 
элемент
окажется мал, т о г -

• ;9 0000 0
• • • 000 00 • • • (Е 0D00 0 Ш вн■вШ000 9 X XX00 00 9 • •

00000 • •

)п-

да зн ачен и я t$( L 2., . . .  , п . )  будут велики, 
погрешность возрастет и расчеты по формулам ( 2) ,  
(3 ) ,  (4 ) могут оказаться  неустойчивыми. Чтобы сде­
лать  метод устойчивым, выбирают главный (наибольший 
по модулю) элемент аннулируемого столбца

и перестановкой (<J.+ 1 ) -й  и 2 -й  строк делают его 
ведущим. Формально перестановку строк можно записать 

1 как умножение матрицы А .слева на матрицу перестано­
вок.

1

Р =

i

—  —  О i - 
I '  I 
4 —  0

■ i
г

г
Но перестановка отрок меняет собственные значе­

ния матрицы. Чтобы собственные значения не менялись, 
надо сделать преобразование подобия P~i А Р  . Но 
Р =  Р , а умножение справа на матрицу Р равно­

сильно перестановке ( ^  +1 ) - г о  и 1 - г о  столбцов 
матрицы.

Замечание 2 .Если на -м шаге второго хода элемент
окажется м ал.то  расчет по формулам ( 6 ) , ( 7 ) , ( 8 ) стано­
вится неустойчивым,однако применять перестановку строк 

и столбцов уже н ельзя , так  как нарушится структура
3-2067 g



матрицы (она перестанет быть верхней почти треуголь­
ной),

Для уменьшения ошибок округления нукно вести 
расчеты второго хода с двойной точностью или перес­
тавить какие-либо столбцы и отроки в исходной матри­
це и начать расчеты о самого начала.

Замечание 3 . Вычисление собственных значений трехдиагональных мат­
риц производится каким-либо известным способом опре­
деления .корней трансцендентных уравнений (например 
методом парабол), так как значения характеристичес­
кого многочлена трехдиагональных матриц могут быть 
подсчитаны за  5 п- операций (для произвольных матриц— 
примерно ааг— п-3 операции.

Построить характеристический многочлен трех­
диагональной матрицы значительно1 л е гч е , чем произ­
вольной.

Замечание ^ Собственные векторы матрицы могут быть найдены мето­
дом обратных итераций или обратных итераций оо сдви­
гом.

Порядок выполнения работы

1 . Составить подробную блок-схему метода.
2 . Составить и отладить программу на ЭВМ.
3 . Провести расчеты (приведение матрицы к трехдиагональной 

форме).
4» Оформить отчет.

ПРИМИ1. Методом элементарных преобразований привести матрицу

0,255123 09 822450
0,822450 0,181031

-Оs064280 -0,140328 
0,184773 43,048661

среядаагокалькой форме.
Р о s  е н и е .  Первый ход.

I  г а  гг Вычислим Ос ( L

-0 ,064280  0,184773
-0 ,140328  -0 ,048661  
-0 ,2 2 0 2 0 8  0,695908

0,695908  0,104195

3 ,4 )  по формуле ( 2 ) г

з 0,822450
0,078157



Укрупненная блок -  схема метода.

од матрицы Д
Е

Начало первого хода
zz iz3 zzzz^
Выбор главного элемен­
та и/ага и перестановка 
строк и столбцов', если 
необходимо

Расчеты по Формулам 
(2) , ( 3 ) ,  ( б )

Конец пербого хода
г — . ■ Т 1
j Начало второго хода
~  n z =Проверка на устойчи­
вость расчетов и б слу­
чае необходимостиj-  
ш л н ч а н и е  р а с ч е т о в

Расчеты по форм улан 
(б) ,  ( 7 ) , ( & )

Рк

Конец второго хода
~ I
Печать трехдиагональ­
ной матрицы

-  вЬ Ш Ш - = о ,224662;
0,822450

Пересчитаем 2-й  столбец по формуле (5)?

Ош « 0,822450 + (-0 , 0642® ) ( -0 , 078157) + 0, 184773, 0, 22466? « 
* 0,868985

-  0 9181031 + (-0 ,1 4 0 3 2 8 )(-0 ,0 7 8 1 5 7 ) '+ (*-0,048661.1(0,224662) 
0 ,181066 )



4 г г =  -0 ,140328  + (-0 ,2 2 0 2 0 8 )(-0 ,0 7 8 1 5 7 ) + 0 ,695908 - 0 ,224662 =
= 0,033227 ;

Q4Z = -0 ,048661  + 0 ,6 9 5 9 08 .(41 ,078157 ) + 0 ,104105-0 ,224662 =
= -  0 ,079642 ;
пересчитаем элементы С !зг,а 33 , Q  зч  ,  г 

(Ячз.Очч по формуле ( 4 ) :
СГ3£ = 0,033227 -  (-0 ,0 7 8 1 5 7 )-0 ,1 8 1 0 6 6  = 0,047378 ; 
а3 з = -0 ,220208  - ( -0 ,0 7 8 1 5 7 ) .( -0 ,1 4 0 3 2 8 )  = -0 ,2 3 1 1 7 6 ;

Озч = 0 ,695908 -  ( -0 ,0 7 8 1 5 7 )(-0 ,0 4 8 6 6 1 ) = 0,692105 ;

Очг_ = -0 ,079642  -  0 ,224662-0 ,181066  = -0 ,120321 ;

Qt,3 = 0 ,695908 -  0,224662- (-0 ,1 4 0 3 2 8 ) = 0,727434 ;

0 ,104195 -  0,224662* (-0 ,0 4 8 6 6 1 ) = 0,105127 . .
На этом I -й  шаг первого хода заканчивается . Результаты вычисле­

ний записываем в таблицу.

Номер
хода

Номе|
шага Ос, Qiz в е з СГс

ис­
ход­
ная

м
а
г
р
и
&

0,255123
0,822450

-0 ,064280
0,184773

0,822450
0,181031

-0 ,140328
-0 ,048661

-0 ,064280
-0 ,140328
-0 ,220208

0,695908

. 0 ,184773 
43,048661 

0,695908 
0,104195

I г 0,255123 
0 , 822450 
0,000000 
0,000000

0,868955
0,181066
0,033227

-0 ,079642

-0 ,064280
-0 ,140328
*0,220208

0,695908

0,184773 
-0 ,048661  

0,695908 
. 0 ,104195

1/3 -0 ,078157 
ITt, =0,224662

0,255123 
0 , 822450 
0,000000 
0,000000

0 , 868985 
0,181066 
0,047378 

-0 ,120321

-0 ,064280
-0 ,140328
-0 ,231176
'0 ,727434

0,184773
-0 ,048661

0,692105
0,105127

2 0, 25512т 1 
0,822450 
0,000000 
0,000000

0,868985
0 ,181066 '
0,047378
0,000000

-0 ,533527
-0 ,0 1 6 7 4 9
-1 ,988835

0,435059

0,184773
-0 ,048661

0,692105
0,105127

!

^ — 2,539575



Окончание таблицы
0,255123
0,822450
0
0

■ 0,868985 
0,181066 
0,047378 
0

-0 ,533527 
-0 ,016749  
-1 ,988835  
-4 ,6 1 5 7 6 1 ,

0,184773
-0 ,048661

0,692105
1 ,8 7 2 7 ^

2 I 0 ,255123
0,822450
0
0

0,868982
0,151978
0,047378
0

0
0,222874

-1 ,988835
-4 ,615761

0
:- 0 , 075378 

0,692105 
1,872787

£= -0,613966
£=0,212631

0,255123
0,822450
0
0

0,868982
0,151978
0,047378
0

0
-0,316183

-1 ,959746
-4 ,615761

0
-0 ,107693

0,682031
1,872757

2 0,255123
0,822450
0
0

0,868982
0,151978
0,047378
0

0
0,316183

-0 ,387609
-4,615761

0
0
0,044156
1,872787 1j=-0,340603

0,255123
0,822450
0 ,
0

0,868982-
0,151978
0,047378
0

0
0,316183

-0 ,387609
-4,615761

0
0

-0 ,087865
0,300649

При преобразовании подобия след матрицы не изменяется: след 
исходной матрицы SpA  = 0 ,320141 , след трехдиагональнсй матрицы -  
- 0 ,3 2 0 i4 I .  Поено надеяться, что преобразования сделаны всоно.

Литература к заданию: [ l ]  , [ з ]  .



Лабораторная рабсга  2

ИТЕРАЦИОННЫЕ МЕТОДЫ ОТЫСКАНИЯ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ 
И СОБСТВЕННЫХ ВЕКТОРОВ МАТРИЦ

3 а д а н -и s  -I.
И т е р а ц и о н н ы й  м е т о д  в р а щ е н и й

Необходимые расчетные Формулы.  Метод вращений рассмотрим для 
симметричных вещ ественных матриц Л  = {£<сj  )rt, , Подберем такую орто­
гональную матрицу U  , чтобы 7JT/ j  Д .  ,

Здесь

Л-
Л-4 • • • Яул
ХЛг... х»

Л /12 ...П
Причем элементы ( L = 1 ,2 , . . . , / Т )  близки к собственным значениям 

%С ( t  = 1 » 2 , , . . , П )  при l ^ Kg j < £  , где £  -  достаточно малое
число» Обычно матрица U  получается как произведение последователь­
ности ортогональных; матриц, приводящее матрицу А к матрице Д  . 

Рассмотрим один шаг метода вращений.

берем
Алгоритм  м етода в й. В качеетвё ортогональной матрицы вы-

1£ е  =
 Cadf  - —  - i i n f -------

« ■ - -  h t n f  ' ft in fii!
K-u

I
е-й

И-&

i-л
( i )

14



Матрица В  = АУне имеет■следующие элементы;

®Cj -  О-Cj , L =1,2 , . е /*?£ /  J  ^  j

&Ск = O.itfCoA'f (2)
&се= (- bU<p)*Qcgeob<f,  L=J,2,...,rt^ .

f r г
Умножим матрицу В слева на матрицу V К£ , получим С = В. 

Элементы матрицы С определим по формулам:
f C j i = B j L ,  i * d , 2  / г . ,  / Ф к . е .

Скс = В/а сойф+Вдс ып L-1 2. , . , п  .
■ Сц = BKi [- ьСп, ч>) * Sgc солф •

(3 )

Угол 'f выберем т а к , чтобы Ск1 =0.
Нетрудно п оказать, что

21Q н а *
Q **-aei ’ l f l  ч¥ * ■

Но при реализаций на ЭВМ итерационного метода вращения удобнее 
сразу вычислять coi'd’ и bin ф  по следующим формулам;

14,1 ’>*сод1

М .

4i n f =  *±$ п (э с ц )1з:\
F c o y f C x ^ y V ^  " (5)

где ж  = г а ке ■ у  = a k H - d n  .
З а м е ч а н и е .  Если ^ = 0 ,  то cob<f -  t C n , f  -  " jr

Если у  5̂ 0, то СОЬЧ> , S.:-tvч! вычисляем 
по формулам £ > ]  , £ 5J .

Вычислив элементы матрицы С, закончим один шаг метода вращений®
К вновь полуденной матрице применим тот же алгоритм,

ЗибРР матрицы вращения. При ручной очетё К и £  выбирают р ав - 
вами номеру отроки и-столбца максимального по модулю внедиагоаально- 
го элемента матрицы А.

При реализации метода на ЭВМ н а и б о л е е  вы го д н ы й  о к а з а л с я  м е т о д  

о выбором оптимального э л е м е н т а .  В ы б о р  м э к о м и а л ь н о г о  ш м о д у л я  эламеа- 

та  матрица А  т р е б у е т  б о л ь ш и х  в а т р а т  м а ш и н н о г о  в р е м е н и ,  п о э т о м у  у д о б ­

н е е  обращать в ноль т а к  н а з ы в а е м ы й  о п т и м а л ь н ы й  э ж е д е ь ь »  зтигс 

о о о т а ш м  с у м м ы  к в а д р а т о в  в н е д и а г о Е ш я - я к к  э л а к е р и у г  стро к ;

^ 4  " ®  i-J  > *- - /. р  ■

/и  £
е-аов?



Выберем из них наибольшую, сумму и в этой строке найдем наиболь­
ший до модулю внедиагонального элемент, который и будет оптимальным.

Определение собственных векторов. Поскольку собственные векторы 
диагональной матрицы £с = ('.Н.) « 10 собственнмми векторами матрицы А 
б” дут столбцы матрицы v=rf uKg ■

Блок -схема метода.-



I .  Составить подробные блок -  схемы :
а) выбора оптимального элемента Gut

2 . Написать и отладить программу»
3 . Провести расчеты на ЭВМ.
4 . Оформить отчет.
ПРИМЕР. Найти методом вращений собственные числа и собственные

Р е ш е н и е .  При ручных расчетах элемент Q *(  , подлежащий
обращению в ноль на данном шаге, выбирается максимальным среди всех 
внедиагональных элементов матрицы А. Результаты вычислений записы­
ваем в таблицу. Следует помнить, что симметричность матрицы при орто­
гональном преобразовании сохраняется, поэтому производим расчеты по 
формулам;

6;,{ = а ы соьч> + act +  > i ;  I  2 ъч  
Все = clck f-ACn-f) •* а  и  соьЧ’,

i . e .  пересчитываем элементы К- г о  и £ - г о  столбцов и полагаем

векторы матрицы

Д  38 49 -1 8  О
I 15 -1 8  19 21 /
\  16 О 21 -5 /

/  25 38 15 16 '

с точностью до трех, верных значащих цифр.

c < i ~ в с *  ; L = 1 , 2 ,3 ,4  t Сф к  , Сф £.

и полагаем

Сес - &се .

Элементы Р * *  , С{£  пересчитываем п-- формулам: 
с  км -- ё к к  со* У  * З е*  ^  *
с а  - вк е  (' sen, 'в) ■* бее

с*е = Се* - О.
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Максимальный элемент после 10-го шага: 0^=  0 ,0159  чг 0 ,0 2 . 
Собственные числа матрицы совпадают с элементами главной диагонали 
с точностью до трех значащих цифр:

2 , А£=67,6 , А , =38,1  , Я* = -Л 8 ,5 .
Собственные векторы совпадают со столбцами матрицы произведений:

АО,002 \

X,
0,873 

г I -0,379 
-0,228 
-0 ,2 0 8

ссг -
0,338 \ /о,352
0,912 |. Ж5: 0,062

-0,230 Г 0,781
0,008 / 0,512

-0 ,1 4 1  
0,534 , 

\ 0,834 /

Литература заданию I : [ l ]  , L 2 ] , [ 3 ]  , [&] , L 9 ] .

S а д а н и e 2 . С т е п е н н о й  м е т о д

Необходимые расчетные Формулы. Пусть дана матрица A = (C /tj ) п  , 
имеющая полную систему собственных векторов ' t c  , 4 = 1 , 2 , . . . ,  Л  , 
причем соответствующие им собственные значения таковы, что f I >1Яг|» 
S-1 I Ял(.Для произвольного вектора ЗСо построим последователь­
ность векторов

Х р,< = р =  0, 1, 2. . .  ,
каждый из которых можно разложить по базису из собственных векторов: 

л  «21
сГо = Щ. *с,о >■■■ > - 2- ^ с , Р£с . ц-)

Выберем произвольный декартов базис Ьа, f>g_ и разло­
жим векторы - £с ,

  ( 2 )

t  = 1 , 2 , . . . ,  /г. и Х р в  этом базисе:

вс - 1  f j d j  , Ые,„. ,п ,  ; '» р =  0 , 1 , 2 , . . .  -
Используя определение собственных векторов и собственных чисел матри­
цы из формул ( I )  и (2 )  получаем

fe i,P  ~ '  4 = 1 , 2 , . . . / t  .
Найдем отношение соответствующих координат векторов Х р  и Х р ^ 1 

при d^.o фО :

^,РП o Q o /v  4 ^ ( i +0 ( ( ' u )  J )  б +д

' * < о К %.«(1 + 0 ( % Г ) )  " ( 3 )

А

Л ,
¥ У



i s  формулы (3 )  сл ед у ет , что наибольшее по модулю собственное 
значение матрицы А можно найти с точностью до f)(IAi\м

При практических расчетах  это о. :ч а е т , что отношения всех соответст­
вующих координат векторов X р  и Xp*i  должны совпадать с заданной 
точностью. *

Замечание I . Если /ЯЛ > i  , то ЦхРЦ -+ оо При р -> о °  .
Поэтому при достаточно большом р  произойдет пере­
полнение разрядности чисел и остановка ЭВМ.
Если /Я Л  <  I ,  то Цх.Ц-* О при р  и
вследствие конечности порядков чисел в машине может 
о к азаться , что начиная с некоторого р  , x Pz  д  ■ 
Чтобы избежать переполнения или исчезновения поряд­
ков чисел, полезно время от времени умножать век­
торы Х р  на подходящий множитель.

Замечание г .  Если oi^,0 = 0 , то формально итерации сходятся к 
следующему по модулю собственному значению. Однако 
и з -е а  ошибки округления вычислений не может
быть точным нулем, а при малом значении с ( 
процесс по-прежнему сходится к первому соботвенному 
значению, только за  большее число шагов.

Замечание 3.  Если / Я Л * / Я г / »  то сходимость очень медленная.
Если же. Я / ф %i . а  / А Л -  / Д г /  • то пР°Десс рас­
ходится.

При реализации метода на ЭВМ находят все отно­
шения из формулы ( 3 ) , ,  а затем усредняют их каким- 
либо способом, в частности за  р  - е  приближение А* 
можно взять  величину

Д- Л  Cj Р+4

X
If) ^  п .

4 п

Собственный вектор  ̂ полагают приближенно разным X  р+1



Г.;ок -  схема



1 . Составить подробные блок-схемы:
а ) вычисления вектора ;
б) вычисления отношения координат векторов Х 4 и ;
в) вычисления Я^ по формулам усреднения;
г )  сравнения координат вектора Х& с масштабным множителем 

и , если необходимо, преобразования координат X 2 .
2 . Написать и отладить программу.
3» Провести расчеты на ЭВМ.
4 , Оформить отчет.

ПРИМЕР . Определить степенным методом наибольшее по модулю 
собственное значение матрицы 

( 1 ,6  2 ,3  1 ,2
л ,  /  2 ,3  0 ,6  1 ,5

1 ,2  1 ,5  3 ,8 _
с ТОЧНОСТЬЮ ДО 10"*.

За начальный вектор примем вектор Х о  -  (1«1»1)

•= 5,333

= 6 ,5

Я^  _ 5 .1  + 4 .4  + 6 .5  _ 16 .
* 3 3

Х г  -  ЙХ4-

26 .08  = с Т Т  . h i  = 24 .12  = 5 4 8 . ^ 2 = 3 7 ^ 5 , 7 6 ;
5 ,1  ’ ’ J&1 б*5

\ (г) _ 5 . I I  +5.48  + 5 .76 _ 16л 35_ _ 5^4 5 .
A i  -1 ъ

1ЯТ-  / / / =  0 ,117  >  0 ,0 1 .



А

1 ,6
2 ,3
1 ,2

2 ,3
0 ,6
1 ,5

1 ,2  .
1 ,5
3 ,8

$4,р->4

fii ,P
A ,P*ip 
Лг,Р

А ,/**/

А з ,р
С

g !P * 0

- i c - x 1: )

Х э I I I 5,1 4 ,4 6 ,5 5,333

х 4 5 ,1 4 ,4 6 ,5 5,11 5,48 5,76 5 ,45 0,117

26 ,08 24,12 37,42 5,45 5,41 5,60 5,487 0,037

№ ,1 0 8 130,586 209,672 5,484 5,511 5 ,548 5,514 0,027

Умножим векторХд на масштабный множитель f i  = ю -2

Хэ 1,4211 1,3059 2,0967

х ч 7,7933 7,1971 11,6316 5,5151 5,5148 5,5321 5,5207 0,0067

3-5 42,9804 39,6902 64,3476 5,5205 5,5225 5,5267 5,5232 0,0025

Литература к заданию 2: £ I J  , [  3 ]  , [4J t [5] , [в] .

Задание 5 . М е т о д  с к а л я р н ы х  п р о и з в е д е н и й

Необходимые расчетные формулы. Метод скалярных произведений 
применяется для отыскания максимального по модулю собственного значе­
ния матрицы А- (O c jk .  Для простоты рассуждений предположим наличие 
полной системы собственных векторов i t  ■ -  W i »

С = 1 , 2 , , . . ,  п . . пусть /Д</ > IA ZI # I X 3I * - Z  t i n !  . 
Зададимся некоторым вектором Х 0 и будем последовательно вычислять 
векторы Xp+i ~ Д х р  , Р  -  0 , 1 , 2 , . . .  • Тогда ( р  + 1)-е
приближение fa  определяется по формуле 

( Х щ  , х р)
/ч  ' ( Х р ,  Х р  ) ’ р  -  0 , 1 , 2 , . . .

'лравсдяива следующая сценка приближения:

ИГ'-л. 1:0 ((¥/)■



Взяв достаточно большое р  , мы можем получишь приближение
Л j  с любой степенью точности. Собственный вектор £  j  , соответст­

вующий , с заданной точностью совпадает с вектором JX. р+1. При 
вычислении векторов Х Р , р = 0 , 1 , 2 , . . .  учесть замечание I задания 2 .

Клок -  схема метода.
^  Г— — — ——и»   м .—  I   ни ипщ.

Г  Н ачало  )

Д,ОСу,Лп, 8  /
1
хг= Д х 1

с м — (зср X f)9
СК2 = (<3Cf р 3Cf)

j А  = с м / С К 2

Да

. Нет ________
Сравнение координат 
вектора хг с масштаб 
ным множителем и, ес­
ли необходимо $ преоб­
разование вектора хг

х 1жх г

С Овтанов  )



1. Составить подробные блок-схемы:
а )  вычисления скалярных произведений СКТ - ( х 4, х г ) и

с кг х )  i '
б) сравнения координат вектора X  2 о масштабным множителем;
в ) преобразования вектора X  2 *

2 . Написать и отладить программу.
3 . Провести расчеты на ЭВМ.___
4 . Оформить отчет .

ПРИМЕР . Методом скалярных произведений найти о точностью до 
10 ■ наибольшее собственное значение матрицы

и соответствующий ему собственный вектор 
Р е ш е н и е .  Пусть Х я = ( 1 ,1 ,1 ) .
Вычислим

Й

4
I
0

1
2 
I

0
I
i

СК /  -

- (х г .Ъ )
ск г .=  

• (х 4, х )
е (рК

х с I I I

X i 5 4 2 II 3 5,667

х г 24 15 6 192 45 4,267 0 96

х 5 III 60 21 3690 83? 4 ,409 0 ,142

х ч 504 252 81 72762 16362 4,447 0 ,038



Умножим
п

координаты вектора 
= Ю" 2

х ч на масштабный множитель

х ч 5 ,04 2 ,52 0 ,8 1

x s 22,68 10 ,89 3 ,33 144,4473 32,4081 4,457 0 ,0 1

01,61 47 ,79 14,22 2872,30 344,063 4,459 0,002

Разность / $< ~ I = 0 ,002  -«с 0 ,0 1  , поэтому можно принять,
что %4X 4 ,46  с точностью до сотых долей. Соответствующий собствен­
ный вектор примем равным вектору Xg , все координаты которого 
поделены на Ю2 г

/  1 ,02 
I  /  0 ,4 8  

1 ~ I  0 ,1 4  У

Проверка полученного р езу л ьтата . По определению собственных 
чисел и собственных векторов

А&4 = Ki 
еычиолим A i, и % А  г

/ 4  1 0 \  /  1 ,02 \  / 4 , 5 6  \
г /  I  2 1 0 ,4 8  -  2 ,1 2  j

\  О I  I  /  V 0 ,1 4  /  \  0 ,6 2  /

/  4 ,55  \
V f  г  2 ,1 4  I 

\  0 ,6 2  /  .

С заданной точностью А€1 совпадает с ,

Литература к  заданию 3 ;  [ i ]  , [ г ]  ,  [  з ]  , [ Ч ]  , f s j  .



Лабораторная работа 3 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ СОБСТВЕННЫХ ВЕКТОРОВ

ЗАДАНИЕ. О п р е д е л е н и е  о т д е л ь н ы х  
с о б с т в е н н ы х  в е к т о р о в  м е т о д о й  
о б р а т н о й  и т е . р а д и и  с о  с д в и г о м

Необходимые расчетные формулы. По определению собственных значе­
ний для матрицы А = (Qu)'п*п можно записать

/}х  = 2 X , ( ! )
где X  -  собственное значение; ■ X. -  соответствующий собственный 
в ектор . Пусть матрица А является невырожденной, тогда существует А- ^ . 
Умножим обе части формулы ( I )  на А“ ^ сл ев а , получим:

X  = % й тх
Если X Ф 0 , то / T x = f x .  ( 2)

Из формул ( I )  и (2 ) следует, что собственные значений матриц А 
и А“ ^ взаимно обратны.

Рассмотрим степенной итерационный процесс для определения наи­
большего по модулю собственного значения и соответствующего собствен­
ного вектора матрицы А- 1  :

X (SH)= 3  = 0 .1 2 , , ,  (3)
,<S) *

Приближения А л к наименьшему по модулю собственному значению 
Хп матрицы А будем определять по формуле

(s--a/,2,„. ) ;
где £С . = {х.fs>s х?£ Х (3) ̂  8 а приближением собственного век­
тора, соответствующего Хп . » на каждом шаге является  вектор х^3*^ .
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Это последнее обстоятельство используется для определения собственных 
векторов матриц.

Пусть нам известно некоторое, не обязательно наименьшее собствен­
ное значение Лс матрицы А . Так называемая сдвинутая матрица 
( й  -  X i Е ) будет иметь собственные значения Л * Х с  - Действитель­
но, по определению'собственных значений имеем формулу ( I )  для мат­
рицы А. Вычтем из обеих частей формулы ( I )  л  с X  , получим

( Д - Л с ) х
Тогда у сдвинутой матрицы интересующее'нас собственное значение 

Л I -  Лс будет намного меньше по модулю, чем остальные. Запи­
шем степенной итерационный процеоо для определения Лс ~ Лс , исхо­
дя из формулы (3 ) :

или, умножив слева обе части равенства (4 ) на ( й ~ 1 с В  ) ,  получим 

( Д - 1 с Е ) х Г*41) = х т  (8  = 0,4,
(5)

Формула (5) есть формула обратных итераций для определения соб­
ственного вектора, соответствующего собственному значению Д.- матри­
цы А. Так как на каждом шаге приходится нормировать вектор ,
то окончательные расчетные формулы для определения собственного век­
тора имеют вид:

( A - A c £ ) y w = x f 3> ( S *  0 ,4 ,2 , . . .  }  ,
(6 )

где X fe^ -  произвольный вектор :

i w  г  ±  * €Ас  -  М  а  VI? ( s -■ о, & , . . . } ;  (?)
fb

и (Ю
х “ ">- т ф п- j r  

г.щ , Л » Г ,



зямячянив Т. Еоли начальное приближение выбрано удачно, то итера­
ционный процеоо оходитоя быстро и поэтому можно 
непосредственно решать систему { 6  }  на каждом шаге. 
В противном случае выгоднее обратить матрицу
{ Л -  J it  Е  ) .

Замечание 2 . Если сдвиг постоянный, то итерации сходятся линейно, 
Можно получить квадратичную сходимость, еоли уточ­
н я т ь  сдвиг, в ходе расчета следующим образом:

а *  М*,...);
. t s u )  .(S) ( 4_ ££?')/„  ,

М  *  J; НкГ, yg’)I,L’( s-Я, 4,2,...);

(S+/) У /£ -0 / 2  )
х  и у  ts,H ' ? ' '  у

Замечание 3 . Переменный одвиг нельзя начинать с первой итерации.
Надо сначала получить грубую сходимость итераций 
с постоянным сдвигом.

Порядок выполнения работы \

1 . Составить подробную блок-схему вычисления JJi по формуле (7 )  
и нормирования вектора 3CfS) по формуле ( 8) .

2 . Составить и отладить подпрограмму решения системы ( 6 ) ,  в кото­
рой матрица исходной оистемы приводилась к треугольному виду 
только один р аз .

3 . Составить и отладить программу метода обратной итерации оо 
сдвигом.

4 . Провести расчеты на ЭВМ.
5 . Оформить отчет.
ПРИМЕР. Найти собственный вектор матрицы 

Г 2 - I  З т
/?=  -2  4 5

L 3 2 -I. .
соответствующий собственному значению А.4 
значение которого Х+ = -4 ,2 8 .

‘ Р е ш е н и е .  Составим матрицу ч 
"6,28 - I  3
-2  8 ,28  8

3 2 3 ,28

приближенное

A -h E  =



Блок -  схема метода

Выберем начальный вектор Х . ° .= ( 1 ,1 ,1 ) * .  Матрицу системы ( 8) 
- нужно привести к  треугольному виду, сохранив все вспомогательные 
коэффициенты, В результате получим матрицу

/  S // Bf2  i /S  \

I СП S S L ®  I >
<&<% %r>

^шмгии— дя— — — — W — l

С  Начало 
- — J —

/ВЬодДЛь, x m, e

Решение системы (§ )  |

н о ( 7 )
и нормирование x (Sjno 

( 8  )

Q ОстаноЬ ^



где &U - О ц - Х < s -  Q-ij ,  е с л и  J  Ф t- j  
p U )  в 1/ - 0  • У
L KJ * j :  i z ,

D W _ n f P - 2 )  ~  „ М  (гч,■) p  Л-4.
Qp e  -  °pg ° te  > p .  Pj n  .
Для нашей задачи полечим таблицу приведения матрицы системы 

к треугольному виду.
Т а б л и ц а  I

Номер
шага

Номер урав 
нения

■ Коэффициенты 
коэффициенты

системы и вспомогательные

I I 6 ,2 8 - I 3
2 -2 8 ,28 5
3 3 2 3 ,28

2 2 0,3185 7 ,9615 5,9555
3 -0 ,4777 2,4777 1,8469

3 3 -0 ,4 7 7 7 -0 ,3 1 1 2 -0 ,00645

Для расчетов нам понадобятся коэффициенты I -г о  уравнения из 1-го 
шага, 2 -го  уравнения из 2 -го  шага и 3-го  уравнения из 3-го  шага. 

Расчеты по формулам ( 6 ) ,  (7 ) ,  (8) оформим в виде таблицы 2,
где . (ш) „ !£! Х к  -1 S  А  -ИГ.X ■*»»

,(S) f„{S> Л
’к г x t.

4  = 4 , 2 , . . . , л . 

Т а б л и ц а 2

S nn(s>Н Л ? u fS]в* хТ - X
0 I I 10,549 0,09480 0,03774

I 1,3185 13,1548 0,07602
I 0,1120 -17 ,3643 0,05759

т. 0,6075 0.6075 -1 4 6 ,6 5 -0 ,004143 0,004118
0,7576 0,9511 -1 8 3 ,8 4 -0 ,004121
- I -1 ,5862 245,92 -0 ,004091



2 0,5964
0,7476
- I

0 ,5964
0,9376

-1 ,5767

-1 4 5 ,7 8
-1 8 2 ,7 4

244,45

-0 ,004091
-0,004091
-0,004091

0,004091

3 0,5964
0,7476
- I

Так как отношения СС̂ !/ , К = 1 ,2 ,3  совпадают на о-ы и 3-ы 
шаге с точностью до 1 0 ' ,  то расчеты прекращаем. За собственный лек­
тор ОСj  можно принять вектор (0 ,5 9 6  ; 0 ,748 ; - I ) 1 . Одновременно
мы уточнили собственное значение X  4 •

К  = Я ^  (%i~ X )  = -4 ,2 8  -0 ,004091= -4 ,284 .

Литература к заданию: £ I Л , [ 9 J  .
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