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I .  БИЛИНЕЙНЫЕ ФУНКЦИОНАЛЫ

1 .1 .  Теоретические сведения

О п р е д е л е н и е  I .  функция ( х  , ¿ /)д в у х  векторных аргу­

ментов X  , у  ( X , у  е  V  ) со значениями в поле вещественных чисел 
назы вается билинейным функционалом ( Б ф ), если выполняются 

следующие условия

Я « ,  У<*у2 )  ( ( х . у 2 ) /  аддативность)

БФ2. 1

( однородность)( однородность)

для любых , х г ,  , X , у  £  V) А е  .
Пусть , , ,,  ,  п , -  базис векторного п ространства V  ,

Т огда последовательное' применение аксиом БФ1 и БФ2 приводит к равенств 
ву

( I )

Правая часть соотношения ( I )  дозволяет вычислять значения БФ / ( х , у )  
для любой пары аргументов эс , если заданы всевозможные зн а­
чения БФ для пар базисных векторов -  /  Г )  • Положим - / ( в ^
и рассмотрим матрицу

\  0 п 1 0 п 2 '"  ° п п  
Пусть далее ,

1  -  значок транспонирования. Непосредственным матричным ушожением 
легко проверить тождество

¿/'ЛА - /м . (2 )

которое в сравнении с ( I )  позволяет перевести теорию БФ н а более н а г ­
лядный и простой язык матричной алгебры. Так как Б ¿у = , то 
формулы ( I )  и (2 ) неявным образом зави сят  от выбора б ази са
(который в векторном пространстве может быть выбран достаточно произ­
вольн о). П о э т о ^  матрица 8  
б ази се .

назы вается матрицей БФ в данном
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2 .  СКАЛЯРНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ. ОРТОГОНАЛИЗАЦИЯ

2 . 1 .  Т ео р ети ч еск и е  свед ен и я

Частным случаем  билинейного функционала я в л я е т с я  скал яр н о е  про­
и зв е д е н и е .

О п р е д е л е н и е .  БФ н а зы в ае тс я  скалярным прои звед ени ем  
(С П ), если
СП1. х  ) (сим м етричн ость)

С П 2 . £  О  ( п р и ч е м х  = 0 т о г д а  и только  т о г д а , к о гд а
X  - 9  -  (полож ительн ая  о п р ед ел ен н о сть  СП)

З а м е ч а н и е  I .  В обозначении БФ , являю щ егося СП,
зн ач о к  /  функции обычно опускаю т, о с та в л я я  лишь ско б к и , аргументы 

и запятую  ( , ) .

3 а  м е ч а  н и е  2 .  П опулярное школьное определени е  скалярного  
п р о и звед ен и я  -  п р о и звед ен и е  длин в ек то р о в  н а  косинус у г л а  между ними -  
я в л я е т с я  явно недостаточны м . Оно о хваты вает  лишь очень частны й случай 
п р о с тр а н с тв а  гео м етр и ч ески х  в е к т о р о в -с т р е л о к , причем выполнимость 
тр еб о ван и й  б и ли нейности , симметричности и полож ительной определенн ости  
необходимо д о к а з а т ь .

П ракти чески , если  з а д а н а  м атрица БФ, п р о в ер к а  симметричности и 
полож ительной о п ределенн ости  с во д и тся  к п роверке  симметричности ( т . е .  
5  ' б ’/ матрицы БФ и у стан о в л ен и я  выполнимости тр еб о в ан и я  полож ительной 
определен н ости  с помощью критери я С и л ьвестр а :

1 1
> 0  . V - - - “ -1 Р  ’ ' ’ 1 ¿ п л

вид СП
, т . е .

Наиболее простой  
б а зи с а х  2 ( г

В этом  слу ч ае  м атрица 
м атриц а  Е и если 
то  п.

им еет в так  называемых ортонормированных 
к о гд а

БФ -  скал яр н о го  п рои звед ен и я  просто  единичная 
- | с / / , , -у - ( ,  ■■■,

Имея некоторы й б а зи с  , , , ,  & п, можно е го  п р еоб разован и ем  по 
м етоду Грама-Ш мидта получить ортогональны й б а зи с  6  гг. .

-  • 7

 
  

  
   

 
 

 



¿ .2 . Метод Грама-Шмидта

Положим
<Д- е . ,
<~2 - - 2 ,

= &з ~ з г ^ г  ~ ^ з ^ - <

Л, Л - / ^  л? - < _

где коэффициенты Д Л

I ( е '<> е е -1
Л г  ■

Метод Грама-Шмидта позволяет, естественно, ортогонализировать и мень­
шее, чем размерность пространства, число линейно независимых векторов. 
В этом случае построение ортогонального базиса будет включать в себя 
и нахождение дополнительных векторов Е к +! , £  п. , ортого­
нальных к уже полученным по методу Грама-Шмидта из данных векторов 
¿’у, . . . ,  £< ортогональных векторов £ у , , . . ,  Эти дополнительные 
векторы могут быть найдены следующим методом. Будем искать ¿̂ .а/ у,...,¿х'Д 
Этот вектор должен быть ортогональным к уже найденным векторам 
£  1 г I ’ • • > *” % > т .е .

Ж . / « . , ) -  о
I (¿ к .  £*■*/ )

Находя любое частное
Д  > / =  ( V ♦•••» 

тогональных векторов 
к ним вектором £ к <
£<

ный
¿■у

■ ■ Д р / £ / >
находятся по формулам

( I )

(2)

решение . . . ,  <^п этой системы мы полагаем 
о<° ) ,  т .е .  мы пополнили имеющуюся систему ор-> 

¿ к  еще одним, ортогональным, в силу (2),.
. Применяя вышеописанный метод к векторам 

получим еще один вектор <Г/е ■* г , ортогональ- 
и т .д . до тех пор, пока на получим базис

» • • • » » 0° *  + у ,

К £  у | • • • у £  к  + 4

» • • • »  £  п. •

Из полученного ортогонального базиса < 5у ,...,^л . можно легко полу
чить ортонормированный базис > полагая

/ 1 £ ^
г  /777 ’ " • '  £ ‘” ■' 1 ^ 1

2 .3 . Типовая з ад а ча

Имея систему векторов, построить ортонормирований бази? прост-
 раяства.
I )  ( 1 ,2 , 2 , - О ,  ( 1 ,1 , - 5 ,3 ) ,  ( 3 ,2 ,8 , -7 ) ;

 

  
 

 

 



2) (1 ,2 ,2 , - I ) ,  ( I , I , -5 ,3 ) ,  (0 ,1 ,7 ,-4 ) ;
3) ( I , I , - I , -2 ) , ( 5 ,8 ,-2 ,-3 ) ,  (3 ,9 ,3 ,8 ) ;
4) ( I , I , -1 ,-2 ) ,  ( 5 ,8 ,-2 ,-3 ) ,  ( 2 , - I , - 5 , - I I ) ;
5) (2 ,I , 3 ,-1 ) ,  ( 7 ,4 ,3 ,-3 ) ,  ( I , I , -6 ,0 ) ;
6) ( 2 ,I , 3 ,-1 ) ,  ( 7 ,4 ,3 ,-3 ) ,  (5 ,7 ,7 ,8 ) ;
7) ( I , 2 ,1 ,3 ) , ( 4 ,2 ,I , 2 ) , (2 ,4 ,2 ,1 6 ) ;
8) (1 ,2 ,1 ,3 ) , ( 4 ,2 ,1 ,2 ) , (-1 ,-4 ,-2 ,-1 7 );
9) (1 ,2 ,2 , - I ) ,  ( I , I , -5 ,3 ) , (3 ,2 ,8 ,-7 ) ;

10) ( I , 2 ,2 , - I ) ,  ( I , I , -5 ,3 ) , (0 ,1 ,7 ,-4 ) ;
И ) ( I , I , - I , -2 ) , ( 5 ,8 , - 2 , - 3 ) ,  (3 ,9 ,3 ,8 ) ;
12) ( I , I , - I , -2 ) , (5 ,8 ,-2 ,-3 ) ,  ( 2 , - I , - 5 , - I I ) ;
13) (2 ,I , 3 ,-1 ) ,  ( 7 ,4 ,3 ,-3 ) ,  ( I , I , -6 ,0 ) ;
14) ( 2 ,I , 3 ,-1 ) ,  (7 ,4 ,3 ,-3 ) ,  (5 ,7 ,7 ,8 ) ;
15) ( I , 2 ,1 ,3 ) , ( 4 ,2 ,I , 2 ), (2 ,4 ,2 ,1 6 ) ;
16) ( I , 2 ,1 ,3 ) , ( 4 ,2 ,I , 2 ), (1 ,-4 ,-2 ,-1 7 ) ;
17) ( I , 2 ,2 , - I ) ,  ( I , I , -5 ,3 ) , (3 ,2 ,8 ,-7 ) ;
18) ( 1 ,2 ,2 ,- I ) ,  ( I , I , -5 ,3 ) , (0 ,1 ,7 ,-4 ) ;
19) ( I , I , - I , -2 ) , ( 5 ,8 ,-2 ,-3 ) ,  (3 ,9 ,3 ,8 ) ;
20) ( I , I , - I , -2 ) , ( 5 ,8 ,-2 ,-3 ) ,  ( 2 ,- I , - 5 , - I I ) ;
21) ( 2 ,I , 3 ,-1 ) ,  (7 ,4 ,3 ,-3 ) ,  ( I , I , -6 ,0 ) ;
22) ( 2 ,I , 3 ,-1 ) ,  (7 ,4 ,3 ,-3 ) ,  (5 ,7 ,7 ,8 ) ;
23) ( I , 2 ,1 ,3 ) , ( 4 ,2 ,I , 2 ) , (2 ,4 ,2 ,1 6 );
24) (1 ,2 ,1 ,3 ) , (4 ,2 ,1 ,2 ) , ( I , -4 ,-2 ,-1 7 ) ;
25) ( I , 2 ,2 ,- I ) ,  ( I , I , -5 ,3 ) , (3 ,2 ,8 ,-7 ) ;
26) ( I , 2 ,2 , - I ) ,  ( I , I , -5 ,3 ) , (0 ,1 ,7 ,-4 ) ;
27) ( I , I , - I , -2 ) , (5 ,8 ,-2 ,-3 ) ,  (3 ,9 ,3 ,8 ) ;
28) ( I , I , - I , -2 ) , ( 5 ,8 ,-2 ,-3 ) ,  ( 2 ,- I , - 5 , - I I ) ;
29) ( 2 ,I , 3 ,-1 ) ,  (7 ,4 ,3 ,-3 ) ;  ( I , I , -6 ,0 ) ;
30) (2 ,I , 3 ,-1 ) ,  (7 ,4 ,3 ,-3 ) ,  (5 ,7 ,7 ,8 ) ;
31) ( I , 2 ,1 ,3 ) , ( 4 ,2 ,I , 2 ) , (2 ,4 ,2 ,1 6 ) ;
32) ( I , 2 ,1 ,3 ) , ( 4 ,2 ,I , 2 ) , ( I , -4 ,-2 ,-1 7 ) ;
33) ( I , 2 ,2 , - I ) ,  ( I , I , -5 ,3 ) , (3 ,2 ,8 ,-7 ) ;
34) (1 ,2 ,2 ,- I ) ,  ( I , I , -5 ,3 ) , (0 ,1 ,7 ,-4 ) ;
35) ( I , I , - I , -2 ) , (5 ,8 ,-2 ,-3 ) ,  (3 ,9 ,3 ,8 ) ;
36) ( I , I , - I , -2 ) , ( 5 ,8 ,-2 ,-3 ) ,  ( 2 , - I , - 5 ,- I I ) ;
37) (2 ,I , 3 ,-1 ) , (7 ,4 ,3 ,-3 ) ,  ( I , I , -6 ,0 ) ;
38) ( 2 ,I , 3 ,-1 ) , (7 ,4 ,3 ,-3 ) ,  (5 ,7 ,7 ,8 ) ;
39) ( I , 2 ,1 ,3 ) , ( 4 ,2 ,I , 2 ), (2 ,4 ,2 ,1 6 );
40) ( I , 2 ,1 ,3 ) , ( 4 ,2 ,I , 2 ), ( I , -4 ,-2 ,-1 7 ) ;
41) ( I , 2 ,2 , - I ) ,  ( I , I , -5 ,3 ) , (3 ,2 ,8 ,-7 ) ;



42) ( 1 ,2 ,2 ,- 1 ) , ( 1 ,1 ,- 5 ,3 ) , ( 0 ,1 ,7 ,- 4 ) ;43) ( 1 ,1 ,- 1 ,- 2 ) ,  ( 5 ,8 ,- 2 ,- 3 ) ,  ( 3 ,9 ,3 ,8 ) ;44) ( 1 ,1 ,- 1 ,- 2 ) ,  ( 5 ,8 ,- 2 ,- 3 ) ,  ( 2 ,- 1 ,- 5 ,- И ) ;45) ( 2 ,1 ,3 ,- 1 ) , ( 7 ,4 ,3 ,- 3 ) ,  ( 1 ,1 ,- 6 ,О);46) ( 2 ,1 ,3 ,- 1 ) , ( 7 ,4 ,3 ,- 3 ) ,  ( 5 ,7 ,7 ,8 ) ;47) ( 1 ,2 ,1 ,3 ) , ( 4 ,2 ,1 ,2 ) , ( 2 ,4 ,2 ,1 6 ) ;48) ( 1 ,2 ,1 ,3 ) , ( 4 ,2 ,1 ,2 ) , ( 1 ,-4 ,- 2 ,-1 7 ) ;49) ( 1 ,2 ,2 ,- 1 ) , ( 1 ,1 ,- 5 ,3 ) ,  ( 3 ,2 ,8 ,- 7 ) ;50) ( 1 ,2 ,2 ,- 1 ) , ( 1 ,1 ,- 5 ,3 ) , ( 0 ,1 ,7 ,- 4 ) .2 .4 . Пример решения типовой задачиДополнить систему векторов до ортонормированного базиса ( 1 ,1 ,0 ,0 ) , = ( 1 ,0 ,1 ,0 ) , ё3 = ( 0 ,1 ,1 ,1 )I ) Так как — — — -
/ I '1 0 ° и

 г ( I : ° I °! = 3 ,
а 1 0 11 I I, /то данная система' векторов линейно независима.2) Положим

¿Гу = £  у ~ (¿,-1 ,°,0 )
£& - -Лг-/ / ’

где г,; - у * .отсюда > . у .£? * ~ 2 (¿Л 0,0) * (£ > ~ г > 1,0) .

Л  = (0 ,1 ,1 ,1 )  -  - | _ ( 1 , 1 ,0 ,0 )  -  - | щ , -1 ,2 ,0 )  = ( -  |

Для удобства вычислений будем вместо вектора £& рассматривать вектор
-- 2 ? г  ( ¿ , - 1 , 2 , 0 )  ■Положим¿ з  = ¿з "-А ц  £/ ~ -Кзг £ г  ’1 (  Оз, ¿Г

1 ) /
= 2

1 _ ( Оз г  )
3 2 '  ( £ / , < % ' )

7
•’  в  'Тогда

и как и ранее £$ = = ( - 2 ,2 ,1 ,3 ) .Система векторов ¿ \  у ортогональна. Дополним ее до бази­са . Четвертый вектор £ ч  = (<¿-1 , с<г  , о/з , о<П/)  из условия его ор­тогональности уже найденным векторам ¿7 , ¿ г  , £ з  ,

  
  

 

 

 



('¿ ‘/ , £ ’< 2 -о (<  +  ,

( € $ ,  ¿'^ )  - -¿ ¿ 1 +  2 & г  *о 1  з * ^ о /у  - О ,

Любое ненулевое решение этой системы может быть взято в качестве чет­вертого вектора ортогонального базиса.
3 . КВАДРАТИЧНЫЕ ФУНКЦИОНАЛЫ
3 .1 . Теоретические сведенияО п р е д е л е н и е .  Квадратичным функционалом называется чис­ловая функция векторного аргумента X  £  V  , получающаяся избилинейного функционала при у  = эс

( 2 ( х )  = в ( х , х ) .  ( 1 )

В этом случае формула ( I )  п .1 .1  приобретает вид
в  ( х ,  х )  = 2 2  °<с . (2)Правая часть соотношения (.2) называется квадратичной формой. По данному билинейному функционалу можно согласно ( I)  построить единственный квадратичный функционал. Но данный квадратичный функционал может быть получен по ( I )  из различных БФ. Например,

( х , у )  = Х < у <  + 2  Х , у г  + 2  х 3 у <  + Х г у г  ,

5 > г ( х < у <  > х < у г  + 5 х г у ^  х г у г  9 а
= 8 ц ( х , х )  - Х ? +  Ц х , х 2  + ( х , х ) =  $ г  ) .Поэтому всегда считают, что квадратичный функционал порождается симметричным БФ, что позволяет установить взаимооднозначное соответст­вие между квадратичными и симметричными БФ по формуле ( I ) ,  и если квадратичный функционал задан з виде ( 2 ) , то легко можно найти симмет­ричную матрицу порождающего его билинейного функционала. Она называет­ся матрицей квадратичной формы в данном базисе.
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3 .2 . Метод ЛагранжаМетод Лагранжа применяется для нахоищения такого б ази са, в кото­ром матрица квадратичного функционала имеет наиболее простой -  диаго­нальный -  вид. Метод основан на многократном применении двух преобра­зований Лагранжа -  основного и вспомогательного.О с н о в н о е  преобразование применяется, если в квадратич­ной форме не все коэффициенты при квадратах переменных нулевые, оно основано на элементарном тождестве
/г. П. гь

( О О 2 + Оп) - ¿2- с ~ 2._ @с + 2  .
М * ’ ¿ -4  6 -7 .Например: д

+ Х г
г <■ 3 аг/ + д?2 7 =

-■ [ ( ¿С2  - ^ г
3 - Х 2

г] ^ ^ З х 5
г

:

- у? + 2 х 3
2 - 2зсг х 3 * ~

- /^9 г- 22\-~ ■'' '*5'2 ' 3̂ „В с п о м о г а т е л ь н о е  преобразование Лагранжа применя­ется в случае, когда все коэффициенты при квадратах переменных в квадратичной форме равны нулю и оно может быть реализовано в двух равноправных формах.I  в а р и а н т _  (положим
у2  .2  ,- Т ,  -  1 Х < Х 3  -  Х 3

СС-] ~ ЗС )  ЗС2  -  З С З С г  J ;

<зс3 зс 4 зс2 ~ -зс^ + зс) зс 2и далее возможно применение основного преобразования Лагранжа.2 в а р и а н т
Х% * с̂с3 Х< -  ( положим Хн - Х г  ) '

- х<зс2 + *г+ 2 зс3 я /и снова возможно применение основного преобразования Лагранжа.Приведя методом Лагранжа квадратичную форму к виду линейной ком­бинации квадратов переменных и  з а п и с а в  выражения новыхпеременных через старые

 

  
 

 



мы можем найти и матрицу перехода С к новому базису

и сам новый базис. Заметим, что новый базис, как впрочем и вид квад­
ратичной формы относительно новых переменных у / ,  , ■ ■ , Цп, , ог/реде- 
лены неоднозначно. Но каким бы методом не была приведена квадратичная 
форма к виду линейной комбинации квадратов переменных с помощью ли­
нейного преобразования переменных, числа ненулевых положительных и 
отрицательных коэффициентов в этой линейной комбинации квадратов будут 
всегда одними и теми же ( закон инерции квадратичных форм).

3 .3 . Задача для самостоятельного решения

Преобразовать квадратичную форму по методу Лагранжа и найти 
матрицу перехода к новому базису

I . г г /  * у  /■ /•X’/ ̂ 3  * *3 *
2. " 3

3. + * *

4. 7  Я ?  + &Х<Х2  + <■ З.Х2 - 2 х 3

5 . . ¿г / а 7 Х /Х г  У я у х з  + З х г  +■ У х г х 3  + Х з

6 . ¿ г /  * Х г  + 7  х г  х 3  + Хз

Ч, х '+ 2. х< л ’г А 2 х ,  х 5 - 3  х л  - 6 х г  т  3 - 2  х 3

8 . л?/* /ЛГ/ Х г * 2  X / Х 3  + З х & + ¿ Х г  Х з  +

9 . ¿Г/2 ’1' У х ^ х 3  - 2 х г Х 3  + 7 х 3

10. Я ? + 2 х , х 3  + 2 х < х 3  + Х з  

ц .  'УХуХз + 8 Х г + / £ х г  х 3 + 7 х 3

12. И-¿’<Г/ Л?з г / ¿ г /

13. У х ,  8х< Х 2  + Х 3 * 8 Хг + ¿ Х 2 Х 3 Ь х /

14. У х ? +  8  х < х г  * Ч х< х3  + Л х г
2 + 8  х г  х 3  + У х 3

15. ¿ г /*  Х 2  -*■ Усс, х 3  + х 3  + 7 х 3
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16. Cc/-> Усс, осг  ★ * У?#*

17. J? /*  2 co, -Xz + 2 л ,с г 3 + £з%+ W ^2  cv3 + У-Хз.

18. cc/-t Ут, т2 + 2т ,Л 3  i- J  ce/ <■ & Ъ  ^ з  '

19. ¿гД  У т ,л 3 + т /  + 2тг т3  + 4t ¡

20. cc/+ 2ос< oc¿ * 2 e ,  cc3  * ¿’æ/ *  /л"г  ce3  + 2  ce /

21. Я,2 +Усг, т £  + Усс, x 3 + Утг т3  ^2  а з /

22. 4¡c< + Усе,хг  t Ух, x 3 - 3 x ¿ ^ 2 x /

23. У X\ + 8 ce, ce z + Ут, x 3  + c e /
24. У х / ^ f f x ,  oc¿ ■>■ У л ,х 3 ^ З а / -  Ут/

25. ccf* Уос,хг  + Ух, x 3  + Зл/<- Уяг  x 3 - . с /

26. ее /+ У х ,х г  с 2 х , х 3 - х 3

Z). т/+2х,.ссг  + 2 х ,  х 3 - Зх'у - ffx z x 3 - Ул 3

28. ¿z> 2-а / г / х г  i- 2-х, л?3 + 2 т /  + 2  ег  т3  - х 3

29. .т Д  /яу - я / -  2  х г  х 3  л 2  с е /

30. ¿ff + 2  ст, x¿ + 2  т, я  3 - я  ff

31. т / ^ 2 л ,х 3 + 2  Я, x 3  + 2 x /+  Узег  х 3 + 3 x ¡

32. У с е /-3 -а / + Ут,хг  -Усс,х3  * ¿ я г се3

33. 2 х ,  + 2 е г  + 2 х /  + 2 а?,те  *■ 8 х , х 3 -<8яг се3

34. 2 х /  2 x 1  ¿ 2  х / -  ^т , x¿  + Ухг т5

35. - Усс2 ~ Узе/ с 2 т 3  . V я ,  х г  ¿ 8  т, а?3 - 2  х г  т$

36. У-гД Усе/ + я /  л 2  oc,x¿ - Усс, х 3 ■+ Ухг  сс3

37. ~ со/ - я /  - З о е /  - 2 я ,я г  - f f  со, ос3 ¿ &хг  х?3

38. з Д  У х / + се /- У .г ,х г  - 2 т ,х 3  - 2?. г .

39. З г /  7 с с / 3 х /  8 х , х г  -.'.' г  ; .

4 0 . -///? ; х /  J f f c c / - / / / 2 )  ес3 - Се, г



41. ¿ г Д  ССг - Л'з2 '  х 3 * ^ 2  х з

42. - 2 х )  + У х ,х г ." х з * х з

43. - х г~  ^х з *  У ^ х г - У * ,х з  + Ух * х 3

44. ( з / г ) х ? - ^ Х е
г  + № ) Х Ь  У ^ х г ■ х ^ з ~ У х 2 Х 3

45. ^ г Д / ^ /  * ¿ Х 3  <■ У л ^  + £я>е Х 3

46. З я Д  ¿ ’л Д  Ух< Л'г + У х г  Х 3

47. - ЗХ?<- 9 а £  + З Л 3 <-2х, Т ^ З х ^  У х г  ос3

48. с£ ** 2я< Х г * &х < х з~  х &

49. ¿ г /  <■ У х , х г  У х ,  х 3 - 2  аз3

50. 9 х ^  2 х ,  х г  + 2 х г х 3  + х
3
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