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дШЕРЕНЦШЬНШ: УРАВНЕН®
В ПОЛНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛАХ

Дифференциальное уравнение 1-го порядка, записанное в дифферен­
циальной форме

уУ л’ -г О (- т у
называется уравнением в полных дифференциалах, если его левая часть 
1ВЛЯР.СЯ полным дифференциалом некоторой функции т .е .

Необходимым и достаточным условием того, чтобы уравнение ( I )  
было в односвязной области уравнением в полных дифференциалах,являет 
ся

Ж  . 
Общий интеграл уравнения ( I )  имеет вид

^ 6 ^ ;  =■- е  •

Функция находится по одной из формул:.к
.у) '•/-/ С̂о ■?>¿У

2 )

(3 )

(^а )

И ЛИ ц

(46)

   

 
 

 

 



где , у #  -  любые значения переменных из области за­
дания уравнения (I)»

Полезно заметить, что если выполняется условие (2 ) , то уравнение

( У (Л ')  Г- ( ^ г у )  у

также является уравнением в полных дифференциалах. 
Общий интеграл этого уравнения:

У у  <.гЛа<Г *-/ ( у ( у ) ^ у  ъ ¿ ¿ ( г г , у ) ^  е .  (За)

Замечания: I ,  Уравнение ( I )  может быть записано в ваде

/ У ' ¿?
или

2. Приступая к решению уравнения ( I ) .  прежде всего надо прове­
рить выполнение условия (2 ) .

3. В тех случаях, когда соотношение (4 ) можно разрешить относи­
тельно //  иди з с , ответ желательно записывать именно в таком виде,

4. Выбор формул (Ла) или (4б) и значений и у #  при отыска­
нии функции //('О', остебеляется из соображения наибольшей простоты 
вычисления интегралов, находящихся в правых частях этих формул,

5. Проверка правильности решения:
уравнение

должно совпадать с исходным уравнением ( I ) ,
П р и м е р  I .  Проинтегрировать уравнение

 

 
 

 



д р  д р
Решение: / 2  я р  ~ •

Ответ: а ? 3 + т - у  ¿с?р 2  — р ,

П р и м е р  2. Решить задачу Коей:

р 7 р ~ ¿ ¿ п ж ) ¿ ж  ( 2 я р  т- >¿7'/*-- 7?; ¿7 7'ргГ) ~ т / ~ -  '

Решение:
^ = ¿ 7
<7^ <
Ответ:

г г р 2 + у е д д ж - 2 ;  2  ~ 7 .

В ряде случаев уравнение ( I )  легко интегрируется методом выделе™, 
ния полных дифференциалов, когда оно преобразуется, например, к тако­
му в и л /:

¿7 г  (  х . ' , р )  +■ У  ' х / р я ,  у .)  = 2 .

Общий интеграл уравнения (5 ) :

г р  ж., у )  +- 2 # р  ж , р ) -  2  ■

При практическом применении данного метода используются 
ные формулы дифференцирования:

А. Для некоторых функций одной переменной: 

Л , , /  ¿7и /  у — 1 ¿2 ¿¿.
2 и 2  --- 2 ;  а. > & ^¿¿- -  >

¿7с£
¿7 3 7-а  и  ~ ¿ д д ¿7¿/¿6; ¿7¿’¿ р / г -  - у / / г  ед ¿7и  ; У ¿ ¿ //¿^  — , 

, V  ¿ ¿ п и
¿7а  е е  ¿ '¿к ¿7 -  > Р  а  г  ¿ Р с  и  ~ ~  ; 2 7 / 1  и  ~  - ^ 2 -  .

у /Т -и*  7 ^  и 2  '  и

и зв ест-

 
 

 



(8 )

Б. Для некоторых функций двух переменных: 
у  ¿ г г  = У ^  *- У ^ ;  У / У >  * ^ У у '

у л /  >=  , y v i J ^ 7 =
■Г ’ * y/Gdty?

d a r n ' d  ^ L z ^ ;
^ V ^ 2-^ S ^ 2 ^ у 2

d rye ̂ )= е *'(dy -yd.z); dey/л d^^dy t-d >

ж2

d ( у  sd n  г )  =. e i  л  ¿ rd у  ■'-умел? d x i d f y t y , z y ^ d y  „v d y  +-

i- ------y ~  d a ? .
e e e

Замечание, Если при интегрировании уравнения ( I )  используется 
метод выделения полных дифференциалов, то в таком случае нет надоб­
ности в предварительной проверке выполнения необходимого и достаточ­
ного условия ( 2 ) ,

П р и м е р  3« Проинтегрировать уравнение

я

Решение: У  у 2  ■*■ ¿2 г  с  £ у  - у  -
V

Ответ: У -г-2 *- у 2  +■ ¿7г^г^?-^- ~  ¿7.

ИНТЕГРИРУЮЩИЙ МНОПТЕЛЬ

Рассматривается уравнение 

/7<хгг, у )  У &  +. у  (& , у )  d y  -  d ,
(9 )

 

 



и при этом

И н т е г  ри ру в щи Я мн о >.;'.
¿7&

т е л ь  уравнения ( 9 )  по определений  е с т ь  функ­
ция / / / 2 ' ' ,  а )  т а к а я , 

*' У
что

/ /  ¡/-) с / ( & > 4 и  / ;  ?

гд е  -  н ек о то р ая  дифференцируемая ф ункция.

Общий и н т е гр а л  уравнен ия (9 )

(Ю )

Те2рем а_1Л  ^ с л и  Уравнение (9 )  им еет общий и н т е г р а л , то оно име­
е т  интегрирующий множ итель.

£еорем а_2 х  В сякий интегрирующий м н о ж и т е л ь у р а в н е н и я  (9 )  
д а е т с я  формулой

/¿¿> у )  УЁ“ ) , ( I I )

гд е  -  некоторый интегрирующий множитель уравнения ( 9 ) ;
у  (У/) ~ произвольная  дифференцируемая функция;

дгЛ?-’, А  “ Функция, составляющ ая общий и н те гр а л  уравнения ( 9 ) .  

Для интегрирую щ его множителя уравнения ( 9 )  имеем

А б г  /г
¿Рэг

_ £ £ £ & ,
(7 а? (1 2 )

Репить уравнен ие ( 1 2 )  у д а е т с я  лишь в некоторы х частных с л у ч ая х .
Если и з в е с т н о , что интегрирующий множитель уравнения ( 9 )  е с т ь  

н еко торая  функция от ¿(л*, у )  , где -  функция заданн ого
в и д а , т о гд а  для /¿77) имеем

_ А 'С- , 
<> а /- ^1У)

‘ ~#2! Г

 

 

 



Замечание. Правая
 ной Л  е

часть уравнения (13) зависит только от перемен-

Частные случаи•

а) А  - (13а)

(13о)

На практике интегрирующий множитель уравнения (9) часто находит­
ся просто подбором, при котором либо руководствуются тем, что должно 
быть выполнено условие

р у  ¿7*1?

либо стараются выделить полные дифференциалы.
П р и м е р  Проинтегрировать уравнение

( 3  ¿ ¿ Я  у  г- /  )  ¿7<х? (<а?

Решение: -<я? •

Ответ: 2  3  ь Я  ¿  ̂~ ¿? •

П р и м е р  5. Решить задачу с начальным условием

_7
2'&

Ответ:

8

 

 



П р и м е р  б* Проинтегрировать уравнение

Решение: С 4 '^ 2у  ; у  -  -

Ответ: 2?'у  (Л?2 + у 2)

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ

I .  Какое дифференциальное уравнение называется уравнением 
в полных дифференциалах?

Р. Известно, что выражение является диф­
ференциалом некоторой функции ¿¿(¿с,у), Как найти эту функцию?

3 . Записать необходимое и достаточное условие того, что урав- 
.ц’очие является уравнением в полных дифферен­

циалах.
4 . При интегрировании некоторого дифференциального уравнения 

1-го порядка получен его общий интеграл ¿¿(я, у ) =  £  . Как проверить, 
правильно ли решена задача?

' 5. Что называется интегрирующим множителем дифференциального
уравнения?

б. Какие дифференциальные уравнения 1-го порядка имеют интегри­
рующий множитель?

7. Какова структура интегрирующего множителя дифференциального 
уравнения?

8 . Как получить уравнение для интегрирующего множителя
дифференциального уравнения -  & ?

УПРАЖНЕНИЯ И ЗАДАЧИ
ДЛЯ самостоятельной работы
I .  Проверить выполнение необходимого и достаточного условия (2 ) 

и проинтегрировать уравнение
, а : * + 2 ;е + у

9

 

 
 

 
 

 

 

 

 



2 , Проинтегрировать уравнение методом выделения полных дифферен­
циалов

< /  у  З ' л • £ -г р Щ - е -

3 , Найти интегрирующий множитель и проинтегрировать уравнение

4 , Найти интегрирующий множитель^/ТСГ, уравнения
~ ¿7 г если известен его общий интеграл /¿ 3 ^ > ^ 3  ~ »

1 5. Получить уравнения для интегрирующего множителя заданного
вида: 3 ; в )

6 . Найти интегрирующий множитель:
а) уравнения с разделяющимися переменными;

б) уравнения вида ¿¿('¿гя’+зЗу'З;

в) однородного уравнения ~ 2 ^3 ^ ~ )  5

г) линейного неоднородного уравнения;

д ) уравнения Бернулли,

7. Дифференциальное уравнение имеет
интегрирующий множитель . Найти соотношение между коэффициент
та ми /О З& ^З  и ^ ¿ г , г / 3  л

8 . Привести пример дифференциального уравнения, которое имело бы
интегрирующие множители и у ^ З ^ З  »

9 . Известны два существенно различных интегрирующих множителя 
. ^ ( ¿ г ,р З  и ^ З ^ ^ З  дифференциального у раввеш я
Найти общий интеграл этого уравнения.

УПРАЖНЕНИЯ ДЛЯ УСТНОГО РЕШЕНИЯ

Варианты для устного решения содержат: уравнения ь потных диф­
ференциалах; уравнения, для которых легко подбирается интегрирующий 
множитель, а также уравнения, наиболее просто интегрируемые методом 
выделения полных дифференциалов.

10
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„ ________ 3^ ___ <к = 0,
2у(3я2 + 3^г) ' 3^(2^^^)

Вариант 2

I. жу < 3^-х')р'= -£1с3,-/>

гв /г *• 32¿с г ¿’¿’¿¿г ;

3^ аУ ... - л
2> —------ .-----------1------- ——/ — - ¿/ ;

*е ему.*-у- е
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Вариант 3

 
 
 

3.2з~С<?3 ~ 22 322 3^)^ )



В а р и а н т  I

2 . = 2?^¿/.х> -

3 ‘

В а р и а н т  2

I . З ^ - Л  ')р '=  - 2 ^ * -

В а р и а н т  3

2 * (3&  -  4^ )  *• (&  ̂ 4 ^

3. Дг-<глг у  •= 6 г  *¿2а  2  ¿¿> - 2 / / ) ^ ' ;

4 , 2  ¿ы /^'~  ¿г -¡-¿¿~
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Ух!
У)т-я?) ¿ • г м - 2  г 'Я х /гр  ( У - у  у г / м х 1

В а р и а н т  7

I , ¿р2 У я:У р - рсУг&) = х 2  (¿¿/г ягУ'р -р г /М  гг ¿Угг); 

2« Х '+ лУ /гр  <-(а?с0$р ь ¿У /гр  ) р '= ,р  .

гУ гс /Ур
Г ? У у* -гЯ 2) г ?

ч , У 74  г/ ь 2  а? - /  ) р ' -  2 гр .

В а р и а н т  8

I , ¿ г ¿ 2 2 2  р  -И -  ж 2  У У 2 2 р # '  >

2» ( а  ¿Усс ь р У р ) ( г с 2 х р 2 )^а ? /У ^ 'р ~ р /У ъ ;

■} , я? 2 УргУст - р<7 *- р ^ / У р - р г У х ) ^ .  2 ;

>\,. .Уар*- 4 р я - -¿¿с 2 +-Ур2 -\-2ргт ■*»■ ■£■ ж 2 ) р ' ^  У7

Р а р и а н т  9

-.̂  У ¿Ух т- ¿У(/ ■ ~ ¿У У ¿Уя — /Уя?)••••-■ ( <? х ' <г у  >

      

  



' c ~ ' ¿ ¿ s e c  sœ  ~ ¿ y  ÿ  7 

.  / у /_ .
* ■' у  - æ  -  4- }

¡4, ( æ  ¿ -  J'z/Z £ ^ ) ¿ ^ ^  +-.¿Z?S¿f2¿¿¿¿ty~ ¿?>

В а р и а н т 10

I . /г<г ->- Я y .¿ /ÿ =. 7Z2." г-ÿ i / z ? )  ;

29 Дг//? #  *• у  л  æ «г* * ~ )  a'-æ -г- {¿ г  £-¿>,s'¿¿ - ¿ ш

3 и '  ? -  З а 7 *  .
" * у  ’

4. (  3  ■•■ X - ¿ ^ ) ^ ‘~  f - 2 X ~ í f .

В а р и а н т  I I

I * ( Lte )¿¿ &  i- ( '¿re ees¿¿ )¿fc¿~ ¿?

г . ¿ v C Z a S + y * )

3. &r* Г Z f< ) ¿ fa  -  ( У  ¿¿. -  - ^ -  )

   

 
 

 
 

 



¿ ¿ /? ÿ  ( 7 - ^ )  ¿ ’û ^ ^

¿ '¿ '/i a r  - f f

В a p и а н т 14

 
 

 
 

 



з и '-  ■

T ¿2у  - ̂ ¿/у>

В а р и а н т  15

Ь  & ( З у  * 2  Æ’7у  3- 3 3  у  л л'’)  £ ^з>

¿ty ¿¿'ж
С' (0 х р * -2 )х ~ ( 4 ÿ 2- £ x 2)ÿ. ’

4 . ( æ 2  +-^2  i- &)¿/p ~ ̂ ¿ f& ’

В а р и а н т  16

1. (2  ̂ £  '*- f  J = 2 i 

2. (3 æ 2 - 4 &¿¿ ~ J ^  s) ¿tyfi-f  3  ж 2 -?-3¿r¿¿ ~ 2 ^  2) = ¿?-

з , ¿/ >-(ж \ / 7 ^ 2T+-^)äy.= ¿?> •

3 а?2 ¿¿ ?-.r¿ '/7¿s?

а

16

 

 

 

 

 
 

  
 

  

 
 

 

 

 



В а р и а н т  17

I .  =

2 « ~  *- ( у  3->- frzfr ) dу  -~- d /

3. ( S l 'n -ry+- ¿ ty  ¿’¿¿ ¿су. )  d d  -i- r 2  s# S  ̂ y d y  -  0

d p  d æiS e ---------- £. ------- ------- _--------------.
d r  2 - 2 r y  2+ ï Í 2œ  2  - 3 y )  y

X *

2 (& ¿¿ay+y ) d œ  -л ( œ z  c # s y  ¿r 2f¿¿r)dy_ d

&f2  d-s?
у 2 -ж  2 y ( r ^ f )  >

i , sdn y  - y s ¿ fz  æ  <-$■

10 y d œ  ?- r d  y  = ~ ^ d r )  ;

«2? / /

 

 

 

 
 

  
 

  

 
 

 

 

 



з. ( fü& ÿ ~ -

В а р и а н т  20

[, (¿¿л œ  + -ÿ)ÿ'+ fl^s,x?=  ¿z'

¿ a
¿ ¿--------------- -í-------- ------ z= z? .

В а р и а н т  21

I , у ( л ?  + -ÿ) ¿ t e  + ( t- />  -

2. ^ ”'^Лг-’ -  +- а?<?

В а р и а н т .22

.-. , ÿ  ¿Z .'¿‘ г- f i -л ¿  ц  у  л '^¿'= $  •

 

 



В а р и а н т  23 

 



2»

~ 2 &  + £ * ;

4 а ( 3 ^ - х ) ^ ’Х' =  ( ? ~ 3 я ^ у  ^ б ^ а ' у .

В а р и а н т  26

т ¿ /л ,1 , ------------- .------- >-----~—  --------
/  +■ &  С Л Я <-¿¿Л(£,

>

2, - 2 - ж - и ;

3, ( ^ ~  ¿ ¿ /г ж )2 л  +- х ’р . а ' ^  # •

2 у 2 у  - а 'л  -  ¿ г  ¿ 2 ^ /
4 #  ~  ~ р

В а р и а н т  27

2 о ( '¿ ^ 2 л у  ) ^ ^ С е  ^¿ Л  ) у '=  2 ;

3. / /< //-  2  ¿с) а 'л  ~  2

.___ ^ " 2 2

>.' а р и а н т  28

  

 

   

 

   



'Ÿ7 = (/? + ¿¡?J Z/Vf -f. (fy + ¿Z¿7)(tf + ¿7 • 2

Z'

' 0= rfp ( Я- ¿7г Я

  

 

   

 

   



ИНДИВИДУАЛЬНОЕ ЗАДАНИЕ

В каждом варианте индивидуального задания имеется два уравне­
ния, для интегрирования которых следует найти их интегрирующие множи­
тели. Интегрирующий множитель одного из уравнений зависит только от 
эдной переменной з? или , а другого уравнения -  от обеих пе­
ременных лэ , и имеет один из следующих видов:

где и у? -  некоторые целые числа.

В а р и а н т  I

1 .  ¿ у  у * * -  < 7 ^ ; / ' = л у

2. ( ( 1- 2  &  у 2)  1- 2  ¿с 2

В а р и а н т  2

1 . ( 2 ^ 2у  О ~ ;

2. (Г *  р - 2 у * )  ¿'¿я - у ™  ( ¿ ’- р -  2 .

В а р и а н т  3

1. 2  <- 2 /7 г  я  ) '= у ;

2 . я с / у  ~  ( 2  2 Т Г е  # 2  ■

В а р и а н т  4

1.

2. ¿¿^ ’ -  ¿ 4 ' ^ 2 ^  1- Х 3) ^ З х ‘и  ■= О.

 



В а р и а н т  5

1. /у  + Я 2(  ¿2// +- (¿г-¿ту)  =- у  '

2. 2  ¿> 2/^г у - у 3) ¿2#+- ( я

В а р и а н т  6

1. (2.2? 2У *- 2^. ^ 2  )/2<3? 1- 2  3? (2? 2 + /у /7<у - ¿Л

2. 2  2 ? + ■  ̂ <2^‘ +- 2Г^ ¿(¿ж/р = /2

В а р и а н т  7

1. /¿ г  6 г  О  ¿2# + 2 ^ 2^  2 +■ р  3 - ( )  ¿2^^ 2  ;

2. (2 'з гр  - 3 ) / - у  2

В а р и а н т  8

1. (¿¿Л 2  ^ 2 ? 3 2 3 2 ? ^ ^^ (^ ^ У

2. (  2 2  2 ~ 2 - 2' 2)  ¿2  ̂-2 з?  ( ( /^ + 2 - 2 ^  2)  ¿2г&.

Ъ а р и а е т 9

2« ((  7~2 ~ 2 з?у2 ) ¿2^ ( 2  азз'2/7 у. );2 у  .

В а р и а н т  10
т 2 .  5 ,

' з  ..2 ('2 й  * 3 я $

 

 

 



В а р и а н т  И

1. 2  я  (¿/ i~2)da? ~ (<а? 2 * - ^  j

2. ^ C ^ '^ i - 2 ) y l  = 2:zy 3 -a ? ^ s- 2 t / .

В а р и а н т  12

I*, (re  3  + i)d z?  +2y. (221- <ty= 2 ;

В a p и а н т 13

1. C-n -t- s iv ^ .  i-2 2 2 ')  ¿ ¿ r1-2 2 2 ’ - 2-

2, 2 / /  2  2  (2  or z i/.2  (si 2 1- / / ) ,

В a p и а и т 1.4

2. Л'у ' -  ( f -  S ' ’.2 Z? S i / i t f . ) .

В а р и а н т  is

\, f
2

02

 

 

 

 

  

 



в а р и а н т  16

1. ) г / '

2. ¿/(2?

В а р и а н т  17

I . (l-t-.iT2)  ¿ и  = ¿7;

2. ( ^  ч- 4  Л?р ч~ ¿ ^ )  у '  +-. З л ч - 2 у  ч - ^  2 = ¿2,

В а р и а н т  [6

I . / ¿ у '(¿¿Л . &  ^ / /  * - Г )  = ¿ ^ ’¿Г;

*- &  ч-Яч- 2 ^ ) ^ ( / у =  ¿2,

В а р и а н т  19

г - ¥ ^ ~ ‘/ 2  ->-(£• у ' Т ) 2 ’*■ ц ) ^ у ~ 0 .

В а р и а н т  20

1, (¿Т2 ^ 2 ч Х > ) £ 2 т ч - ^ ^ 0  >

2. ( 1-ч-т2 ) (2 х > 2 т  £¿¿2?.

В а р и а н т  21

I .  2 ( Х - у г - ? р ) у ' =  -/<-?;

 

 

 

 

  

 



г. (2я * - +2#

В а р и а н т  22

I .  y '_  ¿ г М г ? - / .
“ 2¿¿ - 2 & - & 2 7

<?

В а р и а н т  23
a

I . úT Д г  ~/J  '- f j=  / /

2 . 2  z/z/Vz^»- u 2  -  í  <f tf '*

B a p и а и T 2’4

1 . ^x -v / t-2 )¿#¿ ' œ  t - ÿ ) d œ  ■/- æ t / a  =¿?;

2, t = ( ' f  < -v 2y ) ¿ y .

В а р и а н т  25

I . vá^V y7  —  da?)  da? ;

( ( 2 л y  -/-2 2 - ÿ 2) У22t- >’'  f - d ^ d ^ d

D а p а в т 26

I . 22 л г2 i- . r  *- /?  a*z'/2 <2! ï$/)da? i- sa r ú S fa s  t-.r)(¿fa?+ dp)= z0 ¿

   

 

 



В а р и а н т  28

I  / ¿ Л - ¿ г  ^ Л г / / т г /  ¿ 2 /г  2  и  ^ ¿ г 2 ) у ' + ■ .  

2 .  ) £ ^  = 0 ,

В а р и а  н т  29

I . ~ 2 2 ^ 1 ~  Я ) ¿ у  =  ¿7;

В а р и а н т  30

1 . ^ ¿ 2 ¿К + -{ \Г //2 .£ '

2, ^2?/х-  Ж 2  + -2 / л ¿ ¿ )  >
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