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Площадь плоской фигуры, ограниченной линиями, заданными в пара­
метрической форме: х  =. ac(t-), /« •  ,  вычисляется по формуле

^2
S — f

Пределы интегрирования t f  и должны быть выбраны так , что­
бы при обходе кривой площадь, ограниченная данной кривой, оставалась 
справа. Площадь фигуры, образованной кривой, описанной в  полярных 
координатах, находится по формуле

&3.
Я  = J  УХ Л У У  d f .

• *
При этом нужно следить за тем, чтобы при обходе кривой угол у  из­
менялся в сторону увеличения. Длина дуги кривой, заданной в пара­
метрической форме, вычисляется по формуле

_________
/ = f  х/х ’{£)*+- i / c t f ' f t  ,

»/
где t f < t 2 ~

Работа переменной силы:
• # -  f  3е (X )  У  & . 

а
Моменты инерции площади J r  плоской фигуры относительно осей 

* *  * * 9  • b v - f j f d s ,  - / * • < & .
/  & S  /•

статические моменты инерции плоской кривой. & . относительно 
осей вав и ^  Г



л  е к a R и е # I .  Непосредственное интегрирование 
Найти интегралы:

1. / з г е '^ е / з г з  ■

2 . / -

3 . /  

« ■ /

St я  я г а х
-? »• ГАГ 

£/.Т

V t - J e 1

5.
i / j  *-,2?**

е .  r e * 4 * . . 
J 7 < -e t r

7 . f s i t f x  c g s x  a ^ r .

8 . / , ^
r  з Ы б + з е я *

о
( i - e  ) '  

i c .  r _ J ^ _  .
«ГЛглг

IT .  f  Л я з г а я :  
( S ~ e s S x } s

12. /VP-

1 3 . /Vs -s in  2x
14. f x ( * / T * x *  f S x .

15. f a  cosa'Jr(/jr.

1 6 . / -

1 7 . /

- - r "
•z-V -r

V x fe~J

i6  . / P P E P E L
_"f+ 3C

1 9 . / .

г/ j r

2 0 . / -

3x  d s r
£VS*Z'

a z c s l j v  *x  d x

V f - x

*_d&
S x s ~ *

22 . f a c s i A  ( J ^ £^ 4 ) S x .

23 . f —~-^-=— - — d e c  •* x

24. f a : f / 2 x * + - 3  ' e x .



Площадь плоской•фигуры, ограниченной линиями, заданными в пара­
метрической форме: х  =* sc(t-), у=* , вычисляется по формуле

^2
S -  /

4
Пределы интегрирования t f  та t£  должны быть выбраны так, что­

бы при обходе кривой площадь, ограниченная данной кривой, оставалась 
справа. Площадь фигуры, образованной кривой, описанной в  полярных 
координатах, находится по формуле

S =  t  //> * (? )  d y .
• 'г

При этом нужно следить за тем, чтобы при обходе кривой угол у  из­
менялся в сторону увеличения. Длина дуги кривой, заданной в пара­
метрической форме, вычисляется по формуле

й __________
-A  y ' r t f  f t  ,

где t f < t 3 .

Работа переменной силы:

Л -  f  Frx) das. 
а

Моменты инерции площади $  плоской фигуры относительно осей

и * 9  : b v - J f d s *  % * - /* * < &
л *  " & *'Статические моменты инерции: плоской кривой ^  относительно 

осей аав и 09 :



S а к а к и е  9 1 . Непосредственное интегрирование 

Найти интегралы:

I .  ~ а 'з ;  .

2 Г  d x
W  *  ( J + 4 / л л : )  

3, /" S i /7 cr а з :

5- /

л/Пе** ’

V j

?<-£*

? .  f s i o 3#  e c s - x  d x . 

d s
8 - / ~  

J a? vd + 3 ea sc

O r * ' * * *

i o .  t d &
►* Х / л з г

f t ’M x d x

1 2 . Г .

( 3 - c e s x ) '  

x  * d x

' J  VF̂ £

1 3 . /
r o s S x d x

I -1. / r  ( V f * x  * ') 3d - r . 

1 5 . / ?  e  " '* k r -

1 6 . / - x d - a r

11. f - .
V < x - J

T p M ^ F  ^  .
’ f  •* x  д .!

19. r ^ d sx d x  _ 
г а ^ - г -

/> a s  с  s i n  3x  d x2 o . y — ~ — = - ---- -
V /  -

21. f J £ . j d 2L -  .
*  -  - f

22. f x s i A ( 3 x * + - 4 ) d x > .V

23 . f * £ 2 l ± * - j x .V JE?

J
24. j x - V r2 x i ^  3  d x .



'  J v'rr-X*)’ '

26. f s l \ t “- ^ r  ■ 29 . / * " - * ' >  ^  .* cas 2 x  *■ H- J f>~x^

-7 /*ЗЛу ~ т/ая с fin- з 0 pfas + (azccasjx)
* т /г -х ? 1 v J - Z x 2

З а д а н и е  * 2 . Интегралы от некоторых функций. созеряа- 
:.тл квадратный трехчлен

Найт:: ннтегпалы:

2  л -t-f ,
> £& *

- -  j  y V  — 4х  - х т '

:х  /  ^ . 
J  х 2 r , J x - 7

V f - 2 x  —X  

.  z  3£ -*-3 /l2’J а х '

» ■ /* js*+-So; *■ 1

s . / - = S S £ = ^ -  1 5 . /  ,  * - *  ,<■■»■
■t/ Y - 4 -з: -«гг2 * -7 x  - f

7 Г ^ ‘r -—----- S5& -  ^  r Sx-r
7- J  * *  + s * + 4  « • / ^  ‘

8. f-~ = = S = = £ = ^ j d x  • I7 / . _  £ fL  L .. д-'ж..
i / S  ■**$& *~4 ^  ^

f  > d z s  ■' 18. /  -  гг'лг
* * - + 4 x + 9  v f - J x - x 2- '

3



1 9 . / - 2 х ~ 3  
x * - ~ 7 x  - S

■ da? •
2 5 ‘ / 5 3

j r - 7

26. /

V x * x f f a - - f  

J a r - f f  

y /5 a P l~ 3 x  ~S

d a ? .

oOc •

\ / 2 - 2 x -
r fa ? . 2 7 . / 2 x J < - J x

X *  37* *• /
/7T r •

22- / d
- J

■ <7-zr.
4? -  J j r  - J  

\A r  i- 7j?+f

*->4 /** $  s
" J  ̂ Z J x + 7  '

28

2 9 . /

V f + S x  - I f x *  

7 x + - J  

V l x x -  f f x r 3 ‘
=  d x

3 0 . /^ ***<*. d a ?  •

И з д а н и е  .$ 3.  

Найта интегралы:

1, J fa ? * - f ) З а  & d a : *

2. fa? с OS 2  a: da? -

o. fa ce  **dx.

4. / г  J l r  d a .

5. / егг'г c o s  ( a t - f ) d x .

£■. f a ^ d a a d a .

a  + 3 a  +--£

Интегрирование по частям

7. f a c s i s i  Ja r  d a ,

8. f a r ^ ^ d a .

9. f a a z e s d a z d a  •

10. / a zccos 2  a  d a .

1 1 . / / / ?  (С?лг r - j jd a .

12. J ( a r  f j  r o s a d a .



л - mjc *~т
13. f x e  d x . 22. J (2 x :  ~ 3 ) c 0 S  J x d x .

1 ^ - f  X*/7ZC X  d x .

15. f/7?£00S 7 x d x .  

I Z . f '.?3 + 3 x ) / a x  d x .

17. f / 2  x -  f ) s i n x d x .

Г8. J ( f  +2 ) £ Xrd x .

19. fa s a s i / i  S x  d x .

20. f я г е  (2 x  *• 3 )  d x .

21 . f 8 n ( x 2-4 -)d x .

z z . J ' f j r t - r j e ^ ' d x .

24. f x a ? 0  d x d x .

25. f a ? c s ia  d t f x d x .  

2 5. f s i a  8n  x  d x .

2 7 . f g ^ c a s x  d x  .

2 8 . f x 3e * 3d x .

2 9. J " 0i>S / л  x  d x .

30. f  л /а 2 *- х я d x .

З а д а н и е  №4 .  Интегрирование рациональных дробей 
Найти интегралы:

т f x 4 + 6
l ' J —  Г  а х .

'  x 4 + -J x l

z . / d i L . j r
Х 3 ~ Х

х  + - 2 х Л1 - 6 хf  X  * - 2 Х

5* J ~x3~ 6x 2 +

d d f i - X

x J~ J x 2<-2’x

X s

d x .

х * - Г 6
d x .

x 3~£x*+ /2x -8

d ^ ~ ^ -

d x .



3- / ;
x 3* - 4 x i

X s *- 6х &*- 7 2 а  +£ 
a s  *-2

т„ /> а * * -  х г *-х  , 12. J  ■— г— — —  d x ,

1 3 . /

х *  - 3 7  

x s *- f
х 3 - 4 х * * - 3 х

d x

I 4 - / ^ r z r ^ -х * - 7 6

15. f l d h ^ d l ^ l L  d x  •

1 6 . / .

X s  f - X

X s  *- X я  *■/

x  ~  £ x  * S x

f X ^ - 2  ,19 . /    д Л р .
.273*-.Г

s  ./ JT *•"¥
— i ^ f - d x .

4 x J- x

« • / = 7X * - 3 x 3*-2
d x  •

X s  ~ 4 x

a r * .  
a d i - S x s + -7 3 x  <5*r *2 6 - /

-d x -  37
x s *-3

{ X * - f ) ( X T d f ?

2Ъ . / У * * ' * *

d x .

' ( x - f )  * {x** -7 )*
- d x  •

29
• /(x**-2x *-2/

: d X .

so * / - 7 -x 4 *- 6x 3*-d
d x .

3 e а а к z  e !  5 , Интегрирование некоторых иррациональных
функций

Найти’ интегралы: 

d x
3- / -

>3< F ~ V ^



- ■ f
■Zfv'Yd *• V X  )

d x  ■

f ~ =
d x

/ / v  x  *-
.---1 3 i   z, /

r  V x  - d x  <- V x  
" J  з , 4Y Z T ’V j -  -  v< r

d x

f -  7T*r ( V x ' + f e )  

f d z ^ l d x .

d x  .

Y x

dx
i / x P (>f*~ \7 x  )

J
vx

d 'x d '  +~ 1
d x

■ I -  *
z.<7'!r

{ S x  +-2 )  d S x i -2 

i/x d£ 1- 3
y d  i-2 -  4

d x .

14

15.

f ~
d x

/

v?J 1-2  x  )* d ' / j  +2x 

V x i - j ’ 1- /
3/------ 1 .
vx*-/ - f

{ A

d x

IV-2 i - x
2 - x dx-

f v L v ~ d f J  d x .
9  -  J  x

18, f / x -2) ydE F dx  • f-x

24. /

2 5 . /

P g d - T
dx

- d x  ■

v T + v d

26. [■ J
dx

я  v d d d f

v . f V S s S -  ^
x -

28■fvY3 x  
4 *- 7x

d x

29. f  ̂ 3 $  /ix*- j /  у  
J/x-3) fx-J)

30. f v /Y t d \ r d x .
1 / 1- Х '



3 й ц а н я  е S Е. Иктег; 

Нейти интегралы:

J d x
J c o s x t -2  

Г dor

doo
3 . / -

у 2  -  s o n  ос 

; .  f J i n 32  ог d o r ,

5. J o O j l v d j :  .

-  / :
-г*

COSaJO
d o r •

r  a  O'
' J  J O j i r

9. J 't o 9x td ic  ■

10. f  S in  *2or a'j?.

rT /» d o r  
’ * c o s* #

12 . / х / л  — x4/ *7

13, J  c o s  SJ &  d x  ■

грование трйгбнеметргческкх функций

н .  С а ф - * * ,Jin  JO

r e . / .

* J  ,* -*J7 -  7 ees  x  1D * f c o s  ex  ^  ’

dor
S i n  Л-COSJC

тг, Г r l rI / • / ~—f— 
J  S i / i £

1ь. j" j in  2  a  s in  3 a: JOj Sor d x ,

13. J —о _p.'
JOS 'or

S i n  “X  f- s i n  or doc

f s i  a*2 or cos*2 x ^ 3:, 20. f  Г-2ЁЖ£. dor
/  -  JT

21 . J ’s i / i  zx  JO S  £x  d o c .

22. / •  * ? - , -  .
- C ffS X  S i / j ' X

23. J j o s  3  So J S S  S jo c o s  S o t  d o r ,

2 4 . / / / r  doe.

f  diC
J3D:

jV/M?

2 6 . / - Jo /Z X
fr-sinit d s r  -



2 8 . .̂ 3 0 . / -  / д ____
J'/./l X  <~Si П. X  s i n -  •VCOS'TkZ

ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ

3 а а а н л э H 7. Замена переменной в определенном ннтегра 

Вычислять кнтегсалк:
10

j .
•*

I .  / ____ ^ ________ Г-̂ —
3 С ^ -О т /л Г ^ #  у.г у< г -2

г 33

!£ л 2

’ Т4' /  v £ * ~ T ^ .
Q / п 2

•? ______  0Л S  ,
5 - / / Л г ^  ' d x  . Ib. f  у #  ,

-■» ^  ______, * *  * - Jf yE&i . *

- ?  c o s ‘ *  i r . ^ r

/ / r  J  V '^ '* V /

o . f - p S ^  ■ s *  .
if V  !  * 3X1 0 j

9. f J ^  у ж , TO f  v /7 ^ P > ,  •
;  л . - /  "- - У — — r - ^ * ®  .

m
10.  / —   20

Л  x - 4 v &  J S x  -a —  V J x i - P



n . f - xd.r
J  v  /  *•

‘f d x

sr
ЛП Г  * S C / 2 r Z  J  r27 • J /> -  ̂Ji? J+fitg  «£*

33 . / — £
7

m .  f  -
d X

<s а я a h e e jf 8 , Пктег 
1.ШТ£ГРЯЛР

I с.’пгть йнте г р а ш :

2 8 . /  -
/  X f . f r a : * )

2<;‘. . l y / O z i r
J v £  ~ jc

ZC- f
*  S ^ -£  v b  -2 d x .

/*2 г  +-2

я-рованле по частя?.' в оппе.де.тРН;-:о?4

'.  / - г а г е  
»

е
: . / £ л * х  d x ,

JT
Г

3.
г  -г*-

4 . /  x i r / x d x .

5. fet z с sin. zc) d x .

С f x s  *dx-
c

e
1 . f c c s t n x d z e .

8 . f  e  co s x d x .
0

9. J t/ jF iЛ? .z V -r  . 
r  *r

/ ^ ?  -xysia Jx d  x .
г> jr  

X
11. / ( x - f ) c o s x d x .

12, f  x xdn  x d x  -

10

I S .  f f c x d z c  •
/

о
14 . j 2 SC COS xdzT-

-f



15 » }  ( J 2 ~ ~ x } s i r z x : » 
0

£
I ' ,  l  Г2х*-3)3 Xd x -

7, / f f - х )  s i  а згх с/х ■
”2 _

го ' С З х  /
-с • J & s in  х  as.

о

T9, f  х 3s i n  х а х  ■
Ь

jr
20. J  e ^ s in x  с /х  • 

о

: . j x / a a 2 x d x .

22. jf/zfx*- T )d x■

23 . f f a x d x -  
/

o , . / £ £ £ ^ £ _
У  !  <-x

2 Ъ. * f / J a a s J x d x .
ЛГ

^ o . / ~
x s e g x  

f r  S S S 'X
ax

24-J d c i f / f  ’ X *  ~ x ) d x -  
0

a _______ ?
2S, f V x  - x 1 d x .

0
0

29, j ( x r 2 )  c7/i zf x * - £ ) d x .

30. у
J '/O  , , j" x  7.x

c %/a.2 r x

S а д а н и e f  9. Несобственные интегралы

Вычислить несобственные интегралы (или установить их расхэ
ь ) :

г / / г  .г 5 . /
x d x

х*+ 4

2 . /■
-г’ У У лх
во

о Г d x3. / - —5  —    '
s L  х  +6x  1 

#»
, Г  -г г
4 • у  £  c s s x a x  •

Ь* / —3 l 3 f i  Удг .
' J  x 2ff  >-х)

l . f
d x

со /  -f- *30

j  s i n  x d x -



-  &>

Г da?s
. r '  r A r  1-2

}

r dr,, 'r ■/-r0 . /  —j — - • от f -
J ^ x ’- S  " A' / j

*?
1 , j  x e  d x  ■

*'■ ~ Г #*27
\* i / f x - a d ^ S 1

f f
p rj j  6

_T
l3 , j x x e s x  a'sc- 2-\. j c i g x d x  ■

Г d .v  r x a x
/  — p , ■* 25. j  - - 7= ^

* .Tyd* f  V i - з Гfi
2

/ й 2
’ J  Р-.2Гp -  s

И. ©O
f  x d x

55 . y*iIp •"* "Wp S x d x  ■

\  / ' 4 %  • cp f  'd & d x
% v i  - T  у  7 ^  '

Tf= c a  /  _ j
~ V  z f /2 .T  ‘" ' J/  х ^ / 2 х 3~ х  -  /

t  d X  f  v-r-3
>. j  - J  .v • 30, <гОг.Г JC*-hX* . J .v«-f

3 s a 8 н я e f  10 , Приближенное вычисление окределенкого
AA-'ADfiAR

Рач1!С.А1!7ь приближенно метод®® тралений к парабол интеграла 
с относительной погрешностью ^  = 0 ,0 0 1 :

АЗ Ар

I , J  г У г Т х 3 d x  • 2 , f s - i a  d T Z x "  d x .
t  ' др-



/
d x

/'.-гт

\ l S i  a x  
о

f,2 2
, . f i * d x .

0 7Г
4

x  dx*.

/ f v  d x .
0 jr  £

7 . J y/ rco sx  dx  •

« f l / E -  .
i f  г * У
Ж

i  £ j ? - _
• j /  ixtax  
£ л

0 . /2 JI

у л :
- J  d x
. x c t g x

AS
I I . / —jV /2 \ Z f / x

A4

“ • / :
<r/.T

/  T O sV fr -x
ел

: з  . f e
JXSifi-X

d x .

3,4/■ T C O S.T  ,
■ - . J  2  d a s .

0
A2

I Z . j s i n  ( 2 * ' ) d x .  
0

0,2

7.6. f?s?s/J 3*) d x ,

•J
17. f i 2 zd  S i a J, d x .  

r jr

* J ^ \ / f f a  x  d  x .;o . /

r
I S . / yXfS i/zx  d x . 

о

20. J  y x +■ c a s x  d x .  
e er

21 . / * £ * * *  - 
XL
V  nr-

s . .  f - d L -  y T .
•' S'S).CXsosx

X
J

23. J \,d d sx  d x .
S

XJT  ________
'■ . j v ' r - d ,  / S i /2 I s  ' d x .

25. f v d - i i , / e a s 'x  d x .  
0



З а is.* н и е jf I I .  йгшслЬние площадей плоских фигур в де­
картовой системе коовдзпцзт

•Вычислить площадь Фигуры, ограниченной линиями:

•15 окружностью радиусом к  = 2 с центром з  начале координат и 
кривой (часть крута в первой четверти вышэ конвой y ~ j r J)^

2 ) ^  = 2-х ' JT ~ ff (в  первой ч ет в е р г !);

3 ) у 3̂ а . - , / - / »  J r - S s

4) у =  ^  ( s r - f H x - 2 ) ,  £ .= .£ ;

5) у - j  £  А 2  ; .т - С } у  = —  (а  первой четверти);

5 )

*> У / Ь >
9) цкссоклой к окружностью диаметром d  = 2 с

центром в точке *<# (1 ,0 )  (справа от циссоиды);
.л  -?*чг о10)  стрсфоклой в окружностью диаметром л '  =

с центром в точке Л  (1 ,0 )  (справа от строфоиды);

11) строфоидой ~ ~  и окружностью диаметром Л  -  2
У -  X

о центром, б точке ( -1 ,0 )  (внутри строфоиды, г? < С);
jf J-hJ?

12) строфоидой ^  ~J-jp окружностью « rJ 
и осью Лж* (в первой четверти);

13) окружностью ■ * V * -  f£> и кривой X я-  f2 C y^-/i  (малая 
ч асть );

14) окружностью диаметром й ' = I  с центром в точке С  (1 /2 ;0) 

и лемнискатой Бернулли {ЯГ*+у*}*а. 4  (внутри ле?.огискаты) ;

1ч



15} ( x 3*~ У * )1-

:6 ; кривой y —c a  ( х ^ З ) ;  касательной к. ней в точке о окг;:ч~  
той у 0- / ' п 2  V. ОСЬ» 'УХ ;

Г?) j ,  -  2:  :■ £  s in ,  х ,  у - a z s c a s x ,  у -  Р  ;

18) скруяноетьу x * + y *  = t ,  касательной к ней в точке ( I  > ,  
if о ) j  расположенной в первой четверти «. проведенной пол углом

4 Я" н осг- И х  , и осью И х  ; ,

19) кривой х ги х-  4( х - 1)  и прямой, прохошкей через ее точки
П6 pepii($s г

20) у г = x z - x 4;

- , ) у - 2х * е * >  у = - х 3е * -

23) 4 *-у  4 -  х 1* -уг-

. 2
24) кривой С у - 3 )  — х —л ,  касательной к ней в точке с ошш- 

натей у е  = 5 к осями Л г  и 0 у  ;

25) линией у = . к а с а т е л ь н о й  к ней в точке с очлчнятой 
у 0 = 4 и осью И у  ;

25) 6 х  -  у 3-  f £ y , 2 4 x = y * - f£ y  i

27) Г х 2+-у*)*-- f S x y ( & Х" у 2) у

28; гривой С х * *■ у * )  - 0х ж~0у &— 0 t  касательной к ной в 

точке с ординатой (в первой четверти) к ос- > ординат;

2 9) ^ 4; -  a  r c s l n x )  z ~  х  ~ х  2 j,- 
4

30) кривой у 2— о — г  и ее асимптотами.



Б а я а о № 12. Вычисление площадей плоских фигур в по­
ля рн ой с и с т е м к  о о рцянат

Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями:

■I) двумя первыми витками опирали j>= У  и лучом у  - 0;

2 ) спираль 'о у - -  4~ З Г У  , окружностью радиусом У  -  2 с цент-
еУ _

рои в полюсе к лучом у  -- О;

3) каргнснщой у Т ' ( /* •S S S y )  и окружностью радиусом / 9 - 1
с центром точка С ( 0 , 1 ) ;

4), карте от пой р=- J t-c o s f и окружностью радиусом / 9 - 1  с
понт сом в П'Я’л г ;

5) днипскатой Бернулли у 2-  c # s 2 y  и окружностью радиусом

• • у')"' о тикером в точке 2 SY~z, > О );

,) у  sin  у , ,Р ■ COS2у ;

гл р — s i n  у  , у  — Sen  2у  J

8) у =  -— гр (2  T-cosy), j>  -= s in  у ,  у =  0J  

с,) р  _ Ир , />  =  Sin. У, у -  sr;

I н ) У  = 6 i n  3 У ,  у  sin. У  ;

II) f t - c o s  У  , У ~  J e s s y ;  У = -~  ■>

1 2 ; 0 = f+-Siny> У — J Sin у  , У— О >

с<°13) кривой _/>« f -ь&/../?у  и первой- витком спирали у ~ ~ у  

, /  и т- й-ИБГУ , У  £- JSу  у  = j  ;

15) СО-ГИ НОГ;:-"- У~ У  и кардиоидой у »  f - £ 0 S  у

;и н  кр' нто п н ) ;



16) J> - f - c a s y ,  0 - n o s f ,  у -■ ~  >

17) двумя последовательными витка’® логарифмической списали
Ур .- $ } начиная с у - . - ,  и;

У у
16) кривыми у  =  - ’ d - j j n y  у- полярной ось» (в .

вой четверти);

76} / ~  f - S i n  У ,  у  — s i n  у ;

- M c i f  ’ •»“  ?r мг-У y ip  <* -'•*” >у -

гГ) J> = cos f , J> ^  ( 2 - c o s y ) ,  (вне карл
ЛЬ* ) 1 к

2 3 ) у  =  _  л 'у г  у , У - z j j y  ;

у  ^
24} окружностью /> =  -^р- e a s y t кардиоидой J> -  ^ (2-...

и лучом У= j i  (вне кардиоиды);
X* у?

25) спиралью />=■ у  -  0 ж окружностью радиусом 0 - 2«f/T-
г- центром в полюсе;

26) окружностью диаметром d = j r  с .центром в течке { - -  ; О

окружностью диаметр ил d -  с центром з точке /_С_.,/у*к о;
* !Л 6 Г '  7ралью у - у * -  ~~ ;

27) лемнискатой Бернуллиy = j - 2 T z P'^S‘2 y J окружность!
, '"у"*

ром ЗГ с центром *! точке ^  , р )  и спираль» у .=  у  +■ у .

28) окружность» диаметром j r  с центром в точке , ~ ) }

частью первого витка спиралиу =  у>+. £ £  и лучом у> = 0;



г j
22) петлей декартова листа се =3сср. (перейти я полярным 

координатам);

22) сс I ,  jv  = 2 , У  - " , и  ~ 2 (перейти к полярным коор­
дината;.',).

3 а к а. к я е Б 13. Вычисление площадей плоских фигур, огра­
ниченных кригелит, заданными в параметрической форме

' тта фигуры, ограниченной указакшаш линиями:

I.) кзольвентой (разверткой) д ?=  00s f  +■ £  s c п i -> i/ .-s in i- tc e j’f  

ИЗО''BpBT pvr лености X  — COSt", p —S ' i / l f  И ПРЯМЫМИ у  = I ,  JZ' = С.

/  -
) эвольвентой j?  --- C0S'£ -  irsin  ir, у --sin f - i r s e s  £

г п л е ш д в  -1 о у к к о с т и  x ^ c p s t ;  t f = - s i a £  и  п р я м а кн г « г  =  - I ,  =  С :

3) эвольвентой cc—eas'&*-&sin tr, у — s in i r -  i s s s t '  трех.

четверт-ео; окружности (начиная с первой), прямой
у' = - I ; лучом .го = 0  {у. < 0) и лучом -  0 ( л ‘ > 0 );

4; а ' — a s in  s ' , f  Л /г  2 0  ;

-л•>) — f  (£-£~), tf-yCo-i) (пломадь петли);
л / ■4-’7G) j ” -  i ,  tf- £ -  —  (площадь петли) ;

? ;  . г  =  2 e e > s £ C f* - o e s i )  > у - 2 s i n  £

В) ,г  .= гФ > ^  -  фРук'/Т V ;

У) оp = £ a- f , y *  £ 3- t  ■

3/ .те- ,?ф- * %  я ^■г-  

■ з . Г "  J  ( 2  ■£*) у у -  £ z ;



12) x - 2  cns fr ,  у  -  3  s i n  frees  V  j

13) X  -  J S i n  fr, у  =  2  sP S  2  S i n  Z£  ;

14) x  -  frsin2£, y ~  $ s i n i  ;

15) x  s. S in  tCf*- S in  6 ) ,  y =  c o s fr f  ft-  s i n  62 >

16) X  — 4s i n  £> у -- 0 ££>s s£ ;

17) x  -  £ 3- t ,  y= ^  £ z- f ;

Y i ) x - 2 6 Z- £ S, y = 2 £ ~ f r 3 ■

IS) ,2* -  J s i n  i f 6 + s a s i ) ,  y -  3cos£ C ft-cssi)^

.3:0) X  a  f -  6 % f r - f r 9;

2 1 ) x = 4  - £ ' \ y ~  f r s~ 6 j

22) x ^£*-26* . у **>

23) у - - S i n t  (площадь одной петли);

2 A ) x  = £*  y ~ S c n 2 f r  (площадь одной петли);

35) Х ^ £ 3 ~ 2 6  *, у  »  fr*-2 fr j

22) X *  c o s t ,  у  &£*-£}

27 ) х  -  с .4  6  г у ^  f r s~ fr ;

28) X  ~ t*+ /j у -  fr e e s  £  (площадь первой петли);

50) окружностью X - c o s  fr*y=t S i n t ,  ее эвольвентой X  = c s s £  +• 
t  frsin t> yx  s in  £ -tec, s  £ и лучом у  = I ( x  >  0 ) ;

ОС) x * 2 i - t * y -  t* s £ / i  fr (площадь первой петли).



З а д а н  к е $ 14. Вычисление объема тела вращения

Вычислить объем тела, полученного от вращения фигуры, образо­
ванной линиями:

1) у - З х  ; у  = 2 , у  -  4 , -Л? = 0  относительно оси О у  ;

2) поду волной синусоиды у  =.i'in. 2х  относительно оси 0х  ;

3) кривой y - c o s x  , прямыми х  = о, У  = О относительно
Л * ОТ.оси И,Г ? Os T S  j~ )  ;

4) параболой у =  х 2~ - к г -*-4 и прямой *-2  относительно
осп О у  ;

5) параболой и прямой у г  +-2 относительно
оси ;

о) г; гзаболами у ~ х л и 6х * * у х относительно оси 0у  ;
i2'?

7) у  = - j  > у ^ х  , х  — 2- ,  се — 3  относительно оси 0у  ;

8) дугой параболы {/— x J~ 4х  и осью абсцисс относительно 
оси О х  ;

S) окружностью х  +y Za f $  и прямой и — - х + - 4  относительно
с -r О х  (над прямой) ; ,

ТО) окружностью £ г+-у*-— /6> прямой у  а  - о н -4 и осью

относительно оси О и  ( х ^ о ) ;

11) гиперболой x ^ - y ^ ^ - f  и прямой x  = y /iT  относительно
ОСИ О у  ;

12) условие предыдущей задачи, но относительно оси 0х  :
-г-»* У' ̂  / —773} эл т^псогл - -  -  /  и прямой и  -  V 5  относительно

4  S  7
оси О х ( у з У б ' )  •

14) огишюом f  и поя?лой X -  л /У  относительно оси
3  3  1

J y ( x *  V T ) ;



15) параболами у  и прямой у  -  2 относи­
тельно ос:: И х  ;

16) у  — f r y x  , у  с £ у х >  у ^ у У  относительно оси И х  :

17) у  -  0 и уг  z ,  у - У о у ^  z v .  у  -  I  относительно оси И х  ;

16) х у  -  2  ,  у  - z + - f  у  = /  относительно оси И х  ;

19) аркой циклоиды х ~ а  { 6 - s i n  i ) , y = a  C f - s s s i )

к отрезком оси абсцисс 0S  x i 2 я г / а > И)  относительно оси И х  ;

20) дугой эллипса X  =■ a c c s f r  ,  у =  £ s l n £ ,  лежащей в пеги и 
квадранте, осями 0at и 0у  относительно'оси И х  ;

21) условие предыдущей задачи, ко относительно оси Иу ;

22) кривой у  -  c c s s y  луч ом у  = О относительно полярной оси

для 04 у  4 ~  ■
2  >

23) кривой s in .У  лучами у  = 0 к у -  у -  относи­
тельно полярной оси;

24) петлей х-= 2 £ i - f , y ^ £ - z- f  и осью Лги относительно оси
О х  ;

25) кривой у> — a s i n f  к лучом у  = С относительно поляр­

ной ОСИ ЕЛЯ 0 « У 4 —-.
*

26) петлей x — a t z, у  a. a f t — ~ )  относительно оси И х ;

27) у ~ 0 а с е * х -  I ,  у  -  С относительно оси И х  ;

28) полуаркой циклоиды x - a . i t ~ s i n . - 6 ) , y = a { f - s n s t )  к сел  
^  относительно оси ;

29) параболой t a x  « прямой х * а  относительно пря­

мой у  — - 2 а  ( гя> 0)



30) кривыми у  л б у х , у - с £ у х  к прямой у - У ?  отнсситель-
'ю о ок О у  .

3 а я а н и с  !Ь' 15. Вычисление щганк пути плоской кн-вой 

Вычислить шшну дуги заданной линии:
г JT ssr-rI ) у ~ 0/2 si /2 X , XG [ у  > J /

2 ) у -  f /г. c o s x  ,  Х С -  [ о ,  — ]  ;

I  -/ 2 7 / ! /  С ... \ о  /о  0/2/2. /у),-с -  у  ~ — с/г у  между точками л  (g > t )  и 0(2 - -у >-56

5) кривой у я=* 2 x s  , ю ре ванной кривой х 2-сy z ~ 3  •

кривой Зу*-*х(х-[/ между точками пересечения ее с осью
О х  ;

7) кривой £ у ~ х 2—3  меяну точками пересечения ее с осью кЯгл; 
•ч - 3

о) цепной линии ,? -t-a  } отсекаемой, прямыми х  = о и
X  - й ;

9) конвой ^  — 4?&'у4е -  ■§■ ■б£г  к - у точками пеоесечения ее
: , с : ч  ^  ‘ "  J

10) одной арки циклоиды х = * 4  ( i k - s i n t c ) ; y - 4 ( f -  c c s i j ;

ту) .zj —£ 'cos 2 0, у — 0 *Sitг 2 0 , Ос [О, 0/г. 2] ;

; . г . - .  $ s i n  - t - f fc o s t ,  у ~  5  s i n t - З со сУ ^  О с  [  О, j p j >

13) астроиды Х-^2 co S ° t , y = 2 s i n 3&}

  мни 4г --- а  (2  c o s t ' - co s 2 0 )  , у ~  u-(2si/z 0 -  s in 2 £ )j



15) кривой х  = £- j, f f -  J 0 £ ~ - J )  между точка®  пересечения ее 
с осью О х ;

16) замкнутой кривой x = 2 a s i / i at } y - a s i n 2 £'0a .y -H j ;
у *  у *

17) кривой х  -  — > У~2~ у  между точками пересечения ее с 
осяг® координат;

18) первого витка спирали Архимеда у>= & у  ;
/?? у* J7-

19) логарифмической спирали у  - - а В  ,  y e - [ 0 ,  j - ]  С а > 0 ,я >0);

20) всей гривой j> = a  s i n 3~ 0 а >  О) /
■0 .

. f Л У  s
21) всей кривой у - а в г / г  (  а > 0) z

- у
22) логарифмической спирали у > у = / ,  у в [ у *  у ] ;

ж у
23) всей кривой ~  4 c 0 S  у  i

24) замкнутой кривой J> -  2  f s i / i  y i - C 0s y j ,

25) всей кривой J>= t i - S 0S y j

26) кривой У -  -£ (/>  *■ J r ) y  C*> 4 J i

27) кривой s c - f r - y i n f r i  y — f - f c s d ? Z =  000S  —  между дву­

мя течками ее пересечения е плоскостью 0XJS-

28) * - x eJ ( а > 1 )  (выше оси О х  3,
«  V  х-

2S. На циклоиде х  = .2 0 £ —S i /г 0 ) ,  у - 2 0 f - s s s f r )  найти точ­

ку, которая делит ее первую арку по длине в отношении 1 :3 .

30. Выразить длину, дуги кривойx ^ a i e o s t , у = а \ /р у £ а £ ,

как некоторую функцию параметра £~



З а д а н и е  №16.  Физические и механические приложения 
определенного интеграла

1. Вычислить массу кривого стержня, представляющего собой по­
лукольцо радиусом z  , если его линейная плотность изменяется по 
закону f  ,  где or, f ~  c o n s t - ,  f  -  полярный угол.

2 . -Площадь сечения прямолинейного стержня длиной У  изменяет­

ся по загону у  а  'fa ~ f f  ( f o  s  £ f )  t  а удельная плотность по­

стоянна. Найти кассу стержня.

3. Удельная плотность полукольца радиусом Z  изменяется по 

закону /> = е а площадь его поперечного сечения f —

— f e e s  ьр (  У  -  c c n s i j  • Определить массу полукольца.

4 .Поперечное сечение балки представляет собой прямоугольник со 
сторонами о. и /*  . Вычислить момент инерции площади поперечно­
го сечония балки относительно каждой из ее осей симметрии.

5. Найти полярный момент инерции площади поперечного сечения 
трубопровода относительно оси симметрии, е с ж  внешний диаметр равен 
р  , а внутренний -  г '■ .

S. Реактивный самолет за 10 с полета увеличил свою скорость с 
720 до 10-30 км/ч. Считая его движение равноускоренным, определить 
расстояние, которое он пролетел за это время.

7. Ав тсмобиль, движущийся со скоростью 54 км/ч, начинает тор­
мозить и останавливается через 3 с . Найти путь, пройденный автомо­
билям до полной остановки (движение автомобиля после торможения 
считать равнозамедленным).

8. Расстояние между пунктами /Г  и 0  самолет пролетел за 
20 с . Найти расстояние между пунктами, если известно, что в течение 
первых десяти секунд самолет летел с равномерной скоростью и проле­
тел за это время третью часть дистанции. В дальнейшем движение са­
мо те та было равноускоренным и над пунктом -J  его скорость равня -  
лг;.*> 14-10 км/ч.

9. Парашютист покинул самолет на высоте 550 к  с начальной вер­
тикальной скоростью 2 м /с . Сколько секунд он находился в свободном



падении, если парашют раскрылся на высоте 358 м (сопротивлением воз­
духа пренебречь, ускорение силы тяжести принять равным 10 м /с2 ) .

ТО. Топливный отсек фюзеляжа самолета-.представляет собой круго­
вой цилиндр диаметром d  с плоскими днищами-. Определить силу дав­
ления жидкости на одно днище, если ее плотность равна /> , а отсек
заполнен жидкостью полностью.

П .  Топливный бак-кессон, расположенный в крыле самолета, име­
ет эллиптическое поперечное сечение.. Найти силу давления топлива 
на днище бака, если большая ось эллипса равна 2 а  , а малая (вы­
сота бака) -  2 d  . Топливо с удельной плотностью занимает: I )  весь 
объем; 2) половину объема.

12. Найти силу давления на треугольный щит с основанием а  и 
высотой А , погруженный вертикально так, что вершина щита лежит 
на поверхности воды.

13. Найти силу давления на треугольный щит- с основанием а  и 
высотой А . , погруженный вертикально так, что основание щита лежит 
на поверхности воды.

14. Высота остроугольного треугольника /7 3 0  равна А  , а 
длина основания 0 С  равна S  . Найти момент инерции площади дан­
ного треугольника относительно оси. совпадающей с основанием /7£  .

15. Какую работу нужно затратить, чтобы выкачать жидкость с 
удельной плотностью j>  из резервуара, имеющего форму полупара 
радиусом 0 ?

16. Определить работу, затраченную на перекачивание жидкости 
из резервуара, тлеющего форму кругового усеченного конуса высотой 
/ /  к радиусами нижнего и верхнего оснований 0  и Z  соответ­
ственно ( 0  > г )  • Плотность жидкости -  у> .

17. Вычислить' момент инерции фигуры, ограниченной параболой 
у 2- 4а х  Е прямой х - с .  , относительно оси 0у  0а  > 0)  .

18. Найти момент инерции относительно оси И х  треугольника, 
ограниченного линиями: х  = 0 ,  у  = 0 и прямой, проходящей через 
точки 0 0 а ,  И) и 000, 0 )  / а > 0,  0 > 0) .

T9. Найти координаты центра тяжести фигуры, ограниченной кри­
вой Х ^ + у 3 - 7*  и прямой у  = 0 \ у >  0 ) .



20. Найти координата центра тяжести дуги одной арки циклоиды 

X - O - C t - S i n t )  ,  & f f  - S O S t ) -

21. Найти координаты центра тяжести фигуры, ограниченной кривы-

ж  х  + у  - 0, — t- £- = /  и прямыми х  -  0, у  = 0 ( х ? 0,

22. Найти координаты центра тяжести фигуры, ограниченной линия-
9 ТА

' ,к j f  — л  X  ( rJ ? S 0 )  .

23. Найти статические моменты относительно осей 0 х  и 0 ц  па-
3

р а х а т а  у * = 2х  от X  = 0 по X  -  2 А р  р  0)  ■

24. Найти статические моменты .относительно осей координат отрез­
ка прямой, проходящей через точки ^ 0a , 0J ,  заключенного между
осями координат.

25. Найти координаты центра тяжести пути цепной линии и  —
22 - 22

_ £ — —  -  а А х  от точки 0 t S , f )  до точки 0  f a ,  s A a j -

26. Какую работу нужно затратить, чтобы тело массой т  поднять 
о поверхности Земли, радиус которой 0  , на высоту А  ? Чему равна 
■эта работа, если тело должно быть удалено в бесконечность?

27. Ракета стартует вертикально вверх. Ускорение ракеты за счет
/повышения ее веса растет по закону ц ~  ... t a - f t > 0) ■

f  ц - t i r  ’
Найти закон изменения скорости ракеты по времени А  , если ее на­
чальная скорость равна нулю, а сила тяги постоянна. Определить высо­
ту, на которую поднимается ракета за время t  .

28. Вычислить статический момент плошади фигуры, ограниченной 
линиями р = х г  и p —V x  относительно оси 0х  .

29. Найти статический момент окружности / > -  0 а s c /г у  отно- 
Г. ..только полярной оси.

30. Вычислить кинетическую энергию плоского диска толщиной 0
п радиусом 0  , вращающегося с угловой скоростью &) относительно
с яг, проходящей через центр симметрии перпендикулярно~к его плоскос­
ти. Удельная плотность материала щ ека равна р>. ..
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