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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Дано дифференциальное уравнение I -го порядка

Требуется:

построить п о л е  н а п р а в л е н и й ,  определяемое данный 
уравнением;

исследовать характер поведения интегральных кривых-уравнения; 
построить графики некоторых интегральных кривых; *“ ■' 
найти особые точки уравнения и указать их тип.
Задачи к индивидуальному заданию приведены в конца методических 

указаний.

КРАТКИЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ

Н а п р а в л е н и  . в точке (  ̂  уа) изображается от­
резком небольшой длины с центром в данной точке и определяется углом 
ос наклона отрезка к оси О х  (рис.1).

Уравнение ( I )  згдает в области о 
п о л е  н а п р а в л е н и й ,  для 
аоторого

( 2)

Интегральная кривая у  = у  Ох) 
уравнения ( I )  имеет в каждой своей 
•точке ( х , у )  касательную,направле­
ние которой совпадает с направлением 
п о д а  н а п р а в л е н и й  (2) 
данного уравнения (рис.2 ).

/
/

А
О х

Р я с.I.Направление в точке 
“ Ь ф  V



Чтdoh провести ннтеградыше кривые уравнения ( ] ) ,  надо построит 
соотвьтстзуюаее эгоеу уравнению поле направлений (2 ).

Р « с .  2. Иоле направлений уравнения ( I )
Поле направлений у. :об-

Р и с.З.йаоклйна с давнш направлением

во строить с. пшогдао кзсллин. 
и з о к л и н а  - кри­
вая (jJ (х ,А )  , в точках
которой поле направлений (2} 
иаеет постояннее значение 
t^ ct ’  к  Срво.З).

«ля практического по­
строений валя направлений 
в области <Р следует по­
строить изЪвяину y=<f.'(jr,A) 
с различншл значениями А* 
(например, А' = е  ■, 00 ; *  О,5̂
зг /; — 2 )
и отметить на них соответст­
вующие направления.

Р е г у л я р н а я  
т о ч к а дифференциалв-



него уравнения ( I )  - точка : через которую проходит един­
ственная интегральная кривая этого уравнения.

О с о б а я  т о ч к а  дифференциального уразношл I  I  ) - ■ 
течка у  б , которая н° является регулярной. Через особую точку ли­
бо преходит несколько интегральных кривых (или даже бесконечно мно­

го) , либо не проходит ни одной интегральной кривой.
Особой точкой дифференциального уравнения

./ Р ( х , у )
я  (* .0 )

является точка ( *г,у)  , в которой выполняется 
= &  (я г ,у )= 0 .

Тот особой точки уравнения (3 ) определяется характером поведения 
интегральных кривых в некоторой окрестности этой точки.

Основные типы особых точек изображены на рис. 4.

Зо/рдЛСзе ДУЗрЗтС/УЛСАУЗ
узе л  узел

Р и о .  4. Основные типы особых точек

Ц е н т р

Ниже приводятся примеры исследования характера поведения интег­
ральных кривых дифференциальных уравнений I -го порядка и построения 
их графиков с применением метода изоклин.



У "  У " л *+ 2л '

е:

J X ^ - х 2~ 2 л  г-.2 - XJ

■J ч — -Г’ •

- /равнение изоклин.

- линия точек перегиба 
интегральных кривых, 

направлений к графики характерных интегральных кривых при-

Интегральные кри­
вые, прохода хне выше 
точки (1 ,1 ), имеют окст- 
ремуик, точки которых 
легат на параболе у  *>
л Я'2 ~2а.' +■ 2 ;
При Л ' < Г ~ ОТО МИ.НИ- 
ы ум к , е при х > 1  - мак­
си» умы.

йнтегральнак кри­
вая, проходящая черея 
точку (1 ,1 ), a также see 
интегральные кривые, ле- 
халие нике л топ кривой, 
экстремумов не ж ега .

$, о с р о с ы :

1. й4еют ли интег­
ральные кривые данного 
уравнения вертикальные 
асимптоты?

2. имеются дм ин­
тегральные кривые без 
точен перегиба?

имеются ли интегральные кривые с двумя точками перегиба?



Ц' » s i  и (лг>-у).

?  в » е i  к е. Пусть у=» к л: ♦• $ - интегральная кривая данного
уравнения. Следовательно,

l/ x : к - s i n . ( (  к  г()зс*-£ )  “ ?* X »  - /, Ё » - л / у  е 2 л и  , /7 с л •

/ Ja rРассматриваем полосу - J t f2 4  y*-scp  —  ;

а) у ‘~0'. - геометрическое место точек минимумов интег­
ральных кривых; .яг-sc - геометрическое места точек макси- .
ыумаь;

0) у '^ - 1  : y~-sc-sr/2, a — s a - j-  - интегральные кривые дап-
чого уравнения;

, у "  = О ; у ^ ~ ~ х  - прямая, на которой разно—



i/l OJT _ t 'yи других полосах - j r  ■>-i ' j r n  v< a- *■ у  \< -у ■>■- 2  лгл , n - ± T, ,
_,. j  j . . .  картина поведения интегральных кривых аналогичная.

У п р а ж н е н и я :
лг j j i

1. показать, что ионные - л  -  -у  и у** -л - -г- -g— явля­
ются асимптотами интегральных кривых, дзжадах в полосе - у  <у ъ т <~у  .

к. Показать, что все интегральные кривые в какой-либо полосе 
получаются из одно,; кривой параллельным перекосом
f Iи.Л ~ l t у? ss tj г- £2 •

иоказать, что график иатогрвдлной кривой, проходкцей через
точку { а ,  ' £ - а  ) ,  симметричен относительно этой точки.

)! ■ ',1 : Г, VLU_ir.'_:̂ L__-1

*. с следовать поведение йгЛ'с^рэльньи. кривых в окрестности хо-
vCi; т _-ч j; и > ра в в е п кя У

у  *2’

f e i - е н к е :  ( О;  О) - особая точка данного уравнения; 
а : ( f- A )y~  ( f r A ) * -  уравнение изоклины; 

р ’;. j  : у  = лг - прямая, на которой расположены акстремумы интег­
ральных кривых: минимумов при а-<^ ; максимумов при з? > О ;
у - л  •' у  =

Lj ■ / : Л' - О ;

Л - ' .• ,f  --У-
•i еле направлении и интегральные кривые данного уравнения изображены.... г : 1: ‘ Я. 0\’. V. :;» '.pi L-.iw • < •

Особая течка (и ,0) - £ о к у с .
В о п р о с .  Ъ каких точках плоскости поле направлений данного

уравнения не определено?
J  и р а в н е н и е .  Показать, что все интегральные кризые дан­

ного уравнения получаются из одной кривой поворотом е на некоторый
угол относительно начала координат.



у  ~3!



Построить интегральные кривые и установить тип особей точки
уравнения 

, х  
?  ~  се *-2у

Р е ш е н и е :  (0 ;0 ) - особая течка данного уравнения.
Прямые у *  ~ я  и у=* j r  являются интегральными кривши данного урав­

нения,--Поле направлений и интегральные кривые уравнения изображенье на
рис.6.

Особая точка (0 ,0 ) - седло.

У п р з ж н в я а я:,

1. Показать, что интегральные кривые данного уравнения, пересеха- 
«;ас ьсрхнг« полуось 2 у  , имеют на этой полуоси точки минимумов.

2. Показать, что интегральные кривые не имеют точек перегиба.
5. Показать, что прямые у=  - х  и у —j ?  являются асимптотами

.интегральных кривых,

КОНТРОЛЬНЫЕ ПОП РОСЫ

I .  Что намывается п о л е м  н а п р а в л е н и й  дидферен- 
, лльзого уравнения 1~го порядка?

2ч Унест ли поле направлений дифференциальное уравнение 2-го но-
.адва?

3. Что навивается . и з о к л н а о й  поля направлений? 
Ыоает-;;Ди изоклина поля направлений быть интегральной кривой

'Тд.ного'уравнения?
" .  Могут.t.k : изоклины данного поля направлений пересекаться?
6 .ТРегут ли пересекаться интегральные кривые дифференциального

I -го порядна*
'Г, нагтя частное решение дифференциального уравнения;

ей ной функияо<Т ■'голько может быть та-



8. Что называется особой точкой дифференциального уравнения?
9. Есть ля особая точка у дифференциального уравнения

*  i2 x t-  t>U t- у

i&K найти эту точку геометрически?
ID. Для какого дифференциального уравнения особая точка (О,С, 

является дихритическим узлом?

задачи  И УПРАЖНЕНИЯ 
И й  САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ PA1JTE

Задачи

A. Построить приближенно интегральные кривые уравнений:
_. - 2 ц г - х г
* } ¥ “  х *  > б) ;

2) ц*. г * »
' У  лт *- (2  у  ~ зг) * cf л 2 - у *  9

3) у '=' _ £ * _  ; 8) U i L  ;

а) '̂.= — ii f—  . 9 ) и? д — >
’  ?  ‘j * * *  ’ '  х *  < -у  ’

5) у ' ,  . ГО) ______
* у  - т  *- ' 7  2 х у  - 4 у  - 3

B. Найти особые точки уравнений и установить их тип*:
 1-Х *- х*

у  \/ f  1- 2  or 2/г---- у----
Т) у '=  _ _ _ _ _  ; 6) ^ ;

с ’ ^  vfc-y>z+3 -2 ’ . 7) У  ~  (-£-^2) >

V x z-y+2 -2  2 2/г n-y-t-y2)  *

о> У
£ j____________/С.*. _ Х'// , Г- — . :

рядка. ‘ ..............— ^и ,-^««4п-т1

> К. (2 x - if )V  ас - 2 ) 2 . А .  •



Упражнения

I .  Написать дифференциальное уравнение, изоклинами которого яв­
ляются :

а) равнобочные гиперболы х у = а  ;

0) параболы у г= ?2 ух  > 
з) окружности >

 2л Найти изоклины дифференциального уравнения семейства пара-
бол у  = a x s .

3. Показать, что интегральные кривые уравнения у '- 2 х ~ у  полу­
чаются из одной интегральной кривой путем параллельного переноса
г a.' +- а  , ?=  у+ б \  Каково при этом соотношение между а  и £  ?

4. Указать линейное уравнение, изоклинами которого являются пря­
мые.

5. Показать, что изоклинами однородного уравнения служат прямые, 
проходящие через начало координат. Доказать справедливость обратного 
утверждения.

6. Найти угол между интегральными кривыми уравнений y-^xt-y 
и у ’ =х-у в точке (2 ;1 ).

? , Найти угол пересечения интегральной кривой уравнения у '  ~
- .г'2 у 2 >-1 с осью абсцисс в точке (0 ;0 ).

8» Найт/, геометрическое место точек экстремумов интегральных 
кривых уравнения у '-  я ч -f ,

- S . Найти геометрическое место точек перегиба интегральных кри­
вых уравнения у'-- у  - х  2 .

IG . Найти прямолинейную интегральную кривую уравнения у -?/■

юЯДйВИДШЬЙОЕ ЗАДАНИЕ
о

лндввидуйньаов зад-шее по теме данных методических указаний 
представлено 30 вариантов) состоит из двух задач.

"Г;оде ыаплгЛений для каждого уравнения строится по изоклинам.
При “ сследовзнлн-характера наведения интегральных правых данного, 

-.гяод/;: следует установить, имеют ли эти кривые асимптоты* точки
г;с : '-б-г-кса т  точня перегабз./ .

•, вчао.д инд/ачддуа.;ьного задания необходимо построить прио- 
тезе! =>; грофлн/всех-ха/эктерньвс янеегргльвых кривых данного--у равно-



При решений задачи №2 полезло вначале установить, являете, 
пряная tf ж (ддя некоторого значении А' ) интегральной крш 
данного уреьненш.

В звклячение ве обходило ответить на приведенные в пособии
 ̂О Л î Oni>OCb»>*

Вариант I
, х' *■ 4  и -5

2- ^ т т ф г г -

Вариант ?.

I. y f= 4r s - y * - f ;  г .  - ■
" "  J a r  -  4#  - 7

Вариант 3

Вариант 5>

Вариант о

Вариант 7

I ,  у ' - - х * - 2 т / 1  2. ..f f .--.j t  ~
'  * jx , —2 J  ~ /

Вариант ч

I .  2. / '=  ~ ~ у Г Г -

Ц -2 а ’ +■ 5
I .  иг'2*- / ; 2. у'=. —--------

'  '  . '  /  ̂  - J  ar- > 8

/ х~ -  4  и  t-&
I .  f - x r f - * ? ;  ь г - г у . Ь л

г . Л / ~

Вариант 8 *



Тариант Э 

I ,  y ' ~ x * - 4y * - f ; 2.

Вариант ID

Вариант I»

Вариант 15

1.

Вариант 17

г г *  2* 7  2 х + 5 у - 7

Вариант_Д

Вариант 1£

I .  / ,  ж - jf  < - * ? ;  2. у ' ,  2 2 ^ -

Вариант 13

I .  с / ~ у * - 2 х у ;  2 . '

I .  у '=  4 # 2 + у*+- U  г . у
, у ~ 2х  ~5

У

, 2 х ~ У  ~ 3
у ' - - * * * * ? 2;  2* ^ - — Т " Т ---

Вариант 16

2 x 1- у
I .  у '-  ■**“  ^  ^  ;  2. ^  '=

* Л? *" W?



Вариант 18 

I .  y ,- 4 x * y y * - f }

Вариант 19 

I .  у '~  4 у * - * * ;

-Вариант 20 

I .  у '= - х *  <-4у* +■ ?; 

Вариант 21 

I .  y ' = x z+ ?.y- f/2;

Вариант 22 

I .  у'= f- o ? * - 4 y l i

Вариант 23 

I .  у ' ~ 4 х *  f-y2;

Вариант 2»

I .  у ' ^ х г- 4 у 1 + 1;

Вариант 25 

1. 1 - х 2 *-4уг;

Вариант ?д 

!<= !/ - х  2i-£ xyt-  у * ;

, х - 2 и * - 4

, 2 х  + и 
2* У  “  X  1-у - f

2. у '» J L - З х  -
7

у  1-2X  г

, J X  - у  ~2
2с ^  = — ---“ Г—°  X I- у  -2

2 с / - X - 2  у - 3

яг^и-3
2с •

7  ^ - г ~ /

*• ■ £ - * -

г. у ,
г  Ж ^ Т у г З



Вариант 2?

Вариант 28

I .  с /  -- - 4 ж 2 ;
2 -г

йариаят 29

I . , 2зс -  'J-
2* ^ - ^ 7 7 7 j  '

Вариант 30

I .  l/-~ f  -2 .x  i  ̂‘ i f  j ? *-у. +-z
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