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На базе вариационного уравнения Лагранжа, определя­

ющих соотношений, связывающих тензор напряжения Коши с 

тензором деформаций Альыанси, з также нелинейных геомет­

рических соотношений между тензором Альыанси и вектором 

перемещения строится замкнутая система уравнений, описы­

вающая поведение панели в процессе ее формообразования.

Учтена возможность деформирования панели в простран­

стве, ограниченном жесткой матрицей и дальнейшего движе­

ния точек поверхности панели по границе матрицы.

Программа решения задачи, основанная нз методе конеч­

ных элементов (МКЭ), позволяет проводить машинный экспе­

римент на ЭВМ по отладке технологических процессов изги­

ба панелей.

Приводятся примеры решения задач одномерного изгиба 

панелей.

Для построения математической модели процесса формо­

образования панели в качестве базового рассматривается 

вариационное уравнение Лагранжа, которое для конечного 

равновесного состояния тела записано в виде /I/:

оператор Гамильтона; V - объем тела. Точками, стоящими 
между буквами, обозначено скалярное произведение тензор­

ных функций.

Для решения задач вариационное уравнение (I) преобра-

Здесь £  “ тензор напряжения Коши; - вектор напря­

жений на поверхности Т тела с единичной нормалью N  ;

SU -  вариация вектора перемещения U ; V - векторный
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зовывается к метрике некоторого, в общем случае неравно­

весного промежуточного состояния. Преобразование произ­

водится в предположении, что функции, характеризующие 

конечное состояние, выражаются через сумму функций прсме- 

шуточного состояния { ниже эти функции записываются стро­

чными буквами соответствующими вышеприведенным обозначе­

ниям ) с их приращениями. Кроме того, при преобразовании 

используется условие...сохранения массы тела и известное 

соотношение между элементарными поверхностями двух конфи­

гураций деформируемого тела /2/.

В результате преобразований вариационное уравнение 

(I) приводится к виду:
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i 9^ - первый инвариант градиента вектора перемещения VU 
I - единичный тензор; VX - тензор-градиент места; Uq - 

второй инвариант тензора пластических деформаций Альман- 

си а  ; - девиатор упругих деформаций Альманси c l ;

й  - тензор активных напряжений; ^  - функция нагруже­

ния; к  %J U  - постоянные; - функции, харакге-



ризующие физико-механические свойства материала. Индекс 

"т" обозначает операцию транспонирования.

Уравнение (2) записано в виде, удобном для решения 

его итерационным методом. Если конфигурация деформирован­

ного тела соответствует его равновесному состоянию, то 

правая часть уравнения (2) .обращается в нуль и решение 

задачи является искомым. В противном случае "невязка" ре-* 

шения ( левая часть уравнения ) дает возможность опреде­

лить приращение перемещений на очередной итерации, а так­

же скорректировать перемещения, конфигурацию тела и дру­

гие функции. Для сходящегося процесса "невязка" решения 

стремится к нулю..

Решение ведется шаговым методом по нагрузке. Прира­

щение нагрузки выбирается настолько малым, чтобы сходил­

ся итерационный процесс и с достаточной точностью, требу­

емой теорией течения, прослеживался путь нагружения.

Дополнительная трудность решения задач деформирова­

ния в пространстве, ограниченном жесткой матрицей, зак­

лючается в разработке алгоритма вывода точек тела на по­

верхность матрицы а дальнейшего скольжения его границы по 

этой поверхности. Момент пересечения граничных точек с 

поверхностью матрицы, задаваемой уравнением

f(X) = 0, 13)
определяется из совместного решения уравнения для векто­

ра перемещения " т  "- той узловой точки частицы тела, за­

писанного в параметрической форме

ЗС/n+i ~ 'Х 'гп ^  *2 Н )

и уравнения (3). В выражении (4) вектор места "гл "



- гой точки границы тела в момент, предшествующий очеред­

ному шагу нагружения.

Запись уравнения (2) в символах прямого тензорного 

исчисления облегчает задачу сведения его к матричному ви­

ду, соответствующему МКЭ. Для ее осуществления выбран 

изопараметрический конечный элемент, для которого основные 

переменные, описывающие конфигурацию тела и поля перемеще­

ний, аппроксимируются одними и теми же функциями формы.

На основании описанного алгоритма решения составлена 

программа решения задачи на алгоритмическом языке ПЛ/1.

Эта программа позволяет проводить на ЭВМ машинный экспе­

римент по отработке технологических процессов изгиба пане­

ли.

Для плоской в начальном состоянии панели (рис.1)

=80, нагруженной равномерно распределенным нормальным 

давлением, исследовалооь напряженно-деформированное состо­

яние в геометрически и физически нелинейной постановках 

при различных условиях закрепления края.

Геометрические параметры, 

характеризующие начальное состояние 

пластины.

Хг

Рио.1



Нз рис.2 показаны изменения наибольших прогибов при . 

увеличении нагрузки жесткозащемленной цилиндрической пане­

ли. Кривая I построена для геометрически нелинейной зада­

чи, кривая 2 - для физически нелинейной.

Изменение наибольшего прогиба 

при увеличении нагрузки.жесткозэщемленной 

цилиндрической панели

На рис.З показано развитие зон пластичности при увели­

чении нагрузки для жесткозащемленной цилиндрической панели. 

Развитие зон пластичности
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На рис.Ц- показано изменение наибольшего прогиба цилин­

дрической панели подсчитанное в геометрически нелинейной 

постановке задачи при шарнирно-неподвижном опирании дпух 

краев панели.

Изменение наибольшего прогиба 

при увеличении нагрузки

На рис.5 показаны геометрические параметры, характе­

ризующие процесс формообразования панели, выполненной'из 

материала АМгЗМ, в жесткую матрицу.

Схема нагружения



в

На рис.6 прослеживается путь нагружения панели, на 

рис.7 показано пружинение детали после снятия нагрузки, 

Изменение наибольшего прогиба 

при увеличении нагрузки.

Рис .6

Геометрия детали после 

снятия нагрузки.
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