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Ц е л ь  р а б о т ы  - нахождение оптимальной (в смысле сред­
неквадратичной погрешности) передаточной функции; теоретическое 
и Экспериментальное определение среднеквадратической ошибки САР 
с оптимальной передаточной функцией.

Некоторые сведения из теории случайных процессов в САР

Оптимизацию САР целесообразно производить в случае, когда 
одновременно с полезным сигналом на систему действует паразитное 
возмущающее воздействие (помеха). Помеха практически всегда носит 
случайный характер. Полезное входное воздействие также может быть 
случайным процессом. Таким образом, определить оптимальную пере­
даточную функций системы - это значит отыскать такую структуру САР, 
которая обеспечивает минимальную среднеквадратичную погрешность 
при внешних воздействиях, являющихся случайными процессами.

Случайный процесс описывается некоторой случайной функцией, 
изменяющейся во времени. Случайный процесс в совокупности представ­
ляется рядом функций H&Xt0, t n ]  . каждая
из которых случайна, называемых реализациями случайного процесса. 
Совокупность значений реализаций в некоторый момент tn j
Xtft,), *'г/£),~;Я'Ж)явжяе'гся случайной величиной с некоторым законом 
распределения с соответствующими моментами, в частности математи­
ческим ожиданием М [ £<■)] и дисперсией 7 )[-r ft i)]  .

Случайный процесс принято характеризовать рядом параметров, 
основные из которых следующие.

Математическое ожидание случайного процесса M [x (t )  ]  в общем 
случае является неслучайной детерминированной функцией времени.

может быть получено определением при непрерывном изме­
нении tc в диапазоне l t o , t n ~j .

Дисперсия случайного процесса Ъ [х (И ]  -  в общем случае детер­
минированная функция времени, которая может быть получена анало­
г-иво ,



1’ично математическому ожидания.
Автокорреляционная функция случайного прогресса R(b.s i„ ) о о; 

деляется следующим выражением:

R (b , U  )  = Рйп Ь  £  ± i ( t , ) x c ( t j , )  . ( I IП->оо 1 = 1 1 '
Взаимная корреляционная функция двух случайных процессов 

определяется выражением

у (Ъ ) ]  = -Хс(Ь)ус(гг).

Следует отметить, что при нулевом первом начальном моменте 
MLx/t) автокорреляционная функция для превращается я
дисперсию:

Я (t, t ) -  Pun i r Z  асf ( i ) *  Ъ[ас(И]  ,/7->о° l-f \ j )

Если закон распределения и математическое ожидание к диспер­
сия случайного процесса остаются постоянными для всех значений а 
диапазоне t t o , t n ] , то случайный процесс носит название стацио­
нарного.

Стационарный процесс обладает свойством -эргодичности, если у 
него статистические характеристики при усреднении по ансамбэпо сов­
падают со статистическими характеристиками при усреднении по вре­
мени.

Автокорреляционная функция при усреднении по времени имеет 
вид и

и ,
Взаимная корреляционная функция при усреднении по времени 

имеет вид £п

A U (t ).y (t )] -  Kx.yLt, TJ = £Ят xft)yft-Z)dt.(£п~Со)'>о*л to k'uj

Для стационарного процесса автокорреляционная функция зависят 
только от параметра 'Р: ^

R M  ;5)
При Z  = 0 автокорреляционная функция

Rfo) = Л ш  x *(t)d t ~ U * ( t ) ] .
(Zn Со)-*- - to (? )



Пользуясь аппаратом Фурье преобразовании, можно показать,
ЧТО

Я (т) = ■[$(м)са$ >Тс/м ,
(8)

где $?& ) - спектральная плоскость случайного процесса.
Из последнего выражения, полагая Z = 0, получаем:

R fo ) =T)[jH (t)J  а £ЗГ j  £(U))dtO 

Средне к в адрати чв с i: о е отклонение определяется выражением

- 4/  (10)

Понятие погрешности СДР при случайных воздействиях

На рис.1 приведена структурная схема линейной САР, на вход 
которой подеются два случайных внешних воздействия, одно из которых 

Ч>( t ) является полезным входным сигналом, а другое П-(Ч - пара­
зитным Бношним возмущением (помехой). В этой системе с отрицатель­
ной обратной сьязьи должно отрабатываться равенство выходного сиг­
нала y f i )  и-полезного входного 'f/i I . Тан как система линейна, 
то к ней применим’ принцип суперпозиции.

_ _ J4 '
Stp(Qj) 1 !

о <ь»
С ПОЛ

^h(co) Г у Щш щ
у 7 ( ^ ;

с■ <а»

Р и с. 2
Рассмотрим сначала прохождение полезного сигнала, так хая 

регулирование целесообразно рассматривать по полезному входному
сигналу:

П̂ОП f t )  = 4>(t )  'УПОП ( t )  , ц  j  ̂

где £non(t)~ ошибка системы, на которую действует только полезный 
сигнал;



У поя ( t )  — выходной сигнал САР, на которую действует только полез­
ный сигнал.

Так как входной сигнал по нашему условию носит случайный 
характер, то в качестве €по» f t )  естественно принять среднеквадра­
тическую ошибку. Ранее было показано, что среднеквадратическое 
отклонение сигнала может быть выражено через его спектральную 
плотность. Поэтому для получения £поп (t )  можно предварительно опре­
делить выражение для спектральной плотности через спектральную 
плотность входного сигнала:

^поя = T^ W fju l)f (12)
Здесь ЫЦш) -  частотная передаточная функция системы;

8у(ш) - спектральная плотность входного сигнала;
%t„апfw)~ спектральная плотность ошибки в предположении 

отсутствия помехи.
При учете воздействия помехи на САР и ввиду справедливости 

для линейных систем принципа суперпозиции спектральная плотность 
погрешности системы будет

4  - ^поп ft°> + № .  (13)
где SSnOMfu>)~ спектральная плотность сигнала в месте приложения 
разностного сигналаdfnonft)  , полученная за счет помехи.

В выражении (13) делается общепринятое предположение об от­
сутствии корреляции полезного сигнала и помехи.

Выражение для >§■ (w) имеет вид

W “ '= / 7 <и,
где Sn(cu) есть спектральная плотность помехи n ( t )  .

В выражении (12) и (14) использованы разные передаточные 
функции замкнутой системы, так как в уравнении (14) учитывается пре­
образование сигнала помехи на входе САР по отношению к управляюще­
му разностному сигналу£non(t )  , в то время как в выражении (12) 
определяется характеристика собственно управляющего разностного 
сигнала. Это обстоятельство может быть условно пояснено схемой, 
изображенной на рис.2.

Окончательно спектральная плотность ошибки системы с учетом 
воздействия помех имеет вид

б



*£ ^ = //- wfrcu)/* svfw) 17 7 ^ 5 } А>* /«w ' 15:

Собственно среднеквадратическая ошибка определяется по формуле

Постановка задачи о проектировании оптимальной 
структуры САР

Исходными данными для нахождения структуры (оптимальной в- 
смысле среднеквадратичной ошибки САР) являются спектральные плот­
ности входного полезного сигнала и помехи, а также тот оператор, 
который должна реализовать оптимальная САР, Этот оператор обозна­
чим Н (р ) , Тогда система должна реализовать преобразование

L [h (t)]- H (p )Lm n , ( 16)
где h ( t )  - то значение выходного сигнала, которое должно быть 

на выходе САР в идеальном случае;
Ь - символ преобразования по Лапласу.

Очевидно, что реальный выходной сигнал CAP y ( t )  отличается 
от значения h .(t )  , следовательно, в качестве ошибки системы мож­
но принять разность

£  ft) =/v(t)-y(t), (I7)
Выходная величина y ( t )  может быть представлена через весовую 

функцию w(t )  (импульсную характеристику САР):
у (£  ~ S j ( t - Z )w { t )d T ,  {18)

где j ( t ) r ( t )  + k ( t )

С учетом выражений (7 ), (17) и (18) имеем:

R,o) Jj^ - U (t- L )w (Z )drfc/z:. ( I9)

Задачей оптимального проектирования является определение-такой 
передаточной функции замкнутой системы

№ > -  • <20,



которая минимизировала бы величину = (/folx(t) < представленную
через выражение (19).

Введем з рассмотрение корреляционные функции:

fit, (t )  -- tim ~г~~Г <v k(t)h.(L-TJcfi; (2I )/Л J I ЬЛ i-O to ’J i

Rj(T )~ Sim î trroSi ;  (22)
(in-it,}-*

. с » )
В соответствии с известными свойствами корреляционных функций

R>''0 ) r J j f t W ,  {2А)

H id ) =К*(г)+Як(Г )Л ч>к(€ ) *Rh4>{z) j ( 25)

% / г ;  = drr, t d r r L nf i f U f ( t - T )a 't (26)

Произведя преобразование выражения (21) с учетом (21) - (26), 
полудам выражение для среднеквадратичной ошибки:

6 *=R / ,(o}-z [ Abf(A)u>(A)dX +Jow/A)dxjTlo(\)) (274

Показано £ lj  , что требуемая а задаче минимизация выражения 
(2?) обеспечивается при такой весомой функции, которая является 
решением уравнения ВйнерагХопфа:

hs N  - &  -о (28.
при Т  у~о

Передаточная функция замкнутой системы выражается через 
весомую функцию следующим образом:

W , ■ M V e - ' - W  (29)

Показано [? - ]  , что оггтималвная паредаточк&л функция замкну­
той системы, полусонная подстановкой г выражение (29) решения 
уравнения (2(3), имеет вид ,<*. .

. . . у  *' Ь М у
Ws (d“>)s 2?!4V j*)'ie a  L ' i ’N u') 3 (30)



где Sfyfui)- спектральная плотность, соответствующая 
ifffui) - определяется иэ выражения (31);
S j (u ) ) -  спектральная плотность, соответствующая Kj f Z )  .

В частном случае, при оптимальном сглаживающем фильтре Hfp)- I 
h ( t ) - ' P f t )  передаточная функция представляется в виде

,  г / ■ 1 Ш “>)
yfo'M) ’ (32)

где P>(jw} ~ первый член разложения отношения
«?уу feu) а ;  &L  ̂Т  -&•

T h f i J &* * * *■ '  (33)
Sty feu) - спектральная плотность, соответствующая fityfz) ; 
ki -  полюсы S fi(iu ) с положительной мнимой частью (полюсы 

предполагаются простыми);
{ - e f t ) -  полюсы Spy.feu) с отрицательной мнимой частью (полюсы 

предполагаются простыми);
Л  - нули ‘W v W  .
При реализации оптимальной передаточной функции минимум сред­

неквадратической погрешности определяется выражением
<̂ тСп ~ zorjL  t“>) * f U/j feu) ]d u ) . ^

З а м е ч а н и е .  Следует отметить, что полученная оптималь­
ная передаточная функция не зеегде, обладает свойством физической 
реализуемости. Поэтому полученную передаточную функцию следует 
проверить на возможность физической ремизами и при несбходимости 
скорректировать с минимальными отклонениями от найденной оптималь­
ной системы,

Пордд.ок т ^зтж н  работы

I .  Получить задание от преподавателя, которое должно содер­
жать следующие данные:

спектральную плотность полезного входного сигнала S^fcu) ; 
спектральную плотность помехи Snfw\ .
П р и м е ч а н и е ,  В .задании, предлагаемом в лабораторной 

работе, вводятся следующие ограничения:
а) оператор реадчеуамой САР соответствует сглаживающему 

фильтру Н(р)= I ;



б) взаимная корреляция входного сигнала и помехи отсутствует:
? (со) ~ $лч> ( со) ~ @-

Из этих ограничений, в частности, следует, что
S j (си ) = S ч>(си)+Sn ftu ), ( 2 ^

•Stpj (u j ) - Sy> (ou) (36)
2. Определить спектральную плотность суммарного сигнала на 

входе системы S^(u>) в соответствии с формулой (35).
3. Спектральная плотность суммарного сигнала на входе пред­

ставляется в виде произведения сопряженных комплексных величин вы­
ражения &f(u>)- Vfjuj) W-J10). Целью этой операции является получение 
выражений „  Yf-jcu) .

. „  (со)4. Определить отношение щ ~ ) ~  ^

5. Определить полосы выражения feu) -  S j (ш) .

6. Определить нули выражения ЖЫШ) ■
п S \

7. Отношение yf-Jti) представить в виде суммы в соответствии 
с выражением (33).

8. Определить b(jLO)  как первый член выражения (33), соответст­
вующий пилюсам в верхней полуплоскости.

9. Определить выражение для \\[ . ^ 1М}

10. Определить физическую реализуемость оптимальной системы, 
для чего выполнить следующие операции:

определить передаточную функцию разомкнутой системы
и*р ~ т-мь!,)*) >

вычислить амплитудно-частотную и фазочастотную характеристики 
разомкнутой системы !Wp(ju>)l, % (ю )  ;

вычислить ЛАЧХ и ЛФЧХ разомкнутой системы 
20 tcj/Up(/“') !  и <РР(и>), 

определить запасы устойчивости оптимальной GAP; 
в случае необходимости произвести коррекцию расчетной САР; в 

результате получаем физически реализуемую передаточную функцию 
W3fju>) и tip (jo*)



11. С помощью аналоговой модели МН-7 реализовать систему с 
передаточной функцией W?,(jw) •

12. Исследовать экспериментально систему с передаточной функ­
цией 1лГ$ fd'w)  , для чего подаем на вход сигналы со спектральными 
плотностями S>p (и )) и £г,Си>) . Целью эксперимента ^является измере­
ние реальной среднеквадратической ошибки системы £ я»кспер. .

13. Вычислить теоретическое значение минимальной средней квад­
ратической погрешности в соответствии с формулой (34) £ гтеар

П р и м е ч а н и е .  В общем случае определение интеграла 
можно проводить численными методами на ЦВМ.

14. Вычислить отклонение теоретической и экспериментальной 
минимальных среднеквадратичееких ошибок:

J. , £ ех.теор. -^Гск.эксп аЛ х   ЮО /о
к геор.
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2. Результаты вычислений по п.п 2 + 10.
3. ЛАЧХ и МЧХ идеальной оптимальной и реальной САР.
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