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Тема I .  ВЫЧИСЛЕНИЕ ДВОЙНЫХ ИНТЕГРАЛОВ 
В ДЕКАРТОВЫХ КООРДИНАТАХ

Для вычисления двойного интеграла его представляют в виде пов
торного (двукратного) интеграла:

8 у?(х)
j [ $ ( x , y ) J x d u  = j d x  f  Ц ъ ф о у .
Ъ а ^ (х )

Решение примеров

Пример I .  Перейти от к повторному интег
ралу и расставить пределы интегрирования, если область ф  ограни
чена линиями:

a) x - i ,  ^ = 2 , О С + ^ 6  ,

ч  ц - £ , у - л >

в) ^=2 ос2, ?

г) контуром треугольника АБС, где А (1 ;2 ) ,  В ( 3 ;6 ) ,  С (3 ;0 ) ;

д) Х 2 + ^ 2= 4 х .

Решение:

а)  Построим область Я) :
Х = 1  -  прямая, параллельная

оси Оу;
и —2  -  прямая, параллельная оси Ох; 
oc-hU = 6  ~ прямая, проходящая через точ- 

^  ки (ч0 ;ь)  и ( 6 ;U).
область Ф  -  ото треугольник АьС 

( р и с Л ) .  Чтобы наихи координаты точки С, 
надо решить с лет ому у р а в н е н и й /# = < 2 ,

1ос+д= 6  •

Р . 0 , 1
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Отсюда С (4 ;2 ) .  Поэтому внутри области Ъ  I  & ос £  ^  .
Чтобы выяснить, как изменяется у  , проведем прямую, парал

лельную оси Оу и пересекающую область ф  . Эта прямая входит в об* 
ласть по линии ц -  2. , а выходит по линии о с + у = 6  или 6 - о с  
Поэтому 2  — у  ~ 6 - ос

^  можно задать  системой неравенствТаким образом, область Ф>

У <  х  д- 
2 < у  < 6-осГАО :

Теперь легко расставить пределы в двукратном интеграле:
4  6-О С

x , y ) t y .
Ъ

б) Построил область
ОС

у  — ~22 -  парабола, у - 8  -  пря
мая, параллельная оси Ох (р и с . 2 ) .  Най
дем координаты точек А и В, Для этого

е' “ш
С у - 8

Проведем прямую,параллельную оси Оу и
пересекающую Я) . Ота линия входит в

и выходитобласть но параболе и — 
по прямой у  — <3

Таким образом, область з а -

Я):

ается неравенствами

❖ &/ Г п /
X

7 ОС- 
2

р и с ,5):

Поэтому | | |  ( х -y jc lo c d y  =  /  с /х  /  /('■
^ - L' 

в) Построим область

2 х г  -  парабола, симметричная относительно оси 
[але координат; 

у ^ х
координат. Найдем точки пересечения этих лилии:

, С 1. О _ ;Г 'О и

х  -  положительная ветвь параболы 
симметричной относительно оси Ох, с вершина..; в начало
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( с Г 2 2  - >  2 ^  =  ^ .

Возводи обе части уравнения в квадрат,по
лучим tfX *= 4,X=p' Х * -Э С .= 0 ^  о с ( х ъ-0= °-

Отсюда бСу =  О) 'X-z~1  =з^У/ с /* ~ ^ '
Таким образом, линии у = 2 х ,? и y=\P/ic' 
пересекаются в точках 0 ( 0 ;0) и А(1;2).Про
ведя прямую,параллельную Оу и пересекаю
щую область ©  , в и д а ,  что линия вхо -  __ _
да -  у — 2 ос2- , а  линия выхода - u —ffizк  
Таким образом,

О 5  сс *  / ,
■чЪ : 2 сс2^

поэтому
/ . /

U  {  fe y )c b c < ty  = fd o c  f f f o t f ) ■
О 2 Х г

г) Построим треугольник АвС (р и с .4 ) .  из чертежа ясно, что внут
ри 0  У ^ О С ^ З  . Прямая, параллельная Оу и пересекающая область 
'Х  , входит в треугольник по стороне АС и выходит по стороне Ав.

Уравнение прямой, проходящей через две точки и
/7У, (х г, и , ) имеет вид 2 2 2 2  __ у  - y L  .

Воспользовавшись этой формулой, напишем уравнения сторон АВ и

ос—/  —cL ос— /  (/—2. ^
Ав: 3 Z7  -  ^ 2 * . откуда “ 2Г =  4'г~  * т , е *
АС:  , откуда =  ,  т . е .  v = 3 - ^ c  .

3 - /  0~ 2 . г.
i  в к  атм оораз от у

АС:

Я - '
/  ^  х ? 3

3  — сг 2 х  •

Поэтому

0

3  5>Х

f f f f a y ) d o c d g  = /с/х /  f  ( ъ у ю у  ■
(7) /  3 - З С

2 - Л  40 5



У У.

о Щ <2 ?

О Н з я
Р И С .  4 Р и с .  5

д) Построим область 'D . Для этого преобразуем уравнение 
границы: х 2+ Ц г -  ^/ос =4> ос2—//о с + ))г —0 -

Выделим полный квадрат относительно переменной х :

X z- i/o c  + ^ - //  + у г  = 0  х> (о с -2 )  - ^ ( ■ х - 2 .) г+ ^ г — 4 .

Получившееся уравнение задает окружность радиусом 2 с центром в точ
ке ( 2 ;0 ) \ ,р и с .5 ) .

Чтобы расставить пределы интегрирования, надо записать уравне
ния верхней и нижнеи половины окружности (линии входа в область и

Очевидно, что верхней половине окружности соответствует уравне-

Л * 
Таким образом,

нижнеи

ПОЭТОМУ f f f f c y ) (/X j y = J C/X  / f f o
If |П/Х^Х*-

поэтому

6



Пример 2 .  Переменить порядок интегрирования: 

4 \рх ^

» )  \dx\{(0CMh< / ; “ > f a f
О „ fa  "  2 ос
-< IГ Ш  2 0 сТГ

\ i x  J f  f e y ) c j y  -+ Jc/ос/ f  ( % y ) c L j .
- 2  - * 0 + 2  4  x  *

B)

Решение:

CD:

а) Область интегрирования задается  системой неравенств 

Г О ^о с  & 7  у 
£ ~\1х < 1foe.

Построим область /Э (р и с .  6) :  

ц -  iПхГ -  верхняя половина параболы

^  =  *  * 
у  = -\1ос -  нижняя половина параболы

f  = oc  .

При перемене порядка интегриро
вания интеграл примет вид 

d Хг(ц)

]<1у I  f a y  f a  ■
ъ ( у )

Найдем координаты точек пересечения параболы LJ

У = > и = ± 2 . .

г _ ос и прямой ос= 4\

Таким образом, А (4 ;2 ) ,  Б ( 4 ; - 2 ) .
Проведем прямую параллельно оси Ох, пересекающую область

Линия входа этой прямой в область -  парабола » линия выхода-
прямая ос — 7  . Таким образом, область ©  можно задать  и системой
неравенств f  —2  *s 2 ,

ос ^  4 .
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Поэтому
Lf /5с 2 ^

0 - f x ~2 У

б) В данном случае область интегрирования /Э  задастся сис
темой неравенств

2  ^ ос < ^
J L  *  и  -= 6 - э с' Я  :

Построим эту область ( р и с .7 ) :

-  гипербола, у  =  -
прямая.Наидем координаты точек А и В.
В точке А а с = -2 .  , следовательно, 
У ~ ^ Г ~  2 -  -В точке В X  —If .следо
вательно, у  ~  — L  .Таким образом,
А (2 ;2 ) ,  в ( 4 ; i ) .

При перемене порядка интегрирова
ния интеграл примет вид 

d  ОСг(ц)
j j u  /  f ( 'X Jy ) J o c . 

с  « Ъ ( у )
Так как j  ё  у  ^  2  , то С - i  j  с /-  2..

Проведем прямую, параллельную оси Ох и пересекающую область 2)
Линия входа -  гипербола LJ— ~ г  , откуда ОС — . Линия выхода -

^  V f--- \
-  п'рнмая у  = ~~2 _—  , откуда ОС— €>~ 2 j j  . Область / о  задает

ся неравенствами

Окончательно получим

Ъ : \  t

f о/х / zf  f r y ) d y  ~ j ' J  f t y ) Ĉ0C

2  ̂ " Г < Pв) Построим области г _ . p  < т с < - / ,  и т  30 ~ ’

!



Граница области 'L)/ определяется уравнением = ±\рх+<£.
Возводя обе части уравнения в квадрат, получим ц г -  сtz-i-2. -  урав
нение параболы, вершина которой находится в точке ( - 2 ;0 ) ,  а осью сим
метрии является ось Ох.

Граница области задается
следующими уравнениями: Ц -  ос -  пря
мая, проходящая ч ерез начало коорди
н ат ,  и Ц— \1ос+2 -  верхняя ветвь  па
раболы Ljz - ‘X-i-2  . Таким образом, 
область интегрирования '7)-^!У Т> 2  
(р и с .  8 ) .

Чтобы расставить пределы ин
тегрирования, найдем координаты 
точек пересечения линий границы.
Для этого решим систему уравнений

Ос2— ос—2. — О ^ ^ 2  -  2 .

Отсюда ^ —- ^ ^ - 2  • Таким образом, А ( - 1 ; - 1 ) ,  В ( 2 ;2 ) .

При перемене порядка интегрирования внешний интеграл будем 
брать по переменной Ц , внутренний -  по ос . Поэтому проведем 
прямую, пересекающую область 'Ъ и параллельную оси Ох. Она вхо
дит в область по линии у г ~ос-/-2  и выходит по линии ^  =  36 . 

Итак, меняя порядок интегрирования, получаем 
\10С+2 2 \[х+2 2 U I

j j o c f ■
- 2  - fx + F -1 x - /  y ~ 2

m

Здесь перемена порядка интегрирования упрощает выкладки, так как 
вместо вычисления двух интегралов понадобиться вычислить всего один.

Пример 3 . В ы ч и с л и т ь (x-+2^jdxdu * г Де ^  ограничена линия

ми 2 j  (j=acJ x = 2 y .  ®

3 -5 4 6 9



Решение» Построим область 7) (р и с .  9 ) :

ос — 2. -  прямая, параллельная
оси Оу, 'X.— 2 д  и у ~ о с  -п р я м ы е ,  
проходящие через начало координат.

Для вычисления интеграла перейдем 
от двойного интеграла к повторному. Так 
как область 7) можно задать системой 
неравенств

'О Z ,

■

7 ) :

Т ° 2 х  

jJ(x+2o)c/ocjLf = fd x  f ( x 'h2̂ ) cl^-
v  п 2 £Ъ  '  v О

Вычисляем сначала внутренний интеграл, считая сс ^  постоянной 
величиной (т а к  как интегрирование ведется по переменной ц  ) :

ч  X о  “ О ^
<*■ ~ 2 2 .

J d x  ] d x ( ( x y + u i ) l )  =  \ d x ( x z- h x 2- f -

2 Z ° г  f  °
=  ( 4 - x 2c / x = f / x 2c /x .

У /

Теперь осталось вычислить получившийся внешний интеграл:

| / W x = f f 3/ 2=
f О О

Таким образом, ( x + 2 y ) c l x o / i j  =  &
Ъ  . , ,

Пример
на линиями "X.-Oj

^ В ы ч и с л и т ь  j j COS(oc-i-u)clxcJu , если 'Z) 
r x -O , J

ограниче-

Решение. Построим~область :

о с - 0  -  ось Оу, ^  = -д- -  прямая, параллельная оси Ох,

-  прямая, проходящая через начало координат (р и с .  10) .
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fi
ll рямые и сУ= х  пеРе_

секаются в точке д ( §■'2 /  * Р еРехо_
дя к двукратному интегралу и вычисляя
е г о ,  получим

I I
Ъ,
[ [  COS ( О С yJoCdij =JcJxfcoS(x+y)c{y

Wz

%= /  doc(sun(oc+y)) j  )  = j  doс (sun ( x + z ) -

- s i n 2 о с > £ . Й В У P и c .  10
'/2  . I i'IZ 1 "<2 / ,52

-f('cosoc-St>?2xJdX= (c o sx d o c -  f  s'cr)2xaoc =  s i n x  +
0 Vz o 0 °

-h~COS2x j =  S U n \-S W \0 ± ^  COS Tf— dyCOSO = i - 0 - 4 [ ~  O.

Задачи для самостоятельного решения

1. Расставить пределы интегрирования в повторных интегралах, к
которым сводится t f f fa y jd x d t j  , если 2 ) ограничена линиями:

а ) 3 ,  X  =  £>3 ^ = 2 o c + i ;  б) у =  | - х г ,  ^  =  <2 ;

. ) и = * а + У , * - * + 3 = 0 ; Г )  * * * * * = « -

Д) 2 )  -  треугольник ABC, г д е  АС 1 * 1 ) •  В ( 4 ; 1 ) ,  С ( 4 ; 4 ) .

2 .  Переменить порядок интегрирования:
JX о 4~XZ4 \)Х

a) S d x f f f f a ' / )  °1у> б)

2 .
в )  Jc/oc |  f f c y ) J y

-2 О 
2 . 2х

Г) J o /ос f f t y ) c / y .
О 2 - х

3 . Вычислить двойные интегралы, считая , что ^ ограничена 
указанными линиями:

/£ - з са ) / / х с / х с / ^  ;  ^ = 2^ , у  =  -

б) [ [ x V W ^  ) ^ = х + 2 , ^ = х 2;
0D

I I



j j  С ^ c / o c d y  ') х ч - c j - 6 ,  x = 2 ^ = / .r )

O t _b  e т ы

2 . a)

5~ 2Х+-/ 2 fy-oc2
I- a) { f  f f a y ) d y  ■ 6) J  J o c \ j ( % y ) J y }

B) /с/х J  f(x ^ )c / ^  з r ) J c / x  f f f c t f J j i

"X
Д) { d x j ^ x ^ j  J y .

j Ju f  f  ( ъ у )  doc j  °) |cA/ / j
О Ц2-____, 0 ^ 2

B)H /  C f f ( x y ) ^ o r ) p y  f f f a y ) d o c + jd y f  f  fa y )  j *
О ^  2 ^ 2 .

3. a) m ; 6) 24^- ; B) ^ ; r ) 2 e 6̂ e 3.

Тема 2. ДВОЙНОЙ ИНТЕГРАЛ В ПОЛЯРНЫХ КООРДИНАТАХ

При переходе в [Jffa fa)docc/y

к полярным координатам используют фор
мулы

CC=j3COS V7,

Р и с .  I I  

При этом ( р и с . I I )

[ f f f a ^ d o c d y ^  f f f (pc<*s%fswp)j>Jj ,Jy-  j d f  J  f ( f f a ) f d < ?
7) © c<

12



Решение примеров

.Пример I .  Вычислить j j ( x 2+^'z)c l 'x d i j , 
НИЯМИ d ~ 'X j ^

ccz + y 2 ^=i ( у > о ) .
Решение. Построим область W  (рис .

где

12)

Я ограничена ли

ос2-/--Ljz = ~J -  окружность радиусом I ,  

-l/з’з с -  прямые, проходящие черегГ М
начало координат.

Так как область О  представля
ет собой часть  круга,удобно перейти 
к полярным координатам. При этом по
люс совместим с точкой 0 (0 ;0 ) ,  а по
лярную ось пустим по оси Ох.

Тогда
I / x = p c o s ¥ > 

t f ( x 2 + u 2) d o c d u = y = fs u n 4 >

~ f f  (p?'c0s2¥ f y 2S m 2(f)^d^>dff— f f  j>bd<j>d У .
/0 ^

Теперь надо описать область ^  в полярной системе координат. Угол
f  внутри области 7) меняется от ^ до % ( с м .р и с .1 2 ) .Пря

мая у - к х  наклонена к оси Ох под углом, тангенс которого равен k 
' \= i  ; f S  . Отсюда ^ • итак ,

I '
Луч, исходящий аз полюса 0 и пересекающий 7)

0

Поэтому 

внутри 7)
, выходит из 

, уравнение которой в полярныхобласти по окружности х .г + 
координатах ж е с т  вид ^ zcosz^  + j>zs u i z<P =  .£ ^  $ z ~d- j>~ i  ■
Таким образом, область 7) описывается системой неравенств

rSHV 5Г
_Я>:  -

Теперь легко расставить пределы в повторном интеграле и вычие-

“ “  • «  Г Л / Н - Р 4Ъ Ц о щ 4 'о 7 4ft Ч ц  7 Х
ж.
№

4 -5 4 6 13



Пример 2 .  Вычислить где Я  -  кольцо,
I *  ocz+ y 2^ g  . я

Решение. Так как область D  ограничена окружностями эсг+цг=1

и /Х 2-*-иг= д  (р и с .  13) удобно перейти к полярным координатам:
f o e  -  y c o s y ,

Тогда уравнения границ примут вид

^ 2cos3if-i-^z s in 2(f - l  ^  j 3 2 = i  j

jQ26DS?v+tj>2S'ls ’2LP - 9  =т>()2= 9  = ^ J ° = 3 .

Чтобы расставить пределы интегриро
вания в повторном интеграле, заметим,что 

внутри области 'D  угол Ч принимает все значения от 0 до 2Я- . 
Проведем из начала координат луч, пересекающий область "3? . Он
входит в область по линии р = У  и выходит по линии Р  — 3  . Таким 
образом, ^

О):

Т

' о  -a f  £  г а ,  
i s  3  .

f f e * * V c h a k / = [ i h i
a  d  ® r  J

- I f  e ? fd fc l< p = [ f d f = i c! f 2] =
^  27Г 3 z 0 12 ^ г з  2Я- 2л

~ ? ] M e ?< } f ^ j i d v ( e ? l U W v ( e 9- e ) = ^  v f -
О i  Q 4 n n



Пример- 3 .  Вычислить f/ й А
и

если 7) определяется не
равенствами

Ф :

я 1
" х  2+ t t/OC;

У > / 0 .

Решение. Йостроим область 70  . Для этого преобразуем уравне

ние границы осг+ у 2- 7 о с :

ос.г+ у г-  {/ос — О

( о с - 2 ) % у 2= { / .
Итак, граница -  это  окружность радиу
сом 2 с центром в точке ( 2 ; 0 ) .  Так как 
^  >  О  » то <2) -  верхняя половина кру
г а  (р и с .  1Д).

Перейдем к полярным координатам:
Г о С = Р С 0 Б<Р,

I  У.
2 2 /

•Уравнение границы ос-+ у-уос  в полярных координатах примет вид

р 2С о£у+ р% т 2У -  { /p co sy  j 5 2 =  {/yCOZ У  . Полагая р  у  ? ,

получим p -^C O S  Ч>.
Область ^  целиком расположена в I -й  четверти, поэтому

. Таким образом, в полярных координатах область ”2 )  з а 
дается неравенствами f  О^С }

7 cos У .
Теперь можно вычислить двойной интеграл

Ы Н
0 )  № +f b j  Ъ

%  У  o s /  Я/2 ж

= \ о У j  cJp = J  ^ C O S V a V -  t / S U i y /  -  Lt.

= f f d o J ( f  =
7)

о о

I
15



Задачи для самостоятельного решения

Вычислить, переходя к полярным координатам:

I) J f ( o c 2+ j / 2+ 3 ) d x d u  , где f j )  -  верхняя половина круга

Ф * д  х г +Ч3' ^  -/6 -
I 2— г *

2 . IT rl^rrl// , где 'T) удовлетворяет неравенствам

a  д f £ = с Р ^ < № г

. ГГ с/осо/у , где 9) ограничена линиями 'X.z+Lj2 -9 ^

I Х .г+ и г= { 6 ,  у = э с , ц = № х
(oc> -0J у *  О )  .

д .  ГГ d o c о у , где То ограничена линиями

'X 2+ g2^ 6 o c J y ^ O  ( д > 0 ) .

з

о т в е т ы

где 7 ) ограничена кривыми5. ff (Xz + U2)cjxdu
7 ) ос2ч-уг =2ос^ x 2^ 2= t/oCj L j ^ o ( ^ o ) .

1 .8 8 7 Г  , ?. ~27Г  . 3 . Jp . Д. З ^ г  . Ь .Ц 2 5 Т Г .

Тема 3_. ИРИЛОЛКНИИ ДвОиНЫХ ЙНТЬГРАЛОВ

Двойной интеграл применяется при вычислении:
а) площади плоской фигуры, ограниченной областью Г2) ;

S ^ f f d o c d y ; к I )

О) объема цилиндрического т ела ,  ограниченного сверху ненреры 
ной поверхностью , анису плоскостью л ойо-.у' при
мой цилиндрической поверхностью, вырезающей на плоскости иху об
ласть 7 )  :

! в



M = S S f f c y ) J * < ! y ;  ^

В) площади поверхности, заданной уравнением z  =■{!fyu ), проекцией 
торой на плоскость Оху является область 'Т) :

(э- |/ {Г^х)2+ Щ)2 'dосdу, ( 3)
0

Кроме того , двойные интегралы используются в механике для вы
числения:

а) массы плоской пластинки, занимающей область & плоскости 
Оху и имеющей переменную поверхностную плотность f t - :

М = {1  j f f a y l d x c l y (4 )

б) статических моментов пластинки относительно осей Ох и Оу:

М* = f f y f f r g ) c / x c / y  ;  (5)

в) координат центра тяжести пластинки:

_ Mf _ , _ и = г4 ^ г # Ч /
14 м  М  I f  jf(x ,g )d x d g

Решение примеров

Пример I .  Найти площадь области, ограниченной линиями 

j 2 - ^ ,  Ц ~ 2 о с .

Решение. Построим область. Уравнение ljz= ^/ос задает параболу, 

уравнение if -  2ос -  прямую, проходящую через начало координат 

(р и с .  1 5 ) .  Чтобы найти точки пересечения этих линий, решим систему 

уравнений: г 2 /
У = х ‘ ^р. =р> l f o c ( x - 0 = 0 .
у--=  2 ос

5 - 5 4 6 17



Отсюда o c ^ O j осг - 1 . 'iQvm fr -C ) ,дг =2.

Таким образом, прямая пересекает параболу в 
точках 0 ( 0 ;0 ) и А (1;2) . По формуле ( I )

1 i4x.' j 4
5  ~ f f  aocckj~f doc j  cJij —  j(\fb c ’-'2 rxi)doc=

= / 2

O 2oc
„  %  'f

/

% о

Пример 2 ,  Найти площадь фигуры, ограниченной линиями oc.2-f-tj = 4  \ 

и'2 — doz » вне первой окружности.
Ношение. Уравнение nc2-f-yz= 4  задает  окружность радиусом 2 с

центром в начале координат. Уравнение

'Х .Я у ^ ^ 'Х .  задает  окружность радиу
сом 2 с центром в точке ( 2 ;0 ) :

( о - 2 ) * + f * = t :

Требуется найти площадь-фигуры Я т & п  
(р и с .  16) .

Здесь удобно перейти к полярным 
координатам f x —^ c o s ^

I у  — §>sin Ч>.
Тогда первое уравнение примет вид

(02c o sZ(f  + (OzSuo2f  — 4

Второе уравнение
' г$1пг if  =  4  у  COS Ч> ^  $>г-  tycos< e=  о =  t/c o z  ч>.y 2cos> ^Р+^‘

Чтобы определить координаты точек А и В, решим совместно систему 

уравнений

p l V c o s y  ^  2  = 4 c o s <p =p c o s <p = £  ^  Г = ± §  ■

18



Итак, A (~ \>  2 j  , , Область МтвзП можно задать неравенст
вам и Г — 2 '  с  ю ^  S . .— <  (/? <r 2L  . 

3 "  г ~ 5 >
2 ^ 9 -  ^CoZ Ч> ■ 

По формуле ( I )

~X = ^C O S ^

<Ъ v  [d o cc lu ^^d ^d fj rfi
% / р 2 .  fcOSf <Л/Ъ Ч ,

=  \ М г )1 = у $ ( М а А 2Г - 4 ) ^ 2 j V

- %
/̂ъ

%

г

ч>=

ч

~ S ~ 2  ( ^ e o s 2 'l̂ ) J (f ~ ^ lf>lr ~  4 ( у +  J £ c n 2 ( f )

-  2 ( % + % ) =  2 ' f + 2 ( s i * :f + s t o § ) =  Щ + 2 ^ .

%

%

Пример 3. Найти объем тела,ограниченного координатными плоскос

тями и плоскостью 2 ос  + + 2  г  =  У п 

рощение. Построим тело (р и с .1 7 )  и его проекцию на плоскость Оху, 

: - £ ?  ( Р И С . 18) .

19



По формуле (2 )  V= docckj , ц примере область Z) -  это треуголь
ник ОАВ, изображений на рис. 18, а поверхность 2  определяется 
уравнением плоскости 2сс+ 5 l j+ 2 z - W  , откуда g - ■

Таким образом, . .  „
S' ~ДХ

О ^  д О О

-  ( f ^ p i ) J o c  — 1  J |( 2 0 X - т ' Х - | =  X  г- ~ ( j0 0 4 0 r + ^ x 2))ir.=  

= i j ’( jo -^ о с -ь ^ ,oc2) J x ^  ^  ( - fO x - 2 x 4  § -  ^ 3) I  =

=  | ( « 7 - s » + ^ = - § p .

Пример 4 . Найти объем тела,ограниченного координатнами плоскос

тями, плоскостью х ч - у - 2  и поверхностью
Решение. Тело изображено на рис. IS .  Плоскость x -h ^ = 2 .  про

ходит параллельно оси -  параболоид, вершина кото
рого находится в точке (0 ; 0 ; I ) . Проекцией тела на плоскость Оху яв 
ляется а Я Ь О  (р и с . 20) .  ЯВ> -  линия пересечения плоскости х-+д=2 
с плоскостью £ - 0  , поэтому уравнение > 1 6 :  ~х+^=2, отичда и - 2 - ’Х .

1
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По формуле ( 2 ) л 2 х

^ ( x 2i ^ 2+ p d x c l ^  0 x f  ( х 2у Щ =

^ [ d o c ( x 2l j 4 - ^ + y s) ^  —  | с / у  ( х 2(2 ~ х) +  & ^ °)\  ( 2 - х ) )=

4 Д - ы * Ч ^ А ь - ¥ + ^ - Ш ) ^
=  % Ч о + Ц - £ - % ~

П ом ер  5 .  Найти объем т ела ,  ограниченного параболоидом 

2  =  0C2 -f^ 2 , цилиндром ОС2 и плоскостями у = Л и г = 2 7

Р и с . 22

Решение. Тело изображено на рис. 21 . Для удобства расстановки 
пределов интегрирования построим проекцию тела на плоскость Оху 
(р и с .2 2 ) .  По формуле (2 )  ^

V - [ / zc/yc^-JJ(х 2+ i j2-)cj'xdij={j docj ( x 2+y2)<dy =

=  \ < \ х ( х 2ц + ^ ) j ( x 2+ ^ - x ^ - ^ - ) d x  =

у 3  У  y ^  i  ,
З ' + ' З  “  T "  ~ 2 r ) l d ~  3  3  5* 2 Г З + 3  5- 2У

* sg io s r
1 / 2  6-5-16 21



Пример 6. Найти объем тела , ограниченного поверхностями 

_ осгч-дг+2г - 1= 0 .
Решение. Данное тело ограничено двумя параболоидами (р и с .  23). 

Линия пересечения параболоидов определяется системой уравнений
2  =  - х г+Цг+ 2 ;  _

) 2 г -  1 -о с г- ^ г
Н ( 7- х г- у У

ОС̂ Ч-У 2= 2 - 2 . .

Р и с .  23

=£* 2 ОС2 - Ч - 2 : - 2

^  Z - 2 = =2 ?>i l  =  9= > ?= 3 .

2 2  JИз первого уравнения ОС -+у = / ,  
Итак, линией пересечения является 
окружность радиусом I ,  лежащая в
плоскости 2 -  3> : Г-х.г+у*=1

(  Н = 3
Проекция этой линии на плоскость Оху -  тоже окружность оо.2ч ^ г =2> 
поэтому удобно перейти к полярным координатам.

Объем тела можно подсчитать как разность объемов двух цилиндри
ческих тел;

V = V ,~ V 2 = J J j ( 1 - x 2- y 2) d o c d y - f f ( x 2+ y 2-h2 )d o cd y  

- - Щ  О - S ' V- { f + 2j ) f d ^ f  =JJ (  lt 5р -  1, S f  jd y h  ---

H 5 J W - f  Ц >  - i  5-j% { 'I  -  Щ I = < f f ~  - f

Пример 7 .  Найти площадь поверхности сферы ОСгч-Цгу  Z.z - 25~  
внутри цилиндра CC2+ ^ z -=9 .

Решение. Цилиндр вырезает на поверхности сферы две части , симмет
ричные относительно плоскости Оху (р и с .  2 4 ) .  В силу симметрии доста-
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точно вычислить площадь поверх
ности только верхней "шапочки"
( Z  -&0  ) и результат удвоить.

Для вычисления воспользуем 
ся формулой ( 5 ) .  Так как .в нее 
входят частные производные, вы
числим 2 ^. и 2 ^  . У нас
п оэтому из уравнения сФеры
2 -  f23T-'Xz-Ljz . Тогда

— •ос
Z ;r  } j
Таким образом, ко формуле (3)

® Ч Г ( Ш 2 ) 4  f i t 1

= я

Проекция поверхности на плоскость Оху -  круг -хг + д г ^ 3
следовательно удобно перейти к полярным координатам Г ос~осжч>>

7 у  -  y S t f l  V*
В полярной системе координат уравнение окружности oc%+uz ^ 9  примет 
вид о ~ 3  • итак , в полярных координатах 

с -  2Т\ Ъ

2П 2ЭГ

2fi 2?Г 1
r ~ 5 f а < р (^ -5 У  ~  ^ Ю т г.

У  2. i 3 

О

О О
’Рак как мы считали площадь только верхней "шапочки", то вся площадь 
и оке щдоетк равна 6 * = 2 6 ^ 2 0 ’ТГ.

iiDHMep 1J • ..тк центр т а & о т к  однородно:! п ластинки  А Ь С Т ) ,

если А ( 6 , В (и ;к ) ,  . ч ; 3 ) ,  (О., .

Решение. Для вычисления координат Центра тяжещч: дей:бльёувм:ея 
формула^.; ( б ) .  Ток как пластл:_ка однородна, го п ан , хнолгявя п лот-

7 -5 4 0
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HOCTb ^ ( o C j U )  постоянна, поэтому ф о р у -  

лы примут вид

j f x c /т ф 1 ? < н

7\ \ r k d y  ’ ffc k a fy

Из чертежа ( р и с .25) видно, что пластинка 
имеет ф о р у  трапеции и симметрична отно
сительно оси Ох, поэтому ' --О  . Запи
шем уравнения прямых ВС и Я7) , вос
пользовавшись ф орулой , определяющей урав
нение прямой, проходящей через две задан
ные точки Х -Х -/ _  .

х

В С :  з

А О :

У3 - 2

А ±А  ^  и ~ - 2 -
- 3 + 2  з

2.+ Щ-

х

Вычислим теперь отдельно числитель и знаменатель дроби, опре
деляющей .

\ \ x d x d u  -  f x d x )  а и =  г { т ( § + 2 )doc=~~2(y f-fxx) j ^ 2 4 .
7> о - х ~2

В знаменателе стоит ijd o c d y  , равный площади области 'Т) , т . е .  
площади трапеции А&СЬЪ . Поэтому ^ d ' r ^  -  A&I +/СД/ у, — -/5~,

IOC
. _ . Таким образом,

13
о

_

Пример 9 .  Найти массу верхней половины эллипса х ^
<72 ' f = i

если плотность в каждой точке равна ординате точки.
Решение. Плотность в каждой точке равна ординате, т . е . ^(ос^)=^.

По ф о р у ле  ( f f j f f r ^ d l 'd y  =‘ f ty d x d y  . Для верхней половины 
эллипса ц — gJfZAc? ? ппятом v ®

г
г2' ^поэтому

а 2
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M - f c / x f y d y  =  fd o c

- i f f ( с =£(■ '* -  Щ ~ -

nZ
£(«-£+

Задачи для самостоятельного решения

1. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями:

а) О С = ^ 2+ У ,  X  =  S ~ j  б) у  =  Х - д + 3 = 0  -

в) ~ c i'f2cos2(P ' ) г) o c % y -2c rx=0

Д ) ^ 4 ~ Х 2,  - 2 .

2 . Найти объем т ела ,  ограниченного поверхностями:

а) - x 2-f^ 2- z = £ ,  Х = 3 ,  ^-=2^ Х - О ^  ^ = 0 } а = 0 ;

б) ^ x 2 > Х = ^ 2 ,  Z =  У 2 - Х 2- ^ 2 ;

в) z - i f x 2̂ ,  х г+ ^ а г ,  г -< 9 ;

г) в - У - х 2- ^ 2 у = № х } г = 0 .

3 .  Найти площадь поверхности:

а) части плоскости 2 x + 3 y + z = 6 , заключенной в I -м октанте;

б) части плоскости ос+ у + ?:= 2 а  , вырезаемой цилиндром

х г + Ц ^ а 2-;
в) параболоида ~£ — Х . ^ г+1. внутри цилиндра Х г+ ^ г —2 )
г )  параболоида у 2+ г 2= 2 ж  , отсекаемого параболическим цилин

дром ^ 2= Х  и плоскостью я : - ^  .

4 . Найти центр тяжести трапеции A&CV , где А ( 0 ; - 2 ) ,  В (0 ;2 ) ,
С (3 ;3 ) ,  СЭ(3;3), если плотность в каждой точке равна абсциссе этой-
точки.
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5 . Найти центр тяжести однородной фигуры, ограниченной парабо
лой ц г -=20х+100ж  прямой у — W -OC  .

6. Найти массу круглой пластинки радиусом £  , если поверх
ностная плотность в каждой точке пропорциональна расстоянию от цент
ра круга.

О т в е т ы

1. а) 22. ; б) 4,5 ; в) 2а2 ; т)сгг{ § - / ) ;  д) 16.

2 . а) 26 ; б) Ш  ; в г )  - 2 -  .
105 °  48

3. 3)3^  б) т 2№  ; в) Ц г ; Г) ^ ( з / з - / ) .

4. > ^ « = 0  ;  с  о с ^ 1 2 , Ц ^ Ч О  . 6. |

Тема 4 . ВЬМйШШНйЕ ТРОЙНЫХ. ИНТЕГРАЛОВ 
В ДЕКАРТОВЫХ КООРДИНАТАХ

Для вычисления тройного интеграла его представляют в виде 

трехкратного: • g

v а гА ^
Решение примеров

пример 1. Перейти от )\jf('X ^,z)(j-xcluc/^  к трехкратному и рас-
У л \ /ставить пределы интегрирования, если область v ограничена:

а) плоскостью Ъ ос+ 2и-ь^ ^ .— /2. и координатными плоскостями;

0) конусом oc2-+Lj2—2 2 ~ 0  и плоскостью г  = h  ;

в) шаром Х г+ ^ 2+ <г2 £ г .

Решение, а) Построим область \ /  и проекцию этой области на

плоскость Оху (  V -xy) (рис.2 7 ,2 8 ) .
Прямая АВ -  это линия пересечения плЭск ост л 3  ос-t VZ  =  12

с плоскостью £ — 0  , поэтому ее уравнение З о с + 2 ^ -  12  . Таким.
V /образом, V у  -  это л  ОАВ.



Из рис. 28 легко увидеть, что О . Проведя прямую,
параллельную Оу и пересекающую л  ОАВ (р и с .  2 8 ) ,  замечаем, что 
она входит в VX(/ по линии Ц ~ 0  , а выходит по линии

<7 V УО __ -У ̂
3 V + 2^ = 4 2 ,  т.е. О  '

Чтобы выяснить пределы изменения z  , проведем прямую, парал
лельную оси O z  и пересекающую область V  (р и с .2 7 ) .  Она входит 
в область по поверхности z - O  и выходит по поверхности 
З о с + 2р - ^ / 2 , т . е .  •

Таким образом, область V  можно описать системой неравенств

С
< О ^ и

4

поэтому 4 ^ - З х _ 2у

-  J o /* (с /у  f

б) Для расстановки пределов в трехкратном интеграле построим
)ху -область \ /  и ее проекцию на плоскость Оху -  \ /гу  (рис . 2 9 ) .

■ Уравнение линии, ограничивающей \4 w , получают, решая сис
тему уравнений [ о с г ^ ц  z - z s=  О.C 'X 2 - h U z - Z ?= 0 ,  о  / о

2 г . = л  ^  x 2^ 2= / v 2 .
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То есть “  КРУГ радиусом с центром в начале координат.
Проводя прямые, параллельные Оц и 0& , пересекающие 14^ и V 
получаем, что V описывается системой неравенств

- In  g  o r  £  In , 

v 'x 2^ 2’< z  ^  h .

Поэтому /7 /Й^-Х21 ^

I f f fdx \dy J ffaydd*.
V -/7 - \ f h ^  УэсзТуг

Можно выбрать в трехкратном интеграле и другой порядок интегри
рования, тогда , естественно, изменятся и пределы интегрирования. 
Например, представим исходный интеграл в виде 

d у г (г) Ъ(иг)
[с / г [с /Л  j ( ^ ) d o c .  
с у,(?) Х ,(р ;

Чтобы расставить пределы интегрирования, спроектируем V  на плос
кость О иz  и проведем прямые, параллельные Оу и Ох и пересекаю
щие соответственно Vy? и I/ ( рис. 3 0 ) .

Б этом случае V задается неравенствами Г
y j  ____



Р и с .  30

поэтому
h 2  | /2 г- у 2"

Щ ^ х ^2)(Ухо^о/г= [ d z  f d y  j  { ( % Ц ,2 )о 1эс .

s )  Построим область V  и ее проекцию на плоскость Оху (ри с .З ]) .

Из чертежа видно, что ^  / £ € ^ Г

f !f f if a y ,? ) d x d / d ? :=  Jeloc J c/y J ( ( % y ,2) d z -
v q  - f t  - \ f £ 2- * 2' ~ i f ? - x 2- y 2'

ft № -u 2' fR 2- x 2-u2.- £  {RZ^k2

-  W J *  f  f ( * 42 )c k =  Jolz /c /ос J f{oc^;z)c/c/ 
-R  -R -\[Rr^ z?  -У  R2- T 2- z Z ’
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Пример 2 .  Вычислить III zMrUzclxcluclz: , если тело V огра-
V о  У/ничено координатными плоскостями, плоскостью о с+ и-'у  л конусом

l / ? ^ 7 .

Решение. Построим тело V/ и его проекцию на плоскость Оху 
(р и с .  3 2 ) .

Р и с .  32

Из чертежа видно, что V описывается неравенствам;и 

Г О £ ос ^  4>
V : j  О- Ч-я,

[ о  s

Таким образом,

" л " v о о ч  v -о

=  ^  f  =  2  О б - 2 ) ^ 4 .
о
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Задачи для самостоятельного решения

1. Перейти от к трехкратному и расставить
пределы интегрирования, если тело V ограничено:

nf2 £у2. 2̂.2 i
а) эллипсоидом -f  -у-■+ ^  =  ± ^
б) поверхностью г  — Цг и плоскостью ^ ~ 0  j
в) координатными плоскостями и плоскостью Х + 2.Ц + Ъ ъ- 6 —0■

rr г yoocdudz , .  <7
2 . вычислить JJJ ц -- ч? -- , если V ограничено плоскостями

х ^ ^ г ^ / с ф е р о ?  У -х г+ ц % г г=1 ( х 2 0 } у > 0 ;И > 0 ) .

3 .  Вычислить , если \ / ограничено плоскостями

x = 0 , y - 4 Z a <7, x + y - / - z  =  2  .

4 .  Вычислить ,если К  ограничено плоскостя-

ли ’г.-0?'х=0) Ц -Х> v i j - 2  и конусом z =  1 х г +Цг ' .

О т в е т ы

з  f i / F S 7  5/ / -

I)a) Jdocldy J >
- 3

2 V-CC2- ^ 2- ,

6 ) j J x  
-2  ^

B)

6 6 _X 6 - x - 2^

2 .  I  . 3 .  -  . 4 . I .
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Тема 5. ЗАМЕНА ПЕРЕМЕННЫХ В ТРОЙНОМ ИНТЕГРАЛЕ.
ЦИЛИНДРИЧЕСКИЕ И СФЕРИЧЕСКИЕ КООРДИНАТЫ

Формулы перехода к цилиндрическим координатам (р и с .  33):

OC=pCOS<P 3 3 с/хо^о/г =j3 o / p o W z- .

Формулы перехода к сферическим координатам (р и с .  3 4 ) :

'X -lc o s 4>dn6 y='ls'unifsunQ) z^ v c o s & j chcdijdz= t2s in O d td ^ d O .

}десь 0 £ 4 ’£2?Tj 0 < X <  + ° o  ■

Решение примеров

Пример I .  Вычислить J f f  z d x d u d z  , если \ /  ограничено ко
нусом Z - \Fx2+ljz' и плоскостью 2 = 2 .

Решение. Тело V изображено на рис. 35. Линия пересечения 
конуса £ -  )[ос2+ Ljz ’ и плоскости г = 2  имеет уравнение ! ,х г +^г- =  2  ,

т . е .  'Хг+ у 2 - ^ /  . Таким образом, проекция К на плоскость Оху -

круг ( р и с .3 6 ) .
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Р и с .  35 Р и с .  36

Перейдем к цилиндрическим координатам:

cc=jX£>s<P j  у - ф s i n f j  Z - Ъ )  docdydzr= ^ d ^ d y d ^ . в этих ко
ординатах уравнение окружности следующее ( р и с .3 6 ) :  уравне
ние конуса г = ^  * а тело V задается неравенствами

гп 'у  > у  ^ 2 .

=

Пример Z. Вычислить f f f  2 ioc2 2 docdydZ  , если И ограниче

но поверхностями z - — <9 , VH- = 2 ^ ^ 2~  S x —X 2 .
Решение. Построим область V ; г  = 0 , 2  = 2  -п л о с к о с т и .

Чтобы построить поверхность u z -  Ъ'Х — эс2-, npeo6pa3veM уравнение: 
х г - З х + ^ 2 - ( ?  'X * - $ ‘X  + 2 ,2 S '-2 ,2 G '+ y * = 0= ?(ос-4 ,5)г-+у*=Ц,г£



Это уравнение определяет круговой ци
линдр, в основании которого лежит круг 

2  радиусом 1 ,5  с центром в т о ч к е (1 ,5 ;0 ;0 ) .
Таким образом, область интегри
рования \1 -  цилиндр ( р и с .3 7 ) .  По
этому удобно воспользоваться цилиндри- 

О  ческими координатами. В этих координа
тах уравнение цилиндрической поверх
ности, ограничивающей область интегри
рования, примет вид ^ 2 s l n 2^  =

=  3p co s« P -p * co ss <P. * то  есть 

(б2 = 3 peos<P откуда p=3cos,4>. 

Исходя из это го ,  область V можно описать системой неравенств

-Ж .  ^ ^ 3 1 .  ( 9 ^ p ^ 3 c c s V j

Пример 5 .  Вычислить I i \ ' № р /:)cix(\^ci/  , где V -  верхняя
,  V о 

половина шара х 2-/-^ -t 2 г $  /6 .
Решение. 3 ак как здеоь область интегрирован'.х «ллкетен честью 

шара, удобно нереьти к сидеричес >ш координатам:
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r x ^ t C O S i r S Ln e  7
Jjj (oc2+u2+ z s)  docdudzJ i/^rsun4>c,in&  j =
V ^  z =  'ъоочб

I dozdydz. =  ^dunOd^dmbJ

-  f [ f ( t 2C 0 S ^S W 2i9+ 'td b u d fS tffQ  + odcos2в ) 2/t 2-sLnOdVcJed't ~
V 27Г %. R- 29Г % £

=  fffrd^SLnGdifdedt —jcjif f s ln O d e  f t 6d*t -  jd ^ \s u i& d e ^  =
V  О о 0 o o  T I о

n ? 2fr % . n * 2fr % * 2Я- л
=  у  J d V j s £ / 76k/0  =  - £ -  jc J v f - c o s Q )  ~ - § - ( f /  =■ ■

0 0 0 'о г <0 *

Задачи для самостоятельного решения

1. вычислить /  [ f(od+ ij  2+ z  j  Зс / х  о / г , если I /  ограничено по

верхностный 'X2+ij2--4_) -2 . - 0 ) 2 - У .

2 . вычислить \\j(oc2+d  ̂ docd ijci z  , где \ /  ограничено поверх

ностями г - - О ,  V2 L - 2 - fx ^ + ^ d 1 .
5. Вычислить | j j  (be 2+ yz)d o cd yd .г  , если V  ограничено поверх

ностями ‘х г-ь^г--2,2 ) г = 2 .

4 .  Вычислить я . 
о : г+ у г+ г г < £  V

лиТЬ I I I ][х г+ у г+ 2 2'o-xdijdi)

О т в е т ы

| Г  2 .  ' р '  3 . i p  4 .  Я * 4.

i  см а б . ПРйЛОйлШИН ТРОЙНЫХ. йНТЫГРАЛОВ

тройной интеграл применяется при вычислении:
а) объем тела _Г2_ :

С7 )  ^ ~ )\J= f j f  docdyd?  ;
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б) массы тела , занимающего область SL  , с переменной объем
ной плотностью :

M = о/а ;  (8)
_ а

в) координат центра тяжести тела Л  :

Л =  3  ЯГу

f № ’ t i * ) y dxcly d z

1 Л .

( 9 )

где M  -  масса тела .
Ьсли тело однородно, то в формулах (9 )  можно положить ^ = 3  ;

M - V  .

=2.осг

Решение примеров

Пример I .  Найти объем тела , ограниченного цилиндром у  

и плоскостями г -O j 8 ■
Решение. Тело и его проекция на плоскость Оху изображены на 

рис. 38.

Р и с . 38



Чтобы найти координаты точек J )  и &  , решим систему урав
нений 
г

8 - 2 х 2 ( * = ± 2 ;  ^  Я  ( -2 -  g ),
l y = 2 X 2 Г t y - S  ^  & ( 2 - j2 ) -

Т акш  образом, область SL  описывается систем'ой неравенств 

- 2 s£ o c« 2  з 2 х 2* = ^ 8 )

По формуле (7 )

V = 0 / ^ » | c f e c J y | c 4  ~ J J x £ j y z l = 3 j J x J J r - 

= з / с /oc^ £ =  3 /Г 8 ~ 2осг)сЬ с =  3  (8 о с  — | * 3J / '
2х 2 ' - 2

=  3  ( V 6 - # + / 6 ~ £ ) = 3 - f = < t f .
Пример 2 .  Найти массу тела ,  ограниченного плоскостями 2--6Т* 

х -О ^  д - 2 х ^  oc+g+Z  = 3  , если плотность в каждой точке

3 - x - w
Решение?  Построим тело J 2 .  и его  проекцию на плоскость Оху 

(р и с .  3 9 ) .

, 2.

-2

■X+y+Z=3 х+ у= з

Р и с .  39

Плоскость зсч-Lj-/-2  =  3  пересекается с плоскостью =  по пря-
г Уу —— Г ОС — /

мой ос+гу — 3  . Решив систему  ̂#  -> ^ -х + 2 х = 3  =#>3х=3 =2) >
д  [о с + д -З

з ?



получим координаты точки А (1 ;2 ) .  Таким образом, тело J Z  описывается 
системой неравенств

Пример 3» Вычислить массу т ела ,  ограниченного плоскостями

Lj + Z:—3 j  3 y + 2 z ; - 9  и параболическим цилиндром о с - fbQ  , если

плотность в каждой точке пропорциональна абсциссе и на единице рас
стояния от плоскости равна 8 .

Решение. Плотность пропорциональна абсциссе; следовательно, 
'(-ko c  . На единице расстояния от плоскости плотность рав
на 8 ; следовательно, при oc~L 8  . Тогда Я- k - l  => k= 8 .
Таким образом, у(ас,у}г )  = 8-Х. .

Построим тело SL  и его проекцию на плоскость Оху (р и с .  ДО).

Чтобы найти координаты точки А, решим систему уравнений

/  ^  ^  ■х=№  -ч> 3 , ^ = 3  Я (ъ-} з ) .

5 8



Р и с .  41

Таким образом, область J2 .  можно задать  системой неравенств 
О £ ос й 3

^  f V 39_ 9„
з т г * — * •2 -

По формуле ( 8 ) масса тела равна

Л/ = /({g 'Xo/xdwc/г. = S Jxfl/x j  d ij j  c/z =
л  3  ^  e? X2 Z-y 3

^ J x d x f 2̂ C | -  § y - 3 + y )  =  g j

ocf
3

-  2  £

о 0
Пример 4 .  Найти координаты центра тяжести тела ,  ограниченного 

нижней половиной сферы осг + ^ г + '£^-2 2 = 0  и параболоидом с& ц2-  2 -  2 . 
если плотность в каждой точке пропорциональна квадрату расстояния от 
ос и .

Решение. Построим тело , йершина параболоида - х г - д ^ г =  2 - 2  
находиться в точке ( 0 ;0 ; 2 ) .  Сравнение ‘Х.г+ уг+-£2-  2& = 0  можно преоб
разовать к виду ос2+ у 2+ (г -4 )г-  I  , т . е .  оно задает  сферу радиусом I 
с центром в точке ( 0 ;0 ; 1) .  Итак, тело имеет вид, представленный на 
рис. 41.
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Проекцией этого тела на плоскость Оху является окружность. Ее 
уравнение можно получить, решив систему уравнений

00 „ = ? 2 - г . +  ъ г- 2 г  = 0  =?> ?:г- Ъ г + 2  = 0 -=? ■?/=<> 2г = 2 .
ос2+ ^ 2 г- 2 2  = <9

В плоскости 2 -  /  уравнение линии пересечения имеет вид 'Х.гч -у г - £ , 
Уравнение проекции тела -С2. на плоскость z  = имеет тот же вид

-х2+ у  2= 1 .
Поскольку -  окружность, удобно при вычислении перейти к цилин
дрическим координатам o c - ^ c o s ^  ; н  = 2  » в этих ко
ординатах уравнение границы J 2 имеет вид

Уравнение параболоида в цилиндрических координатах:
£ 2 ^ 2 - 2  =2 Н = 2 -< р 2 -  7

Уравнение сферы: 0 2+ z 2 - 2 h = < 9  =£> 2 = / ± П -j>2' . Для нижней полови
ны / - / / - j p 2' -

Переменная плотность по условию задачи пропорциональна квадрату 
расстояния от оси O z  , т , . е . -  к(осг+ у г)  . В цилиндричес
ких координатах . Так как тело симметрично относительно
оси Oz , то очевидно, что центр тяжести лежит на этой оси, т . е .  
оси> -0  ; у ц - 0  . Для вычисления 2 ^  воспользуемся формулой ( 9 ) :

^ Ш у ( ъ < / ^ М ^ с / у с / г

Вычислим сначала массу тела Л? /^формула ( 8 ) J  :

Г  1

М =/jj[ ^ ( х ,у ,в ) d o c d y d z  = I  Д  V L k f [ [ f f d f c / ^ c / & =

jcJocclyclz=<^qdvdzJ 

2Г  J 2 -- fz 2Я  у
-йЩуЭУрМа = k  f o f f t y f  4ъ = /d J

t ,  ~ с  ~ , r r ^ \  u  /. a e //  p6 , (fz W 1  f i y 57) i -



Теперь вычислим Г  X  = ̂ C C Sf

C iswfV
27Г j. f- у ^ /I I

2 c /z  Z ? j

\dxd tjdz=^d^dipd 2_
>7T -/ 2 -o2

= j? c /^ c /W z -  =
JX

27Г j , 2 - p 2

/ - ( ^ p

- X \ A v \ o \ 2 ~ f Y -  ( i - i T ^ Y J d o  =  ^ № / р 5 р М р г+ / - < "
0 0 ^  2  £7 0 }

"2 \ f f p ,- - ' / + j ) 2J ^  =  A j " c / t f ( 2 ^ 3- 3  ̂ 5 + ^ + 2 j ? V / - _p 1J o ^  =

4 j >  ( j z g L  4 % V g + 2S 5 F _  V s) ! 4 =
1 '  Ч о  Я С  Ъ  '  In

25Г
— — { —---- — -f — -  — -t — ) W  -  /f^r

2 V 4  6  2 5” 3 /  Iq ~ 42.0

Таким образом, ddL U ff- 
_  У20 КУ

30

Ы .
5 2 .

Задачи для самостоятельного решения

I .  Найти объем тела, ограниченного:

а) плоскостями 2оС + Ъ ^ + / / ^ - / 2 )

б) параболоидом 2 z  ~осг+ ^ г  и плоскостью 2 - 2 ;̂

в) поверхностями z- =  ос^+Ц2- и 2  -  \ jx zd ^ z '.

Z. Найти массу тела , ограниченного:

а )  сферами ос2-/- Uz + Z z  — R.'^ х г-<-цг+ z 2= 2 > € z . если плотность
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б) поверхностями Z - o c ^ j  ц - о с ^ о с  =  L ,  если плот

ность ^ ( о с м г ) -  k o c ^ zZ s ■

в) конусом l j~  l/бГ2 ^ 2 ’ и плоскостью » если плотность

пропорциональна ординате точки и на единице расстояния от плоскости 
0 x z  равна ^  .

3 .  Найти координаты центра тяжести однородного тела , ограничен
ного плоскостями r x + ^ + z —a.} z  = О.

О т в е т ы

I .  а)  12 ; б) 4?г ; в)  •

2 . .

5- C d i b 2 ) -

П р и л о ж е н и е

ВАРИАНТЫ ИНДИВИДУАЛЬНЫХ ДОМАШНИХ ЗАДАНИЙ 

Задания к примерам

1 . Найти центр тяжести плоской фигуры, ограниченной л и н и ям и .. . .
2 .  Найти площадь п о верхн ости .. .
3 .  Найти объем т ела ,  ограниченного поверхностями...
4 .  Найти массу тела ,  ограниченного...

Вариант I

1) у = о с г ; О С -^ у - О -
2 ) цилиндра ocQ-+z2- i  , заключенную внутри цилиндра осг-+Цг=1.
3) н =  ОС2- ^ 2 'Х + у ~ //> ос^О , Ц -О ;
4) сферой осг + ^ г+ z z ~  4  и параболоидом /х гч-<̂ г — 3 z  , если 

плотность в любой точке равна аппликате этой точки.
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Вариант 2

1) у - О  И одной полуволной синусоиды S in  ОС.
2 ) конуса =  , отсеченную плоскостями 'Х=2>, д - 2 ('ХъО,уъ$.

I ' i Z ^ 'X + y + l ,  г  =  ̂  у = ° / у ъ О ) .
4) частью шара радиусом 2 , находящейся в первом октанте, если 

плотность в любой точке равна расстоянию от точки до плоскости Оху.

Вариант 3

2 ) конуса ^ z -t-Zz~ o cz  внутри цилиндра э с ^+ ц ^ -Э .
3) <гг- ^ 2 = £ ,  o zz + z z= 9 .

4) сферическим слоем между поверхностями ocz + ^ z+ z z - 9

и 'Xz-+-y2-f-z2=3>6 » если плотность в каждой точке обратно пропор
циональна расстоянию от точки до начала координат.

Вариант 4

1) ocz + y z ='l6,

2 ) fy z= 'X ij % расположенную внутри, цилиндра ■Х'г + ^ г ~Уб-

3) = ocz- g z>

4) прямым круговым цилиндром радиусом R- , высотой Н  , если 
плотность в каждой точке равна квадрату расстояния от точки до цент
ра основания цилиндра.

Вариант 5

1) окружностью с центром в начале координат радиусом 5 и двумя 
лучами, расположенными симметрично относительно оси Ох и образующи
ми между собой угол о( .

2 ) конуса ос^ч-и2^  z 2 , расположенную внутри цилиндра z z=-<Orc.
3) Z z = ic y , х + у = £ Г .
4) координатными плоскостями и плоскостью Z o c + Z y + z -  9  =</?. 

если плотность в каждой точке равна абсциссе этой точки.
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сс2 U2 _  j
1) осью Ох и верхней частью эллипса ^ 2  ~-*--

2 ) цилиндра 2  2  =  с г 2 , отсеченную п л о с к о с т я м и ^ - - | ^ у = 2 с*’, х=2\!г.

3) o c + y  + Z ^ ' f 8 J осг + у г = 3 6 ,

4) поверхностями x z+ p 2—z 2' - 0  } н=(/£Г  , если плотность в
каждой точке равна аппликате этой точки.

Вариант 7

1) образующими прямоугольный треугольник, катеты которого рав
ны О и S  , если в каждой точке треугольника поверхностная плот
ность пропорциональна квадрату расстояния от вершины прямого угла .

2 ) цилиндра LJ^=4ic , вырезанную сферой ‘ 2 г =  5 ^ -

4 ) поверхностями 2oc+z - 2 W ;  ;</ <r

если плотность равна ординате точки.

Вариант 8

1) ц г = 2 р Х )

2 ) параболоида x z+ p z - 2 z  внутри цилиндра x zz ^ z = S  .
3) g H  = ^ - x 2- ^  z  = <9.-

4) поверхностями p f= jc ^ - x = ^ f  z - X ^ j  Z=£>, если плотность в 
каждой точке равна x ip z  .

вариант 9

1) ц г-  gocj х  -.=gJ у - = о  ( у > ° ) -

2) тела , ограниченную Сферой x z4-yz+ Z z=243> и параболоидом 
:c 2* y * = / * z  ( ъ * о ) .

3) 'Хг+Уг+ 2 г=Ъб) ос2+ у г- -9  (вне цилиндра).
О С (у2 ^  j

4) поверхностью эллипсоида ~аг-+ + ~ c z~ £  • если плотность
в каждой точке равна квадрату расстояния до начала координат.
44

Вариант 6



1) L j-S iL n 'X  и прямой OA, проходящей через начало координат 

и точку А i  ) (  ЦЪО) .

2) сферы ос2-+Ц2ч-иг = У , вырезанную цилиндром ог2- ^ у 2= У .

■3). 0C2+ ^ 2-h z 2 = У ; г 2^ 2ч с г = ( 9  ; з г г - ^ - 5 ^ = < 9  (внутри
цилиндров).

4) шаром радиусом £  , если плотность пропорциональна кубу
расстояния от центра шара и на единице расстояния равна у

Вариант Ц

и  х Ч у ‘ - е г  ( г < к 1 у - ^

2) цилиндра 'Xz+Ljz= 4 (z-Ъ-О) между плоскостями г  =<?*:.

3) Z 2= 5 ty ,  ЭС= /, ос=27, у - / ,  у = 0 .

4) цилиндрической поверхностью х г= 2 у  и плоскостями
1 е с ли плотность равна ординате точки.

Вариант 12

1) кардиоидой Р =  2  (4+cos<p).
Р 2 2 /  ОС2 ✓

2 ) шара 00 -^ / +2 — V > вырезанную поверхностью - ^ - + ^ - - 1 .
3 ) ^.г - 2 о с , о с .

4) октантом шара осг +Ц3~+£г ^ С 2 я г к о о р д и н а т н ы м и  

ПЛОСКОСТЯМИ и ПЛОСКОСТЬЮ 2=У + (<У~С-;8ёС) У если плотность в

каждой точке равна аппликате этой точки.

вариант 13

1) У**/- У, у  2= -2 о с  f  2 .

2 ) параболоида ^ г+Е.г -  2ос  , заключенную между цилиндру & г- х  
и плоскостью OC-J_ .

Вариант Xu



4) параболоидом ocz+ L j% 2z  и сферой x z- t y О  Н г = 3  ( z  > 0 )^  

если плотность равна сумме квадратов координат точки.

Вариант 14

1) у г= х 2- Х * j  х ^ О  .

2) цилиндра Х г+Уг-  2 о с  , заключенную между плоскостью Оху и 
поверхностью х 2 i j z  — z z .

3) z  =  2 - x ,  2  = 27.

4) цилиндром о с г4 -у 2^  / 6 , если плотность пропорцио
нальна квадрату расстояния от точки до оси цилиндра.

Вариант 15

1} х 2^ 2 - /  У = - Х % * г -

2) конуса x 2z y 2-  Z 2 , расположенную внутри цилиндра 

x z+ y 2-^ Ю х .

3) 2 = Х 2^ 2,  у - = Х г;  н=2?.

4 ) поверхностями 2x+ z-= 2.\/x^ х х  г =  xi/zr, }

если плотность равна ординате точки.

Вариант 16

1) y Z-  6 х , у - О С  .

2 ) шара Х 2+у г+г.2^ - /6  внутри цилиндров ое2+ уг-/- ^ £ = 2 7 ,

X 2 + у г-  4 х  =  2?.

, ,  X 2 2 2 / х !  +  - i£ f -  /
3) а *  в 2

4) поверхностями - н 2= 77, z  =  ^  , если плотность равна 
аппликате точки.



Вариант 17

1) образующими прямоугольный треугольник с катетами I  и 7 , если 
плотность в каждой точке пропорциональна квадрату расстояния от вер
шины прямого угла .

2) конуса Z -  {/-x*+yz  , вырезанную цилиндром (х ^ + у г)^=- 
Указание. Перейти к полярным координатам.

3 ) 2 -= ос, ссг/ж /г =  - г . -О .

4) шаром радиусом I ,  если плотность пропорциональна кубу рас
стояния от центра и на единице расстояния равна %

Вариант 18

[ )  у г -- ЪосJ ос — У.

2) параболоида £y~oc2+ z z  , заключенную в первом октанте. Па
раболоид ограничен плоскостью у  — 46 •

4) частью шара радиусом /бГ, находящейся в первом октанте, 
если плотность в каждой точке равна расстоянию от плоскости Оду.

Вариант 19

Г) Ц 2=ос} ос=<!, ( у ъ О ) .

2 ) тела, ограниченную Сферой х^Ч-У^Ч-Z  а -= 42 и параболоидом
осг + у 2= 4 г  ( г С о О ) .

3> J ос*+ уг= 1 , о с г+ у г-=4.

-О Прямым круговым цилиндром радиусом 3, высотой I ,  если плот- 
:'ос"рь раина квадрату расстояния точки от центра основания цилиндра.

, -яр;: опт _о_

х" ' ^ > ( у > о ) .

-7



2 ) сферы ос z+lj'z-i- г.9-— д  , вырезанную цилиндром .

5 ) 2 z ^ z4 - f ,  г  = 0 , - x 4 f+ 2 o c * * t f* - lx = 0 .

4 ) шаром радиусом 2 , если плотность пропорциональна кубу рас- 
стояния от центра и на единице расстояния равна V  .

Вариант 21

1) э с ^ - 4 ! ,  ( х ъ о ) ;  =

2 ) цилиндра -Х г + г г  =  4  внутри цилиндра 'Х г + # 2' = 4  .

3) 2 г  =  4, - сс2- ^ 5  2  = ос2+иг+2ос=0; (внутри цилиндров),
осг+<у 2- 2 'Х -  27- р 2 г

4) общей частью двух шаров х г- ^ г- / г г ^ / £ 5 ^  ^  ~*~г
если плотность пропорциональна расстоянию от точки до плоскости Оху. 

Вариант 22

1) кардиоидой <р = i+coS^P.
2 ) конуса Z 2' =  2.осу , отсеченную плоскостями с с —<2

5 ) = 4 6 - x z- j j z 'x z+ v z'= 4j (вне цилиндра),
г  - О

4) частью шара радиусом 1/2 , находящейся в первом октанте, 
если плотность в каждой точке равна расстоянию до плоскости Оху.

Вариант 23

1) у 2-= 2оср у - 'Х -

2 ) параболоида у г+ г £~ бос  , заключенную между цилиндром 
Зое и плоскостью РГ =  3  .

В) X 2 /-^ /2- ^  ccz + z z =4.

4) срсрмчоскиы слоем между поверхностями осг + уг +2 - 4 ,  

Х гч -у г(- z 2 '- / б  , если плотность обратно пропорциональна расстоянии 
от начала координат.

4Ь



Вариант 24

1) n c z + y z = 9 ;  ^ -= -0  ( у ъ О ) .

2 ) 2  н  =  осу  

5 ) 2 2 - - 0С * - у 2;  г  = о с  =  2 .

4) параболоидом o c z+ y z-= 4 г  и сферой от г-с у гч -г г ^ / 2  ( 'z z 0 /)J 

если плотность равна сумме квадратов координат точки.

Вариант 23

D  у 2= 5 Н г, ж  =  5 ;  у = о ( # * о ) .

2 ) конуса х г—у г- 2 г  знутри цилиндра ocz o - y z-  О х .
5) Н 2 = 2 Г ^ / ,  ОСЧ-у ~ 2 .
4-) общей частью двух шаров х г+ у гч-2 гё 25^ х гч у гч- 40z }

если плотность пропорциональна расстоянию от точки до плоскости Оху.

Вариант 26

1) з 5  + Т = /
2 ) шара x z4 y + z 2^ (  внутри цилиндров 

з с 2^ 2-  2 х ~ 0 .
3) x + y + z ~  6 ;  осг + у г = О-, л  = 2? .

4) поверхностями x z+ y z- z z ~ 0 ^  Z - 2  

аппликате точки.

Вариант 27

С) кардиоидой = ¥ (4ч-co s ф ).
2 ) конуса z  -  fa z+ g * ', вырезанную цилиндром ( х г+ у г)  — 4 ( x z~ y z)  

пиле. Перейти к полярным координатам.
3) Z  =  2 bCj x z+ y z^ l ) z = 0 .

4) поверхностями 2oc+Z = 0, сеч- г  -  2 ,  y z -  2 x vy ^ O  (y> 0 )^
если плотность равна ординате точки.

49

х * + у 'г+ 2 'х:= 0 ,

. если плотность равна

расположенную внутри цилиндра х О + у  - у .



1) О С - 2 .

2 ) параболоида 2 Ц - ос2+ 'Зг  , расположенную в первом октанте и 
ограниченного плоскостью у -  4  .

3) z ' z = (o c -h 2 )^  осг с у г = 4
4) цилиндром , если плотность пропорциональна 

квадрату расстояния от точки до оси цилиндра.

Вариант 29

L) о с* + уг= 4  f o o o l

2 ) сферы ос% иг+ г г— / 2 , внутри параболоида х г^ г - 4 г .

Ъ')'Х2-+у42.г=-б4) 'Г г+ у:ъ/6{ъ'&ъ цилиндра).

4) сферическим слоем между поверхностями x s-h^+-z%4-,a^2'i-y 2+-^z—
= 6 4  ',если плотность обратно пропорциональна расстоянию точки от на
чала  координат.

Вариант 28
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