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I .  ПРЕДЕЛ ЧИСЛОВОЙ ПО СЛЕДОВАЛИ МО ЭТИ, 
ПРЕДЕЛ ФУШЩИИ

О п р е д е л е н и е  I .  Числе а  называется грядилем Чая
новой последовательности { х л } ,  если для любого числа S > 0 хай- 
дегся такой номер Л/= А/(6) , что при лоех /г>А/ внпамиетея хе- 
равенство jx n - а /< £.

В этом случае пишут: = CL■
Пример I . Показать» что

U m  Ц ^ =  J ■П /2 -f- /
Число 3 будет пределом данной числовой последовательности» во

ли для заданного с  > 0 можно определить такое натуральное А/ , 
что при П > А/ будет выполняться неравенства

!3п -5  7 |/Г/___ч_ 8 _ , „ -----  пч-1 ? L <r—>nt
1 7 Г Г Г - з 1 < £<— > У ^ Г < е <‘ 3 £

За N  примем целую часть числа ; А/ = ~ / ]  '
Итак, при всех п > А /  выполняется требуемое неравенстве. 

Следовательно, число 3 является пределом данной последовательнос
ти.

О п р е д е л е н и е  2. Число 8  называется пределом
функции - f ix )  при л? —  а. , если для любого числа £ >  О най
дется положительное число > 0, что при всех х  ̂  а  , удов
летворяющих неравенству j jo - c L \ < f f i  выполняется неравенства 
1̂ ( х ) - 8 1 < е .

I  этом случае пишут: 8im -£ (х )=*8 .
ж-—а.

Пример 2. Доказать, что
8 im  (2 х - 1 )  = 5■
32—3

Пусть задано произвольное число £>  0. Составим неравенство 

) ( 2 х - /) - 5 j<£<==>2 jx - 3 !<£<=->jx - 3 l<  j -

Итак, нашлось (Г  = такое, что из неравенства
следует выполнение неравенства \ 2 x - 1 - 5 /< Е ■ Это и означа
ет, что число 5 есть предел функции - f (x ) =2зс -  / при х —Ъ.
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Если существуют {o n  -^(сс) ~ $1 и -боту(х J=  62 , тоJC CL 32 (1

Имеют место следующие теоремы:

1) €1/п [ { ( х )  *- У ( х ) ]  = 4  +- 4 ;

2) i i n  [ f ( * ) < f ( x )1 = &J? = ^  ^  ;
a "  .

■£(vC)  ĉ/yi ̂ (%X2J r?
3) { in  . =  -7 ^  ^  . =  - з А , { in  <f(x)+0-x-~a y(oc) -Сот R’(oc) о? x+co

jc-~a
Следствие *

/х/7? \c4(x)l = £  { (& ) 7 где с =constoc-~a oc-~a
Введем понятие элементарной функции.
Элементарной называется всякая функция, которая может быть 

получена из конечного числа основных элементарных функций с по
мощью конечного числа арифметических операций и операций композиции.

Основными элементарными функциями являются следующие: степен
ная (/= X х , где oceR ; показательная у, = а 00, а > 0 , 
а 4 I ;  логарифмическая {ора ое, 00 > О, а  ф I ;  тригоно -
метрические : Sin ос, cf = cosx  , у  = {^ .х  , // = ctfl-oc ; обратные
тригонометрические и - -coze son. ос, ^ .-a zc co so c , azcto^jc, 
о̂. — ох zc cto -̂ ОС .

Справедливо следующее правило:
Предел элементарной функции -f-(ov) при сс-~-а равен зна

чению функции в предельной точке со , если функция - f ( x )  опреде
лена в этой точке:

€от { ( • r ) - f ( o . ) .
гс-

Пример 3. Найти
{ с п

Зое2-Зое +■2
х -—2 х г -ос +- J

££ Г£У 2.  £) 3Q У2-
В точке от = 2 функция - f (x )  =  ̂ -- определена, по-7 -у, 2.  *у~1 I О cXs / ,этому £с т й ^ эхт -г - 2 ( 2 ) -  J 22 -S -2 t~2 _ 4

or2 -  X  т-Г Т о2-9  т-1 ~ У
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Зое 2Пример 4* Вычислить £^/7? -il— -—  —-- •
 --- x  — -2 2x 2+ -X -6

Функция не определена в точке х  = -2, так как знаменатель 
обращается в нуль при ос = -2. Числитель при этом значении х  то
не обращается в нуль. В этом случае говорят, что имеется неопреде
ленность вида -у •

Разложим числитель и знаменатель на ынокители:
х 2+3х  +-2 в, _  (х^2) (осл~1)

'Сот—:— 5— - —-г- = С^т -—  --5—  ---
sc~-2 2 х 2+ х -6  Т—-2. 2 ( j c -  4  ) ( х  +-2)
_ Х ^1 -  - 2 *1  -  1 
~ х™ -2  2 х -3  - 4 -3  7

Пример 5. Найти 
2- У х -З ’

асШу х г -99  '
Функция не определена в точке х  = ? .  Имеем неопределенность

При нахождении предела от иррационального выражения часто при
ходится освобождаться от иррациональности в числителе или знамена -
теле:   г_

2 - л / х - З '  р. _  ( 2 - л/х - З  ')(2 + л/х-3 )
% 5 ,  X 2-  99 -  ( x z- 99 ) (2  ч- V ^ T )

х -~7 (X -7 )(x -h 7 )(2 + -V x ^ T )  Х -7  (х-7)(сс-ь7)(2^л/х-3 )  

-1
' £ %  <х  i~7)(2+- V x lA ) 74 (2  +• У ^ Г )  Гб 

Пример 6. Найти
л/1+ х  -1ЪСАП j/  г •

, , V7+--27 ~1
Г л  V w ^ - 1

х 63 3А ’ 1 " Функция определена при х  = 63, поэтому

. . .  V i S r - t  У й Г -1  у
& ?6з J f + x ' - Y  - { ( 6Ъ) V69F-1 ~ з

Заметим, что функция не определена при х  -  0. Имеем неопре - 
деланность О/О • Выражения, содержащие иррациональности, приво
дятся к рациональному виду во многих случаях путем введения новой 
переменной.



Полагая 1+-Х = Z 6 и учитывая, что при л : — О,
2  —  1г пожучим:

.. YfraT’- f _  .. z3- f  {z -f )(z2+-z+-t)
х-~~° tyh<c -1 Z2-1  ( 2 - f ) (& + -/ )

-  /-■_ Z2*-Z +- / 3
4 % '  Г .У   - г  •

Бесконечно большие и бесконечно малые функции. 
О п р е д е л е н и е  3. Функция и= - f (x )  называется бес

конечно большой при x - ~ a ( или х -~-00 ) ,  если каково бы ни было 
число М > 0, найдется такое число ^  (или /V"’ ) ,  что для всех 
X. , удовлетворяющих неравенству 0 < /зс—& j < d (или условию 
j x l  >/V  )» выполняется неравенство

\ j ( c c )\ > M -
В этом случае пишут: = ° °  '

О п р е д е л е н и е  4. Функция оС(£С) называется бесконеч
но малой при jc  ~~Ct (или ,jf —».оо ) ,  если ■£(//) аС(ж) — 0 •

зс-е~аX -Wbo
Связь макду бесконечно малой
и бесконечно большой функциями

Т е о р е м а .  Если функция ^ (х )  бесконечно большая, то 
X —- - бесконечно малая функция; ^

если оС(ос) -  бесконечно малая функция, то ”  беоконеч~
но большая функция.

Свойства бесконечно малых функций

1. Алгебраическая сумма конечного числа бесконечно малых функ
ций есть функция бесконечно малая.

2." Произведение бесконечно малой функции на функцию ограничен
ную или постоянную есть бесконечно малая функция.

3. Частное от деления функции бесконечно малой на функцию,пре
дел которой отличен от нуля, есть функция бесконечно малая.

Пример 7. Вычислить £im З х 3 +-5ж ~3_ _ 
х  —  »  2 X 3 -  4х 2+- /



Имеем предел отношения двух бесконечно больших функций или, 
говорят, что имеем неопределенность ~  «

Для раскрытия этой неопределенности делим числитель и знаме
натель на старшую степень переменной величины:

Зх3+-5х-3 3 + ~ л *  j
Com j  77 5 y ~  ъот . / *
cc— + 1 2 - 3 -  i 4- ^

5 4 3 1 *  л  л *Функции -£t '> 20 t -Ц- бесконечно малые, предел их равен нулю.X  и/ ОС ОС
При вычислении пределов, содержащих тригонометрический функции,

часто используется -Зет — i - первый еемечательный пре-
Х-*-0 ЗС

дел. (Предел отношения смиуеа к своему аргументу при стремлении ар
гумента к нулю равен единице).

Пример 8. Вычислить -d m  <SLfb .
х -~ 0  зс

€lm Sin.3ac_ _  Si_ri 3 ^3 _ _ = 3 Scribe = J 1 д3
х -~ о  & •Х-~-0 з х  хЗ-0 Зое

Упражнения

I .  Написать первые пять членов следующих последовательностей:
гг3

к )х п = 2 пхЗ -, в) х п = п ^ ;

° )  30п = j i r  ; «) *>* = ^  ;

J /г-/ а\ _  ( ~ Р п  .
в ) х п 2 /г +■ 3 » ^  '

г) Х п »  З ^ ;  и) г Х  при /г четном,
я /  П 

1 п-1*• н. „  о/г. X  . при /г. нечетном,
д) - /  2п 9

2. Является ли членом последовательности CL̂  = /г2 х 2 гг +1 
число а) 289; б) 361; в) IOOO; г) 223?

3. Содержится ли среди членов последовательности ап = п  -17ft. 
число а) -30; б) -72; в ) -100? Если содержится, то какой номер 
имеет этот член?

Напишите формулу общего члена последовательности, первые 
пять членов которой совпадают со следующими:

5ч



а) 3-2; 5-22; 7-23; 9-24 ; II- 2 5; . . .
б) i ;  2 3 4 5 ...

2 2 ’ 2 ’ 2 ’ 2 *

в )— ; — ; — ; — ♦ — ; —
1-2 2-3 3-4 4-5 5-6

г) (ff ;(ff ;df ;(sf Ы  ' -
I • J L _ -  _!_• _!_•

Д) I ;  2 у Г  3 ^ ’ 4-Л”  5V5’

у  1 -i-- -J--ei i ,  -----  »— i  » - “ i •••
4 9 16 25

к) 2; -2; 2; -2; 2; . . .
1

п(гг-ь1)5. Дано ocn = — 7  ̂ Y . - • Найти oc50 ; 3Cn-2\ °°2n411 n (  n.1-1)

6. Дано sen — “ ‘ Найти эс2  ̂ ; x 2rL ;
/ 1 ,л

7. Написать первые четыре члена последовательности = (/+-п ) ■ 
Чему равны члены zcn+.1 ;  ^п+-2 ?

8. Изобразите геометрически (двумя, способами) следующие после
довательное i и. заданные общими членами:

а) й п -
1

. / > д) 4?/г =

б) CL п  - < 1 ) п  у е ) 27/г =

в) CLa =
nt- I 
2  п. ; к) Яд: =

г) а а  = /
/7.2 ’

з) 4Z/z,=

И
З п Ч

гг
1-2п
п.

п+1у
9. Написать первые три члена последовательности ^ п ~  (1 *~л)

Чему равны члены ?
10. Установите, какие из следующих последовательностей являют

ся монотонными, а какие немонотонными:

а) а а  = , г) а п  = ^ ^  $ п  *  6 ’

б



п+4 , п 4 -п 2
б ) ^ = —  ; Д) <*п = п г

в) = л 2- 7п+6 \ е) _  _  Зп2л-2 _
п  а п п *

I I .  Какие из данных последовательностей ограничены и какие не 
ограничены:

а ) an = 7 i '  в) ап = у у у  ;

б) ^  = ^ 7 -  д ) ^ - /г* ^ -

в) л _ ( - 1 )
П п ~ п2

&пУ  п  ’
12. Докажите, пользуясь определением, что

а ) f 'T L  тг ~ Г ) U tZLH Fn О>

д ) П т 2 п ~3 -
/2-* ° °  п а -

. J/г-  ̂ Jв) -Сь/77 -

■® /̂г

------ — л '
П —о» у?/1 +-/ ^

13. Докажите, что = _  •
^  I j—П I

Каким должно быть /ь , чтобы число + 1 j было меньше
0,001? 2 ,п -1. . . .  п. - 1  1

14. Докажите, что 2пУ^п ~ ~2 '
Каким должно быть /г , чтобы число I ̂ ^2+Зг ~ j~  j было меньше
0 ,01? а *

15. Докажите, пользуясь определением предела функции, что

а) £Lm ( Зое +•2) = 8 , в) €Lm (3 ~ 3 х ) = 4 . 
х-~2 х ~ у

б) П т  ( З х  - 3 )  = 17;
зс — 4

Вычислите следующие пределы 
.ТС Ответы:

16. П т  [ 2 (х -ьЗ ) - ^ 2  J ’ (13- )JC —Ь'П ^
1 7 . £ L m  ( э с ъ* -2 о с 2- З о е - ^ ) у ^0)

JC -1



. ,  Эх 2 +-2 sc +■ 1
18* "Cc/71 — a . j 

sc-~1 x z~2oc t-3oc-1
(6)

, ,  x^+2  
V ' i 1? - !  3 x ’ - t  ’ c ~ g >

20. ti-m (4 x z-2x+ -1 ), 
x-~1

(3)

&Z-25 
Z1'&°~S x -5  ’

(Ю)

x 2-5 x + 6  
22- i t f 2 x z-f2cc+20 ’ ( _1 ) 

3
2х 2*-5х ~7

23. £t,m — —s--------— •,
x —1 Эх - x - 2 <!>
*. х г-1 

29* | t d j  S x 2-<-4x-1 7
8x3-1  

25'  j p t ^  6 x l -S x 4  '
(б )

~~“2
2® * зсг-  +1*

( ° ° )

3 x2+2x~f 
27♦ 2 x 2+ x -1 15>

27x3+1 
28* J t f  3x2+4x+1 ’

29 Л/77 , 2 9 3x2+-2x

<!>

Ф

х 3-6 х г+Зх
*>■£ %  x ’ . - r - O  ’

(0)

V l^ x 2-1  
31. '.Г—0 oC

(0 )

32. /------ 1 /?— гг4' 7я;— 0 \/5-х -у /Э + х ( -V5)

__ *• _  л/хг Т-21 '-533. 'Сет v > 
д?— 2 2-дг
^ „г б ?  - / '  " 234. €ст ^— ‘-р------ ?
дг—5" X -  S

c - f .

Ф
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__ j, . х 3-Зх+-2 (I)
35* х ^ -Ч х  + 3 ’ 2

36. € im  V^ r ’~ f  - ’ ( “ J j ?д;— »  JT-(5 ■*■2

37. .Um - ,—^LJ — - > W
■х-~з \/2x^10'-4

38. Л/т? , X  , > 4̂)
•а?-**# У х У ^ Г - 2

39. 'Сin i 3̂ \  ’ (3 )

40. l lm  . <3>
•*— e't У х -  4

« • & ! & - ’ *
. _ />. _  У х ~ ’ ~ 2  f i  ^42. ft/7? — р=г—г ’ 4  '

■х-~1бУаГ-4  4

43. Л/77 J< r » 
З У х ~ 2 х ‘ i>

" •  Г - »  < & . f -7
(3)

f  1 \
у з У У ^ )

. . _  ^ F - 346. t^/7? —  j
л - e /

-47. гГ̂ /г? —-----;—  >
■Z— •? yk-f-4 -/

(2 )

48. П т  У У 1 , 
■x— 1 у х  +•/

49. tf/t/7? _ —, ■- • 
-Г-~<7 Jy S T - iV ^

(3 )

Ф
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Вычислите пределы:

™  />._ S x 2- 6 x + - 1  ,5  ,
50' i ^ o  ~ 3 ^ T 7 j- ’ ( 3 )
г-т /»• 2 о с 2 - З х ~ 1  ,2%

’ ( 7}

5 2 . € L m  —  ,  (0)
2 jc ^-3x  +-/

•7'’ ̂ - у ^

54. zfZ/77 — 2 p !̂ 2 L - , ( 2 )
JC-^OO т / х ч +-1 

2
ЬЬ.€1т — , , (0 0 )

■г— °° 10-^xVcc

x - g Z L^ T j- ’ <°)
(2)

. r — ° °  J ? - /   ̂ ;
__ 2 x ^ 3ЪЬЛ^т ------- д/—— > (2 )x + y x  v '

59. £im ( V ^ 5 ^ - x  ) ,  /„ 5)
J£'— 2

(0 )(ti.ilm  (yx+a -V x P ) ,
ac 00

61 ,€lm (Vx2-2 x -1 '-  Vx2-  7x+-3'), /2.)
jc —*~°° '2

6 2 f e r  l ^ x T ) ’

63. zfZ/т? (л/хКхЛ'-л/хг-1 '),  ( 3 )
^  -̂ .00

fe=r_ ^fcr> (2)
(X -h f)(X i-3 ) , I\

65. Cl/71 ^  -  - f - — ------ , ( - )
or -~oo 2 x 2 + -5  2

10



66. €im Щ 5 х  (S)
х — О За: 3

& 'й ~ о  SU l7x ’  Ф

68 . П т ф ^ - ,  ( I )
л-*о Sen бос V

6 с|)л;-*-0 ос 3

„ л *. sin 4а: ...
7 0 . /2/т? - — — j — ,  (2 )  

к -^о (ОСЧ)2-1
71. ^  sin 5а:-S in  Зое f (4)

л-*-о ос .
Зоо

7г- S a i s f  ’ <?)
75. « о т  'r  ~ X )  (-1)

у  ^ " ^ л -
74-. 6Lm eSinCji~_±£)f ( I )

5аСч-0Г 4
75. « о т  S M ^ L Z ^ C tX  (15,

, 6. « о т  ( « ,

^   ̂ *  о •
77. &/т? ^  ̂  co s 2 a :SenCC , 3

' . t -w ? ^.3? 2
3 ^  - ,

78• л !л . 5Л7 -б ’Л ? /»~-Г л ' /z Л- ’ _ (- )

79. ^  r -c o s 4 ac 6

1-cos 5oc , ? s ,

80- ^  (r
81. /2/7? S i r i 3 o c ^ u U ^  , 2

x+o 10 JC 10

^, COS 103C~~C0SSC qq
82. /2/77 -------- 7— 2-------7 (-  f 2)

II



„ .  Sin f i x - s i n  6х ...
83. t o m     , ( I )

x —~0 J X

8*. t im  l - c o s e x  , ( 18,
.г —  о 7x2 7

. a m  C ° S 6 * - f S 3 o c  27,
JC—-0 X *  2
e,_XC0S6oc  ,I>86. C o m  —   • (- )

jc Sea o x  6

2. ПРОИЗВОДНАЯ ФУНКЦИИ

О п р е д е л е н и е .  Производной функции х )  по незави
симой переменной X  называется предел, к которому стремится отно
шение приращения функции A (f  к приращению аргумента А Х , когда 
приращение аргумента стремится к нулю:

I '™  и м  ? '1х> ’
При этом предполагается, что предел существует и конечен. Операция 
нахождения производной функции называется дифференцированием.

Рассмотрим несколько примеров нахождения производной функции, 
пользуясь определением.

Пример I . ^  = 2 х э+ 1 . Найти производную данной функции по 
определению.

Будем рассуждать так: дадим аргументу х  приращение А Х  , 
тогда функция у. получит приращение A (f  , которое находится по 
формуле д ^  -  < f (x -i-А X ) - < £ ( х ) -

А^~
Составим отношение "дсс и найдем предел этого отношения при 
дзс—  Q. Полученное выражение и будет производной данной функции.

В нашем примере имеем: . , 3
д и = 2 ( х л - д х )3- 1- ( 2х 3+ 1)  = 2 х 3+ 6 х гд х  +  6 х д х  л -2 д х  +-
т-1 - 2 x z-1  = а х  ( 6х 2 +- 6х  ■ д х  2 а х 2)  'у

ли а х ( 6х 2+-6х - а х  +-2 а х 2)  Рш ,  Р
eirn  = U rn  ■=—1 —  = tim  ( 6 х г +-

А Х  дас-~0 А Х  д х -*-0
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+- 6  ОС-ЛОС +-2 ACC2 )  = б о с 2.

Итак, ( 2 х ъ+1 ) '  =  бос2.
Упражнения
Пользуясь определением, найги производные следующих функций: 

I )  у  = СС2+-4 •

2> fr = Ъ ( Я * 0)1

Ъ ) р  = V x -

* )

5 )  f r  =  S i r t o c .  ■

Чтобы дифференцировать различные алгебраические функции, 
сформулируем теоремы о производных:
( U + V ) '  = и.'*- 2Г'.

( и г г ) '  = и 'г г+ г г 'и  ; 

( г г ) ~  гг2 ’ 

( с и  ) '=  б и ' , где с  = c o n s t-

Приведем таблицу производных основных элементарных функций.

<0/ = £  
я?* = /

(о сУ=ос гсоС' г 
сах) ' = а У п а

( t y x ) ' B cd **c
( C t f * ) '—  sTdhc

( а г с  s in  ac)'= ^ Д г

( е * У - е х
(боfra 30) ' =  ~хТпа~ 
(€п зс)' = X .

(S ince)' = coscc 
( COS о с  — S l c l  ОС 1
(azc cosocy = -  V f_ ^ p
(azcig.cc)' -  

Qazcctgocl—  - j l — .
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Рассмотрим'примеры нахокдения производных по формулам.
Пример 2. ^  = Й Г -  ^  +. у / Г  . Найти у '.
Имеем алгебраическую сумму функций, первое и второе слагаемые 

есть степенные функции, последнее слагаемое - постоянная величина, 
поэтому применяя указанные выше правила и формулы, находим у '  :

X 3

зс3+-2
Пример 3. jc —1~ ' НайТИ ’
Данная функция представляет собой частное двух функций и по 

теореме о производной частного имеем:

./ ( х 3л-2У (& -1  ) - ( о с -1  У ( эс3 + 2) Зос2( э с - 1) - ( с с 3+2)
(JC — 1)2 ( x - t ) 2

2 х 3 - З х 2- 2
( э с - 1) г

Пример 4. y - x f y x *  Найти у ' ,  •
Данная функция есть прбизведение двух функций, поэтому имеем:

W

Пример 5. у  = 2 & Z E ? . у ' - ?
В данном примере не следует применять теорему о производной 

частного, так как знаменатель есть постоянное число. Постоянный 
мноситель можно выносить за знак производной:

^ ( у / х + Х 2)  ^ j ( 2Vx 2jc ) ’

Пример 6. y  = 2 s i n x ~ 3 t y x  . = ?
Данная функция есть разность двух функций, постоянный мноки- 

тель выносится за знак производной:

IA



2cos3x  -3

Упражнения. Найти производные:
СО£2Х

1) у.^аас2+вйст-с;

2) y  = ( t r + f f ( V - f ) i

3) Lf = 3 x -2 V x ,  = ?

6) LL-
У  X 3-1

_ 1 - x l
Ч -Х7 )У = т

8) t/’ =

■ 2 ,

X 2 + X~t

10) о — ^  .
c f c W

II) у _ tax  
x  >

x
^  У  f - c o s x  7 
k) u=  x a e c c o s x  ■,

V x
5) У  a z c t p x  7 

v  y = w f r - - azc t f x >
7) y . = x 2-£o(f3x ;

8^ ' г л з г >
q \ //  ^ /̂2- ДГ .
’ ; '  1+ € n x  ’
20)

x
Z D y - j s r i  

; S '(O )-? Z2)¥  = x e *>

23  ̂ У  = s i n x  > 
x 3+3x12) у  = x (s in x + -C O S X )-y 2k) у  = - ^

Дифференцирование сложной функции

Рассмотренные правила дифференцирования еще не дают возможнос
ти вычислить производные от многих элементарных функций, например: 

2^опх ' y  = £n zf n 3x  и т .п ., поэтому введем понятие
сложной функции и правило ее дифференцирования.

Если функция )  определена на множестве Д  , а функ
ция U .= ! f (x )  определена на множестве Д  , при этом значения 
функции и  не выходят за пределы множества Д '  , то 
определяет сложную функцию от X  .

U  называется промежуточным аргументом, а X  - независимой 
переменной.

Справедлива следующая теорема о производной сложной функции.
Пусть y = f ( u )  , где и = ¥ ( х ) -

15



Если функций U = ? (& )  имеет производную в точке ас , *
функция (f  = -f (U.)  имеет производную в соответствующей точке и. , 
то слокная функция и  = { [ у ( х ) ]  имеет производную в точке ас и 
она равна , < .

У  ас =  fu ■

Коротко эту теорему читают так.
Производная словной функции по независимому аргументу равна 

производной данной функции по промевуточному аргументу, умновенной 
На производную промевуточного аргумента по независимому.

Пример 7. у  = 2 St'n’ x Найти (f'x  •
Имеем: 1  ̂ = 2^ где U - S L - П Х ;

p '= (2 u) ' ( s i n x ) '  = 2 ufo 2 c o s x  = 2 S L / L 2cosх .

Пример 8 . ( f  =  -£n2t ( f 3 X . f a  = ?

Имеем: U = 3 n ,V -,  V = t ^ Z ' ,  Z = 3 x -
Теорема о дифференцировании словной функции применяется и для 

функций, состоящих из 3, 4 и т.д. последовательных звеньев Функций:
2r),( t y z ) ,( 3 x ) ' - 2 u l F - - L I - S = 2 € n т гф -х

1 1 1 _  б€п t д-3 ас _

ж coszJ x  3 ~ 9  i f  З х  cos2 З х  tc j3x  cos2Зое

В дальнейшем не следует злоупотреблять записью, связанней с 
обозначением промевуточных аргументов, эти действия надо производить 
в уме.

ос ̂
Пример 9. Ц= б  Найти •

( е х2^ х  3 ) ( х * - 4 х  +■ j ; ' =  e x2~ ^  * 3( 2 х -4  )■

Упражнения. Найти производные:

I )  = (3  + 2 х ) * / > 5) y  = s i a 2x ;

2) у . - { п (  1 -х  ; 6) у  = y/ctpx ;
2JC + 3 п . х

Ъ)у  = е  ; ■  7)

**) У =ТУ / -Х 2'у 8) ^  = COSX  ;
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10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20 

21 

22

23

24

25

9 Г
г
г
г
У '-

У
г-
г-
у-
г
г
у-
у-
У
У
у
У-

s i n e 2x-
X  s in  X  .

1 +х  ’
2

( З х * - 5 ) 3 ’
. .

V u -x * ' ; 
azccos  Jc 
■ cos 2 х  _

11-  cos 2  ж *
' €n. Sin- 2 x  ;

£n(x-bVa* -ьхй' ) ;

1 . 
azcta2x  *

> у З = 7 .y cos x  •
1+-X f 
X  >

/-COS*V5Tt
=  5  У

= V jx 2+- 5x^1 j 

^ S i n ’x + f J ^ r ;

. Г О ” * * * ' ,

*y

2.ос
28) y = a z c s l n j ^ x  >

27) i^ = -b ^ .(a z c s in x )\

28) u ,= £ n s L n (x 3+1)'y

29) y  = s i t l j  s i n 2 x  ;

30) ^ = ^ 25̂ ;
, T. .. azcs in */x
3 1 )  .

32) ^  = X 2c t a  2 x ;

33 L „ < j * ± ! f ;  
a x -4  *

34) у  = a z c c o s V f - x 2' i

35) U = £ n ( x s i n x ) i  

*)
3 , 1

38) U = X tO * F ;

40) U =  f y ( X - C 0 S X ) i

41) ^  = a z c  s in . £n V x  ;

42) у  = £ * * ’ - * * * * ' ]

3. ПРИЛОЖЕНИЯ ПРОИЗВОДНОЙ

Геометрический смысл производной заключается в том, что она 
численно равна значению тангенса угла наклона касательной, прове - 
денной к графику функции в точке с абсциссой , к положитель
ному направлению оси ОХ  : 

х 0 )  = tg.oC-

Тангенс этого угла называют угловым коэффициентом касательной.
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Уравнение касательной, проведенной к графику функции в точке 
( Х 0 , Lf-o ) имеет вид

= f r ' ( x o X * : - X p ) .

Пример I . Найти угловой коэффициент касательной к кривой 
в точке с абсциссой JC = 2 .

Воспользуемся формулой y'(JC0 )  = tao(.. Найдем сначала производ
ную функции : у '  *  J j r ' *  Вычислим ее в точке JC -  2. у '  (2 ) = 12. 
Значит tyoC = 12, это и есть угловой коэффициент касательной, 
т.е. К = 12.

Пример 2. Написать уравнение касательной к параболе у  = у£г’ 
в точке с абсциссой зс = 4.

Воспользуемся уравнением касательной:
у - у *  • у ,( ж 0 X * - & o ) '

В данном случае Х0 = 4, тогда у ^  = V> F = .?.
Найдем у ' -  y '  = ( V ^ ) ^ ^ r -  у ' ( 4 )ш £ .

боле #  = •*

Уравнение касательной примет вид

у - 2  =  ̂  ( х - 4 )  м и  y  = j j X +1 •

Упраинения
1. Найти угловой коэффициент касательной, проведенной к пара-

г
а) в начале координат;
б) в точке (2 ; -4).
2. В каких точках угловой коэффициент касательной к кривой у — 

-X *  равен 3?
3. В каких точках касательная к параболе у —зс3
а) параллельна оси ОХ ;
б) образует с осью ОХ углы 30°; 45°?
4. Найти угол наклона касательной к кривой у  = 6 —J0 в точке 

с абсциссой JC = I .
5. Найти угловой коэффициент касательной к кривой у  = 

точке с абсциссой ос = 0 .
6. Написать уравнение касательной к линии U^-COS2x  в точке 

j r  а

1 ш е тЖ в

с абсциссой ^  
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7. Показать, что линия у  =  ос5+■ 5эс-12  во всех своих точ
ках наклонена к оси ОХ под острый углом,

8. Под каким углом касательная к кривой у ~  О в точке 
(О; I )  пересекает ось ОХ ?

9. Составить уравнение касательной к линии у **£ п х -ъ  точке 
ее пересечения с осью ОХ .

10. В какой точке касательная к параболе y = j c 2 будет па
раллельна прямой у. = Оэс-5 ?

11. Составить уравнения касательных к линии y  = s c -^ r  в точ
ках пересечения ее с осью абсцисс.

12. Написать уравнение касательной к линии у  — j c 2 в точ
ках пересечения ее с прямой и = Ззс —2  •X  Л. 1 3 1 z -13. В каких точках касательная к графику Функции у  — 
составляет с положительным лучом ОХ угол 45° ?

14. На кривой у  -Ж 2 найти точку, в которой касательная 
параллельна биссектрисе первого координатного угла. г.

15. Написать уравнения касательных к линии у  в точ
ках пересечения ее с прямой у  = 1 .

16. Найти угловой коэффициент касательной к графику функции 
32У~2зс +• -гр в точке с абсциссой ж = 2. э

17. Написать уравнение касательной к кривой у.^л/зГ  в на
чале координат. Сделать чертеж.

18. Показать, что касательные, проведенные к гиперболе 
ОС —̂у  = jp - 2  Б точках пересечения ее с осями координат, параллельны

между собой. ,~ссг
19. У параболы у  =   проведена касательная в точ

ке (2 ; I ) . .  Найти угол наклона касательной к оси О Х  .

20. В какой точке касательная к линии у  = ж2-7ж  +- 3 # па
раллельна прямой 5ж +•у  — 3  = О .

Возрастание, убывание функции

Теорема (достаточное условие возрастания, убывания функции). 
Если функция / ( ос) непрерывна на отрезке [& ; £ ]  и диффе
ренцируема в интервале ] # }  i f f  и у ' ( х )>  О , ( f ' (o c )< 0  )  для 
JO£]a;  $ [  , то функция fC 'E )  возрастает (убывает) на отрезке
[а  1 $ J  •

Указанное условие дает удобный на практике способ исследова - 
ния функции на возрастание, убывание.
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Пример. Найти промежутки возрастания, убывания функции 
у = х ( п х .

Данная функция непрерывна в ~\Oi +■00 С .  Находим производ
ную у* = + -х (£ п о с )' = € п х  + 1. 1
Реиаем неравенство tnx+ -1  >О = > £ п х  > -1  —>JO > -g •

Итак, в итерваде ]  j - ; -t-°° f  функция у.=зс£пх: воз
растает. ■/

>-£пэс*-1<0 =>£пзс< -1  = > 0 <ос< ~£Г *
В интервале 10: j  Г - функция убывает.

Упражнения. Найти промекутки монотоннооти следующих функций:

1) у .=2 л :2+-3х  ~ 5 ; 7) LJ. = 3C+-sLnx(04JC4:2Jc)'3

2 )y  = X 2( * - 3 ) i  8 ) y  = _ r L _ ;

3) у .=^^Х 3- 2 х 2+ 3 'Х ; 9) у  =  -

4) у  - j f X 4~ X 3-^X ;  10̂  у - с с 2-£ п Х ;

5) у  • х /,- 2 х 2- 3 } и )  у  *= X 1-COSX( 0 4 х < 2 л ) ;

6) у  ; 12) у  = <a?J“  '

Экстремум функции

Теорема (достаточное условие существования экстремума функ
ции). Пусть функция f ( j c )  непрерывна в некотором интервале, 
содержащем критическую точку х 0~.

Если -f'Cх )  > 0 в интервале ] х а - /2  ; Х 0 [  и
/ ' ( х ) <  О в интервале ]х д • , то в точке данная

функция имеет максимум.
Если же - f ' ( x ) < 0  в интервале Х„ [  И

■f'(x)>0  в интервале ]  х 0- х 0 -̂(2[_ , то функция в точке ^  
имеет минимум.

Эта теорема позволяет сформулировать правило нахождения то
чек экстремума функции:

I)-найти критические точки, т .е . точки, в которых производ
ная равна нулю или не существует. Эти точки должны принадлежать 
области определёния функции;
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2) исследовать изменение знака производной при переходе че
рва критически точку ОС0 . Бони при переходе черви критичеаку» 
точку производная меняет знак с"+" на то jc0 -  точка мак
симума, если ко с на то Ха - течка минимума.

Пример. Найти экстремум функции у < *Ж -£ гг (1 + -з с ) •
Обдасть определения #ункции нредсгавляет интервал ]-/;+-<*> f  • 

Находим критические точки:

f ' ( x )  «  О, /п-е. j ~ ~  О =$> х = 0 , 1+-Х+0-

Исследование знака производной мокно оформить в следующую

X Л - 1 , 0 1 0 ] 0 ;  + ° °  [

— 0 + -

/
m l n /

0

Вывод: при х  -  0 функция у  = х -£ п  (1 + -Х ) имеет мини
мум, равный О.

Упракнения. Найти экстремум функций:

I )  у  =  х 2 - 5 х  - * - J ; 6 )  у  =  x - 2 s c n  х ,  х е [ 0 ; 2 ^ Ъ

2 )  у « З х 3 - х 2 ; 7 )  1̂ = х € п х ;

8 )  ( f  =  x + c o s x , x e [ o - , 2 J z l ;

9 )  у  =  х 2 ( 1 - х ) ;

5 )  9 ш л  +  4 х г ' ,
*  Ю )  у  =  х 3 - 1 2 х .
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