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ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ 

 
Эконометрика – одна из базовых дисциплин экономического 

образования. В экономике в большинстве случаев между переменны-

ми величинами существуют зависимости, когда каждому значению 

одной переменной соответствует не какое-то определенное, а множе-

ство возможных значений другой переменной. Иначе говоря, каждо-

му значению одной переменной соответствует определенное (услов-

ное) распределение другой переменной. Такая зависимость получила 

название статистической.  

Задачами регрессионного анализа являются установление 

формы зависимости между переменными, оценка функции регрессии, 

оценка неизвестных значений (прогноз значений) зависимой пере-

менной. 

Переменные могут быть экзогенными (внешними, независи-

мыми, объясняющими) – у, либо эндогенными (внутренними, зависи-

мыми, объясняемыми) – х. 

В эконометрике используются пространственные и временные 

переменные. Пространственные данные характеризуют разные объек-

ты за один и тот же период времени (средняя заработная плата по ре-

гионам). Временные данные характеризуют данные по одному и тому 

же объекту за разные периоды времени (динамика продаж предпри-

ятия). 

 Число наблюдений должно как минимум в 7 раз превышать 

количество экзогенных переменных. 
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ПАРНАЯ РЕГРЕССИЯ 

 

ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ 

Парная регрессия – это уравнение    xfy
~

 связи пере-

менных y и x, где y – зависимая переменная (результативный при-
знак), x – независимая объясняющая переменная (признак-
фактор, регрессор), ε – случайный член регрессии (остаток, невяз-
ка) в аддитивной форме записи, учитывающий случайные (стохасти-
ческие, недетерминированные) воздействия. 

Возможна мультипликативная форма записи регрессии 

   xfy
~

, а также другие математические способы учёта стохасти-

ческих влияний. 
Идентификация уравнения регрессии сводится к оценке её 

параметров. Для линейных по неизвестным параметрам регрессий 
применим метод наименьших квадратов (МНК), позволяющий найти 
оценки, минимизирующие сумму квадратов отклонений фактических 
(наблюдаемых, экспериментальных) значений результативного 
признака y от теоретических (гипотетических, регрессионных, сгла-
женных) значений  

y~ :   min~ 2
 xx yy . 

Для линейных, а также нелинейных, приводимых к линейным 
по идентифицируемым параметрам, регрессионных моделей решает-
ся следующая, линейная по искомым точечным оценкам идентифици-
руемых параметров, система алгебраических уравнений в нормальной 
форме: 













.

,
2 xyxbxa

yxban
 

Её решения имеют вид xbya  , 
 

222

,cov

xx

yxxyyx
b

x 





. 

Интерпретация коэффициента регрессии b – изменение рег-
рессора x на 1 единицу влечёт изменение исследуемого фактора y на b 
единиц. Т.о. коэффициент b – экономически интерпретируемый па-
раметр (это иногда позволяет, к примеру, проверить его эксперимен-
тально). 

Математическая интерпретация свободного члена регрессии 
a – значение y при нулевом значении регрессора x = 0. Однако, в 
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большинстве экономических задач регрессор не может принять нуле-
вое или даже близкое к 0 значение. Поэтому свободный член линей-
ной регрессии a относят к неинтерпретируемым параметрам, кото-
рые почти никогда не удаётся проверить экспериментально. 

При интерпретации параметров линейной регрессии отметим 3 
факта. 

1. Параметры a и b являются лишь выборочными (точечными) 
оценками параметров линейной регрессии xy  ~  генеральной 

совокупности, поэтому возможно сколь угодно большое их отклоне-
ние от «истинных» значений. 

2. Уравнение регрессии (не только линейное) отражает лишь 
общую тенденцию выборки, когда каждое отдельное исследование 
подвержено воздействию сколь угодно больших случайностей. 

3. Верность интерпретации зависит от правильности специфи-
кации уравнения. «Наилучшая» МНК-прямая всегда существует, но 
не всегда является достаточно хорошей. 

 
Методы наименьших квадратов и максимального правдоподобия 

 
Пусть имеется n совместных наблюдений дискретных случай-

ных величин X и Y. Представим их n точками (xi,yi) плоскости 
2 . 

Спроектируем каждую точку параллельно оси Oy на прямую искомой 

линейной регрессии baxy ˆ . Получим регрессионные (теоретиче-

ские, сглаженные, гипотетические) значения baxy ii ˆ . 

Подберём теперь параметры a и b искомой регрессии из усло-
вия 

      minˆ:,
1

2

1

2
  

n

i ii

n

i ii baxyyybaS . 

Для этого воспользуемся необходимым условием экстрему-

ма функции двух переменных: 








.0

,0

bS

aS
 

Получим 
  

  
















.012

,02
2

1

2

1

i ii

i iii

baxybS

xbaxyaS
 

Приведём эту системудвух линейных неоднородных уравне-
ний с двумя неизвестными к нормальному виду, когда неизвестные 
находятся в левой, а известные слагаемые в правой части уравнений: 
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
















.

,

11

111

2

n

i i

n

i i

n

i ii

n

i i

n

i i

ynbxa

yxxbxa
 

Решить её можно известными методами исключения неизвест-
ных, обратной матрицы или по формулам Крамера. К примеру, по 

формулам Крамера решение примет вид  aa ,  bb , где 

определитель системы 

0:

1

11

2

1

0

1

11

2
















nx

xx

xx

xx
n

i i

n

i i

n

i i

n

i i

n

i i

n

i i

n

i i
, 

ny

xyx
n

i i

n

i i

n

i ii

a








1

11: , 






 n

i i

n

i i

n

i ii

n

i i

b
yx

yxx

11

11

2

: . 

Из первого уравнения СЛАУ (1) получим 

   XYXa Var,Cov . Тогда из второго уравнения xayb  . По-

следнее равенство означает, что МНК-прямая всегда проходит через 

центр  yx,  диаграммы рассеяния. 

 
Линейная и нелинейная регрессия 

Различают линейные и нелинейные регрессии. 
Линейная регрессия: y = a+bx+ε. 
Нелинейные регрессии делятся на регрессии, нелинейные от-

носительно регрессоров, и регрессии, нелинейные по оцениваемым 
параметрам. 

Регрессии, нелинейные по регрессорам: 

полиномы  k

k xbxbxbay 2

21 ; 

(данная зависимость линеаризуется сведением к множествен-
ной линейной регрессии путём введения новых регрессоров X1: = x, 
X2: = x

2
, …, Xk: = x

k
); 

равносторонняя гипербола  xbay ; 

(данная зависимость линеаризуется заменой xX 1: ) и т.п. 

Регрессии, нелинейные по оцениваемым параметрам: 

показательная зависимость  xaby ; 

(данная зависимость линеаризуется заменами  
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Y: = lny, A: = lna, B: = lnb, E: = lnε); 

степенная зависимость  baxy ; 

(данная зависимость линеаризуется заменами  
Y: = lny, X: = lnx, A: = lna, E: = lnε); 

экспоненциальная  bxaey ; 

(данная зависимость линеаризуется заменами Y: = lny, E:  = lnε) 
и т.п. 
Регрессии, которые можно свести к линейным, называют не-

линейными внутренне линейными. К ним применим МНК. 
Регрессии, которые не сводятся к линейным, называют нели-

нейными внутренне нелинейными. К ним МНК не применим, т.к. 
система уравнений для идентификации МНК-параметров является 
нелинейной и требует специальных приёмов нахождения точного или 
приближённого решения. 

 
Коэффициент и индекс корреляции 

Коэффициент парной линейной корреляции 

 
2222

,cov
:

yyxx

yxxyyx
br

yxy

x
xy









,  

11  xyr , 

оценивает тесноту линейной связи случайных величин, а индекс кор-

реляции 

 

 







2

2

2

2

ост

~
11:

yy

yy

x

xx

y

xy



 ,  

10  xy , 

оценивает тесноту нелинейной связи. 
 

Коэффициент и индекс детерминации 

Оценку адекватности построенной модели эксперименталь-
ным наблюдениям даёт коэффициент (индекс) детерминации, а также 
средняя ошибка аппроксимации. 

Долю дисперсии, объясняемую регрессией, в общей дисперсии 
результативного признака y характеризует коэффициент (индекс) 
детерминации 
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 
 

 

 







2

2

2
~

Var

~Var
:

yy

yy

y

y
R

x

x
, или 

 
 

 

 







2

2

2
~

1
Var

Var
1:

yy

yy

y
R

x

xx
. 

Коэффициент (индекс) детерминации равен квадрату коэффи-
циента (индекса) линейной парной корреляции. 

Средняя ошибка аппроксимации  

%100
~1

: 


 
x

xx

y

yy

n
A  

оценивает среднее отклонение расчётных значений от фактических. 

Допустимый предел значений A  – не более 8-10%. 
 

F-критерий Фишера. 
Расчёт F-критерия Фишера парной регрессии 

Оценка качества уравнения регрессии состоит в проверке ну-
левой гипотезы H0 о статистической незначимости уравнения рег-
рессии и показателя тесноты связи. Для этого фактическое значение 
статистики Fфакт сравнивается с критическим (табличным) значением 
Fтабл критерия Фишера. 

Фактическое значение статистики Фишера равно отношению 
удельных (рассчитанных на одну степень свободы) факторной и оста-
точной дисперсий: 

 

   
 2

11~

~
:

2

2

2

2

факт 










n

r

r

mnyy

myy
F

xy

xy

xx

x
, 

где n – объём выборки, m – число параметров при регрессорах. 
Табличное значение Fтабл – это максимально возможное зна-

чение F-статистики при действии случайных факторов при заданных 
уровне значимости α и числе степеней свободы. 

F-статистика Фишера имеет 2 числа степеней свободы: 
– верхнее число = числу объясняющих переменных (в парной 

регрессии =1); 
– нижнее число = числу наблюдений в выборке минус число 

оцениваемых параметров (в парной регрессии = n – 2). 
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qRSS

pESS
F :факт , 

где p – верхнее число степеней свободы, q – нижнее число степеней 
свободы. 

Для парной регрессии  2:факт  n
RSS

ESS
F . 

Уровень значимости α – вероятность отвергнуть верную ги-
потезу. Стандартное значение α = 0,05; часто табулируются значения 
0,01 и 0,1. 

При Fтабл < Fфакт нулевая гипотеза H0 о случайном характере 
оцениваемых характеристик отклоняется и принимается их статисти-
ческая значимость и надёжность. В противном случае Fтабл  > Fфакт 
гипотеза H0 принимается, т.е. признаётся статистическая незначи-
мость и ненадёжность найденного уравнения регрессии. 

Если  F1 , следует рассмотреть F
–1

. 
 

Использование t-критерия Стьюдента 

Для оценки статистической значимости коэффициентов рег-
рессии и корреляции рассчитывается t-критерий Стьюдента и довери-
тельные интервалы каждого показателя. Нулевая гипотеза H0 говорит 
о случайной природе показателей, т.е. незначимом их отклонении от 
0. С табличным значением сравнивается отношение значения оценки и 
её случайной ошибки 

aa mat : ,   
bb mbt : ,   rr mrt : , 

где случайные ошибки точечных оценок параметров определяются 
формулами 

 

  












 2ост

22

2

2

ост2

22

2

~
: x

n

S

n

x
S

xxn

x

n

yy
m

xx

xx

a


, 

 
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Сравнивая фактическое tфакт и критическое (табличное) tтабл 
значения, принимаем или отвергаем гипотезу H0: 

при tтабл<tфакт – отвергаем (т.е. a, b и rxy под действием система-
тически действующего фактора x отличаются от 0 не случайно); 

при tтабл>tфакт – принимаем (т.е. a, b и rxy формируются случай-
но). 

Статистики Фишера и Стьюдента связаны соотношением 

Ftt rb  22
. 

Предельные ошибки для расчёта доверительных интервалов 

найдём по формулам 
aa mtтабл: , 

bb mtтабл: . 

Для проверки гипотезы о линейной зависимости между СВ X 
и Y справедлива следующая процедура: 

1. Вычислить t-статистику 
21

2
:

r

n
rt




 . 

2. По заданному уровню значимости α найти критическое зна-
чение t – статистики с (n – 2) степенями свободы. 

3. Если величина t превосходит критическое значение в поло-
жительную или отрицательную сторону, то нулевая гипотеза H0 : r = 0 
отклоняется, т.е. принимается альтернативная гипотеза H1 о нали-

чии линейной положительной или отрицательной зависимости 
соответственно. 

Замечание: тест справедлив  лишь для проверки нулевой гипо-
тезы об отсутствии линейной зависимости; для проверки какой-либо 
другой гипотезы (например, о равенстве коэффициента корреляции 
заданному ненулевому числу) требуется иная, более сложная проце-
дура. 

Для парного регрессионного анализа t-критерий для нулевой 
гипотезы H0 : rxy = 0, F – критерий для гипотезы H0 : R

2 
= 0 и  t – крите-

рий для H0 : β = 0 эквивалентны. 



Методические указания к лабораторным работам по эконометрике 

11 

 

ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА №1.  

ПАРНАЯ ЛИНЕЙНАЯ РЕГРЕССИЯ 

 
Цель работы: научиться строить модель парной линейной 

регрессии и оценить её качество. 

Исходные данные к работе:  
В табл.1 приведена статистика распределения расходов на по-

требление продуктов питания и средней заработной платы по годам. 

 

Таблица 1. Статистика распределения расходов на потребление  

продуктов питания и средней заработной платы 

№ у х 

1 33,66 120,00 

2 28,56 112,30 

3 20,40 107,25 

4 27,54 107,25 

5 48,96 127,25 

6 21,42 112,20 

7 22,44 113,85 

8 43,86 122,10 

9 47,94 122,10 

10 72,42 132,10 

11 79,56 127,05 

12 55,08 127,05 

13 72,42 128,70 

14 77,52 132,00 

15 81,60 133,65 

16 56,10 128,60 

17 77,52 140,25 

18 51,00 130,25 

19 66,30 130,25 

20 64,26 131,90 

21 66,30 136,90 



Методические указания к лабораторным работам по эконометрике 

12 

 

Данные для индивидуальных заданий рассчитываются по 

формуле у = у + 2 ∙ N, где «N» обозначен номер варианта работы, со-

ответствующий номеру студента в списке группы. 

Парная линейная регрессия 

у = а + b • х + ε. 

Задание: определить коэффициенты парной линейной регрес-

сии методами определителей и наименьших квадратов, оценить каче-

ство полученной модели. 

Порядок выполнения работы: 

1. Составить систему нормальных уравнений и найти па-

раметры регрессии методом определителей 

Согласно методу наименьших  квадратов 

∑(у-урасч)
2
 → min. 

Cистемa нормальных уравнений для определения параметров 

a и b линейной регрессии выглядит следующим образом: 

na+b∑x = ∑y 

a∑x+b∑x
2
=∑xy. 

где n – количество наблюдений.  

Количество наблюдений должно по крайней мере в 7 раз пре-

вышать количество переменных в регрессионной модели. 

Для подстановки числовых параметров в систему уравнений 

необходимо заполнить вспомогательную таблицу (табл. 2). 

Из системы получаем матрицу 

n   ∑x     ∑y 

∑x  ∑x
2
  ∑xy 

И считаем определители 

Δ = n ·∑x
2
 - ∑x·∑x, 

Δa = ∑y·∑x
2
  -  ∑x·∑xy, 

Δb = n·∑xy - ∑y·∑x 

Δ – главный определитель матрицы 

Δa – определитель матрицы а 

Δb – определитель матрицы b 

, 
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. 

 

Таблица 2. Вспомогательная таблица для нахождения коэффициентов 

парной линейной регрессии 

№ у x x ∙ у х
2
 у

2
  ош.аппр. 

2
 2

 

1          

…          

21          

Сумма          

Среднее          

2. Найти параметры регрессии методом наименьших 

квадратов 

, 

 

. 
3. Записать уравнение регрессии с найденными пара-

метрами. 

Параметр b называется коэффициентом регрессии. Его 

величина показывает среднее изменение результата с измене-

нием фактора на одну единицу.  

Знак при коэффициенте регрессии b показывает 

направление связи: при b > 0 – связь прямая, а при b < 0 – связь 

обратная. 

Параметр а формально показывает значение у при х = 0. 

Если признак-фактор х не имеет и не может иметь нулевого 

значения, то трактовка свободного члена а не имеет смысла. 

При отрицательном значении параметр а может не иметь 

экономического содержания.  

4. Проверить значимость уравнения регрессии – 

значит установить, соответствует ли математическая модель, 

выражающая зависимость между переменными, 



Методические указания к лабораторным работам по эконометрике 

14 

 

экспериментальным данным и достаточно ли включенных в 

уравнение объясняющих переменных (одной или нескольких) 

для описания зависимой переменной. 

Качество построенной модели определяется с помощью 

показателей корреляции, детерминации, критериев Фишера и 

Стьюдента.  

При использовании линейной регрессии используется 

линейный коэффициент корреляции rxy.  Линейный 

коэффициент корреляции находится в определенных пределах 

(-1) < = rxy < = (+1). 

При этом чем ближе rxy к нулю, тем слабее корреляция, 

чем ближе rxy к (-1) или к (+1), тем сильнее корреляция, т.е. 

зависимость х и y близка к линейной 

 
где σх – среднее квадратическое отклонение фактора, 

       σу – среднее квадратическое отклонение результата. 

 

,
 

 

,
 

,
 

.
 

О наличии существенной линейной связи между 

переменными у и хi,  можно говорить при значении |rухi| > 0,5 - 0,6. 

Коэффициент детерминации 
2

xyrD  . 

Критерий Фишера позволяет оценить качество 

составления всей модели. Расчётное значение критерия должно 

быть больше табличного. Табличное значение критерия 

определяется с помощью параметров n и m, где m – число 

оцениваемых параметров уравнения регрессии (для парной 
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регрессии m = 2), n – число наблюдений. Согласно основной 

идее дисперсионного анализа для парной регрессии число 

степеней свободы уравнения регрессии k1 = m - 1, а число 

степеней свободы остаточной дисперсии k2 = n - m. 

).2(
1 2

2




 n
r

r
F

xy

xy
факт

 

Критерий Стьюдента позволяет оценить качество 

параметров уравнения. 

Оценка значимости коэффициентов регрессии и корре-

ляции с помощью t-критерия Стьюдента проводится путем со-

поставления их значений с величиной случайной ошибки: 

,
a

a
m

a
t    ,

b

b
m

b
t    .

r

r
m

r
t   

Случайные ошибки параметров линейной регрессии и ко-

эффициента корреляции определяются по формулам: 

   

 
,

2/ˆ
2

2









xx

nyy
m

x

b
 

 
   

,
2

ˆ
2

22












xxn

x

n

yy
m

x

a
 

.
2

1 2






n

r
m

xy

r
 

Расчётное значение t – статистики должно  быть больше 

критического (табличного). 

   Средняя ошибка аппроксимации – среднее отклонение 

расчетных значений от фактических: 

%.100
ˆ1



 

y

yy

n
A  

Допустимый предел значений А – не более 8–10 %. 

5. Сформулировать выводы по работе. 
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ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА №2.  

ПАРНАЯ СТЕПЕННАЯ РЕГРЕССИЯ 

 

Цель работы: построение модели парной степенной регрессии 

и оценка её качества. 

Исходные данные к работе: в табл.3 приведены исходные 

данные к работе. 

 

Таблица 3. Исходные данные к работе 

№ х у 

1 120,00 33,66 

2 112,30 28,56 

3 107,25 20,40 

4 107,25 27,54 

5 127,25 48,96 

6 112,20 21,42 

7 113,85 22,44 

8 122,10 43,86 

9 122,10 47,94 

10 132,10 72,42 

11 137,05 79,56 

12 127,05 55,08 

13 128,70 72,42 

14 142,00 77,52 

15 133,65 81,60 

16 128,60 56,10 

17 140,25 77,52 

18 130,25 51,00 

19 130,25 66,30 

20 131,90 64,26 

21 136,90 66,30 
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Данные для индивидуальных заданий рассчитываются по 

формуле у = у + 2 * N,  x = x + 5 ∙ N, где «N» обозначен номер варианта 

работы, соответствующий номеру студента в списке группы. 

Парная cтепенная регрессия  

y=ax
b
ε 

Задание: определить коэффициенты парной линейной регрес-

сии методами определителей и наименьших квадратов, оценить каче-

ство полученной модели. 

Порядок выполнения работы: 

1. Привести уравнение регрессии к линейному виду с помо-

щью логарифмирования 

Ln у = ln a + b∙ln x + ln ε, 

далее уравнение можно решить как линейное. 

2. Составить систему нормальных уравнений и найти ме-

тодом определителей параметры регрессии  

Метод наименьших  квадратов 

∑(у-урасч)
2
 → min. 

Cистемa нормальных уравнений для определения параметров a 

и b линейной регрессии выглядит следующим образом: 

n∙lna + b·∑lnx = ∑lny 

a·∑lnx + b·∑lnx
2
=∑lnx·lny. 

где n – количество наблюдений.  

Количество наблюдений должно по крайней мере в 7 раз пре-

вышать количество переменных в регрессионной модели. 

Для подстановки числовых параметров в систему уравнений 

необходимо заполнить вспомогательную таблицу (табл. 4) 

Из системы получаем матрицу 

n      ∑lnx     ∑lny 

∑lnx  ∑lnx
2
  ∑lnx∙lny 

 

И находим значения определителей 

Δ = n ·∑lnx
2
 - ∑lnx·∑lnx, 

Δa = ∑lny·∑lnx
2
  -  ∑lnx·∑lnx∙lny, 

Δb = n·∑lnx·lny - ∑lny·∑x, 
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Таблица 4. Вспомогательная таблица для нахождения коэффициентов 
парной степенной регрессии 

№ у х Lnу lnх Lnх ∙lnу lnх
2
 lnу

2
 

1        

…        

21        

Сумма        

Среднее        

 

, 

, 
где Δ – главный определитель матрицы, 
      Δlna – определитель матрицы а, 
      Δlnb – определитель матрицы b. 

Чтобы найти значение параметрa a, необходимо провести про-
цедуру потенциирования. 

aea ln . 

3. Определить параметры парной регрессии в соответст-
вии с методом наименьших квадратов 

,

 
 

. 
Записать уравнение регрессии с найденными параметрами. 
Параметр b показывает на сколько % изменится результат при 

изменении фактора на один %.  
4. Проверить значимость уравнения регрессии – значит 

установить, соответствует ли математическая модель, выражающая 
зависимость между переменными, экспериментальным данным и 
достаточно ли включенных в уравнение объясняющих переменных 
(одной или нескольких) для описания зависимой переменной. 

Качество построенной модели определяется с помощью 
показателей корреляции, детерминации, критериев Фишера и 
Стьюдента.  
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При использовании линейной регрессии используется 
линейный коэффициент корреляции rxy.  Линейный коэффициент 
корреляции находится в пределах  

(-1) <= rxy <= (+1). 
При этом чем ближе rxy к нулю, тем слабее корреляция, чем 

ближе rxy к (-1) или к (+1), тем сильнее корреляция, т.е. зависимость х 
и y близка к линейной 

 ,
 

где σх – среднее квадратическое отклонение фактора, 
      σу – среднее квадратическое отклонение результата 

,
 

,
 

, 

.
 

О наличии существенной линейной связи между переменными 
у и хi,  можно говорить при значении |rухi| > 0,5 - 0,6. 

Коэффициент детерминации 
2

xyrD  . 

Критерий Фишера позволяет оценить качество составления 
всей модели. Расчётное значение критерия должно быть больше 
табличного. Табличное значение критерия определяется с помощью 
параметров n и m, где m – число оцениваемых параметров уравнения 
регрессии (для парной регрессии m = 2), n – число наблюдений. 
Согласно основной идее дисперсионного анализа для парной 
регрессии число степеней свободы уравнения регрессии k1 = m - 1, а 
число степеней свободы остаточной дисперсии k2 = n - m 

).2(
1 2

2




 n
r

r
F

xy

xy

факт
 

Критерий Стьюдента позволяет оценить качество пара-
метров уравнения. Для его нахождения составляется вспомогатель-
ная таблица (табл. 5). 
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Таблица 5. Вспомогательная таблица для нахождения  
критерия Стьюдента 

№ у х  ош. аппр. 
2
 

2
 

1       

…       

21       

Сумма       

Среднее       

 

 – расчётное значение функции 

Ln у̂ =  ln a + b∙ln x, 

где lna, lnb – ранее найденные параметры регреcсии. 
Оценка значимости коэффициентов регрессии и корреляции с 

помощью t – критерия Стьюдента проводится путем сопоставления их 
значений с величиной случайной ошибки: 

;
a

a
m

a
t  ;

b

b
m

b
t  .

r

r
m

r
t   

Случайные ошибки параметров линейной регрессии и коэффи-
циента корреляции определяются по формулам: 

   

 
;

lnln
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Расчётное значения  t – статистики должно быть больше кри-
тического (табличного). 

Средняя ошибка аппроксимации – среднее отклонение расчет-
ных значений от фактических: 

%.100
ˆ1



 

y

yy

n
A  

Допустимый предел значений А – не более 8-10 %. 
5. Сформулировать выводы по работе. 
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ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА №3.  

ПАРНАЯ ПОКАЗАТЕЛЬНАЯ  

И  ПАРНАЯ ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНАЯ РЕГРЕССИИ 

 
Цель работы: построение моделей парной показательной рег-

рессии и парной экспоненциальной регрессии и оценка их качества. 

Исходные данные к работе: данные для ЛР 2. 

Данные для индивидуальных заданий рассчитываются по 

формуле у = у + 2 * N, x = x + 5 ∙ N, где «N» обозначен номер варианта 

работы, соответствующий номеру студента в списке группы. 

Парная пoказательная регрессия  

y=ab
x
ε 

Задание: определить коэффициенты парной показательной 

регрессии методами определителей и наименьших квадратов, оценить 

качество полученной модели. 

Порядок выполнения работы: 

1. Привести уравнение регрессии к линейному виду с помо-

щью логарифмирования 

Ln у = ln a + x∙ln b + ln ε, 

далее уравнение можно решить как линейное. 

2. Составить систему нормальных уравнений и найти ме-

тодом определителей параметры регрессии. 

Метод наименьших квадратов 

∑(у-урасч)
2
 → min. 

Cистемa нормальных уравнений для определения параметров a 

и b линейной регрессии выглядит следующим образом: 

n∙lna + lnb·∑x = ∑lny 

a∑x + lnb∑x
2 
= ∑xlny 

где n – количество наблюдений.  

Количество наблюдений должно по крайней мере в 7 раз пре-

вышать количество переменных в регрессионной модели. 

Для подстановки числовых параметров в систему уравнений 

необходимо заполнить вспомогательную таблицу (табл. 6). 

Из системы получаем матрицу 

n      ∑x     ∑lny 

∑x    ∑x
2
    ∑xlny 
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Таблица 6. Вспомогательная таблица для нахождения  

коэффициентов парной линейной регрессии  

И считаем определители 

Δ = n ·∑x
2
 - ∑x·∑x, 

Δa = ∑lny·∑x
2
  -  ∑x·∑xlny, 

Δb = n·∑xlny - ∑lny·∑x, 

 

 

,

 
 

,

 
где Δ – главный определитель матрицы, 

      Δlna – определитель матрицы а, 

      Δlnb – определитель матрицы b. 

Чтобы найти значения параметров, необходимо провести про-

цедуру потенциирования 
aea ln , 

beb ln . 

3. Найти параметры регрессии методом наименьших квад-

ратов 

, 

 

, 
aea ln , 

beb ln . 

№ у х lnу х*lnу х
2
 lnу

2
  

1        

…        

21        

Сумма        

Среднее        
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Записать уравнение регрессии с найденными параметрами. 

4. Проверить значимость уравнения регрессии – значит 

установить, соответствует ли математическая модель, выражающая 

зависимость между переменными, экспериментальным данным и 

достаточно ли включенных в уравнение объясняющих переменных 

(одной или нескольких) для описания зависимой переменной. 

Качество построенной модели определяется с помощью 

показателей корреляции, детерминации, критериев Фишера и 

Стьюдента.  

При использовании линейной регрессии используется 

линейный коэффициент корреляции rxy.  Линейный коэффициент 

корреляции находится в определенных пределах 

(-1) < = rxy < = (+1). 

При этом чем ближе rxy к нулю, тем слабее корреляция, чем ближе rxy к 

(-1) или к (+1), тем сильнее корреляция, т.е. зависимость х и y близка к 

линейной 

y

x
yx br

ln
ln ln




  

где σх – среднее квадратическое отклонение фактора, 

       σу – среднее квадратическое отклонение результата. 

,
 

,
 

,
 

.
 

О наличии существенной линейной связи между переменными 

у и хi,  можно говорить при значении |rухi| > 0,5 - 0,6.  

Коэффициент детерминации 
2

ln yxrD  . 

Критерий Фишера позволяет оценить качество составления 

всей модели. Расчётное значение критерия должно быть больше 

табличного. Табличное значение критерия определяется с помощью 

параметров n и m, где m – число оцениваемых параметров уравнения 

регрессии (для парной регрессии m = 2), n – число наблюдений. 
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Согласно основной идее дисперсионного анализа для парной 

регрессии число степеней свободы уравнения регрессии k1 = m - 1, а 

число степеней свободы остаточной дисперсии k2 = n - m 

).2(
1 2

ln

2
ln




 n
r

r
F

yx

yx
факт  

Критерий Стьюдента позволяет оценить качество параметров 

уравнения. 

 

Таблица 7. Вспомогательная таблица  

для нахождения критерия Стьюдента 

№ у х  ош.аппр. 
2
 

2
 

1       

…       

21       

Сумма       

Среднее       

 

Оценка значимости коэффициентов регрессии и корреляции с 

помощью t-критерия Стьюдента проводится путем сопоставления их 

значений с величиной случайной ошибки: 

;
ln

a

a
m

a
t     ;

ln

b

b
m

b
t     .

r

r
m

r
t   

Случайные ошибки параметров линейной регрессии и коэффи-

циента корреляции определяются по формулам: 

   

 
;

2/ˆlnln
2

2









xx

nyy
m

x

b
 

 

   
;

2

ˆlnln
2

22












xxn

x

n

yy
m

x

a
 

.
2

1 2






n

r
m

xy

r
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Расчётное значения t – статистики должно  быть больше кри-

тического (табличного). 

   Средняя ошибка аппроксимации - среднее отклонение расчет-

ных значений от фактических: 

%.100
ln

ˆlnln1



 

y

yy

n
A  

Допустимый предел значений А – не более 8–10 %. 

5. Сформулировать выводы по работе.
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Экспоненциальная модель 
ebxаеу   

Задание: определить коэффициенты экспоненциальной рег-

рессии, оценить качество полученной модели. 

Порядок выполнения работы: 

1. Привести уравнение регрессии к линейному виду с помо-

щью логарифмирования 

Ln у =  a + bx + ε, 

далее уравнение можно решить как линейное. 

2. Составить систему нормальных уравнений и найти ме-

тодом определителей параметры регрессии  

Метод наименьших  квадратов 

∑(у - урасч)
2
 → min. 

Cистемa нормальных уравнений для определения параметров 

a и b линейной регрессии выглядит следующим образом: 

n·a+b·∑x = ∑ln·y 

a∑x+b∑x
2
=∑x·lny 

где n – количество наблюдений.  

Количество наблюдений должно по крайней мере в 7 раз пре-

вышать количество переменных в регрессионной модели. 

Для подстановки числовых параметров в систему уравнений 

необходимо заполнить вспомогательную таблицу (табл. 8). 

 

Таблица 8. Вспомогательная таблица для нахождения коэффициентов 

регрессии 

№ у х lnу х∙lnу х
2
 lnу

2
 

1       

…       

21       

Сумма       

Среднее             

Из системы получаем матрицу 

n      ∑x      ∑lny 

∑x     ∑x
2
     ∑xlny   
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И считаем определители 

Δ = n ·∑x
2
 - ∑x·∑x, 

Δa = ∑lny·∑x
2
  -  ∑x·∑x∙lny, 

Δb = n·∑x·lny - ∑lny·∑x. 

Δ – главный определитель матрицы, 

Δa – определитель матрицы а, 

Δb – определитель матрицы b. 






a
a , 






b
b . 

3. Найти параметры регрессии методом наименьших 

квадратов 

 

,

 
 

. 
  Записать уравнение регрессии с найденными параметрами. 

4. Проверить значимость уравнения регрессии – значит 

установить, соответствует ли математическая модель, выражающая 

зависимость между переменными, экспериментальным данным и 

достаточно ли включенных в уравнение объясняющих переменных 

(одной или нескольких) для описания зависимой переменной. 

Качество построенной модели определяется с помощью 

показателей корреляции, детерминации, критериев Фишера и 

Стьюдента.  

При использовании линейной регрессии используется 

линейный коэффициент корреляции rxy.  Линейный коэффициент 

корреляции находится в определенных пределах 

(-1) <=  rxy <= (+1). 

При этом чем ближе rxy к нулю, тем слабее корреляция, чем 

ближе rxy к (-1) или к (+1), тем сильнее корреляция, т.е. зависимость х 

и y близка к линейной           

y

x
xy br




 , 

где σх – среднее квадратическое отклонение фактора, 
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σу – среднее квадратическое отклонение результата. 

, 
 

, 

,
 

.
 

О наличии существенной линейной связи между переменными 

у и хi,  можно говорить при значении |rухi| > 0,5 -  0,6. 

Коэффициент детерминации 
2

xyrD  . 

Критерий Фишера позволяет оценить качество составления 

всей модели. Расчётное значение критерия должно быть больше 

табличного. Табличное значение критерия определяется с помощью 

параметров n и m. где m- число оцениваемых параметров уравнения 

регрессии (для парной регрессии m=2), n – число наблюдений. 

Согласно основной идее дисперсионного анализа для парной 

регрессии число степеней свободы уравнения регрессии k1 = m – 1, а 

число степеней свободы остаточной дисперсии k2 = n – m 

).2(
1 2

2




 n
r

r
F

xy

xy

факт
 

Критерий Стьюдента позволяет оценить качество параметров 

уравнения. 

Оценка значимости коэффициентов регрессии и корреляции с 

помощью t-критерия Стьюдента проводится путем сопоставления их 

значений с величиной случайной ошибки: 

;
a

a
m

a
t     ;

b

b
m

b
t     .

r

r
m

r
t   

Случайные ошибки параметров линейной регрессии и коэф-

фициента корреляции определяются по формулам: 

   

 
;

2/ˆlnln
2

2









xx

nyy
m

x

b
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 
   

;
2

ˆlnln

2

22













xxn

x

n

yy
m x

a  

.
2

1 2






n

r
m

xy
r  

 

Таблица 9.  Вспомогательная таблица для нахождения ошибок  

параметров функции 

№ у х ln y расч ош.аппр. (ln у - ln у расч)
2
 (x - xcp)

2
 

1       

…       

21       

Сумма       

Среднее       

          

Ln у̂ =  a + b x 

где a, b – ранее найденные параметры регреcсии. 

Расчётное значения t-статистики должно  быть больше крити-

ческого (табличного). 

   Средняя ошибка аппроксимации – среднее отклонение рас-

четных значений от фактических: 

%.100
ln

ˆlnln1



 

y

yy

n
A  

Допустимый предел значений А – не более 8–10 %. 

5. Сформулировать выводы по работе. 
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ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА №4.  

МОДЕЛЬ ФИЛИПСА И МОДЕЛЬ ЭНГЕЛЯ 

 

Цель работы: построение моделей Филипса и Энгеля и 

оценка их качества. 

Исходные данные к работе: исходные данные приведе-

ны в табл. 10 и 11. 

Данные для индивидуальных заданий рассчитываются по 

формуле у = у + 2 * N, x = x + 5 * N, где «N» обозначен номер 

варианта работы, соответствующий номеру студента в списке 

группы. 

 

Таблица 10.  Исходные данные для построения кривой Филипса 

№ у х 

1 116,51 5,4 

2 113,22 5,6 

3 95,625 6,8 

4 83,934 8,3 

5 87,552 7,6 

6 76,666 9,2 

7 439,31 1,2 

8 237,86 2,3 

9 143,91 4,1 

10 108,41 5,7 

11 80,726 8,4 

12 82,392 8,2 

13 76,232 9,3 

14 64,954 12 

15 41,981 25 

16 46,749 20 

17 43,886 23 

18 49,514 17 
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19 68,639 11 

20 65,501 12 

21 48,137 18 

 

Задание: определить коэффициенты парной линейной 

регрессии методами определителей и наименьших квадратов, 

оценить качество полученной модели. 

Кривая Филипса характеризует нелинейное соотношение 

между нормой безработицы х и процентом прироста заработной 

платы у 

e
x

b
ау    

х – норма безработицы, % 

у – прирост заработной платы, % 

 

Порядок выполнения работы: 

1. Составить систему нормальных уравнений и най-

ти методом определителей параметры регрессии  

e
x

bау 
1

 

Для удобства проведём замену 1/х на z 
ezау   

Согласно методу наименьших квадратов неизвестные 

параметры a и b выбираются таким образом, чтобы сумма квад-

ратов отклонений эмпирических значений зависимой перемен-

ной y от значений, найденных по уравнению регрессии, была 

минимальной.  

Метод наименьших  квадратов 

∑(у-урасч)
2
 → min. 

Cистемa нормальных уравнений для определения пара-

метров a и b линейной регрессии выглядит следующим обра-

зом: 

n∙a+b∑z = ∑y 

a∑z+b∑z
2
=∑zy, 
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где n – количество наблюдений.  

Для подстановки числовых параметров в систему урав-

нений необходимо заполнить вспомогательную таблицу: 

 

Таблица 11. Вспомогательная таблица для нахождения  

коэффициентов регрессии 

№ у х z z*у z
2
 у

2
 

1          

…             

21             

Сумма             

Среднее             

Из системы получаем матрицу 

n     ∑z       ∑y 

∑z     ∑z
2
    ∑zy 

И считаем определители 

Δ = n ·∑z
2
 - ∑z·∑z, 

Δa = ∑y·∑z
2
  -  ∑z·∑zy, 

Δb = n·∑zy - ∑y·∑z, 

Δ – главный определитель матрицы, 

Δa – определитель матрицы а, 

Δb – определитель матрицы b 



a
a  , 



b
b  . 

Записать уравнение регрессии с найденными параметрами. 

2. Определить параметры функции в соответствии с 

методом наименьших квадратов 

22 zz

zyyz
b




 ,       .zbya   
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3. Проверить значимость уравнения регрессии – 
значит установить, соответствует ли математическая модель, 
выражающая зависимость между переменными, 
экспериментальным данным и достаточно ли включенных в 
уравнение объясняющих переменных (одной или нескольких) 
для описания зависимой переменной. 

Качество построенной модели определяется с помощью 
показателей корреляции, детерминации, критериев Фишера и 
Стьюдента.  

При использовании линейной регрессии используется 
линейный коэффициент корреляции rxy.  Линейный 
коэффициент корреляции находится в определенных пределах: 
(-1)<= rxy <=(+1). При этом чем ближе rxy к нулю, тем слабее 
корреляция, чем ближе rxy к (-1) или к (+1), тем сильнее 
корреляция, т.е. зависимость х и y близка к линейной. 

y

x
xy br




  

σх – среднее квадратическое отклонение фактора, 
σу – среднее квадратическое отклонение результата 

222 zzх  , 

222 ууу  , 

2
хх   , 

2
уу   . 

О наличии существенной линейной связи между 
переменными у и хi,  можно говорить при значении |rухi| > 0,5 -  - 0,6. 

Коэффициент детерминации 
2

xyrD  . 

Критерий Фишера позволяет оценить качество 
составления всей модели. Расчётное значение критерия должно 
быть больше табличного. Табличное значение критерия 
определяется с помощью параметров n и m, где m – число 
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оцениваемых параметров уравнения регрессии (для парной 
регрессии m = 2), n – число наблюдений. Согласно основной 
идее дисперсионного анализа для парной регрессии число 
степеней свободы уравнения регрессии k1 = m - 1, а число 
степеней свободы остаточной дисперсии k2 = n - m. 

),2(
1 2

2




 n
r

r
F

xy

xy
факт

 

Критерий Стьюдента позволяет оценить качество 
параметров уравнения. 

Оценка значимости коэффициентов регрессии и корре-
ляции с помощью t – критерия Стьюдента проводится путем 
сопоставления их значений с величиной случайной ошибки: 

;
a

a
m

a
t     ;

b

b
m

b
t     .

r

r
m

r
t   

Случайные ошибки параметров линейной регрессии и ко-
эффициента корреляции определяются по формулам: 
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. 

Параметры а и b были определены ранее. 
Расчётное значения t-статистики должно  быть больше 

критического (табличного). 
Средняя ошибка аппроксимации – среднее отклонение 

расчетных значений от фактических: 

%.100
ˆ1



 

y

yy

n
A  

Допустимый предел значений А – не более 8–10 %. 
4. Сформулировать выводы по работе.
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Кривая Энгеля 

Таблица 12. Исходные данные для построения кривой Энгеля 

№ у х 

1 19,46507 125 

2 19,76849 117,3 

3 17,99983 112,25 

4 18,91755 112,25 

5 21,81207 132,25 

6 18,37898 117,2 

7 18,26849 118,85 

8 21,87516 127,1 

9 20,61574 127,1 

10 20,88457 137,1 

11 19,30039 142,05 

12 18,9174 132,05 

13 20,13511 133,7 

14 22,09058 147 

15 20,28172 138,65 

16 21,28088 133,6 

17 21,77556 145,25 

18 21,63858 135,25 

19 19,52915 135,25 

20 20,92817 136,9 

21 19,47454 141,9 

 

Кривая Энгеля характеризует взаимосвязь общей суммы 

доходов и доли расходов на продукты питания 

e
x

b
ау  , 

Х – норма безработицы, % 

У – прирост заработной платы, %. 
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Порядок выполнения работы: 

1. Составить систему нормальных уравнений и найти 

методом определителей параметры регрессии  

e
x

bау 
1

)( . 

Для удобства проведём замену 1/х на z 

ezbау  )( . 

Согласно методу наименьших квадратов неизвестные па-

раметры a и b выбираются таким образом, чтобы сумма квадра-

тов отклонений эмпирических значений зависимой переменной 

y от значений, найденных по уравнению регрессии, была мини-

мальной.  

Метод наименьших  квадратов 

∑(у-урасч)
2
 → min 

Cистемa нормальных уравнений для определения пара-

метров a и b линейной регрессии выглядит следующим образом: 

                                n·a+(-b)·∑z = ∑y 

a·∑z+(_b)·∑z
2
=∑(z·y) 

где n – количество наблюдений.  

Количество наблюдений должно по крайней мере в 7 раз 

превышать количество переменных в регрессионной модели. 

Для подстановки числовых параметров в систему уравне-

ний необходимо заполнить вспомогательную таблицу: 

 

Таблица 13. Вспомогательная таблица для нахождения  

коэффициентов регрессии 

№ у х z z*у z
2
 у

2
 

1          

…             

21             

Сумма             

Среднее             
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Из системы получаем матрицу 

n     ∑z       ∑y 

∑z     ∑z
2
    ∑zy 

И считаем определители 

Δ = n ·∑z
2
 - ∑z·∑z, 

Δa = ∑y·∑z
2
  -  ∑z·∑zy, 

Δ-b = n·∑zy - ∑y·∑z 

Δ – главный определитель матрицы, 

Δa – определитель матрицы а, 

Δb – определитель матрицы b 






a
a , 






b
b , 

bb  . 

Записываем уравнение регрессии с найденными парамет-

рами. 

 

2. Определить параметры функции в соответствии с 

методом наименьших квадратов 

22 zz

zyyz
b




  

,zbya   

bb   

3. Проверить значимость уравнения регрессии – значит 

установить, соответствует ли математическая модель, 

выражающая зависимость между переменными, 

экспериментальным данным и достаточно ли включенных в 

уравнение объясняющих переменных (одной или нескольких) 

для описания зависимой переменной. 

Качество построенной модели определяется с помощью 

показателей корреляции, детерминации, критериев Фишера и 

Стьюдента.  
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При использовании линейной регрессии используется 

линейный коэффициент корреляции rxy.  Линейный коэффициент 

корреляции находится в определенных пределах: (-1) < = rxy < =  

= (+1). При этом чем ближе rxy к нулю, тем слабее корреляция, 

чем ближе rxy к (-1) или к (+1), тем сильнее корреляция, т.е. 

зависимость х и y близка к линейной. 

y

x
xy br




  

σх – среднее квадратическое отклонение фактора, 

σу – среднее квадратическое отклонение результата 
222 zzх   

222 ууу   

2
хх    

2
уу    

О наличии существенной линейной связи между 

переменными у и хi,  можно говорить при значении |rухi| > 0,5 -   - 0,6. 

Коэффициент детерминации. 
2

xyrD  . 

Критерий Фишера позволяет оценить качество 

составления всей модели. Расчётное значение критерия должно 

быть больше табличного. Табличное значение критерия 

определяется с помощью параметров n и m,  где m – число 

оцениваемых параметров уравнения регрессии (для парной 

регрессии m = 2), n – число наблюдений. Согласно основной 

идее дисперсионного анализа для парной регрессии число 

степеней свободы уравнения регрессии k1 = m - 1, а число 

степеней свободы остаточной дисперсии k2  =n - m. 

).2(
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Критерий Стьюдента позволяет оценить качество 

параметров уравнения. 

Оценка значимости коэффициентов регрессии и корреля-

ции с помощью t-критерия Стьюдента проводится путем сопос-

тавления их значений с величиной случайной ошибки: 

;
a

a
m

a
t     ;

b

b
m

b
t


    .

r

r
m

r
t   

Случайные ошибки параметров линейной регрессии и ко-

эффициента корреляции определяются по формулам: 
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Параметры а и b были определены ранее. 

Расчётное значения t-статистики должно быть больше 

критического (табличного). 

Средняя ошибка аппроксимации - среднее отклонение 

расчетных значений от фактических: 

%.100
ˆ1



 

y

yy

n
A  

Допустимый предел значений А – не более 8–10%. 

4. Сформулировать выводы по работе.
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