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Ïðåäèñëîâèå

Ëèíåéíàÿ àëãåáðà è ãåîìåòðèÿ � íåñîìíåííî, îäíà èç ñàìûõ êðàñèâûõ
è èíòåðåñíûõ äèñöèïëèí íà ïåðâîì êóðñå ëþáîé ìàòåìàòè÷åñêîé èëè ôè-
çè÷åñêîé ñïåöèàëüíîñòè. Â îñíîâó ïðåäëàãàåìîãî ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ ïîëîæå-
íû ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ ïî ëèíåéíîé àëãåáðå, íåîäíîêðàòíî ïðîâîäèâøèåñÿ
àâòîðîì â àêàäåìè÷åñêèõ ãðóïïàõ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî è ôèçè÷åñêî-
ãî ôàêóëüòåòîâ ÑàìÃÓ. Ïîñîáèå ðàçáèòî íà äåñÿòü ïàðàãðàôîâ, êàæäûé èç
êîòîðûõ ñîäåðæèò êðàòêîå íàïîìèíàíèå îñíîâíûõ ôàêòîâ ïî äàííîé òåìå,
íàáîð ñòàíäàðòíûõ óïðàæíåíèé, à òàêæå ÷óòü áîëåå ñëîæíûå çàäà÷è äëÿ
ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.

Çàäà÷íèê îðèåíòèðîâàí, â ïåðâóþ î÷åðåäü, íà ñòóäåíòîâ ìëàäøèõ êóðñîâ.
Îí ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò ïðîãðàììå êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû, ÷èòàåìî-
ãî íà â ÑàìÃÓ. Íå ñëèøêîì áîëüøîå êîëè÷åñòâî ÷àñîâ, îòâîäèìîå ó÷åáíûì
ïëàíîì íà ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ, çàñòàâèëî ÷ðåçâû÷àéíî òùàòåëüíî ïîäîé-
òè ê âûáîðó èçëàãàåìûõ òåì; âïðî÷åì, çàäà÷à íåñêîëüêî îáëåã÷àëàñü â ñâÿçè
ñ àáñîëþòíîé ¾êëàññè÷íîñòüþ¿ ìàòåðèàëà è íàëè÷èåì äîñòàòî÷íîãî ÷èñëà
ïðåêðàñíûõ ó÷åáíèêîâ è ñáîðíèêîâ çàäà÷ ïî àëãåáðå è å¼ ìíîãî÷èñëåííûì
ïðèëîæåíèÿì.

Â ñïèñîê ëèòåðàòóðû âêëþ÷åíû òîëüêî ïåðâîêëàññíûå êíèãè, êîòîðûå ìû
áåç ìàëåéøåãî ñîìíåíèÿ ðåêîìåíäóåì êàê äëÿ ïåðâîãî îçíàêîìëåíèÿ ñ ëèíåé-
íîé àëãåáðîé, òàê è äëÿ èçó÷åíèÿ áîëåå ãëóáîêèõ ðàçäåëîâ ýòîãî óäèâèòåëüíî
êðàñèâîãî è ñòðîéíîãî ðàçäåëà ìàòåìàòèêè. Êëàññè÷åñêèå ó÷åáíèêè [K1]�[K3]
è [V1] âåëèêîëåïíî ïîäõîäÿò è äëÿ òîãî, è äëÿ äðóãîãî; â êíèãàõ [ZO1], [ZO2]
ñîäåðæèòñÿ ïîäðîáíîå è ÷¼òêîå èçëîæåíèå ðÿäà áîëåå òîíêèõ âîïðîñîâ ñîâðå-
ìåííîé àëãåáðû, â òîì ÷èñëå, è òàêèõ âàæíûõ äëÿ ôèçèêè, êàê òåíçîðíûå
àëãåáðû, àëãåáðû Êëèôôîðäà è Âåéëÿ è ò.ä. Èãðàþùóþ âàæíåéøóþ ðîëü,
ê ïðèìåðó, â êâàíòîâîé ìåõàíèêå òåîðèþ ïðåäñòàâëåíèé ïðîùå âñåãî âûó÷èòü
ïî êíèãàì [V2], [E]. Íåâåðîÿòíî èíòåðåñíî êóðñ àëãåáðû èçëîæåí â ó÷åáíè-
êàõ [KM] è [G].

Ïðè ïîäáîðå ñòàíäàðòíûõ óïðàæíåíèé ìû â èçâåñòíîé ñòåïåíè îïèðàëèñü
íà çàäà÷íèêè [K4], [D], [DR], [Pa], [Ps]. Ïðè ýòîì ìû âñåãäà ñòðåìèëèñü äå-
ìîíñòðèðîâàòü ïðèìåíåíèå ðàçíûõ àëãîðèòìîâ íà îäíèõ è òåõ æå ¾ìîäåëü-
íûõ¿ ïðèìåðàõ (ïðîñòðàíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ, ìàòðèö è ò.ä.). ¾Ñëîæíûå¿ çà-
äà÷è â îñíîâíîì âçÿòû èç çàìå÷àòåëüíîãî ñáîðíèêà [Pr], êîòîðûé ìû ãîðÿ-
÷î ðåêîìåíäóåì âñåì æåëàþùèì äåéñòâèòåëüíî èçó÷èòü ëèíåéíóþ àëãåáðó.
×àñòü òàêèõ çàäà÷ âçÿòà èç ìàòåðèàëîâ ñòóäåí÷åñêîé îëèìïèàäû ïî àëãåáðå
Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà [Ol], íåêîòîðûå çàäà÷è ñî÷èíåíû àâòîðîì.
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Àâòîð âûðàæàåò ñàìóþ èñêðåííþþ ïðèçíàòåëüíîñòü âñåì ñîòðóäíèêàì êà-
ôåäðû àëãåáðû è ãåîìåòðèè ÑàìÃÓ çà ÷óäåñíóþ àòìîñôåðó, çà ïîìîùü è ïîä-
äåðæêó ïðè ðàáîòå íàä ïîñîáèåì. Àâòîð òàêæå áëàãîäàðèò Àíòîíà Êàðïèø-
êîâà, Ïàâëà Íèêóëèíà è Ô¼äîðà Ñêîðîáîãàòîãî, êîòîðûå, áóäó÷è ñòóäåíòàìè
ïåðâîãî êóðñà, ïîìîãëè èñïðàâèòü ìíîæåñòâî îïå÷àòîê â ïðåäâàðèòåëüíîé
âåðñèè ïîñîáèÿ.

Ì.Â. Èãíàòüåâ, 1 ñåíòÿáðÿ 2011 ã.
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�1. Îïðåäåëèòåëè

Ïóñòü n > 1, A � ïðîèçâîëüíàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n × n
(òî åñòü êâàäðàòíàÿ òàáëèöà èç n ñòðîê è n ñòîëáöîâ, çàïîëíåííàÿ âåùå-
ñòâåííûìè ÷èñëàìè). Áóäåì îáîçíà÷àòü ýëåìåíò ìàòðèöû A, ñòîÿùèé â i-îé
ñòðîêå è j-îì ñòîëáöå ((i, j)-ûé ýëåìåíò) ÷åðåç aij. Îïðåäåëèòåëåì ìàòðè-
öû A íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, îáîçíà÷àåìîå detA, êîòîðîå âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñëåäó-
þùåìó ïðàâèëó. Åñëè n = 1, òî detA = a11, à äëÿ ëþáîãî n > 2

detA = (−1)i+1 · ai1 ·Mi1 + . . .+ (−1)i+n · ain ·Min.

Çäåñü i � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî îò 1 äî n, à ÷åðåç Mij îáîçíà÷àåòñÿ îïðåäå-
ëèòåëü ìàòðèöû (n− 1)-îãî ïîðÿäêà, ïîëó÷àþùåéñÿ èç ìàòðèöû A âû÷¼ðêè-
âàíèåì i-îé ñòðîêè è j-îãî ñòîëáöà (îí íàçûâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì ìèíî-

ðîì). Ýòà ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ÷àñòî íàçûâàåòñÿ ôîðìó-
ëîé ðàçëîæåíèÿ ïî ñòðîêå. Âåðíà òàêæå àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëà ðàçëîæåíèÿ

ïî ñòîëáöó : äëÿ ëþáîãî j îò 1 äî n

detA = (−1)1+j · a1j ·M1j + . . .+ (−1)n+j · anj ·Mnj.

Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A îáîçíà÷àþò åù¼ òàê:

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Ïðèìåð. Äëÿ n = 2 è n = 3, ñîîòâåòñòâåííî,∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = (−1)1+1 · a11 ·M11 + (−1)1+2 · a12 ·M12 = a11a22 − a12a21,∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = (−1)1+1 · a11 ·M11 + (−1)1+2 · a12 ·M12 + (−1)1+3 · a13 ·M13 =

= a11 · (a22a33 − a23a32)− a12 · (a21a33 − a23a31) + a13 · (a21a32 − a22a31) =
= a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31 − a12a21a33 − a11a23a32.

Åñëè îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A ðàâåí íóëþ, òî îíà íàçûâàåòñÿ âûðîæäåí-

íîé (à åñëè íå ðàâåí íóëþ � íåâûðîæäåííîé). Ïî îïðåäåëåíèþ, òðàíñïî-
íèðîâàííàÿ ìàòðèöà At ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöû A îòðàæåíèåì îòíîñèòåëüíî
ãëàâíîé äèàãîíàëè � ëèíèè, íà êîòîðîé ñòîÿò ýëåìåíòû a11, . . . , ann. (Äðóãè-
ìè ñëîâàìè, i-àÿ ñòðîêà ìàòðèöû A ñîâïàäàåò ñ i-ûì ñòîëáöîì ìàòðèöû At;
èíà÷å ãîâîðÿ, (i, j)-ûé ýëåìåíò At ðàâåí aji.)
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Ïðè âû÷èñëåíèè îïðåäåëèòåëÿ èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå åãî ñâîéñòâà:

1. detAt = detA.

2. Åñëè â ìàòðèöå A åñòü íóëåâàÿ ñòðîêà èëè ñòîëáåö, òî detA = 0.

3. Ïóñòü α � ëþáîå ÷èñëî. Åñëè ê êàæäîìó ýëåìåíòó êàêîé-òî ñòðîêè
(ñòîëáöà) ìàòðèöû ïðèáàâèòü ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò êàêîé-òî äðó-
ãîé ñòðîêè (ñòîëáöà) ýòîé ìàòðèöû, óìíîæåííûé íà ÷èñëî α, òî îïðåäå-
ëèòåëü ìàòðèöû íå èçìåíèòñÿ.

4. Åñëè êàêàÿ-òî ñòðîêà (ñòîëáåö) ìàòðèöû A ïîýëåìåíòíî ðàâíà ñóììå
äâóõ äðóãèõ ñòðîê (ñòîëáöîâ) ýòîé ìàòðèöû, òî detA = 0.

5. Åñëè óìíîæèòü êàæäûé ýëåìåíò êàêîé-òî ñòðîêè (ñòîëáöà) ìàòðèöû
íà ÷èñëî α, òî îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû óìíîæèòñÿ íà α.

6. Åñëè ïîìåíÿòü â ìàòðèöå ìåñòàìè ëþáûå äâå ñòðîêè (äâà ñòîëáöà),
òî å¼ îïðåäåëèòåëü ñìåíèò çíàê.

Ïðèìåð. Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà (îáðàòèòå
âíèìàíèå, ÷òî âñå ÷èñëà â ïåðâîé ñòðîêå ÷¼òíû):

14 6 4 12
8 −9 4 9
7 −2 7 3
5 −3 3 4

= 2 ·

7 3 2 6
8 −9 4 9
7 −2 7 3
5 −3 3 4
− IV

= 2 ·

1 3 2 6
−1 −9 4 9 + I
4 −2 7 3 − 4I
1 −3 3 4 − I

=

= 2 ·

1 3 2 6
0 −6 6 15
0 −14 −1 −21
0 −6 1 −2

= 2 · (−1)1+1 · 1·
−6 6 15
−14 −1 −21
−6 1 −2

=

= 2 · (−12 + 756− 210− 90− 126− 168) = 300.

Ñíà÷àëà ìû ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (êîòîðûå, ââèäó
òðåòüåãî ñâîéñòâà, íå ìåíÿþò çíà÷åíèå îïðåäåëèòåëÿ) äîáèëèñü òîãî, ÷òî-
áû â ïåðâîì ñòîëáöå ìàòðèöû âñå ýëåìåíòû, êðîìå îäíîãî, ðàâíÿëèñü íóëþ,
à çàòåì èñïîëüçîâàëè ôîðìóëó ðàçëîæåíèÿ ïî ïåðâîìó ñòîëáöó.

Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ âåðõíåòðåóãîëüíîé (ñîîòâåòñòâåííî, íèæíåòðå-

óãîëüíîé), åñëè aij = 0 ïðè i > j (ñîîòâåòñòâåííî, ïðè i < j). È âåðõíåòðå-
óãîëüíûå, è íèæíåòðåóãîëüíûå ìàòðèöû èíîãäà íàçûâàþò ïðîñòî òðåóãîëü-
íûìè. Ãîâîðÿò, ÷òî ìàòðèöà äèàãîíàëüíà, åñëè aij = 0 ïðè i ̸= j (ýëåìåíòû aii
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íàçûâàþòñÿ äèàãîíàëüíûìè). Îïðåäåëèòåëü òðåóãîëüíîé (â ÷àñòíîñòè, äèà-
ãîíàëüíîé) ìàòðèöû ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ.

Âû÷èñëèòå ñëåäóþùèå îïðåäåëèòåëè:

1.1.

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 −3 −5 8
−3 2 4 −6
2 −5 −7 5
−4 3 5 −6

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1.2.

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −5 1 2
−3 7 −1 4
5 −9 2 7
4 −6 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1.3.

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣

1.4.

∣∣∣∣∣∣∣∣
−3 9 3 6
−5 8 2 7
4 −5 −3 −2
7 −8 −4 −5

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1.5.

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −5 4 3
3 −4 7 5
4 −9 8 5
−3 2 −5 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1.6.

∣∣∣∣∣∣∣∣
6 7 3 7
3 5 7 2
5 4 3 5
5 6 5 4

∣∣∣∣∣∣∣∣

1.7.

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 −5 2 −4
−3 4 −5 3
−5 7 −7 5
8 −8 5 −6

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1.8.

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
1 −1 1 1
1 1 −1 1
1 1 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1.9.

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 2 2 2
9 −8 5 10
5 −8 5 8
6 −5 4 7

∣∣∣∣∣∣∣∣

1.10.

∣∣∣∣∣∣∣∣
6 −5 8 4
9 7 5 2
7 5 3 7
−4 8 −8 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1.11.

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 −5 −2 2
−4 7 4 4
4 −9 −3 7
2 −6 −3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1.12.

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 −3 −2 5
2 5 4 6
5 5 8 1
4 4 5 6

∣∣∣∣∣∣∣∣

1.13.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3

4
2 −1

2
−5

1 −2 3

2
8

5

6
−4
3

4

3

14

3
2

5
−4
5

1

2

12

5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1.14.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4 5
2 3 7 10 13
3 5 11 16 21
2 −7 7 7 2
1 4 5 3 10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1.15.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 6 5 6 4
5 9 7 8 6
6 12 13 9 7
4 6 6 5 4
2 5 4 5 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1.16.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3

2
−9
2
−3
2
−3

5

3
−8
3
−2
3
−7
3

4

3
−5
3
−1 −2

3
7 −8 −4 −5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1.17.

∣∣∣∣∣∣∣∣
27 44 40 55
20 64 21 40
13 −20 −13 24
46 45 −55 84

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1.18.

∣∣∣∣∣∣∣∣
35 59 71 52
42 70 77 54
43 68 72 52
29 49 65 50

∣∣∣∣∣∣∣∣
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1.19∗. Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ êîñîñèìåòðè÷åñêîé, åñëè At = −A. à) Äî-
êàæèòå, ÷òî îïðåäåëèòåëü êîñîñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà
ðàâåí íóëþ. á) Äîêàæèòå, ÷òî îïðåäåëèòåëü êîñîñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû
÷¼òíîãî ïîðÿäêà íå èçìåíèòñÿ, åñëè ê êàæäîìó å¼ ýëåìåíòó ïðèáàâèòü îä-
íî è òî æå ÷èñëî. â) Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü êîñîñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû
ïîðÿäêà 2n, ó êîòîðîé âñå ýëåìåíòû âûøå ãëàâíîé äèàãîíàëè � åäèíèöû.

1.20∗. Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû n-îãî ïîðÿäêà, (i, j)-ûé ýëåìåíò
êîòîðîé ðàâåí a|i−j|, ãäå a � íåêîòîðîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî.

1.21∗. à) Äîêàæèòå, ÷òî èç n2 ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë íåëüçÿ ñîñòàâèòü
íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îäíî èç ÷èñåë âñòðå-
÷àåòñÿ â ýòîì íàáîðå áîëåå n2 − n + 1 ðàç. á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â ñòðîêå
x1, . . . , xn íå âñå ÷èñëà ðàâíû ìåæäó ñîáîé è x1+. . .+xn ̸= 0, òî èç íåêîòîðûõ
ïåðåñòàíîâîê ýòîé ñòðîêè ìîæíî ñîñòàâèòü íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó ðàçìå-
ðà n×n. (Ïåðåñòàíîâêà ñòðîêè � ýòî ñòðîêà, ñîñòàâëåííàÿ èç òåõ æå ÷èñåë,
çàïèñàííûõ, âîçìîæíî, â äðóãîì ïîðÿäêå.) â) Ïðîâåðèâ ñòî êîíòðîëüíûõ ñòó-
äåíòîâ ïåðâîãî êóðñà ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà, àññèñòåíò êàôåäðû àëãåáðû
è ãåîìåòðèè ÑàìÃÓ îáíàðóæèë, ÷òî èç ïîëó÷åííûõ îöåíîê íåëüçÿ ñîñòàâèòü
íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó (âîçìîæíûå îöåíêè 1, 2, 3, 4, 5). Àññèñòåíò î÷åíü
ðàññòðîèëñÿ, èñïðàâèë îäíó èç åäèíèö íà äâîéêó è ñîñòàâèë èç îöåíîê ìàò-
ðèöó ñ îïðåäåëèòåëåì 162. Êàêèå îöåíêè ïîëó÷èëè ñòóäåíòû?

�2. Àëãåáðà ìàòðèö

Ïóñòü A � ìàòðèöà ðàçìåðà m×n, à B � ìàòðèöà ðàçìåðà n×k. Èõ ïðî-
èçâåäåíèåì íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà C = AB = A · B ðàçìåðà m × k, (i, j)-ûé
ýëåìåíò êîòîðîé, ïî îïðåäåëåíèþ, ðàâåí

cij = ai1b1j + ai2b2j + . . .+ ainbnj, 1 6 i 6 m, 1 6 j 6 k.

Ïðèìåð. Ïåðåìíîæèì äâå êâàäðàòíûå ìàòðèöû òðåòüåãî ïîðÿäêà: 2 −1 3

0 1 4

3 2 −5

 ·
 1 4 −2

5 3 −1
0 −2 3

 =

=

2 · 1− 1 · 5 + 3 · 0 2 · 4− 1 · 3 + 3 · (−2) 2 · (−2)− 1 · (−1) + 3 · 3
0 · 1 + 1 · 5 + 4 · 0 0 · 4 + 1 · 3 + 4 · (−2) 0 · (−2) + 1 · (−1) + 4 · 3
3 · 1 + 2 · 5− 5 · 0 3 · 4 + 2 · 3− 5 · (−2) 3 · (−2) + 2 · (−1)− 5 · 3

 =

=

−3 −1 6
5 −5 11
13 28 −23

 .
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Óìíîæåíèå ìàòðèö àññîöèàòèâíî: åñëèX, Y, Z � ìàòðèöû ðàçìåðîâm×n,
n×k è k×l ñîîòâåòñòâåííî, òî (XY )Z = X(Y Z). Â òî æå âðåìÿ, ëåãêî ïðèâå-
ñòè ïðèìåð êâàäðàòíûõ ìàòðèö A,B îäíîãî ðàçìåðà, äëÿ êîòîðûõ AB ̸= BA,
òî åñòü óìíîæåíèå ìàòðèö, âîîáùå ãîâîðÿ, íå êîììóòàòèâíî.

Ìàòðèöû îäíîãî ðàçìåðà ìîæíî òàêæå ñêëàäûâàòü ìåæäó ñîáîé è óìíî-
æàòü íà ÷èñëà. Ýòè îïåðàöèè îïðåäåëÿþòñÿ ïîýëåìåíòíî: åñëèA,B � äâå ìàò-
ðèöû ðàçìåðà m× n è λ � ëþáîå ÷èñëî, òî, ïî îïðåäåëåíèþ,

A+B =

 a11 + b11 . . . a1n + b1n
... . . . ...

am1 + bm1 . . . amn + bmn

 , λA =

λa11 . . . λa1n
... . . . ...

λam1 . . . λamn

 .

Ïóñòü òåïåðü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, à E � åäèíè÷íàÿ ìàò-
ðèöà òîãî æå ïîðÿäêà, òî åñòü ìàòðèöà, íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ó êîòîðîé ñòîÿò
åäèíèöû, à âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ:

E =


1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . 1

 .

Òîãäà AE = EA = A (ýòî îáúÿñíÿåò íàçâàíèå ìàòðèöû E). Êâàäðàòíàÿ ìàò-
ðèöà B ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé ê A, åñëè AB = BA = E. Îíà îáî-
çíà÷àåòñÿ òàê: B = A−1. Åñëè îáðàòíàÿ ìàòðèöà ñóùåñòâóåò, òî îíà îïðåäå-
ëÿåòñÿ ïî ìàòðèöå A åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Ìàòðèöû, äëÿ êîòîðûõ ñóùå-
ñòâóåò îáðàòíûå, íàçûâàþòñÿ îáðàòèìûìè (à îñòàëüíûå � íåîáðàòèìûìè).
Ìàòðèöà îáðàòèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé,
òî åñòü A−1 ñóùåñòâóåò â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà detA ̸= 0.

Â ýòîì ñëó÷àå îáðàòíàÿ ìàòðèöà èùåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ êàæäî-
ãî ýëåìåíòà aij ìàòðèöû A îáîçíà÷èì ÷åðåç Aij åãî àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíå-
íèå: ïî îïðåäåëåíèþ, Aij = (−1)i+j ·Mij, ãäå Mij � äîïîëíèòåëüíûé ìèíîð.

Òîãäà A−1 =
1

detA
· A∗, ãäå A∗ � òàê íàçûâàåìàÿ ïðèñîåäèí¼ííàÿ ìàòðèöà:

A∗ =


A11 A21 A31 . . . An1

A12 A22 A32 . . . An2

A13 A23 A33 . . . An3
...

...
... . . . ...

A1n A2n A3n . . . Ann

 .
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Ïðèìåð. Ïóñòü A =

10 −4 1
1 1 1
2 −1 0

. Òîãäà detA = −1 ̸= 0, ïîýòîìó îíà îá-

ðàòèìà. Íàéä¼ì àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ:

A11 =

∣∣∣∣ 1 1
−1 0

∣∣∣∣ = 1, A21 = −
∣∣∣∣−4 1
−1 0

∣∣∣∣ = −1, A31 =

∣∣∣∣−4 1
1 1

∣∣∣∣ = −5,
A12 = −

∣∣∣∣1 1
2 0

∣∣∣∣ = 2, A22 =

∣∣∣∣10 1
2 0

∣∣∣∣ = −2, A32 = −
∣∣∣∣10 1
1 1

∣∣∣∣ = −9,
A13 =

∣∣∣∣1 1
2 −1

∣∣∣∣ = −3, A23 = −
∣∣∣∣10 −42 −1

∣∣∣∣ = 2, A33 =

∣∣∣∣10 −41 1

∣∣∣∣ = 14.

Ñëåäîâàòåëüíî,

A∗ =

 1 −1 −5
2 −2 −9
−3 2 14

 , A−1 =
1

−1
· A∗ =

−1 1 5
−2 2 9
3 −2 −14

 .

Äðóãîé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.
Ïðèïèøåì ê ìàòðèöå A ñïðàâà åäèíè÷íóþ ìàòðèöó è, ïðîâîäÿ ýëåìåíòàðíûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ ñî ñòðîêàìè ïîëó÷åííîé ìàòðèöû ðàçìåðà n× 2n, äîáü¼ìñÿ,
÷òîáû â ¾ëåâîé ÷àñòè¿ ýòîé ìàòðèöû ïîëó÷èëàñü åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà (åñ-
ëè A îáðàòèìà, òî ýòî âîçìîæíî). Òîãäà â ¾ïðàâîé ÷àñòè¿ ïîëó÷èòñÿ A−1.
Ïðèìåð. Íàéä¼ì îáðàòíóþ ìàòðèöó äðóãèì ñïîñîáîì: 10 −4 1 1 0 0

1 1 1 0 1 0

2 −1 0 0 0 1

←← ∼
 1 1 1 0 1 0

10 −4 1 1 0 0
2 −1 0 0 0 1

 − 10I
− 2I

∼

∼

 1 1 1 0 1 0
0 −14 −9 1 −10 0
0 −3 −2 0 −2 1

 − 5III ∼
∼

 1 1 1 0 1 0
0 1 1 1 0 −5
0 −3 −2 0 −2 1


+ 3II

∼

 1 1 1 0 1 0
0 1 1 1 0 −5
0 0 1 3 −2 −14

 − III− III ∼

∼

 1 1 0 −3 3 14
0 1 0 −2 2 9
0 0 1 3 −2 −14

 − II ∼
 1 0 0 −1 1 5

0 1 0 −2 2 9
0 0 1 3 −2 −14

 .

Òàêæå äîïóñêàåòñÿ óìíîæàòü ëþáóþ ñòðîêó íà ëþáîå íåíóëåâîå ÷èñëî
(íàì ïðîñòî íå ïîíàäîáèëîñü ýòî ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå).
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Âàðèàöèåé íà òåìó ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå òàê íàçûâàå-
ìûõ ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A,B,C � êâàäðàòíûå ìàò-
ðèöû îäíîãî è òîãî æå ðàçìåðà. Ìû õîòèì íàéòè êâàäðàòíóþ ìàòðèöó X
òîãî æå ðàçìåðà, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ AX = B. (Ìû âñåãäà ïðåäïîëà-
ãàåì, ÷òî ìàòðèöà A îáðàòèìà). Îòâåòîì áóäåò ìàòðèöà X = A−1B. Àíàëî-
ãè÷íî, ðåøåíèåì ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ XA = B áóäåò ìàòðèöà X = BA−1,
à ðåøåíèåì ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ AXC = B � ìàòðèöà X = A−1BC−1

(çäåñü ìàòðèöà C òîæå ïðåäïîëàãàåòñÿ îáðàòèìîé).

Ïðèìåð. Ðåøèì ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå(
−3 7
4 −10

)
·X =

(
−24 20
34 −28

)
.

X = A−1B =

−5 −7
2

− 2 −3
2

 · (−24 20
34 −28

)
=

(
1 −2
−3 2

)
.

Âû÷èñëèòå ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö:

2.1.

(
3 −2
5 −4

)
·
(
3 4
2 5

)
2.2.

1 −3 2
3 −4 1
2 −5 3

 ·
2 5 6
1 2 5
1 3 2



2.3.

(
2 −3
4 −6

)
·
(
9 −6
6 −4

)
2.4.

5 8 −4
6 9 −5
4 7 −3

 ·
3 2 5
4 −1 3
9 6 5



2.5.


5 7 −3 −4
7 6 −4 −5
6 4 −3 −2
8 5 −6 −1

 ·

1 2 3 4
2 3 4 5
1 3 5 7
2 4 6 8

 2.6.


2 −1 3 −4
3 −2 4 −3
5 −3 −2 1
3 −3 −1 2

 ·

7 8 6 9
5 7 4 5
3 4 5 6
2 1 1 2


2.7.

(
4 3
7 5

)
·
(
−28 93
38 −126

)
·
(
7 3
2 1

)
2.8.

(
1 −2
3 −4

)3

2.9.

(
4 −1
5 −2

)5

2.10.

 0 2 −1
−2 −1 2
3 −2 −1

 ·
 70 34 −107

52 26 −68
101 50 −140

 ·
 27 −18 10
−46 31 −17
3 2 1


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Íàéäèòå îáðàòíûå ìàòðèöû äëÿ ñëåäóþùèõ ìàòðèö:

2.11.

(
1 2
3 4

)
2.12.

2 5 7
6 3 4
5 −2 −3

 2.13.

3 −4 5
2 −3 1
3 −5 −1



2.14.

(
3 4
5 7

)
2.15.

2 7 3
3 9 4
1 5 3

 2.16.

1 2 2
2 1 −2
2 −2 1



2.17.


1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1

 2.18.


1 2 3 4
2 3 1 2
1 1 1 −1
1 0 −2 −6


Ðåøèòå ìàòðè÷íûå óðàâíåíèÿ:

2.19.

(
1 2
3 4

)
·X =

(
3 5
5 9

)
2.20.

1 2 −3
3 2 −4
2 −1 0

 ·X =

 1 −3 0
10 2 7
10 7 8



2.21. X ·
(
3 −2
5 −4

)
=

(
−1 2
−5 6

)
2.22. X ·

 5 3 1
1 −3 −2
−5 2 1

 =

−8 3 0
−5 9 0
−2 15 0


2.23.

(
3 −1
5 −2

)
·X ·

(
5 6
7 8

)
=

(
14 16
9 10

)

2.24.

2 −3 1
4 −5 2
5 −7 3

 ·X ·
9 7 6
1 1 2
1 1 1

 =

 2 0 −2
18 12 9
23 15 11


Âîçâåäèòå ñëåäóþùèå ìàòðèöû â ñòåïåíü (n � ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî):

2.25∗.

(
2 −1
3 −2

)n

2.26∗.

(
1 1
0 1

)n

2.27∗.

(
λ 1
0 λ

)n

2.28∗.

(
cosα − sinα
sinα cosα

)n
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2.29∗. Ïóñòü J � ìàòðèöà ðàçìåðà n × n, ó êîòîðîé ýëåìåíòû, ñòîÿùèå
ñðàçó íàä ãëàâíîé äèàãîíàëüþ, ðàâíû åäèíèöå, à îñòàëüíûå � íóëþ (èíà÷å
ãîâîðÿ, ai,i+1 = 1 äëÿ âñåõ i îò 1 äî n − 1 è aij = 0 ïðè j ̸= i + 1). Ïóñòü
m < n. Íàéäèòå Jm.
2.30∗. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ëþáîé ìàòðèöû ÷åðåç A∗ îáîçíà÷àåòñÿ ïðèñî-

åäèí¼ííàÿ ìàòðèöà. Ïóñòü A,B,X � íåâûðîæäåííûå êâàäðàòíûå ìàòðèöû
îäíîãî ðàçìåðà. Äîêàæèòå, ÷òî

à) (AB)∗ = B∗A∗,

á) (XAX−1)∗ = XA∗X−1,

â) åñëè AB = BA, òî A∗B = BA∗.

2.31∗. Íàïîìíèì, ÷òî ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé (ñîîòâåò-
ñòâåííî, êîñîñèììåòðè÷åñêîé), åñëè At = A (ñîîòâåòñòâåííî, At = −A).
Ïóñòü A � êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n × n. Äîêàæèòå, ÷òî A∗
áóäåò ñèììåòðè÷åñêîé ïðè ÷¼òíîì n è êîñîñèììåòðè÷åñêîé ïðè íå÷¼òíîì n.
2.32∗. à) Íàïîìíèì, ÷òî ìàòðèöà A ðàçìåðà n × n íàçûâàåòñÿ âåðõíå-

òðåóãîëüíîé, åñëè aij = 0 ïðè i > j. Äîêàæèòå, ÷òî ìàòðèöà, îáðàòíàÿ
ê íåâûðîæäåííîé âåðõíåòðåóãîëüíîé ìàòðèöå, òîæå áóäåò âåðõíåòðåóãîëü-
íîé. á) Ìàòðèöà A ðàçìåðà n× n íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé, åñëè

AtA = E.

Äîêàæèòå, ÷òî îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà áóäåò íåâûðîæäåííîé, ïðè÷¼ì îáðàò-
íàÿ ê íåé òîæå îðòîãîíàëüíà. â) Ìàòðèöà A ðàçìåðà 2n × 2n íàçûâàåòñÿ
ñèìïëåêòè÷åñêîé, åñëè AtJA = E2n, ãäå

J =

(
0n En

−En 0n

)
,

En � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n×n, 0n � íóëåâàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n×n,
à E2n � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà 2n × 2n. Äîêàæèòå, ÷òî ñèìïëåêòè÷å-
ñêàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé, ïðè÷¼ì îáðàòíàÿ ê íåé òîæå áóäåò
ñèìïëåêòè÷åñêîé.
2.33∗. Ïóñòü A,B � êâàäðàòíûå ìàòðèöû îäíîãî è òîãî æå ïîðÿäêà n.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 0n è E íóëåâóþ è åäèíè÷íóþ ìàòðèöû òîãî æå ïîðÿäêà
ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå E A 0n

0n E B

0n 0n E

−1 .
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�3. Ðàíã ìàòðèöû

Íàïîìíèì, ÷òî n-ìåðíûì êîîðäèíàòíûì âåùåñòâåííûì ïðîñòðàíñòâîì

íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ èç n âåùåñòâåííûõ ÷èñåë:

Rn =

x̄ =

x1...
xn

 , xi ∈ R

 .

Ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò x̄ ∈ Rn íàçûâàåòñÿ n-ìåðíûì âåêòîðîì, à ÷èñëà
x1, . . . , xn � åãî êîîðäèíàòàìè. Ïóñòü x̄, ȳ � ëþáûå äâà âåêòîðà, à λ ∈ R �
ëþáîå ÷èñëî. Ïî îïðåäåëåíèþ, x̄+ ȳ è λx̄ � ýòî âåêòîðû âèäà

x̄+ ȳ =

x1 + y1
...

xn + yn

 , λx̄ =

λx1...
λxn

 .

(Äðóãèìè ñëîâàìè, ñëîæåíèå âåêòîðîâ è óìíîæåíèå èõ íà ÷èñëà îïðåäåëÿ-
þòñÿ ïîêîîðäèíàòíî.)

Âåêòîð, âñå êîîðäèíàòû êîòîðîãî ðàâíû íóëþ, îáîçíà÷àåòñÿ 0̄ è íàçûâàåò-
ñÿ íóëåâûì âåêòîðîì. Âåêòîðû v̄1, . . . , v̄m íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìû-
ìè, åñëè èç òîãî, ÷òî α1v̄1 + . . . + αnv̄n = 0̄ äëÿ êàêèõ-òî ÷èñåë αi, ñëåäóåò,
÷òî âñå ýòè ÷èñëà ðàâíû íóëþ: α1 = . . . = αn = 0. Ïóñòü S ⊂ Rn � ëþáàÿ
êîíå÷íàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ. Íàáîð âåêòîðîâ B ⊂ S íàçûâàåòñÿ áàçîé ñèñòå-
ìû S, åñëè îí ñîñòîèò èç ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ, à ïðè äîáàâëåíèè
ê íåìó ëþáîãî âåêòîðà èç S ñòàíîâèòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûì. Âñå áàçû S ñî-
ñòîÿò èç îäíîãî è òîãî æå ÷èñëà âåêòîðîâ; îíî îáîçíà÷àåòñÿ rkS è íàçûâàåòñÿ
ðàíãîì ñèñòåìû âåêòîðîâ S.

Äàëåå, ïóñòü A � ëþáàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà m × n (ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ìàòðèö ÷åðåç Mat(m×n)). Å¼ ðàíãîì íàçûâàåòñÿ ðàíã
ñèñòåìû å¼ ñòîëáöîâ, òî åñòü

rkA = rk


a11...
an1

 , . . . ,

a1n...
ann

.
Ðàíã ìàòðèöû ðàâåí íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ñîñòîèò èç îäíèõ
íóëåé. Ïðè âû÷èñëåíèè ðàíãà ÷àñòî ïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèìè åãî ñâîéñòâàìè:

1. rkA = rkAt.

2. Ðàíã ìàòðèöû ðàâåí ðàíãó ñèñòåìû å¼ ñòðîê.
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3. Ðàíã ìàòðèöû íå ïðåâîñõîäèò min{m,n}.

4. Ðàíã ìàòðèöû íå ìåíÿåòñÿ ïðè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ å¼ ñòðîê
è ñòîëáöîâ.

5. rkAB 6 min{rkA, rkB}.

6. Åñëè B � íåâûðîæäåííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, òî rkAB = rkA.

7. (Òåîðåìà î âû÷èñëåíèè ðàíãà) Ðàíã ìàòðèöû ðàâåí íàèáîëüøåìó ïîðÿä-
êó íåíóëåâîãî å¼ ìèíîðà.

Íàïîìíèì, ÷òî ìèíîðîì k-îãî ïîðÿäêà ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëü

M j1,...,jk
i1,...,ik

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ai1j1 ai1j2 . . . ai1jk
ai2j1 ai2j2 . . . ai2jk
...

... . . . ...
aikj1 aikj2 . . . aikjk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Çäåñü 1 6 k 6 n è 1 6 i1 < . . . < ik 6 n, 1 6 j1 < . . . < jk 6 n � ëþáûå
÷èñëà. Èíà÷å ãîâîðÿ, ìèíîð A � ýòî îïðåäåëèòåëü êàêîé-òî å¼ ïîäìàòðèöû.

Ïðèìåð. Íàéä¼ì ðàíã ìàòðèöû:
1 −3 2 0 −5
3 −9 8 −1 −11
4 −12 12 −3 −9
−1 3 −2 2 −1

 − 3I− 4I
+ I

∼


1 −3 2 0 −5
0 0 2 −1 4
0 0 4 −3 11
0 0 0 2 −6

 − 2II
×1/2

∼

∼


1 −3 2 0 −5
0 0 2 −1 4
0 0 0 −1 3
0 0 0 1 −3


+ III

∼


1 −3 2 0 −5
0 0 2 −1 4
0 0 0 −1 3
0 0 0 0 0

 ∼

∼

 1 −3 2 0 −5
0 0 2 −1 4
0 0 0 −1 3

 .

Íà ïîñëåäíåì øàãå ìû óäàëèëè íóëåâóþ ñòðîêó, òàê êàê îíà íå âëèÿåò
íà ðàíã ìàòðèöû. Ðàíã ïîëó÷åííîé ìàòðèöû íå áîëüøå òð¼õ, òàê êàê â íåé
âñåãî òðè ñòðîêè. Íî îí è íå ìåíüøå òð¼õ, èáî M 1,3,4

1,2,3 = −2 ̸= 0. Çíà÷èò,
îí ðàâåí òð¼ì. Îäíàêî ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íå ìåíÿþò ðàíã ìàòðè-
öû, ïîýòîìó è rkA = 3.
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Íàéäèòå ðàíã ìàòðèöû:

3.1.

2 −1 3 −2 4
4 −2 5 1 7
2 −1 1 8 2

 3.2.


1 3 5 −1
2 −1 −3 4
5 1 −1 7
7 7 9 1



3.3.


3 −1 3 2 5
5 −3 2 3 4
1 −3 −5 0 −7
7 −5 1 4 1

 3.4.


4 3 −5 2 3
8 6 −7 4 2
4 3 −8 2 7
4 3 1 2 −5
8 6 −1 4 −6



3.5.


25 31 17 43
75 94 53 132
75 94 54 134
25 32 20 48

 3.6.

47 −67 35 201 155
26 98 23 −294 86
16 −428 1 1284 52



3.7.


24 19 36 72 −38
49 40 73 147 −80
73 59 98 219 −118
47 36 71 141 −72

 3.8.


17 −28 45 11 39
24 −37 61 13 50
25 −7 32 −18 −11
31 12 19 −43 −55
42 13 29 −55 −68


Íàéäèòå ðàíã ìàòðèöû â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà λ:

3.9∗.


3 1 1 4
λ 4 10 1
1 7 17 3
2 2 4 3

 3.10∗.

1 λ −1 2
2 −1 λ 5
1 10 −6 1


3.11∗. Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n × n, (i, j)-ûé ýëåìåíò

êîòîðîé ðàâåí aij = xi + yj äëÿ íåêîòîðûõ ôèêñèðîâàííûõ ÷èñåë x1, . . . , xn,
y1, . . . , yn. Äîêàæèòå, ÷òî rkA 6 2.
3.12∗. à) ÏóñòüA ∈ Mat(m×n), rkA = r. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå

ìàòðèöû B ∈ Mat(m× r) è C ∈ Mat(r × n), ÷òî rkB = rkC = r è A = BC.
á) Ïóñòü P ∈ Mat(n × n), rkP = r. Äîêàæèòå, ÷òî P 2 = P òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ìàòðèöû B ∈ Mat(n × r) è C ∈ Mat(r × n),
÷òî rkB = rkC = r, P = BC, à CB � ýòî åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà r-îãî ïîðÿäêà.
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3.13∗. Íàéäèòå ðàíã ìàòðèöû â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà X:

�4. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó èç m ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè:
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm.

Çäåñü aij, bi � ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà, à x1, . . . , xn � íåèçâåñòíûå
ïåðåìåííûå. Çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìó ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå Ax̄ = b̄, ãäå

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
am1 am2 . . . amn

 ∈ Mat(m× n), x̄ =


x1
x2
...
xn

 , b̄ =


b1
b2
...
bm

 ∈ Rm.

Ëþáîé âåêòîð x̄ ∈ Rn, óäîâëåòâîðÿþùèé ýòîìó óñëîâèþ, íàçûâàåòñÿ ðå-

øåíèåì ñèñòåìû. Ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ñîâìåñòíîé, åñëè ó íå¼ åñòü õîòü îäíî
ðåøåíèå; åñëè ðåøåíèé íåò, òî ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ íåñîâìåñòíîé (ïðîòè-
âîðå÷èâîé). Ñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà, â ñâîþ î÷åðåäü, íàçûâàåòñÿ îïðåäåë¼ííîé,
åñëè ó íå¼ ðîâíî îäíî ðåøåíèå; åñëè æå ðåøåíèé áîëüøå îäíîãî (à òîãäà
èõ îáÿçàòåëüíî áåñêîíå÷íî ìíîãî), òî ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ íåîïðåäåë¼ííîé.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ā òàê íàçûâàåìóþ ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû �
ìàòðèöó ðàçìåðà m× (n+ 1), ïîëó÷àþùóþñÿ èç A äîáàâëåíèåì ñòîëáöà b̄.

Òåîðåìà. (Êðèòåðèé Êðîíåêåðà�Êàïåëëè ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû ëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé) Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Ax̄ = b̄ ñîâìåñòíà òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà rkA = rk Ā.

Ñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé áóäåò îïðåäåë¼ííîé â òîì è òîëü-
êî â òîì ñëó÷àå, êîãäà rkA = n.

Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé, åñëè b̄ = 0̄. Íàáîð
ðåøåíèé f̄1, . . . , f̄s îäíîðîäíîé ñèñòåìû Ax̄ = 0̄ íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëü-

íîé ñèñòåìîé ðåøåíèé (ÔÑÐ), åñëè îí ëèíåéíî íåçàâèñèì è ëþáîå ðåøåíèå
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ èç ýòîãî íàáîðà,
òî åñòü â âèäå α1f̄1 + . . .+ αsf̄s äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë α1, . . . , αs.

Îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà âñåãäà ñîâìåñòíà (ó íå¼ âñåãäà åñòü íóëåâîå ðåøåíèå);
åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ îïðåäåë¼ííîé, òî ÔÑÐ íå ñóùåñòâóåò.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè x̄, ȳ � ëþáûå äâà ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû
è α ∈ R � ëþáîå ÷èñëî, òî x̄+ ȳ è αx̄ áóäóò ðåøåíèÿìè òîé æå ñèñòåìû.

Ïðèìåð. Íàéä¼ì ÔÑÐ îäíîðîäíîé ñèñòåìû âèäà
6x1 − 2x2 + 6x3 + 7x4 + x5 = 0,

9x1 − 3x2 + 4x3 + 8x4 + 9x5 = 0,

6x1 − 2x2 + 2x3 + 5x4 + 7x5 = 0,

3x1 − x2 + 4x3 + 4x4 − x5 = 0.

Ñíà÷àëà, äåéñòâóÿ ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè íà ñòðîêè ìàòðè-
öû A, ïðèâåä¼ì å¼ ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó:

6 −2 6 7 1

9 −3 4 8 9

6 −2 2 5 7

3 −1 4 4 −1


←

←

∼


3 −1 4 4 −1
9 −3 4 8 9
6 −2 2 5 7
6 −2 6 7 1

 − 3I− 2I
− 2I

∼


3 −1 4 4 −1
0 0 −8 −4 6

0 0 −6 −3 9

0 0 −2 −1 −1

←
←

∼


3 −1 4 4 −1
0 0 −2 −1 −1
0 0 −6 −3 9
0 0 −8 −4 6

 − 3II
− 4II

∼
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
3 −1 4 4 −1
0 0 −2 −1 −1
0 0 0 0 11
0 0 0 0 10

 ×1/11
×1/10

∼


3 −1 4 4 −1
0 0 −2 −1 −1
0 0 0 0 1
0 0 0 0 1


− III

∼


3 −1 4 4 −1
0 0 −2 −1 −1
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

∼
 3 −1 4 4 −1

0 0 −2 −1 −1
0 0 0 0 1

 .

Â êîíöå ìû óäàëèëè íóëåâóþ ñòðîêó, òàê êàê îíà ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèþ
0 = 0. (Âîîáùå, ÿñíî, ÷òî êàæäàÿ ñòðîêà ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó óðàâ-
íåíèþ, ïðè÷¼ì âñÿêèé ðàç ìû ïåðåõîäèì ê ñèñòåìå, êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà

èñõîäíîé â òîì ñìûñëå, ÷òî èìååò òî æå ìíîæåñòâî ðåøåíèé, ÷òî è èñõîä-
íàÿ.) Ðàíã ïîëó÷åííîé ìàòðèöû (à îí ñîâïàäàåò ñ rkA) ðàâåí 3. Äåéñòâèòåëü-
íî, îí íå áîëüøå òð¼õ, èáî ó ìàòðèöû âñåãî òðè ñòðîêè, è íå ìåíüøå òð¼õ,
òàê êàê â ìàòðèöå åñòü íåíóëåâîé ìèíîð òðåòüåãî ïîðÿäêà: M 1,3,5

1,2,3 = −6 ̸= 0.
Ïîäåëèì ïåðåìåííûå íà ñâîáîäíûå è çàâèñèìûå. Çà çàâèñèìûå ìîæíî âû-

áðàòü ëþáûå r = rkA = 3 ïåðåìåííûõ, ñòîëáöû êîòîðûõ îáðàçóþò â ïîëó÷åí-
íîé ìàòðèöå íåíóëåâîé ìèíîð, íàïðèìåð, ïåðåìåííûå x1, x3, x5. Îñòàëüíûå
s = n−r = 5−3 = 2 ïåðåìåííûõ x2, x4 îòíîñÿòñÿ ê ñâîáîäíûì. Ïåðåíåñ¼ì ñâî-
áîäíûå ïåðåìåííûå â ïðàâóþ ÷àñòü (áóäåì îòäåëÿòü å¼ îò ëåâîé âåðòèêàëüíîé
÷åðòîé), ïîìåíÿâ ïðè ýòîì çíàê. Çàòåì, äåéñòâóÿ ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçî-
âàíèÿìè íà ñòðîêè, ïðèâåä¼ì ìàòðèöó ðàçìåðà r×r, ñòîÿùóþ â ëåâîé ÷àñòè,
ê åäèíè÷íîìó âèäó:

 3 4 −1 1 −4
0 −2 −1 0 1
0 0 1 0 0

 + III
+ III ∼

x1 x3 x5 x2 x4

 3 4 0 1 −4
0 −2 0 0 1
0 0 1 0 0

 + 2II
∼

x1 x3 x5 x2 x4

 3 0 0 1 −2
0 −2 0 0 1
0 0 1 0 0

 ×1/3×(−1/2) ∼

x1 x3 x5 x2 x4

 1 0 0 1/3 −2/3
0 1 0 0 −1/2
0 0 1 0 0


x1 x3 x5 x2 x4

Òåïåðü, êîãäà â ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷åíà åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, ìû ìîæåì âû-
ðàçèòü çàâèñèìûå ïåðåìåííûå ÷åðåç ñâîáîäíûå:
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
x1 =

1

3
x2 −

2

3
x4,

x3 = −1
2
x4,

x5 = 0, x2, x4 ∈ R.

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå íàçûâàåòñÿ îáùèì ðåøåíèåì èñõîäíîé îäíîðîä-
íîé ñèñòåìû. Èìååòñÿ â âèäó, ÷òî ëþáîå å¼ ðåøåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü, âûáèðàÿ
â êà÷åñòâå ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà è âû-
÷èñëÿÿ çàâèñèìûå ïåðåìåííûå ïî ýòèì ôîðìóëàì. Íàïðîòèâ, ëþáîé íàáîð
÷èñåë, ÿâëÿþùèéñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû, áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ýòèì óñëîâèÿì.
Êîðî÷å ãîâîðÿ, ÷èñëà x1, . . . , x5 òîãäà è òîëüêî òîãäà îáðàçóþò ðåøåíèå èñ-
õîäíîé ñèñòåìû, êîãäà îíè ñâÿçàíû óêàçàííûìè âûøå ñîîòíîøåíèÿìè.

×òîáû íàéòè ÔÑÐ, áóäåì ïðèäàâàòü ñâîáîäíûì ïåðåìåííûì çíà÷åíèÿ,
îáåñïå÷èâàþùèå ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü ïîëó÷àåìûõ ðåøåíèé:

x2 x4 x1 x3 x5
1 0 1/3 0 0

0 1 −2/3 −1/2 0

(Â ëåâîé ÷àñòè òàáëè÷êè, ñîîòâåòñòâóþùåé ñâîáîäíûì ïåðåìåííûì, äîëæíà
ñòîÿòü åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà s× s.)

Êàæäàÿ ñòðîêà äà¼ò íàì êîîðäèíàòû âåêòîðà èç ÔÑÐ:

f̄1 =


1/3
1
0
0
0

 , f̄2 =


−2/3
0
−1/2
1
0

 .

Îñòàëîñü çàïèñàòü îáùåå ðåøåíèå â âåêòîðíîì âèäå:

x̄îáù = α1f̄1 + . . .+ αsf̄s α1, . . . , αs ∈ R.

Â íàøåì ñëó÷àå

x̄îáù = α1 ·


1/3
1
0
0
0

+ α2 ·


−2/3
0
−1/2
1
0

 , α1, α2 ∈ R.

Ìíîæåñòâî ðåøåíèé èñõîäíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ïîëíîñòüþ îïèñàíî.
Èñïîëüçîâàííûé ìåòîä ðåøåíèÿ íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì Ãàóññà.
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Ðåøåíèå ïðîèçâîëüíîé (áûòü ìîæåò, íåîäíîðîäíîé) ñèñòåìû ëèíåéíûõ
óðàâíåíèéAx̄ = b̄ ïîëó÷àåòñÿ íåñëîæíîé ìîäèôèêàöèåé ýòîãî ìåòîäà. À èìåí-
íî, å¼ îáùåå ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âåêòîðíîì âèäå êàê

x̄îáù = x̄÷ + x̄îäí
îáù

,

ãäå x̄÷ � ÷àñòíîå ðåøåíèå íàøåé ñèñòåìû (òî åñòü ëþáîå ôèêñèðîâàííîå å¼
ðåøåíèå), à x̄îäí

îáù
� îáùåå ðåøåíèå ïðèâåä¼ííîé ñèñòåìû Ax̄ = 0̄.

Ïðèìåð. Ðåøèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé{
x1 − x2 + x3 = 1,

2x1 − 3x2 + 4x3 = −4.

Áóäåì äåéñòâîâàòü ìåòîäîì Ãàóññà:(
1 −1 1 1
2 −3 4 −4

)
− 2I ∼

(
1 −1 1 1
0 −1 2 −6

)
.

Ðàíã ðàâåí äâóì (âñåãî äâå ñòðîêè è åñòü íåíóëåâîé ìèíîð âòîðîãî ïîðÿäêà:
M 1,2

1,2 = −1 ̸= 0). Çíà÷èò, äîëæíî áûòü r = rkA = 2 çàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ
è s = n − r = 3 − 2 = 1 ñâîáîäíûõ. Ïóñòü x1, x2 � çàâèñèìûå ïåðåìåííûå,
à x3 � ñâîáîäíàÿ. Ïåðåíåñ¼ì ñâîáîäíóþ ïåðåìåííóþ â ïðàâóþ ÷àñòü è âûðà-
çèì çàâèñèìûå ïåðåìåííûå ÷åðåç ñâîáîäíóþ:(

1 −1 −1 1
0 −1 −2 −6

)
− II ∼

x1 x2 x3

(
1 0 1 7
0 −1 −2 −6

)
×(−1) ∼

x1 x2 x3

∼

(
1 0 1 7
0 1 2 6

)
x1 x2 x3

.

Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä{
x1 = x3 + 7,

x2 = 2x3 + 6, x3 ∈ R.

×òîáû íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå, ïîäñòàâèì âìåñòî ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé íóëü:

x̄÷ =

7
6
0

 .
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Îáðàòèì òåïåðü âíèìàíèå, ÷òî åñëè áû ìû ñòàëè ðåøàòü ïðèâåä¼ííóþ
ñèñòåìó Ax̄ = 0̄ ìåòîäîì Ãàóññà, òî ïîëó÷èëè áû òàêîå æå îáùåå ðåøåíèå,
êàê ó èñõîäíîé ñèñòåìû Ax̄ = b̄, íî ñ íóëÿìè âìåñòî ÷èñåë 7 è 6. Èòàê, îáùåå
ðåøåíèå ïðèâåä¼ííîé ñèñòåìû èìååò âèä{

x1 = x3,

x2 = 2x3, x3 ∈ R.

Çíà÷èò, â ÔÑÐ ïðèâåä¼ííîé ñèñòåìû ëåæèò îäèí âåêòîð f̄1 =

1
2
1

. Îêîí-
÷àòåëüíî, x̄îáù = x̄÷ + x̄îäí

îáù
=

7
6
0

+ α1 ·

1
2
1

, α1 ∈ R.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè âûáîðå äðóãèõ ñâîáîäíûõ è çàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ ó íàñ
ïîëó÷èëñÿ áû, êîíå÷íî, äðóãîé âèä îáùåãî ðåøåíèÿ.

Ðåøèòå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

4.1.


3x1 + 5x2 + 2x3 = 0,

4x1 + 7x2 + 5x3 = 0,

x1 + x2 − 4x3 = 0,

2x1 + 9x2 + 6x3 = 0.

4.2.


2x1 − 4x2 + 4x3 + 3x4 = 0,

3x1 − 6x2 + 4x3 + 2x4 = 0,

4x1 − 8x2 + 17x3 + 11x4 = 0.

4.3.



x1 − x3 = 0,

x2 − x4 = 0,

−x1 + x3 − x5 = 0,

−x2 + x4 − x6 = 0,

−x3 + x5 = 0,

−x4 + x6 = 0.

4.4.


x1 + 2x2 + 4x3 − 3x4 = 0,

3x1 + 5x2 + 6x3 − 4x4 = 0,

4x1 + 5x2 − 2x3 + 3x4 = 0,

3x1 + 8x2 + 24x3 − 19x4 = 0.

4.5.



x1 − x3 + x5 = 0,

x2 − x4 + x6 = 0,

x1 − x2 + x5 − x6 = 0,

x2 − x3 + x6 = 0,

x1 − x4 + x5 = 0.

4.6.


3x1 + 2x2 + x3 + 3x4 + 5x5 = 0,

6x1 + 4x2 + 3x3 + 5x4 + 7x5 = 0,

9x1 + 6x2 + 5x3 + 7x4 + 9x5 = 0,

3x1 + 2x2 + 4x3 − 4x5 = 0.
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4.7.


5x1 + 6x2 − 2x3 + 7x4 + 4x5 = 0,

2x1 + 3x2 − x3 + 4x4 + 2x5 = 0,

7x1 + 9x2 − 3x3 + 5x4 + 6x5 = 0,

5x1 + 9x2 − 3x3 + x4 + 6x5 = 0.

4.8.


3x1 + 4x2 + x3 + 2x4 + 3x5 = 0,

5x1 + 7x2 + x3 + 3x4 + 4x5 = 0,

4x1 + 5x2 + 2x3 + x4 + 5x5 = 0,

7x1 + 10x2 + x3 + 6x4 + 5x5 = 0.

4.9.


3x1 − 2x2 − 5x3 + x4 = 3,

2x1 − 3x2 + x3 + 5x4 = −3,
x1 + 2x2 − 4x4 = −3,
x1 − x2 − 4x3 + 9x4 = 22.

4.10.


2x1 + 7x2 + 3x3 + x4 = 6,

3x1 + 5x2 + 2x3 + 2x4 = 4,

9x1 + 4x2 + x3 + 7x4 = 2.

4.11.


2x1 + 5x2 − 8x3 = 8,

4x1 + 3x2 − 9x3 = 9,

2x1 + 3x2 − 5x3 = 7,

x1 + 8x2 − 7x3 = 12.

4.12.


2x1 − 3x2 + 5x3 + 7x4 = 1,

4x1 − 6x2 + 2x3 + 3x4 = 2,

2x1 − 3x2 − 11x3 − 15x4 = 1.

4.13.


3x1 − 5x2 + 2x3 + 4x4 = 2,

7x1 − 4x2 + x3 + 3x4 = 5,

5x1 + 7x2 − 4x3 − 6x4 = 3.

4.14.


3x1 + 4x2 + x3 + 2x4 = 3,

6x1 + 8x2 + 2x3 + 5x4 = 7,

9x1 + 12x2 + 3x3 + 10x4 = 13.

4.15.


3x1 − 2x2 + 5x3 + 4x4 = 2,

6x1 − 4x2 + 4x3 + 3x4 = 3,

9x1 − 6x2 + 3x3 + 2x4 = 4.

4.16.


2x1 − x2 + 3x3 − 7x4 = 5,

6x1 − 3x2 + x3 − 4x4 = 7,

4x1 − 2x2 + 14x3 − 31x4 = 18.

4.17.



3x1 + 2x2 + 2x3 + 2x4 = 2,

2x1 + 3x2 + 2x3 + 5x4 = 3,

9x1 + x2 + 4x3 − 5x4 = 1,

2x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 5,

7x1 + x2 + 6x3 − x4 = 7.

4.18.



2x1 + 3x2 + x3 + 2x4 = 4,

4x1 + 3x2 + x3 + x4 = 5,

5x1 + 11x2 + 3x3 + 2x4 = 2,

2x1 + 5x2 + x3 + x4 = 1,

x1 − 7x2 − x3 + 2x4 = 7.
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4.19.


x1 + x2 + 3x3 − 2x4 + 3x5 = 1,

2x1 + 2x2 + 4x3 − x4 + 3x5 = 2,

2x1 + 3x2 + 5x3 − 2x4 + 3x5 = 1,

2x1 + 2x2 + 8x3 − 3x4 + 9x5 = 2.

4.20.


2x1 − x2 + x3 + 2x4 + 3x5 = 2,

6x1 − 3x2 + 2x3 + 4x4 + 5x5 = 3,

6x1 − 3x2 + 4x3 + 8x4 + 13x5 = 9,

4x1 − 2x2 + x3 + x4 + 2x5 = 1.

4.21.


6x1 + 4x2 + 5x3 + 2x4 + 3x5 = 1,

3x1 + 2x2 + 4x3 + x4 + 2x5 = 3,

3x1 + 2x2 − 2x3 + x4 = −7,
9x1 + 6x2 + x3 + 3x4 + 2x5 = 2.

4.22.


x1 + 2x2 + 3x3 − 2x4 + x5 = 4,

3x1 + 6x2 + 5x3 − 4x4 + 3x5 = 5,

x1 + 2x2 + 7x3 − 4x4 + x5 = 11,

2x1 + 4x2 + 2x3 − 3x4 + 3x5 = 6.

4.23.


6x1 + 3x2 + 2x3 + 3x4 + 4x5 = 5,

4x1 + 2x2 + x3 + 2x4 + 3x5 = 4,

4x1 + 2x2 + 3x3 + 2x4 + x5 = 0,

2x1 + x2 + 7x3 + 3x4 + 2x5 = 1.

4.24.



8x1 + 6x2 + 5x3 + 2x4 = 21,

3x1 + 3x2 + 2x3 + x4 = 10,

4x1 + 2x2 + 3x3 + x4 = 8,

3x1 + 5x2 + x3 + x4 = 15,

7x1 + 4x2 + 5x3 + 2x4 = 18.

Èññëåäóéòå ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è íàéäèòå å¼ îáùåå ðåøåíèå â çà-
âèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà λ:

4.25∗.


λx1 + x2 + x3 = 1,

x1 + λx2 + x3 = 1,

x1 + x2 + λx3 = 1.

4.26∗.


λx1 + x2 + x3 + x4 = 1,

x1 + λx2 + x3 + x4 = 1,

x1 + x2 + λx3 + x4 = 1,

x1 + x2 + x3 + λx4 = 1.
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4.27∗. Ðåøèòå ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå:3 −1 2
4 −3 3
1 3 0

 ·X =

3 9 7
1 11 7
7 5 7

 .

4.28∗. Íàïîìíèì, ÷òî êâàäðàòíûå ìàòðèöû A è B îäíîãî ðàçìåðà íàçû-
âàþòñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè (êîììóòèðóþùèìè), åñëè AB = BA. Íàéäèòå
âñå ìàòðèöû, ïåðåñòàíîâî÷íûå ñ ìàòðèöåé

à)

(
1 2
3 4

)
á)

3 1 0
0 3 1
0 0 3

 â)


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 .

4.29∗. ×èñëî íàçûâàåòñÿ ðàöèîíàëüíûì, åñëè îíî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëå-
íî â âèäå îòíîøåíèÿ äâóõ öåëûõ ÷èñåë. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïðÿìîóãîëüíèê,
äëèíû ñòîðîí êîòîðîãî ðàöèîíàëüíû, ðàçðåçàòü íà êâàäðàòû, òî äëèíû ñòî-
ðîí ýòèõ êâàäðàòîâ òîæå áóäóò ðàöèîíàëüíû.

�5. Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâ X, Y ÷åðåç X×Y áóäåì îáîçíà÷àòü èõ äåêàð-
òîâî ïðîèçâåäåíèå � ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð âèäà (x, y), ãäå x ∈ X,
y ∈ Y . Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî îòîáðàæåíèå f : X → Y � ýòî ïðàâèëî, êîòîðîå
êàæäîìó x ∈ X ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðûé îäíîçíà÷íî îïðåäåë¼ííûé
ýëåìåíò f(x) ∈ Y .

Ïîä âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì (íàäR) ïîíèìàåòñÿ íåïóñòîå ìíîæåñòâî V
âìåñòå ñ îòîáðàæåíèÿìè V ×V → V : (x̄, ȳ) 7→ x̄+ȳ è R×V → V : (α, x̄) 7→ αx̄
(îíè íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì íà ÷èñëà), êî-
òîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì àêñèîìàì:

1. (x̄+ ȳ) + z̄ = x̄+ (ȳ + z̄) äëÿ ëþáûõ x̄, ȳ, z̄ ∈ V .

2. Ñóùåñòâóåò 0̄ ∈ V òàêîé, ÷òî x̄+ 0̄ = x̄ äëÿ ëþáîãî x̄ ∈ V .

3. Äëÿ ëþáîãî x̄ ∈ V ñóùåñòâóåò −x̄ ∈ V , äëÿ êîòîðîãî x̄+ (−x̄) = 0̄.

4. x̄+ ȳ = ȳ + x̄ äëÿ ëþáûõ x̄, ȳ ∈ V .

5. α(βx̄) = (αβ)x̄ äëÿ ëþáûõ x̄ ∈ V, α, β ∈ R.
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6. (α+ β)x̄ = αx̄+ βx̄ äëÿ ëþáûõ x̄ ∈ V, α, β ∈ R.

7. α(x̄+ ȳ) = αx̄+ αȳ äëÿ ëþáûõ x̄, ȳ ∈ V, α ∈ R.

8. 1x̄ = x̄ äëÿ ëþáîãî x̄ ∈ V .

Ýëåìåíòû V íàçûâàþòñÿ âåêòîðàìè; âåêòîð 0̄ íàçûâàåòñÿ íóëåâûì; âåê-
òîð −x̄ íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì ê x̄. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî 0x̄ = 0̄
è (−1)x̄ = −x̄ äëÿ âñåõ x̄ ∈ V . Ïðèìåðàìè âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿþòñÿ
n-ìåðíîå êîîðäèíàòíîå ïðîñòðàíñòâî Rn, ïðîñòðàíñòâî êâàäðàòíûõ ìàòðèö
n-îãî ïîðÿäêà Matn(R) = Mat(n×n), ïðîñòðàíñòâî Rn[x] ìíîãî÷ëåíîâ îò ïå-
ðåìåííîé x ñòåïåíè íå âûøå n, ïðîñòðàíñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ R[x], ïðî-
ñòðàíñòâî C[a, b] íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèé. (Ñëîæåíèå è óìíî-
æåíèå íà ÷èñëà êàæäûé ðàç îïðåäåëÿþòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì.)

Âåêòîðû v̄1, . . . , v̄n ∈ V íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè, åñëè èç òîãî,
÷òî α1v̄1 + . . . + αnv̄n = 0̄ äëÿ êàêèõ-òî α1, . . . αn ∈ R, ñëåäóåò, ÷òî âñå αi

ðàâíû íóëþ. Íàáîð ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ e = {ē1, . . . , ēn} ⊂ V

íàçûâàåòñÿ áàçèñîì V , åñëè ëþáîé âåêòîð ìîæíî îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèòü
â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ èç e, òî åñòü äëÿ ëþáîãî x̄ ∈ V ñóùå-
ñòâóþò åäèíñòâåííûå x1, . . . , xn ∈ R òàêèå, ÷òî x̄ = x1ē1+ . . .+xnēn; ÷èñëà xi
íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà x̄ â áàçèñå e. Åñëè â V ñóùåñòâóåò õîòü
îäèí áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç êîíå÷íîãî ÷èñëà âåêòîðîâ, òî âñå áàçèñû ñîñòîÿò
èç îäíîãî è òîãî æå ÷èñëà âåêòîðîâ, êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ dimV è íàçûâàåòñÿ
ðàçìåðíîñòüþ V ; ñàìî V íàçûâàåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå êîíå÷íîìåðíûì.

Ïðèìåð. Âåêòîðû ēi, ó êîòîðûõ íà i-îì ìåñòå ñòîèò åäèíèöà, à îñòàëüíûå
êîîðäèíàòû ðàâíû íóëþ, îáðàçóþò áàçèñ Rn, íàçûâàåìûé ñòàíäàðòíûì. Òà-
êèì îáðàçîì, dimRn = n. Ìàòðèöû Ei,j, ó êîòîðûõ (i, j)-ûé ýëåìåíò ðàâåí
åäèíèöå, à îñòàëüíûå � íóëþ (îíè íàçûâàþòñÿ ìàòðè÷íûìè åäèíèöàìè), îá-
ðàçóþò áàçèñ Matn(R); òåì ñàìûì, dimMatn(R) = n2. Â ïðîñòðàíñòâå Rn[x]
åñòü ñòåïåííîé áàçèñ {1, x, x2, . . . , xn}, ïîýòîìó dimRn[x] = n+1. Íàïðîòèâ,
â ïðîñòðàíñòâàõ R[x] è C[a, b] íåëüçÿ ïîñòðîèòü áàçèñ èç êîíå÷íîãî ÷èñëà
âåêòîðîâ, òî åñòü ýòè ïðîñòðàíñòâà áåñêîíå÷íîìåðíû.

Ïóñòü e = {ē1, . . . , ēn} è e′ = {ē′1, . . . , ē′n} � äâà áàçèñà V . Ðàçëîæèì êàæ-
äûé âåêòîð e′ ïî áàçèñó e:

ē′j = t1j ē1 + . . .+ tnj ēn, 1 6 j 6 n.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T êâàäðàòíóþ ìàòðèöó n-îãî ïîðÿäêà, (i, j)-ûé ýëåìåíò êî-
òîðîé ðàâåí tij. Îíà íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïåðåõîäà îò e ê e′; êîðîòêî ìû
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áóäåì çàïèñûâàòü ýòî òàê: e′ = eT . Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî ìàòðèöà ïåðåõîäà âñå-
ãäà îáðàòèìà, ïðè÷¼ì e = e′T−1 è e = eE.

Ïóñòü v̄ = x1ē1 + . . .+ xnēn = x′1ē
′
1 + . . .+ x′nē

′
n; ïîëîæèì

x̄ =

x1...
xn

 , x̄′ =

x′1...
x′n

 .

Òîãäà x̄ = T x̄′ è x̄′ = T−1x̄ (çäåñü âåêòîð ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ìàòðèöà ðàç-
ìåðà n× 1).

Ïðèìåð. Ïóñòü dimV = 2, âåêòîðû ē′1, ē
′
2, x̄ çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè

â íåêîòîðîì áàçèñå e = {ē1, ē2} ïðîñòðàíñòâà V :

ē′1 =

(
4
5

)
, ē′2 =

(
3
4

)
, x̄ =

(
2
7

)
.

Òîãäà e′ = {ē′1, ē′2} òîæå ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì V , èáî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû

T =

(
4 3
5 4

)
,

j-ûé ñòîëáåö êîòîðîé ñîñòàâëåí èç êîîðäèíàò âåêòîðà ē′j â áàçèñå e, îòëè÷åí
îò íóëÿ: detT = −1 ̸= 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà T îáðàòèìà, òî åñòü
âåêòîðû e ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç âåêòîðû e′. Èòàê, e′ � áàçèñ V , à T �
ìàòðèöà ïåðåõîäà: e′ = eT . Êîîðäèíàòû âåêòîðà x̄ â áàçèñå e′ ðàâíû

x̄′ = T−1x̄ =

(
4 −3
−5 4

)
·
(
2
7

)
=

(
−13
18

)
.

Ïîäìíîæåñòâî U ⊂ V íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì, åñëè îíî çàìêíóòî
îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëà, òî åñòü x̄ + ȳ ∈ U
è αx̄ ∈ U äëÿ ëþáûõ x̄, ȳ ∈ U, α ∈ R. Ëþáîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñàìî ÿâ-
ëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì îòíîñèòåëüíî òåõ æå îïåðàöèé, ÷òî è V .
Îòìåòèì, ÷òî åñëè dimU = dimV , òî U = V . Ëèíåéíîé îáîëî÷êîé íàáî-
ðà âåêòîðîâ S = {ā1, . . . , ān} ⊂ V íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå ïî ðàçìåðíîñòè
ïîäïðîñòðàíñòâî ⟨S⟩, ñîäåðæàùåå S; äðóãèìè ñëîâàìè, ýòî ìíîæåñòâî âñåõ
ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âåêòîðîâ èç S:

⟨S⟩ = {α1ā1 + . . .+ αnān, αi ∈ R}.

Ðàçìåðíîñòü ⟨S⟩ íàçûâàåòñÿ ðàíãîì S è îáîçíà÷àåòñÿ rkS. Îíà ðàâíà ðàíãó
ìàòðèöû, ñîñòàâëåííîé èç êîîðäèíàò âåêòîðîâ èç S, çàïèñàííûõ â ëþáîì
ôèêñèðîâàííîì áàçèñå V .
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Ïðèìåð. Íàéä¼ì áàçèñ è ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîé îáîëî÷êè ñèñòåìû âåê-
òîðîâ S âèäà

S =

ā1 =


2
0
1
−1
3

 , ā2 =


−3
1
2
0
−4

 , ā3 =


−1
1
3
−1
−1

 , ā4 =


5
4
3
2
1

 , ā5 =


3
6
9
0
−1


 .

Âû÷èñëèì ðàíã ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû, ïðîâîäÿ ýëåìåíòàðíûå ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ òîëüêî ñî ñòðîêàìè:

2 −3 −1 5 3

0 1 1 4 6

1 2 3 3 9

−1 0 −1 2 0

3 −4 −1 1 −1


←

←

∼


1 2 3 3 9
0 1 1 4 6
2 −3 −1 5 3
−1 0 −1 2 0
3 −4 −1 1 −1

 − 2I+ I
− 3I

∼

∼


1 2 3 3 9
0 1 1 4 6
0 −7 −7 −1 −15
0 2 2 5 9
0 −10 −10 −8 −28

 + 7II
− 2II
+ 10II

∼


1 2 3 3 9
0 1 1 4 6
0 0 0 27 27
0 0 0 −3 −3
0 0 0 32 32

 ×1/27×(−1/3)
×1/32

∼

∼


1 2 3 3 9
0 1 1 4 6
0 0 0 1 1
0 0 0 1 1
0 0 0 1 1

 − III
− III

∼


1 2 3 3 9
0 1 1 4 6
0 0 0 1 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

∼
 1 2 3 3 9

0 1 1 4 6
0 0 0 1 1

 .

Ðàíã ìàòðèöû ðàâåí òð¼ì, ïîýòîìó dim ⟨S⟩ = rkS = 3. Áîëåå òîãî,
M 1,2,4

1,2,3 = 1 ̸= 0, ïîýòîìó â ïîñëåäíåé ìàòðèöå ïåðâûé, âòîðîé è ÷åòâ¼ðòûé
ñòîëáöû ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Íî ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñî ñòðîêàìè
íå ìîãóò ïîâëèÿòü íà ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü èëè íåçàâèñèìîñòü ñòîëáöîâ,
ïîýòîìó âåêòîðû ā1, ā2, ā4 òàêæå ëèíåéíî íåçàâèñèìû � à çíà÷èò, îáðàçóþò
áàçèñ ëèíåéíîé îáîëî÷êè S.

Ïóñòü U, V � ïîäïðîñòðàíñòâà âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà W . Òîãäà èõ ïå-
ðåñå÷åíèå U ∩ V òîæå áóäåò ïîäïðîñòðàíñòâîì. Ñóììîé ïîäïðîñòðàíñòâ U
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è V íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî U + V , ñîñòîÿùåå èç âåêòîðîâ âèäà x̄ + ȳ,
ãäå x̄ ∈ U , ȳ ∈ V . Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

dimU + dimV = dim(U + V ) + dim(U ∩ V ).

Ïðèìåð. Íàéä¼ì áàçèñ è ðàçìåðíîñòü ⟨S⟩+ ⟨T ⟩ è ⟨S⟩ ∩ ⟨T ⟩, ãäå

S =

ā1 =


1
−2
0
3

 , ā2 =


5
−1
3
2

 , ā3 =


3
3
3
−4


 ,

T =

b̄1 =

−2
0
4
1

 , b̄2 =


−1
−2
4
4

 , b̄3 =


1
−2
0
3


 .

Êàê âûøå, íàõîäèì, ÷òî dim ⟨S⟩ = dim ⟨T ⟩ = 2, {ā1, ā2} � áàçèñ ⟨S⟩,
{b̄1, b̄2} � áàçèñ ⟨T ⟩. Ïîñêîëüêó ⟨S⟩ + ⟨T ⟩ = ⟨S ∪ T ⟩, òî, äåéñòâóÿ àíàëî-
ãè÷íî, ïîëó÷àåì, ÷òî dim(⟨S⟩ + ⟨T ⟩) = 3 è {ā1, ā2, b̄1} � áàçèñ ⟨S⟩ + ⟨T ⟩.
Âåêòîð v̄ áóäåò ëåæàòü â ïåðåñå÷åíèè ⟨S⟩ è ⟨T ⟩ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
åãî ìîæíî ðàçëîæèòü è ïî áàçèñó ⟨S⟩, è ïî áàçèñó ⟨T ⟩, òî åñòü ñóùåñòâóþò
òàêèå x1, x2, y1, y2 ∈ R, ÷òî v̄ = x1ā1+x2ā2 = y1b̄1+ y2b̄2. Èíà÷å ãîâîðÿ, ÷èñëà
x1, x2, y1, y2 ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé,
ñòîëáöû ìàòðèöû êîòîðîé ðàâíû ā1, ā2,−b̄1,−b̄2. Äåéñòâóÿ êàê â ïðåäûäóùåì
ïàðàãðàôå, íàõîäèì ÔÑÐ ýòîé ñèñòåìû; îíà ñîñòîèò èç îäíîãî âåêòîðà:

f̄1 =


1
0
−1
1


(êîîðäèíàòû ýòîãî âåêòîðà ðàâíû x1 = 1, x2 = 0, y1 = −1, y2 = 1). Êàæäîìó
âåêòîðó èç ÔÑÐ ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð èç áàçèñà ⟨S⟩ ∩ ⟨T ⟩. Â äàííîì ñëó÷àå
ïåðåñå÷åíèå áóäåò îäíîìåðíî, åäèíñòâåííûé áàçèñíûé âåêòîð èìååò âèä

v̄1 = ā1 = −b̄1 + b̄2 =


1
−2
0
3

 .

Ãîâîðÿò, ÷òî ïðîñòðàíñòâîW åñòü ïðÿìàÿ ñóììà ñâîèõ ïîäïðîñòðàíñòâ U
è V , åñëèW = U+V è U ∩V = {0̄}. Ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå: äëÿ ëþáîãî
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x̄ ∈ W ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûå ȳ ∈ U , z̄ ∈ V , äëÿ êîòîðûõ x̄ = ȳ + z̄.
Âåêòîð ȳ íàçûâàåòñÿ ïðîåêöèåé x̄ íà U âäîëü V , à âåêòîð z̄ � ïðîåêöèåé x̄
íà V âäîëü U .

Ïðèìåð. Ïóñòü U = ⟨ā1, ā2⟩, V = ⟨b̄1, b̄2⟩, ãäå

ā1 =


−1
0
3
2

 , ā2 =


2
1
2
0

 , b̄1 =


4
0
1
2

 , b̄2 =


1
−5
0
−1

 .

Äîêàæåì, ÷òî R4 = U⊕V . Â ñàìîì äåëå, ðàññóæäàÿ, êàê âûøå, ìû ëåãêî ïðî-
âåðÿåì, ÷òî dimU = dimV = 2, dim(U + V ) = 4. Åäèíñòâåííîå ÷åòûð¼õìåð-
íîå ïîäïðîñòðàíñòâî ÷åòûð¼õìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà � ýòî îíî ñàìî, ïîýòîìó
R4 = U +V . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, dim(U ∩V ) = dimU +dimV −dim(U +V ) =
= 2 + 2− 4 = 0, òàê ÷òî U ∩ V = {0̄}. Íî ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî R4 = U ⊕ V .

Íàéä¼ì òåïåðü ïðîåêöèè âåêòîðà

x̄ =


6
−4
6
3


íà U è V . Ïóñòü x̄ = ȳ + z̄, ãäå ȳ ∈ U , z̄ ∈ V . Ðàç ȳ ∈ U , òî åãî ìîæíî
ðàçëîæèòü ïî áàçèñó U , òî åñòü íàéäóòñÿ òàêèå ÷èñëà y1, y2 ∈ R, ÷òî

ȳ = y1ā1+y2ā2 =


−y1 + 2y2

y2
3y1 + 2y2

2y1

 è, ñëåäîâàòåëüíî, z̄ = x̄−ȳ =


6 + y1 − 2y2
−4− y2

6− 3y1 − 2y2
3− 2y1

 .

Óñëîâèå z̄ ∈ V îçíà÷àåò, ÷òî rk {b̄1, b̄2, z̄} = 2. Íî
4 1 6 + y1 − 2y2
0 −5 −4− y2
1 0 6− 3y1 − 2y2
2 −1 3− 2y1


←

←
∼


1 0 6− 3y1 − 2y2
0 −5 −4− y2
4 1 6 + y1 − 2y2
2 −1 3− 2y1

 − 4I
− 2I

∼

∼


1 0 6− 3y1 − 2y2
0 −5 −4− y2
0 1 −18 + 13y1 + 6y2
0 −1 −9 + 4y1 + 4y2

←
←

∼
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∼


1 0 6− 3y1 − 2y2
0 −1 −9 + 4y1 + 4y2
0 1 −18 + 13y1 + 6y2
0 −5 −4− y2

 ×(−1)+ II
− 5II

∼


1 0 6− 3y1 − 2y2
0 1 9− 4y1 − 4y2
0 0 −27 + 17y1 + 10y2
0 0 41− 20y1 − 21y2

.
×òîáû ðàíã ìàòðèöû ðàâíÿëñÿ äâóì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïî-

ñëåäíèå äâå ñòðîêè áûëè íóëåâûìè. Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî y1, y2 ÿâëÿ-
þòñÿ ðåøåíèÿìè ñèñòåìû {

17y1 + 10y2 = 27,

20y1 + 21y2 = 41.

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó (ñêàæåì, ìåòîäîì Ãàóññà), íàõîäèì y1 = 1, y2 = 1. Îñòà-
ëîñü ïîäñòàâèòü èõ â ȳ è â z̄:

ȳ =


1
1
5
2

 , z̄ =


5
−5
1
1

 .

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ëþáîå ïîäïðîñòðàíñòâî â Rn ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê
ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé íåêîòîðîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíå-
íèé. Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ ëþáîãî ïîäïðîñòðàíñòâà W ⊂ Rn íàéä¼òñÿ òàêàÿ
ìàòðèöà A, ÷òî âåêòîð x̄ ñîäåðæèòñÿ â W â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà
Ax̄ = 0̄. ßñíî, ÷òî ÔÑÐ ñèñòåìû áóäåò áàçèñîì ïîäïðîñòðàíñòâà W .

Ïðèìåð. Íàéä¼ì ñèñòåìó ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé, ïðîñòðàí-
ñòâîì ðåøåíèé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñèñòåìû âåêòîðîâ

S =

ā1 =


2
−1
0
3

 , ā2 =


1
4
−5
2

 , ā3 =


4
7
−10
7


 .

Ðàññóæäàÿ, êàê âûøå, ìû ëåãêî íàõîäèì, ÷òî dimW = 2 è {ā1.ā2} �
áàçèñ W , ãäå W = ⟨S⟩. Âåêòîð

x̄ =


x1
x2
x3
x4


áóäåò ñîäåðæàòüñÿ â ïîäïðîñòðàíñòâåW òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ ā1 è ā2, òî åñòü êîãäà
rk {ā1, ā2, x̄} = 2. Íî
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
2 1 x1
−1 4 x2
0 −5 x3
3 2 x4


←

← ∼


−1 4 x2
2 1 x1
0 −5 x3
3 2 x4

 + 2I

+ 3I

∼


−1 4 x2
0 9 x1 + 2x2
0 −5 x3
0 14 3x2 + x4

 + 2III

+ 3III

∼

∼


−1 4 x2
0 1 x1 + 2x2 + 2x3
0 −5 x3
0 −1 3x2 − 3x3 + x4

 + 5II
+ II

∼


−1 4 x2
0 1 x1 + 2x2 + 2x3
0 0 5x1 + 10x2 + 12x3
0 0 x1 + 4x2 − x3 + x4

 .

×òîáû ðàíã ýòîé ìàòðèöû ðàâíÿëñÿ äâóì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
äâå ïîñëåäíèå ñòðîêè áûëè íóëåâûå, òî åñòü{

5x1 + 10x2 + 12x3 = 0,

x1 + 4x2 − x3 + x4 = 0.

Ýòî è åñòü èíòåðåñóþùàÿ íàñ ñèñòåìà ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé.

Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, âåêòîðû ē′1, . . . , ē
′
n,

x̄ ∈ V çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè â íåêîòîðîì áàçèñå e = {ē1, . . . , ēn}
ïðîñòðàíñòâà V . Äîêàæèòå, ÷òî e′ = {ē′1, . . . , ē′n} � òîæå áàçèñ V , è íàéäèòå
êîîðäèíàòû âåêòîðà x̄ â ýòîì áàçèñå.

5.1. ē′1 =

(
3
4

)
, ē′2 =

(
5
6

)
, x̄ =

(
9
10

)
.

5.2. ē′1 =

(
1
2

)
, ē′2 =

(
−1
−8

)
, x̄ =

(
2
7

)
.

5.3. ē′1 =

1
1
1

 , ē′2 =

1
1
2

 , ē′3 =

1
2
3

 , x̄ =

 6
9
14

 .

5.4. ē′1 =

 2
1
−3

 , ē′2 =

 3
2
−5

 , ē′3 =

 1
−1
1

 , x̄ =

 6
2
−7

 .

5.5. ē′1 =

1
2
1

 , ē′2 =

2
3
3

 , ē′3 =

3
7
1

 , x̄ =

3
1
4

 .
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5.6. ē′1 =


1
2
−1
−2

 , ē′2 =


2
3
0
−1

 , ē′3 =


1
2
1
4

 , ē′4 =


1
3
−1
0

 , x̄ =


7
14
−1
2

 .

5.7. ē′1 =


1
2
3
4

 , ē′2 =


2
1
4
5

 , ē′3 =


3
2
1
6

 , ē′4 =


4
1
2
8

 , x̄ =


2
−2
2
1

 .

5.8. ē′1 =


1
1
1
1

 , ē′2 =


1
2
1
1

 , ē′3 =


1
1
2
1

 , ē′4 =


1
3
2
3

 , x̄ =


−2
−3
−5
−4

 .

5.9∗. Êàê èçìåíèòñÿ ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà e ê áàçèñó e′, åñëè à) ïî-
ìåíÿòü ìåñòàìè äâà âåêòîðà ïåðâîãî áàçèñà á) ïîìåíÿòü ìåñòàìè äâà âåêòîðà
âòîðîãî áàçèñà â) çàïèñàòü âåêòîðû îáîèõ áàçèñîâ â îáðàòíîì ïîðÿäêå?
5.10∗. (¾Ñõåìà Ãîðíåðà¿) Ïóñòü a ∈ R � ëþáîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî

ìíîãî÷ëåíû 1, x−a, (x−a)2, . . . , (x−a)n îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Rn[x].
Íàéäèòå ìàòðèöó ïåðåõîäà îò ñòàíäàðòíîãî áàçèñà {1, x, x2, . . . , xn} ê ýòîìó
áàçèñó è çàïèøèòå êîîðäèíàòû ìíîãî÷ëåíà f(x) = a0+a1x+a2x

2+ . . .+anx
n

â íîâîì áàçèñå.

5.11∗. Äîêàæèòå, ÷òî W íå ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì â V .
à) V = R2, W � âåêòîðû ïëîñêîñòè ñ íà÷àëîì â íà÷àëå êîîðäèíàò O,

êîíöû êîòîðûõ ëåæàò íà äàííîé ïðÿìîé, íå ïðîõîäÿùåé ÷åðåç O.
á) V = R2, W � âåêòîðû ïëîñêîñòè ñ íà÷àëîì â O, êîíöû êîòîðûõ íå

ëåæàò íà äàííîé ïðÿìîé.
â) V = R2, W � âåêòîðû ïëîñêîñòè ñ íà÷àëîì â O, êîíöû êîòîðûõ ëåæàò

íà îäíîé èç äâóõ äàííûõ ïðÿìûõ, ïåðåñåêàþùèõñÿ â O.
ã) V = R2, W � âåêòîðû ïëîñêîñòè ñ íà÷àëîì â O, êîíöû êîòîðûõ ëåæàò

â ïåðâîé ÷åòâåðòè.
ä) V = Rn, W � âåêòîðû, êîîðäèíàòû êîòîðûõ � öåëûå ÷èñëà.
å) V = Rn,W � âåêòîðû, êîîðäèíàòû êîòîðûõ � íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà.
¼) V = Rn[x], W � ìíîãî÷ëåíû ôèêñèðîâàííîé ñòåïåíè m.
æ) V = Rn[x], W � ìíîãî÷ëåíû, íå ðàâíûå íóëþ â äàííîé òî÷êå x0 ∈ R.
ç) V = Matn(R), W � íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû.
è) V = Matn(R), W � âûðîæäåííûå ìàòðèöû.

33



5.12∗. Äîêàæèòå, ÷òî W ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì â V , ïîñòðîéòå êà-
êîé-íèáóäü áàçèñ W è íàéäèòå åãî ðàçìåðíîñòü.

à) V = Rn, W = {x̄ ∈ V | x1 + . . .+ xn = 0}.
á) V = Rn, W = {x̄ ∈ V | x1 = . . . = xn}.
â) V = Rn, W = {x̄ ∈ V | x1 = xn}.
ã) V = Rn, W = {x̄ ∈ V | x1 = x3 = x5 = . . . = 0}.
ä) V = Rn, W = {x̄ ∈ V | Ax̄ = 0̄}, ãäå A � íåêîòîðàÿ ìàòðèöà ðàçìå-

ðà m× n ðàíãà r.
å) V = Rn[x], W � ìíîãî÷ëåíû, ðàâíûå íóëþ â äàííîé òî÷êå x0 ∈ R.
¼) V = Rn[x], W � ìíîãî÷ëåíû, ñîäåðæàùèå òîëüêî ÷¼òíûå ñòåïåíè x.
æ) V = Rn[x], W � ìíîãî÷ëåíû, ñîäåðæàùèå òîëüêî íå÷¼òíûå ñòåïåíè x.
ç) V = Matn(R), W = {A ∈ V | At = A} � ñèììåòðè÷åñêèå ìàòðèöû.
è) V = Matn(R), W = {A ∈ V | At = −A} � êîñîñèììåòðè÷åñêèå

ìàòðèöû.
é) V = Matn(R),W � ìàòðèöû ñ íóëåâûì ñëåäîì. (Íàïîìíèì, ÷òî ñëåäîì

êâàäðàòíîé ìàòðèöû A ðàçìåðà n × n íàçûâàåòñÿ ÷èñëî trA, ðàâíîå ñóììå
å¼ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ: trA = a11 + . . .+ ann.)

ê) V = Matn(R), W � ìàòðèöû, ïåðåñòàíîâî÷íûå ñ äèàãîíàëüíîé ìàòðè-
öåé A, ó êîòîðîé íà äèàãîíàëè ñòîÿò ðàçëè÷íûå ÷èñëà λ1, . . . , λn.

ë) V = Matn(R), W � ìàòðèöû, ïåðåñòàíîâî÷íûå ñî âñåìè ìàòðèöàìè.

Íàéäèòå áàçèñû è ðàçìåðíîñòè ëèíåéíûõ îáîëî÷åê íàáîðîâ âåêòîðîâ:

5.13.

ā1 =


1
0
0
−1

 , ā2 =


2
1
1
0

 , ā3 =


1
1
1
1

 , ā4 =


1
2
3
4

 , ā5 =


0
1
2
3


 .

5.14.

ā1 =

3
1
1
2

 , ā2 =


4
3
4
3

 , ā3 =


5
5
7
4

 , ā4 =


8
1
0
5


 .

5.15.

ā1 =

4
2
3
1
5

 , ā2 =


7
3
5
5
6

 , ā3 =


5
3
4
−2
9

 , ā4 =


4
0
2
14
−6

 , ā5 =


1
1
1
−3
4


 .
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5.16.

ā1 =

1
1
1
1
0

 , ā2 =


1
1
−1
−1
−1

 , ā3 =


2
2
0
0
−1

 , ā4 =


1
1
5
5
2

 , ā5 =


1
−1
−1
0
0


 .

Íàéäèòå ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé, ïðîñòðàíñòâàìè ðå-
øåíèé êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûå îáîëî÷êè ñëåäóþùèõ íàáîðîâ âåêòîðîâ:

5.17.

ā1 =


1
−1
1
0

 , ā2 =


1
1
0
1

 , ā3 =


2
0
1
1


 .

5.18.

ā1 =


1
−1
1
−1
1

 , ā2 =


1
1
0
0
3

 , ā3 =


3
1
1
−1
7

 , ā4 =


0
2
−1
1
2


 .

Íàéäèòå áàçèñ è ðàçìåðíîñòü ⟨S⟩+ ⟨T ⟩ è ⟨S⟩ ∩ ⟨T ⟩:

5.19. S =

ā1 =
7
1
2

 , ā2 =

9
5
8

 , ā3 =

 5
−3
−4

 ,

T =

b̄1 =
8
3
5

 , b̄2 =

1
2
3

 , b̄3 =

11
−4
−5

 .

5.20. S =

ā1 =
1
2
1

 , ā2 =

 1
1
−1

 , ā3 =

1
3
3

 ,

T =

b̄1 =
 2

3
−1

 , b̄2 =

1
2
2

 , b̄3 =

 1
1
−3

 .

5.21. S =

ā1 =


1
2
1
−2

 , ā2 =


2
3
1
0

 , ā3 =


1
2
2
−3


 ,

35



T =

b̄1 =

1
1
1
1

 , b̄2 =


1
0
1
−1

 , b̄3 =


1
3
0
−4


 .

5.22. S =

ā1 =

1
4
5
3

 , ā2 =


3
6
2
5

 , ā3 =


1
3
3
2


 ,

T =

b̄1 =

1
3
2
4

 , b̄2 =


0
1
1
3

 , b̄3 =


1
2
3
7


 .

5.23. S =

ā1 =

−1
6
4
7
−2

 , ā2 =


−2
3
0
5
−2

 , ā3 =


−3
6
5
6
−5


 ,

T =

b̄1 =


1
1
2
1
−1

 , b̄2 =


0
−2
0
−1
−5

 , b̄3 =


2
0
2
1
−3


 .

5.24. S =

ā1 =


1
1
0
0
−1

 , ā2 =


0
1
1
0
1

 , ā3 =


0
0
1
1
1


 ,

T =

b̄1 =

1
0
1
0
1

 , b̄2 =


0
2
1
1
0

 , b̄3 =


1
2
1
2
−1


 .
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Äîêàæèòå, ÷òî R4 = U ⊕ V , è íàéäèòå ïðîåêöèþ âåêòîðà x̄ ∈ R4 íà ïîä-
ïðîñòðàíñòâî U âäîëü ïîäïðîñòðàíñòâà V :

5.25. U = ⟨ā1, ā2⟩, V = ⟨b̄1, b̄2⟩,

ā1 =


1
1
1
1

 , ā2 =


−1
−2
0
1

 , b̄1 =


−1
−1
1
−1

 , b̄2 =


2
2
0
1

 , x̄ =


4
2
4
4

 .

5.26. U = ⟨ā1, ā2, ā3⟩, V = ⟨b̄1⟩,

ā1 =


1
2
3
4

 , ā2 =


2
3
4
1

 , ā3 =


3
4
1
2

 , b̄1 =


4
1
2
3

 , x̄ =


2
8
6
4

 .

5.27. U = ⟨ā1⟩, V = ⟨b̄1, b̄2, b̄3⟩,

ā1 =


1
9
8
12

 , b̄1 =


1
3
1
1

 , b̄2 =


2
8
4
5

 , b̄3 =


1
5
4
5

 , x̄ =


0
−12
−13
−21

 .

5.28. U = ⟨ā1, ā2⟩, V = ⟨b̄1, b̄2⟩,

ā1 =


2
4
1
1

 , ā2 =


7
9
4
2

 , b̄1 =


1
10
1
3

 , b̄2 =


8
6
3
1

 , x̄ =


18
3
7
−1

 .

5.29∗. Äîêàæèòå, ÷òî W = U ⊕ V , è íàéäèòå ïðîåêöèè âåêòîðîâ ñòàí-
äàðòíîãî áàçèñà (åäèíè÷íûõ îðòîâ ē1, . . . , ēn) íà U âäîëü V è íà V âäîëü U ,
ãäå W = Rn, U = {x̄ ∈ W | x1 = . . . = xn}, V = {x̄ ∈ W | x1 + . . .+ xn = 0}.
5.30∗. Ïóñòü W = Matn(R), U � ïîäïðîñòðàíñòâî ñèììåòðè÷åñêèõ ìàò-

ðèö, à V � êîñîñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö. Äîêàæèòå, ÷òîW = U⊕V , è íàéäèòå
ïðîåêöèè ìàòðèöû A íà U âäîëü V è íà V âäîëü U , ãäå

aij =

{
1, åñëè i 6 j,

0, åñëè i > j.
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5.31∗. Ïóñòü W = Rn[x], U � ïîäïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ, ñîäåðæàùèõ
òîëüêî ÷¼òíûå ñòåïåíè x, à V � òîëüêî íå÷¼òíûå ñòåïåíè x. Äîêàæèòå, ÷òî
W = U ⊕ V , è íàéäèòå ïðîåêöèè ìíîãî÷ëåíà f(x) = anx

n + . . . + a1x + a0
íà U âäîëü V è íà V âäîëü U .
5.32∗. à) Ïóñòü U � ïîäïðîñòðàíñòâî â V . Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà

v̄ ∈ V îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âåêòîðîâ âèäà v̄ + ū, ū ∈ U , ÷åðåç [v̄]; áóäåì
íàçûâàòü ýòî ìíîæåñòâî êëàññîì âåêòîðà v̄. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè äâà êëàññà
ñîäåðæàò îäèí è òîò æå âåêòîð, òî îíè ñîâïàäàþò. á) Îáîçíà÷èì ìíîæå-
ñòâî âñåõ êëàññîâ ÷åðåç V/U . Ïðîâåðüòå, ÷òî îïåðàöèè [v̄1] + [v̄2] = [v̄1 + v̄2]
è α[v̄] = [αv̄] êîððåêòíî îïðåäåëåíû è çàäàþò íà V/U ñòðóêòóðó âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà (îíî íàçûâàåòñÿ ôàêòîðïðîñòðàíñòâîì ïî ìîäóëþ U). â) Äî-
êàæèòå, ÷òî dimV/U = dimV − dimU .
5.33∗. Â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå V äàíû âåêòîðû v̄1, . . . , v̄m, ãäåm > n+2.

Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà α1, . . . , αm, íå âñå ðàâíûå íóëþ, ÷òî
α1 + . . .+ αm = 0 è α1v̄1 + . . .+ αmv̄m = 0̄.
5.34∗. Ïóñòü e = {ē1, . . . , ēn} � íåêîòîðûé áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà V , à âåêòîðû v̄1, . . . , v̄k, ãäå k < n, ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Èçâåñòíî, ÷òî
åñëè ïðè ëþáîì i îò 1 äî k âåêòîð ēi â áàçèñå e çàìåíèòü íà âåêòîð v̄i, òî ñíîâà
ïîëó÷èòñÿ áàçèñ V . Ñëåäóåò ëè îòñþäà, ÷òî v̄1, . . . , v̄k, ēk+1, . . . , ēn � áàçèñ?

�6. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû

Ïóñòü V , W � âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà (íàä R). Îòîáðàæåíèå φ : V → W
íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì, åñëè φ(x̄ + ȳ) = φx̄ + φȳ è φ(αx̄) = αφx̄
äëÿ ëþáûõ x̄, ȳ ∈ V , α ∈ R (ìû ïèøåì ïðîñòî φx̄ âìåñòî φ(x̄)). Ìíîæåñòâà

Kerφ = {x̄ ∈ V | φx̄ = 0̄} è
Imφ = {φx̄, x̄ ∈ V }

íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ÿäðîì è îáðàçîì îïåðàòîðà φ. Ëåãêî ïðîâåðèòü,
÷òî ÿäðî è îáðàç ÿâëÿþòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâàìè â V è W ñîîòâåòñòâåííî.
Èõ ðàçìåðíîñòè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

dim Imφ+ dimKerφ = dimV.

Ëèíåéíûé îïåðàòîð φ : V → W íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì, åñëè Kerφ = {0̄}
è Imφ = W . Â ýòîì ñëó÷àå îí ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì,
òî åñòü äëÿ ëþáîãî ȳ ∈ W ñóùåñòâóåò ðîâíî îäèí x̄ ∈ V òàêîé, ÷òî φx̄ = ȳ.
Åñëè ñóùåñòâóåò õîòü îäèí èçîìîðôèçì èç V â W , òî ýòè ïðîñòðàíñòâà íà-
çûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè. Îáîçíà÷åíèå: V ∼= W .
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Ïðèìåð. Íàéä¼ì ÿäðî è îáðàç ëèíåéíîãî îïåðàòîðà φ : R3 → R3, äåé-
ñòâóþùåãî ïî ïðàâèëó

φ

x1x2
x3

 =

 3x1 + x2 + x3
2x1 − x2 − 2x3
x1 + 2x2 + 3x3

 .

Âåêòîð x̄ ëåæèò â ÿäðå φ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

φx̄ =

 3x1 + x2 + x3
2x1 − x2 − 2x3
x1 + 2x2 + 3x3

 = 0̄.

Íàéä¼ì ÔÑÐ ýòîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ìåòîäîì Ãàóññà:

f̄1 =

−7−8
5

 .

Ýòî è åñòü áàçèñ ÿäðà, òî åñòü Kerφ = ⟨f̄1⟩. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îáðàç φ åñòü
ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà îáðàçîâ âåêòîðîâ ëþáîãî áàçèñà V . Íàïðèìåð, åñëè e �
ñòàíäàðòíûé áàçèñ R3, òî Imφ = ⟨φē1, φē2, φē3⟩. Ñ÷èòàåì:

φē1 =

3
2
1

 , φē2 =

 1
−1
2

 , φē3 =

 1
−2
3

 .

Äåéñòâóÿ êàê â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, íàõîäèì, ÷òî dim Imφ = 2,
{φē1, φē2} � áàçèñ îáðàçà; ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî çàäà¼òñÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ
îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé, ñîñòîÿùåé èç îäíîãî óðàâíåíèÿ x1 − x2 − x3 = 0.

Ïóñòü e = {ē1, . . . , ēn} � ïðîèçâîëüíûé áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V ,
φ : V → V � ëèíåéíûé îïåðàòîð. Îáîçíà÷èì ÷åðåç aij êîýôôèöèåíòû ðàçëî-
æåíèÿ îáðàçîâ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ïî òîìó æå ñàìîìó áàçèñó e:

φēj = a1j ē1 + a2j ē2 + . . .+ anj ēn, 1 6 j 6 n.

Ñîñòàâèì èç ÷èñåë aij ìàòðèöó

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
an1 an2 . . . ann

 .
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Îíà íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé îïåðàòîðà φ â áàçèñå e. Îáîçíà÷åíèå: φ
e A.

Äðóãèìè ñëîâàìè, j-ûé ñòîëáåö ìàòðèöû îïåðàòîðà φ â áàçèñå e ñîñòîèò èç
êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ φēj ïî áàçèñó e. ßñíî, ÷òî dim Imφ = rkA.

Çíà÷åíèå ìàòðèöû îïåðàòîðà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Åñëè x̄ � ñòîëáåö
èç êîîðäèíàò âåêòîðà v̄ â áàçèñå e, à A � ìàòðèöà îïåðàòîðà φ : V → V
â áàçèñå e, òî ñòîëáåö èç êîîðäèíàò âåêòîðà φv̄ â òîì æå ñàìîì áàçèñå e áóäåò
èìåòü âèä Ax̄. Ïðîùå ãîâîðÿ, îïåðàòîð äåéñòâóåò íà âåêòîðû ñ ïîìîùüþ
óìíîæåíèÿ íà ñâîþ ìàòðèöó.

Ïðèìåð. 1. Ìàòðèöà îïåðàòîðà φ èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà â ñòàíäàðòíîì

áàçèñå R3 èìååò âèä φ
e A =

3 1 1
2 −1 −2
1 2 3

, òàê êàê êîîðäèíàòû âåêòîðîâ

φēj � ýòî è åñòü èõ êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïî ñòàíäàðòíîìó áàçèñó.

2. Ïóñòü V = Mat2(R), e = {ē1 = E1,1, ē2 = E1,2, ē3 = E2,1, ē4 = E2,2} � áà-
çèñ èç ìàòðè÷íûõ åäèíèö, φ äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó φ(X) = X tA, ãäå

A =

(
a11 a12
a21 a22

)
� ôèêñèðîâàííàÿ ìàòðèöà. Âû÷èñëÿåì:

φē1 = Et
1,1 · A =

(
a11 a12
0 0

)
= a11 · E1,1 + a12 · E1,2 = a11ē1 + a12ē2,

φē2 = Et
1,2 · A =

(
0 0
a11 a12

)
= a11 · E2,1 + a12 · E2,2 = a11ē3 + a12ē4,

φē1 = Et
1,1 · A =

(
a21 a22
0 0

)
= a21 · E1,1 + a22 · E1,2 = a21ē1 + a22ē2,

φē4 = Et
2,2 · A =

(
0 0
a21 a22

)
= a21 · E2,1 + a22 · E2,2 = a21ē3 + a22ē4.

Ñëåäîâàòåëüíî, φ
e A =


a11 0 a21 0
a12 0 a22 0
0 a11 0 a21
0 a12 0 a22

.
3. Ïóñòü V = R2[x], e = {ē1 = 1, ē2 = x, ē3 = x2} � ñòåïåííîé áàçèñ,

φ(f) = 3f − f ′. Âû÷èñëÿåì:

φē1 = 3− 1′ = 3 = 3ē1,

φē2 = 3x− x′ = 3x− 1 = −ē1 + 3ē2,

φē3 = 3x2 − (x2)′ = 3x2 − 2x = −2ē2 + 3ē3.
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Çíà÷èò, φ
e A =

3 −1 0
0 3 −2
0 0 3

.
Åñëè e, e′ � äâà áàçèñà ïðîñòðàíñòâà V , T � ìàòðèöà ïåðåõîäà (òî åñòü

e′ = eT ) è φ
e A, φ

e′ A′, òî

A′ = T−1AT.

Ïðèìåð. 1. Ïóñòü V � ëþáîå äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, ē′1 = 3ē1 + 4ē2,

ē′2 = −4ē1 − 5ē2, φ
e A =

(
1 2
3 4

)
. Òîãäà T =

(
3 −4
4 −5

)
, ïîýòîìó â íîâîì

áàçèñå îïåðàòîð φ áóäåò çàäàâàòüñÿ ìàòðèöåé

φ
e′ A′ = T−1AT =

(
45 −58
31 −40

)
.

2. Ïóñòü V = R2, e′, e′′ � áàçèñû V âèäà

ē′1 =

(
6
7

)
, ē′2 =

(
7
8

)
, ē′′1 =

(
3
−1

)
, ē′′2 =

(
1
0

)
.

Åñëè îáîçíà÷èòü ñòàíäàðòíûé áàçèñ V ÷åðåç e, òî e′ = eT ′ è e′′ = eT ′′, ãäå

T ′ =

(
6 7
7 8

)
, T ′′ =

(
3 1
−1 0

)
. (Êñòàòè, íåâûðîæäåííîñòü ìàòðèö T ′ è T ′′

äîêàçûâàåò, ÷òî e′ è e′′ äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ áàçèñàìè.)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî φ
e′ A′ =

(
0 −1
1 0

)
. ×òîáû íàéòè ìàòðèöó A′′ îïåðà-

òîðà φ â áàçèñå e′′, çàìåòèì, ÷òî e′′ = e′T , ãäå T = (T ′)−1T ′′ =

(
−31 −8
27 7

)
,

ïîýòîìó

φ
e′′ A′′ = T−1AT =

(
437 113
−1690 −437

)
.

Íà ñàìîì äåëå, ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìàòðèöàìè è îïåðàòîðàìè áîëåå ãëó-
áîêîå, ÷åì êàæåòñÿ íà ïåðâûé âçãëÿä. À èìåííî, åñëè φ, ψ � äâà ëèíåéíûõ
îïåðàòîðà, äåéñòâóþùèõ èç V â V , à α ∈ R, òî ìû ìîæåì îïðåäåëèòü íîâûå
îïåðàòîðû φ + ψ è αφ ïðàâèëîì (φ + ψ)(x̄) = φx̄ + ψx̄ è (αφ)(x̄) = αφx̄
äëÿ ëþáîãî x̄ ∈ V . (Òåì ñàìûì, ìíîæåñòâî EndV âñåõ ëèíåéíûõ îïåðà-
òîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç V â V , ïðåâðàùàåòñÿ â âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî.)
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Êðîìå ýòîãî, êîìïîçèöèÿ îïåðàòîðîâ φψ = φ ◦ ψ, äåéñòâóþùàÿ ïî ïðàâè-
ëó (φψ)(x̄) = φ(ψx̄), òîæå áóäåò ëèíåéíûì îïåðàòîðîì.

Òàê âîò, åñëè e � êàêîé-òî ôèêñèðîâàííûé áàçèñ V , φ
e A è ψ

e B, òî

φ+ ψ
e A+B, αφ

e αA, φψ
e AB.

Ïðèìåð. Ïóñòü V = R2, e′, e′′ � äâà áàçèñà V ,

φ
e′ A′ =

(
1 1
2 1

)
, ψ

e′′ B′′ =

(
0 1
−1 −1

)
, ãäå

ē′1 =

(
−5
4

)
, ē′2 =

(
4
−3

)
, ē′′1 =

(
1
0

)
, ē′′2 =

(
2
−1

)
.

Íàéä¼ì òîãäà ìàòðèöó îïåðàòîðà η = ψφ − 2ψ â áàçèñå e′′. Äëÿ ýòîãî
çàìåòèì, ÷òî åñëè, êàê è âûøå, ÷åðåç e îáîçíà÷èòü ñòàíäàðòíûé áàçèñ V , òî
e′ = eT ′, e′′ = eT ′′ è e′′ = e′T , ãäå

T ′ =

(
−5 4
4 −3

)
, T ′′ =

(
1 0
2 −1

)
, T = (T ′)−1T ′′ =

(
11 −4
14 −5

)
,

ïîýòîìó φ
e′′ A′′ = T−1A′T =

(
19 11
46 −17

)
. Îòñþäà ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

ψφ− 2ψ
e′′ B′′A′′ − 2B′′ =

(
−11 6
19 65

)
.

Íàéäèòå ÿäðà è îáðàçû ñëåäóþùèõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ φ : Rn → Rn.

6.1. φ

x1x2
x3

 =

 x1 − x2 + 2x3
3x1 + x2 − x3
2x1 + 2x2 − 3x3

 . 6.2. φ

x1x2
x3

 =

5x1 + 11x2 + 30x3
2x1 − x2 − 3x3
3x1 + 3x2 + 8x3

 .

6.3. φ

x1x2
x3

 =

−4x1 + x2 − 5x3
x1 + x2 + x3
5x2 − x3

 . 6.4. φ

x1x2
x3

 =

 x2 + 6x3
x1 − 3x2

3x1 − 7x2 + 12x3

 .

6.5. φ

x1x2
x3

 =

−x1 + x2 + 2x3
x1 − x2 − 2x3
3x1 − 3x2 − 6x3

 . 6.6. φ

x1x2
x3

 =

10x1 + 5x2 − 15x3
−2x1 − x2 + 3x3
−4x1 − 2x2 + 6x3

 .

6.7. φ

x1x2
x3

 =

3x1 + 2x2 + x3
2x1 − x3

x1 + 2x2 + x3

 . 6.8. φ

x1x2
x3

 =

−7x1 + 4x2 − 2x3
x1 − x2 − x3
x1 − 4x2 + x3

 .
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6.9. φ


x1
x2
x3
x4

 =


x1 − x2 + x3 − x4
2x1 − x2 + x4
3x1 − 2x2 + x3

7x1 − 4x2 + x3 + 2x4

 .

6.10. φ


x1
x2
x3
x4

 =


x3 + x4

x2 + 3x3 − 10x4
−8x4

x1 + 2x2 − 3x3 − 5x4

 .

6.11. φ


x1
x2
x3
x4

 =


x1 − x3 + 2x4

x2 + x3
−x3 − x4

x1 + x2 − x3 + x4

 .

6.12. φ


x1
x2
x3
x4

 =


−x1 − x2 + 3x3 + 2x4
2x1 + 2x2 − 6x3 − 4x4
x1 + x2 − 3x3 − 2x4

5x1 + 5x2 − 15x3 − 10x4

 .

6.13∗. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ îòîáðàæåíèé φ : V → V áóäóò ëèíåéíûìè
îïåðàòîðàìè? Íàéäèòå èõ ÿäðà è îáðàçû.

à) V � ëþáîå, φ(x̄) = ā, ãäå ā ∈ V � ôèêñèðîâàííûé âåêòîð.
á) V � ëþáîå, φ(x̄) = x̄+ ā, ãäå ā ∈ V � ôèêñèðîâàííûé âåêòîð.
â) V � ëþáîå, φ(x̄) = αx̄, ãäå α ∈ R � ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî.
ã) V = R3, φ(x̄) = (x̄, ā)b̄, ãäå ā, b̄ ∈ V � ôèêñèðîâàííûå âåêòîðû, à êðóã-

ëûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.
ä) V = R3, φ(x̄) = [ā, x̄], ãäå ā ∈ V �ôèêñèðîâàííûé âåêòîð, à êâàäðàòíûå

ñêîáêè îáîçíà÷àþò âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå.
å) V = Rn[x], φ(f)(x) = f(αx+ β), ãäå α, β ∈ R � ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà.
¼) V = Rn[x], φ(f)(x) = f(x+ 1)− f(x).
æ) V = Rn[x], φ(f)(x) = f (k)(x).

ç) V = R3, φ

x1x2
x3

 =

 x1 − x2
x2 + x3 + 5

x3

 .

è) V = Mat2(R), φ(X) = AX −XA, ãäå A =

(
1 0
0 −1

)
.

43



Íàéäèòå ìàòðèöû ñëåäóþùèõ îïåðàòîðîâ â óêàçàííûõ áàçèñàõ.

6.14. φ : R3 → R3, e � ñòàíäàðòíûé áàçèñ,

φ

x1x2
x3

 =

 2x1 − x2 + x3
3x1 + x2 − x3
x1 + 2x2 − 2x3

 .

6.15. φ : R4 → R4, e � ñòàíäàðòíûé áàçèñ,

φ


x1
x2
x3
x4

 =


x1 + x2 − x3
2x1 + 2x2 − x4
x1 + x2 + x3 − x4

3x1 + 3x2 + x3 − 2x4

 .

6.16. φ : Mat2(R) → Mat2(R), e � áàçèñ èç ìàòðè÷íûõ åäèíèö,
φ(X) = AX, ãäå A � ôèêñèðîâàííàÿ ìàòðèöà.
6.17. φ : Mat2(R) → Mat2(R), e � áàçèñ èç ìàòðè÷íûõ åäèíèö,

φ(X) = XB, ãäå B � ôèêñèðîâàííàÿ ìàòðèöà.
6.18. φ : Mat2(R) → Mat2(R), e � áàçèñ èç ìàòðè÷íûõ åäèíèö,

φ(X) = AXB, ãäå A,B � ôèêñèðîâàííûå ìàòðèöû.
6.19. φ : Mat2(R) → Mat2(R), e � áàçèñ èç ìàòðè÷íûõ åäèíèö,

φ(X) = AX +XB, ãäå A,B � ôèêñèðîâàííûå ìàòðèöû.
6.20. φ : Mat2(R) → Mat2(R), e � áàçèñ èç ìàòðè÷íûõ åäèíèö,

φ(X) = X t.
6.21. φ : Mat2(R) → Mat2(R), e � áàçèñ èç ìàòðè÷íûõ åäèíèö,

φ(X) = AX +X tB, ãäå A,B � ôèêñèðîâàííûå ìàòðèöû.
6.22. φ : R2[x]→ R2[x], e � ñòåïåííîé áàçèñ, φ(f) = f ′.
6.23. φ : R3[x]→ R3[x], e � ñòåïåííîé áàçèñ, φ(f) = f ′ − 2f ′′.
6.24. φ : R4[x]→ R4[x], e � ñòåïåííîé áàçèñ, φ(f) = f + 2f ′ − 3f ′′ − 4f ′′′.

6.25∗. à) φ : Rn[x]→ Rn[x], e � ñòåïåííîé áàçèñ, φ(f) = f ′.
á) φ : Rn[x]→ Rn[x], e = {ē1 = xn, ē2 = xn−1, . . . , ēn+1 = 1}, φ(f) = f ′.
â) φ : Rn[x] → Rn[x], e = {ē1 = 1, ē2 = x − 1, ē3 = (x − 1)2/2, . . .,

ēn+1 = (x− 1)n/n!}, φ(f) = f ′.
ã) φ : V → V , ãäå V = {A ∈ Mat2(R) | trA = a11+a22 = 0} � ïðîñòðàíñòâî

ìàòðèö ðàçìåðà 2 × 2 ñ íóëåâûì ñëåäîì, φ(Y ) = HY − Y H, e = {ē1 = X+,

ē2 = X−, ē3 = H}, ãäå X+ =

(
0 1
0 0

)
, X− =

(
0 0
1 0

)
, H =

(
1 0
0 −1

)
.

ä) φ : R2 → R2 � îïåðàòîð ïîâîðîòà âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò íà óãîë α
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, e � ñòàíäàðòíûé áàçèñ.
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Íàéäèòå ìàòðèöó A′ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà φ : V → V â íîâîì áàçèñå e′,
åñëè èçâåñòíà åãî ìàòðèöà A â ñòàðîì áàçèñå e.

6.26. V � ëþáîå òð¼õìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, ē′1 = ē1 − 3ē2 − ē3, ē′2 = −ē1,
ē′3 = 6ē1 + ē2,

A =

−3 2 1
0 −1 1
0 2 −3

 .

6.27. V � ëþáîå ÷åòûð¼õìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, ē′1 = ē1, ē
′
2 = ē3, ē

′
3 = ē2,

ē′4 = ē4,

A =


1 0 0 1
0 1 1 0
0 0 1 −1
−1 1 0 0

 .

6.28. V � ëþáîå ÷åòûð¼õìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, ē′1 = ē1, ē
′
2 = ē1 + ē2,

ē′3 = ē1 + ē2 + ē3, ē
′
4 = ē1 + ē2 + ē3 + ē4,

A =


1 2 0 1
3 0 −1 2
2 5 3 1
1 2 1 3

 .

6.29. Ïóñòü V = R2[x] è φ : V → V äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó φ(f) = 2f − f ′.
Íàéäèòå åãî ìàòðèöó â áàçèñå e′ = {ē′1 = 3x2 + 2x + 1, ē′2 = x2 + 3x + 2,
ē′3 = 2x2 + x+ 3}.
6.30. Ïóñòü V = R2[x] è φ : V → V äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó φ(f) = f+f ′+f ′′.

Íàéäèòå åãî ìàòðèöó â áàçèñå e′ = {ē′1 = x2 + 1, ē′2 = x2 + x, ē′3 = x− 2}.
6.31. Ïóñòü V = Mat2(R) è φ : V → V äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó φ(X) = X t.

Íàéäèòå åãî ìàòðèöó â áàçèñå

ē′1 =

(
1 0
0 −1

)
, ē′2 =

(
0 0
0 1

)
, ē′3 =

(
0 1
1 0

)
, ē′4 =

(
0 0
1 0

)
.

6.32. Ïóñòü V = Mat2(R) è φ : V → V äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó
φ(X) = 2X −X t. Íàéäèòå åãî ìàòðèöó â áàçèñå

ē′1 =

(
0 0
1 1

)
, ē′2 =

(
0 0
1 0

)
, ē′3 =

(
1 −1
1 0

)
, ē′4 =

(
1 0
0 0

)
.
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Ïóñòü V � ëþáîå òð¼õìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, e, e′ � åãî áàçèñû. Çíàÿ ìàò-
ðèöó A′ îïåðàòîðà φ : V → V â áàçèñå e′, íàéäèòå åãî ìàòðèöó â áàçèñå e.

6.33. ē′1 = 4ē1 + 6ē2 + 9ē3, ē
′
2 = ē1 + 2ē2 + 3ē3, ē

′
3 = 3ē1 + 5ē2 + 8ē3,

A′ =

1 0 1
1 1 0
1 1 0

 .

6.34. ē′1 = −ē1 − 4ē2 + ē3, ē
′
2 = ē1, ē

′
3 = 3ē1 + ē2, A

′ =

0 0 1
0 1 0
1 0 0

.
Çíàÿ ìàòðèöó A′ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà φ : R3 → R3 â áàçèñå e′, íàéäèòå åãî

ìàòðèöó A′′ â áàçèñå e′′.

6.35. ē′1 =

2
1
0

 , ē′2 =

−10
0

 , ē′3 =

 3
−2
1

,
ē′′1 =

0
0
1

 , ē′′2 =

1
0
2

 , ē′′3 =

 0
1
−1

 , A′ =

0 0 1
0 1 1
1 1 2

 .

6.36. ē′1 =

 8
−6
7

 , ē′2 =

−167
−13

 , ē′3 =

 9
−3
7

,
ē′′1 =

 1
−2
1

 , ē′′2 =

 3
−1
2

 , ē′′3 =

2
1
2

 , A′ =

 1 −18 15
−1 −22 20
1 −25 22

 .

Ëèíåéíûå îïåðàòîðû φ, ψ, η äåéñòâóþò èç R2 â R2. Çíàÿ ìàòðèöó A′ îïå-
ðàòîðà φ â áàçèñå e′ è ìàòðèöó B′′ îïåðàòîðà ψ â áàçèñå e′′, íàéäèòå ìàòðèöó
îïåðàòîðà η â áàçèñå e′′.

6.37. η = φ2 + 2ψ, A′ =

(
3 5
4 3

)
, B′′ =

(
4 6
6 9

)
,

ē′1 =

(
1
2

)
, ē′2 =

(
2
3

)
, ē′′1 =

(
3
1

)
, ē′′2 =

(
4
2

)
.

6.38. η = φψ − ψφ, A′ =

(
2 −1
5 −3

)
, B′′ =

(
1 3
2 7

)
,

ē′1 =

(
−3
7

)
, ē′2 =

(
1
−2

)
, ē′′1 =

(
6
−7

)
, ē′′2 =

(
−5
6

)
.
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6.39∗. à) Ïóñòü φ : U → V è ψ : V → W � ëèíåéíûå îïåðàòîðû.
Äîêàæèòå, ÷òî

dim(Imφ ∩Kerψ) = dim Imφ− dim Imψφ = dimKerψφ− dimKerφ.

á) Ïóñòü φ : V → V � ëèíåéíûé îïåðàòîð. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ
ëþáîãî n > 0

dimKerφn+1 = dimKerφ+
n∑

k=1

dim(Imφk ∩Kerφ),

dim Imφ = dim Imφn+1 +
n∑

k=1

dim(Imφk ∩Kerφ).

6.40∗. à) Äîêàæèòå, ÷òî êîíå÷íîìåðíûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà èçîìîðô-
íû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ðàçìåðíîñòè ñîâïàäàþò. á) (Òåîðåìà îá èçî-
ìîðôèçìå) Ïîêàæèòå, ÷òî V/Kerφ ∼= Imφ äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà
φ : V → W (îïðåäåëåíèå ôàêòîðïðîñòðàíñòâà ñì. â çàäà÷å 5.32). â) Ïóñòü
dimV = n. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâà EndV è Matn(R) èçîìîðôíû.

�7. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû

Ïóñòü V � ïðîèçâîëüíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî (íàä R), φ : V → V �
ëèíåéíûé îïåðàòîð. Íåíóëåâîé âåêòîð v̄ ∈ V íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì äëÿ φ,
åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî λ ∈ R, ÷òî φv̄ = λv̄; â ýòîì ñëó÷àå λ íàçûâàåòñÿ
ñîáñòâåííûì ÷èñëîì îïåðàòîðà φ.

Åñëè ïðîñòðàíñòâî V êîíå÷íîìåðíî, òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà � ýòî â òî÷-
íîñòè ðåøåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ det(A − λE) = 0, ãäå A �
ìàòðèöà φ â ïðîèçâîëüíîì áàçèñå V , à E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ýòî óðàâíå-
íèå íà ñàìîì äåëå èìååò âèä

λn − c1λn−1 + c2λ
n−2 − . . .+ (−1)n · cn = 0,

ãäå n = dimV , à ci � ñóììà ãëàâíûõ ìèíîðîâ ìàòðèöû A i-îãî ïîðÿäêà.
(Ìèíîð íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì, åñëè íàáîðû íîìåðîâ åãî ñòðîê è ñòîëáöîâ ñîâ-
ïàäàþò.) Â ÷àñòíîñòè, ïðè n = 2, 3 è 4 ýòî óðàâíåíèå áóäåò çàïèñûâàòüñÿ
ñîîòâåòñòâåííî êàê

λ2 − trA · λ+ detA = 0,

λ3 − trA · λ2 + c2λ− detA = 0, ãäå

c2 =M 1,2
1,2 +M 1,3

1,3 +M 2,3
2,3 =

∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣a11 a13
a31 a33

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣ ,
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λ4 − trA · λ3 + c2λ
2 − c3λ+ detA = 0, ãäå

c2 =M 1,2
1,2 +M 1,3

1,3 +M 1,4
1,4 +M 2,3

2,3 +M2,4
2,4 +M 3,4

3,4 ,

c3 =M 1,2,3
1,2,3 +M 1,2,4

1,2,4 +M 1,3,4
1,3,4 +M 2,3,4

2,3,4 .

Ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ñ äàííûì ñîáñòâåííûì ÷èñëîì λ âìåñòå
ñ íóëåâûì âåêòîðîì íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì (è äåéñòâè-
òåëüíî ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì â V ):

Vλ = {v̄ ∈ V | φv̄ = λv̄}.

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî Vλ � ýòî ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíî-
ðîäíûõ óðàâíåíèé ñ ìàòðèöåé B = A− λE.

Ïðèìåð. Ïóñòü V � òð¼õìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, îïåðàòîð φ : V → V çàäàí
â íåêîòîðîì áàçèñå ìàòðèöåé

A =

 4 −2 2
2 0 2
−1 1 1

 .

Äëÿ íàõîæäåíèÿ åãî ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ñîñòàâèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâ-
íåíèå det(A− λE) = 0:

λ3 − 5λ2 + 8λ− 4 = 0.

Ýòî óðàâíåíèå ëåãêî ïðèâåñòè ê âèäó (λ− 1)(λ− 2)2 = 0, îòêóäà ñðàçó íàõî-
äÿòñÿ êîðíè λ1 = 1 è λ2 = 2.

Òåïåðü íàéä¼ì ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà V1 è V2. Ïî îïðåäåëåíèþ, âåê-
òîð x̄ ëåæèò â ïîäïðîñòðàíñòâå V2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà φx̄ = 2x̄. Åñëè
êîîðäèíàòû ýòîãî âåêòîðà çàäàíû â òîì æå áàçèñå, ÷òî è ìàòðèöà A îïåðà-
òîðà φ, òî ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü íà ìàòðè÷íîì ÿçûêå: Ax̄ = 2x̄
(íàïîìíèì, îïåðàòîð äåéñòâóåò íà âåêòîð ñ ïîìîùüþ óìíîæåíèÿ íà ñâîþ
ìàòðèöó). Èíà÷å ãîâîðÿ, âåêòîð x̄ äîëæåí áûòü ðåøåíèåì ñèñòåìû ëèíåéíûõ
îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ñ ìàòðèöåé B = A− 2E. Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó ìåòîäîì
Ãàóññà, íàõîäèì ÔÑÐ (áàçèñ ñîáñòâåííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà V2):

f̄1 =

−11
0

 , f̄2 =

1
0
1

 .
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Òåì ñàìûì, V2 = ⟨f̄1, f̄2⟩. Àíàëîãè÷íî íàõîäèì, ÷òî V1 = ⟨f̄3⟩, ãäå

f̄3 =

−2−2
1


ÿâëÿåòñÿ ÔÑÐ ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ ìàòðèöåé A− E.

Îïåðàòîð φ : V → V çàäàí ñâîåé ìàòðèöåé A â íåêîòîðîì áàçèñå. Íàéäèòå
åãî ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà.

7.1.

 2 −1 2
5 −3 3
−1 0 −2

 7.2.

 0 1 0
−4 4 0
−2 1 2

 7.3.

4 −5 2
5 −7 3
6 −9 4



7.4.

 1 −3 3
−2 −6 13
−1 −4 8

 7.5.

1 −3 4
4 −7 8
6 −7 7

 7.6.

 7 −12 6
10 −19 10
12 −24 13



7.7.

 4 −5 7
1 −4 9
−4 0 5

 7.8.

−1 3 −1
−3 5 −1
−3 3 1

 7.9.

6 −5 −3
3 −2 −2
2 −2 0



7.10.


1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 1

 7.11.


1 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1

 7.12.


3 −1 0 0
1 1 0 0
3 0 5 −3
4 −1 3 −1



7.13.


0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 1
1 0 0 0

 7.14.


4 −3 1 2
5 −8 5 4
6 −12 8 5
1 −3 2 2

 7.15.


1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1


7.16∗. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå

ïîäïðîñòðàíñòâà îïåðàòîðà òðàíñïîíèðîâàíèÿ, äåéñòâóþùåãî â ïðîñòðàíñòâå
êâàäðàòíûõ ìàòðèö n-îãî ïîðÿäêà.
7.17∗. Ïóñòü V = R[x] � ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ, φ : V → V äåéñòâóåò

ïî ïðàâèëó φ(f) = (x2− 1)f ′′+2xf ′. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî k ìíîãî÷ëåí

Ëåæàíäðà Pk(x) =
(
(x2 − 1)k

)(k)
ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì äëÿ φ. Íàé-

äèòå åãî ñîáñòâåííîå ÷èñëî λk.

49



�8. Áèëèíåéíûå è êâàäðàòè÷íûå ôîðìû

Ïóñòü V � ïðîèçâîëüíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî (íàä R). Îòîáðàæåíèå
f : V × V → R : x̄, ȳ 7→ f(x̄, ȳ) íàçûâàåòñÿ áèëèíåéíîé ôîðìîé, åñëè äëÿ
ëþáûõ x̄, ȳ, z̄ ∈ V è ëþáîãî α ∈ R âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. f(x̄+ ȳ, z̄) = f(x̄, z̄) + f(ȳ, z̄).

2. f(x̄, ȳ + z̄) = f(x̄, ȳ) + f(x̄, z̄).

3. f(αx̄, ȳ) = α · f(x̄, ȳ).
4. f(x̄, αȳ) = α · f(x̄, ȳ).

Êîðîòêî ãîâîðÿ, áèëèíåéíàÿ ôîðìà � ýòî ôóíêöèÿ äâóõ âåêòîðíûõ àðãó-
ìåíòîâ, ëèíåéíàÿ ïî êàæäîìó àðãóìåíòó. Ïðèìåðû áèëèíåéíûõ ôîðì: V �
ïðîñòðàíñòâî ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè, íà÷èíàþùèõñÿ â íà÷à-
ëå êîîðäèíàò, f(x̄, ȳ) = (x̄, ȳ) � îáû÷íîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå; V = Rn,
f(x̄, ȳ) = x1y1 + x2y2 + . . . + xnyn; V = Matn(R), f(X, Y ) = trXY èëè
f(X,Y ) = trXY t; V = R[x] èëè V = C[a, b], ãäå a, b ∈ R � ôèêñèðîâàí-

íûå ÷èñëà, f(g, h) =
∫ b

a g(x)h(x)dx.

Åñëè ïðîñòðàíñòâî V êîíå÷íîìåðíî è e = {ē1, . . . , ēn} � ïðîèçâîëüíûé
áàçèñ V , òî çíà÷åíèå ôîðìû f íà ïàðå âåêòîðîâ x̄, ȳ, êîîðäèíàòû êîòîðûõ
çàïèñàíû â áàçèñå e, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

f(x̄, ȳ) =
n∑

i,j=1

aijxiyj,

ãäå aij = f(ēi, ēj). Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A ðàçìåðà n × n, ñîñòàâëåííàÿ èç

÷èñåë aij, íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ôîðìû f â áàçèñå e. Îáîçíà÷åíèå: f
e A.

Åñëè e′ � äðóãîé áàçèñ V ,A′ � ìàòðèöà ôîðìû f â ýòîì áàçèñå è T � ìàòðèöà
ïåðåõîäà îò e ê e′, òî A′ = T tAT . Çíàÿ ìàòðèöó áèëèíåéíîé ôîðìû â äàííîì
áàçèñå, ëåãêî íàéòè å¼ çíà÷åíèå íà ïðîèçâîëüíîé ïàðå âåêòîðîâ, êîîðäèíàòû
êîòîðûõ çàïèñàíû â òîì æå áàçèñå:

f(x̄, ȳ) = x̄tAȳ,

ãäå ïîä x̄t ïîíèìàåòñÿ ñòðîêà, ñîñòàâëåííàÿ èç êîîðäèíàò âåêòîðà x̄ (ýòî ïðî-
ñòî äðóãàÿ çàïèñü ïðåäûäóùåé ôîðìóëû).

Ïðèìåð. Ïóñòü V � êàêîå-òî òð¼õìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, e � áàçèñ V , f �
áèëèíåéíàÿ ôîðìà íà V âèäà

f(x̄, ȳ) = 3x1y1 − x1y3 + x2y1 + 2x2y2 − x3y1 + 5x3y2 + 4x3y3
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(êîîðäèíàòû âñåõ âåêòîðîâ äàíû â áàçèñå e). Òîãäà

f
e A =

 3 0 −1
1 2 0
−1 5 4

 .

Íàïðèìåð, åñëè x̄ =

1
0
1

 è ȳ =

 2
−1
0

, òî
f(x̄, ȳ) = x̄tAȳ =

(
1 0 1

)
·

 3 0 −1
1 2 0
−1 5 4

 ·
2
1
0

 = 9.

Åñëè òåïåðü e′ � äðóãîé áàçèñ V , ïðè÷¼ì ē′1 = ē1 − ē3, ē
′
2 = 2ē1 + ē2,

ē′3 = ē2 − 3ē3, òî e
′ = eT , ãäå T =

 1 2 0
0 1 1
−1 0 −3

, ïîýòîìó

f
e′ A′ = T tAT =

 8 3 3
7 12 6
16 −5 11

 .

Áèëèíåéíàÿ ôîðìà f íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé, åñëè f(x̄, ȳ) = f(ȳ, x̄)
äëÿ ëþáûõ x̄, ȳ ∈ V . Ýòî óñëîâèå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî å¼ ìàòðèöà (â ëþáîì
áàçèñå) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé, òî åñòü At = A. Ïî êàæäîé ñèììåòðè÷å-
ñêîé áèëèíåéíîé ôîðìå f ìîæíî ïîñòðîèòü êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó � îòîáðà-
æåíèå F : V → R âèäà F (x̄) = f(x̄, x̄). Ïî îïðåäåëåíèþ,

F (x̄) =
n∑

i,j=1

aijxixj =
n∑

i=1

x2i + 2
∑

16i<j6n
xixj = x̄tAx̄,

ãäå A � ìàòðèöà áèëèíåéíîé ôîðìû f â òîì áàçèñå, â êîòîðîì äàíû êîîð-
äèíàòû x̄ (îíà òàêæå íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû F ).

Â ïðîñòðàíñòâå V ñóùåñòâóåò áàçèñ, â êîòîðîì ôîðìà F èìååò äèàãîíàëü-
íóþ ìàòðèöó, ó êîòîðîé ïî äèàãîíàëè ñíà÷àëà ñòîèò íåñêîëüêî åäèíèö, çàòåì
íåñêîëüêî ìèíóñ åäèíèö, à çàòåì íóëè. Èíà÷å ãîâîðÿ, åñëè çàïèñàòü êîîðäè-
íàòû âåêòîðà ȳ â ýòîì áàçèñå, òî

F (ȳ) = y21 + . . .+ y2k − y2k+1 − . . .− y2r ,
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ãäå r 6 n = dimV (òàêîé âèä ôîðìû íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì). Ïðîùå
ãîâîðÿ, â íåêîòîðîì áàçèñå ìîæíî îñòàâèòü â çàïèñè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû
ëèøü êâàäðàòû ïåðåìåííûõ, èçáàâèâøèñü îò ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé (ýòó
ïðîöåäóðó ïî èñòîðè÷åñêèì ïðè÷èíàì ïðèíÿòî íàçûâàòü ïðèâåäåíèåì ôîðìû

ê ãëàâíûì îñÿì).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç r+ = k è r− = r − k ÷èñëî ¾ïîëîæèòåëüíûõ¿ è ¾îòðè-

öàòåëüíûõ¿ êâàäðàòîâ â êàíîíè÷åñêîì âèäå ôîðìû F ñîîòâåòñòâåííî. Îíè
íàçûâàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûì è îòðèöàòåëüíûì èíäåêñàìè èíåðöèè. Èìå-
åò ìåñòî òàê íàçûâàåìûé çàêîí èíåðöèè: èíäåêñû èíåðöèè çàâèñÿò òîëüêî îò
ñàìîé ôîðìû F , íî íå îò ñïîñîáà å¼ ïðèâåäåíèÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó. ×èñëà
rkF = r = r++ r− è σ = r+− r− íàçûâàþòñÿ ðàíãîì è ñèãíàòóðîé ôîðìû F

ñîîòâåòñòâåííî. Ñîãëàñíî çàêîíó èíåðöèè, îíè òîæå çàâèñÿò ëèøü îò ñàìîé
ôîðìû F . Îòìåòèì, ÷òî ðàíã ôîðìû � ýòî ðàíã å¼ ìàòðèöû â ëþáîì áàçèñå.

Ïðèìåð. Ïðèâåä¼ì ôîðìó

F (x̄) = x21 − 5x22 + 3x23 − 4x1x2 + 6x1x3 + 6x2x3

ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó ìåòîäîì Ëàãðàíæà. Äëÿ ýòîãî ñãðóïïèðóåì âñå ñëà-
ãàåìûå, ñîäåðæàùèå x1, è âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò:

F (x̄) = (x21 − 4x1x2 + 6x1x3)− 5x22 + 3x23 + 6x2x3

= (x21 + 4x22 + 9x23 − 4x1x2 + 6x1x3 − 12x2x3)

− 4x22 − 9x33 + 12x2x3 − 5x22 + 3x23 + 6x2x3

= (x1 − 2x2 + 3x3)
2 − 9x22 + 3x23 + 18x2x3.

Ñäåëàåì çàìåíó êîîðäèíàò (òî åñòü ïåðåéä¼ì ê íîâîìó áàçèñó) âèäà
y1 = x1 − 2x2 + 3x3,

y2 = x2,

y3 = x3

è çàïèøåì ôîðìó F â íîâûõ êîîðäèíàòàõ: F (ȳ) = y21 − 9y22 + 3y23 + 18y2y3.
Òåïåðü ïðîäîëæèì ïðîöåäóðó âûäåëåíèÿ ïîëíûõ êâàäðàòîâ äî òåõ ïîð, ïîêà
íå ïîëó÷èì êàíîíè÷åñêèé âèä:

F (ȳ) = y21 − 9(y22 − 2y2y3) + 3y23
= y21 − 9(y22 − 2y2y3 + y23) + 9y23 + 3y23
= y21 − 9(y2 − y3)2 + 12y23 = z21 − z22 + z23,

ãäå z1 = y1, z2 = 3(y1 − y2) è z3 = 2
√
3y3.
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Èòàê, ìû ïðèâåëè ôîðìó ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó F (z̄) = z21−z22+z23 (ñòðîãî
ãîâîðÿ, íóæíî åù¼ ïåðåñòàâèòü z2 è z3, ÷òîáû ñíà÷àëà øëè ¾ïîëîæèòåëüíûå¿
êâàäðàòû). Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî x̄, ȳ, z̄ � ýòî êîîðäèíàòû îäíîãî è òîãî æå âåê-
òîðà, òîëüêî â ðàçíûõ áàçèñàõ. Âèäèì, ÷òî r+ = 2, r− = 1, r = 3. Åñëè áû íà
êàêîì-òî øàãå íå îêàçàëîñü íè îäíîãî ¾íîâîãî¿ êâàäðàòà, òî ñëåäîâàëî áû
âûáðàòü ëþáîå ïîïàðíîå ïðîèçâåäåíèå xixj è ñäåëàòü çàìåíó êîîðäèíàò

xi = yi + yj,

xj = yi − yj,
xk = yk ïðè âñåõ îñòàëüíûõ k.

Ñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà f è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé êâàäðàòè÷-
íàÿ ôîðìà F íàçûâàþòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûìè, åñëè

F (x̄) = f(x̄, x̄) > 0

äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x̄, ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ëèøü ïðè x̄ = 0̄. Åñëè
dimV = n, òî ýòî óñëîâèå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî r+ = r = n. Ñîãëàñíî êðè-
òåðèþ Ñèëüâåñòðà, ôîðìà áóäåò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé â òîì è òîëüêî
òîì ñëó÷àå, êîãäà âñå óãëîâûå ìèíîðû∆i å¼ ìàòðèöû (â ïðîèçâîëüíîì áàçèñå)
ïîëîæèòåëüíû. Çäåñü ∆i � ìèíîð âèäà ∆i =M 1,2,...,i

1,2,...,i .

Ïðèìåð. Âûÿñíèì, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ λ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

F (x̄) = x21 + 3x22 + λx23 − 2x1x2 − 2x1x3 + 8x2x3

áóäåò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Å¼ ìàòðèöà â òîì áàçèñå, â êîòîðîì äàíû
êîîðäèíàòû âåêòîðà x̄, èìååò âèä

A =

 1 −1 −1
−1 3 4
−1 4 λ

 .

Âû÷èñëèì óãëîâûå ìèíîðû: ∆1 = 1 > 0, ∆2 = 4 > 0, ∆3 = 2λ − 9. Ïî êðè-
òåðèþ Ñèëüâåñòðà, ôîðìà F áóäåò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà λ > 9/2.

Ïóñòü f � áèëèíåéíàÿ ôîðìà íà ïðîñòðàíñòâå V . Íàéäèòå ìàòðèöó A
ôîðìû f â òîì áàçèñå, â êîòîðîì çàäàíû êîîðäèíàòû âåêòîðîâ x̄ è ȳ.

8.1. f(x̄, ȳ) = 2x1y1 − 3x1y2 − 4x1y3 + x2y1 − 5x2y3 + x3y3.

8.2. f(x̄, ȳ) = −x1y2 + x2y1 − 2x2y2 + 3x2y3 − x3y1 + x3y3.
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Ïóñòü áèëèíåéíàÿ ôîðìà f çàäàíà ñâîåé ìàòðèöåé A â íåêîòîðîì áàçèñå e
ïðîñòðàíñòâà V , âåêòîðû x̄, ȳ ∈ V çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè â òîì æå
áàçèñå. Âû÷èñëèòå f(x̄, ȳ).

8.3. A =

 1 −1 1
−2 −1 3
0 4 5

, x̄ =

1
0
3

, ȳ =

−12
−4

.
8.4. A =

 5 4 3
2 1 0
−1 −2 −3

, x̄ =

1
0
1

, ȳ =

 0
−1
2

.
Íàéäèòå ìàòðèöó A′ áèëèíåéíîé ôîðìû f â áàçèñå e′, åñëè èçâåñòíà å¼

ìàòðèöà A â áàçèñå e.

8.5. A =

1 2 3
4 5 6
7 8 9

, ē′1 = ē1 − ē2, ē′2 = ē1 + ē3, ē
′
3 = ē1 + ē2 + ē3.

8.6. A =

 0 2 1
−2 2 0
−1 0 3

, ē′1 = ē1 + 2ē2 − ē3, ē′2 = ē2 − ē3, ē′3 = −ē1 + ē2 − 3ē3.

8.7∗. Íàéäèòå ìàòðèöû ñëåäóþùèõ ôîðì â óêàçàííûõ áàçèñàõ. Êàêèå èç
íèõ áóäóò ñèììåòðè÷åñêèìè?

à) V = Rn, f(x̄, ȳ) = x1y1 + x2y2 + . . .+ xnyn, e � ñòàíäàðòíûé áàçèñ.
á) V = R2n, f(x̄, ȳ) = x1y2 − x2y1 + x3y4 − x4y3 + . . .+ x2n−1y2n − x2ny2n−1,

e � ñòàíäàðòíûé áàçèñ.
â) V � ïðîñòðàíñòâî ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ, âûõîäÿùèõ èç íà÷àëà êî-

îðäèíàò O íà ïëîñêîñòè (èëè â ïðîñòðàíñòâå), f(x̄, ȳ) = (x̄, ȳ) � ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå, e � ïðîèçâîëüíûé äåêàðòîâ áàçèñ.

ã) V = Matn(R), f(X, Y ) = trXY , e � áàçèñ èç ìàòðè÷íûõ åäèíèö.
ä) V = Matn(R), f(X, Y ) = trXY t, e � áàçèñ èç ìàòðè÷íûõ åäèíèö.
å) V = Rn[x], f(g, h) =

∫ 1

−1 g(x)h(x)dx, e � ñòåïåííîé áàçèñ.

Ïðèâåäèòå ñëåäóþùèå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó, íàé-
äèòå èõ ïîëîæèòåëüíûé è îòðèöàòåëüíûé èíäåêñû èíåðöèè.

8.8. F (x̄) = x21 + x22 + 3x23 + 4x1x2 + 2x1x3 + 2x2x3.

8.9. F (x̄) = x21 − 2x22 + x23 + 2x1x2 + 4x1x3 + 2x2x3.

8.10. F (x̄) = x21 − 3x23 − 2x1x2 + 2x1x3 − 6x2x3.
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8.11. F (x̄) = 4x21 + x22 + x23 − 4x1x2 + 4x1x3 − 3x2x3.

8.12. F (x̄) = 2x21 + 18x22 + 8x23 − 12x1x2 + 8x1x3 − 27x2x3.

8.13. F (x̄) = −12x21 − 3x22 − 12x23 + 12x1x2 − 24x1x3 + 8x2x3.

8.14. F (x̄) = x1x2 + x1x3 + x2x3.

8.15. F (x̄) = x1x2 + x2x3 + x3x4 + x4x1.

8.16. F (x̄) = x1x2 + x1x3 + x1x4 + x2x3 + x2x4 + x3x4.

8.17. F (x̄) = x21+2x22+x24+4x1x2+4x1x3+2x1x4+2x2x3+2x2x4+2x3x4.

Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ ñëåäóþùèå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû áóäóò
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíû?

8.18. F (x̄) = 5x21 + x22 + λx23 + 4x1x2 − 2x1x3 − 2x2x3.

8.19. F (x̄) = 2x21 + x22 + 3x23 + 2λx1x2 + 2x1x3.

8.20. F (x̄) = x21 + x22 + 5x23 + 2λx1x2 − 2x1x3 + 4x2x3.

8.21. F (x̄) = x21 + 4x22 + x23 + 2λx1x2 + 10x1x3 + 6x2x3.

8.22. F (x̄) = 2x21 + 2x22 + x23 + 2λx1x2 + 6x1x3 + 2x2x3.

8.23. F (x̄) = x21 − λx22 + x23 − 4x1x2 − 8x2x3.

8.24. F (x̄) = λx21 + 2x22 + 3x23 − 2x1x2 + 2x1x3 − 2x2x3.

8.25∗. Äîêàæèòå, ÷òî ôîðìû èç ïóíêòîâ ä) è å) çàäà÷è 8.7 ïîëîæèòåëü-
íî îïðåäåëåíû. Íàéäèòå ïîëîæèòåëüíûé è îòðèöàòåëüíûé èíäåêñû èíåðöèè
ôîðìû èç ïóíêòà ã) òîé æå çàäà÷è.
8.26∗. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ôîðìû ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíû:

à) F (x̄) =
n∑

i=1

x2i +
∑

16i<j6n
xixj.

á) F (x̄) =
n∑

i=1

x2i +
n−1∑
i=1

xixi+1.

8.27∗. ßäðîì ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôîðìû f íàçûâàåòñÿ ïîäìíî-
æåñòâî V âèäà Ker f = {x̄ ∈ V | f(x̄, ȳ) = 0 äëÿ ëþáîãî ȳ ∈ V }. Ôîðìà íà-
çûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé, åñëè å¼ ÿäðî ñîñòîèò òîëüêî èç íóëåâîãî âåêòîðà.
à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè V êîíå÷íîìåðíî, òî ôîðìà ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íåâûðîæäåííîé ÿâëÿåòñÿ å¼ ìàòðèöà â ëþáîì
áàçèñå V . á) Ïðîâåðüòå, ÷òî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ ôîðìà âñåãäà áóäåò
íåâûðîæäåííîé.
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�9. Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà

Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì íà âåùåñòâåííîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V
íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ áè-
ëèíåéíàÿ ôîðìà x̄, ȳ ∈ V 7→ (x̄, ȳ) ∈ R. Ïðîñòðàíñòâî V âìåñòå ñ çàäàííûì
íà í¼ì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì.
Ïðèìåðû: V � äâóìåðíîå èëè òð¼õìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ãåîìåòðè÷åñêèõ âåê-
òîðîâ, âûõîäÿùèõ èç íà÷àëà êîîðäèíàò, (x̄, ȳ) � îáû÷íîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-
äåíèå; V = Rn, (x̄, ȳ) = x1y1 + x2y2 . . . + xnyn � òàê íàçûâàåìîå ñòàíäàðò-
íîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå; V = Matn(R), (X,Y ) = trXY t; V = R[x] èëè
V = C[a, b], ãäå a, b ∈ R � ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà, (f, g) =

∫ b

a f(x)g(x)dx (çà-
äà÷à 8.25 óáåæäàåò íàñ â òîì, ÷òî â äâóõ ïîñëåäíèõ ïðèìåðàõ áèëèíåéíûå
ôîðìû äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè).

Âåêòîðû x̄, ȳ ∈ V íàçûâàþòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûìè (îðòîãîíàëüíûìè, íîð-
ìàëüíûìè), åñëè èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ, òî åñòü (x̄, ȳ) = 0;
îáîçíà÷åíèå x̄ ⊥ ȳ. Åñëè L ⊂ V � ïðîèçâîëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, òî îðòîãî-
íàëüíûì äîïîëíåíèåì ê íåìó íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âåêòîðîâ èç V , êîòîðûå
îðòîãîíàëüíû ëþáîìó âåêòîðó èç L:

L⊥ = {x̄ ∈ V | x̄ ⊥ ȳ äëÿ ëþáîãî ȳ ∈ L}.

Îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ñàìî ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì, ïðè÷¼ì åñëè
ïðîñòðàíñòâî V êîíå÷íîìåðíî, òî V = L ⊕ L⊥ (òî åñòü L ∩ L⊥ = {0̄},
dimL+ dimL⊥ = dimV ) è (L⊥)⊥ = L.

Íàïðèìåð, åñëè V � òð¼õìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ,
âûõîäÿùèõ èç íà÷àëà êîîðäèíàò O, à L � ïîäïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ, çàêàí-
÷èâàþùèõñÿ íà ôèêñèðîâàííîé ïëîñêîñòè Π, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç O, òî L⊥ �
ýòî ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç O ïåðïåíäèêóëÿðíî Π (òî÷íåå ãîâîðÿ, ìíîæå-
ñòâî âåêòîðîâ, çàêàí÷èâàþùèõñÿ íà ýòîé ïðÿìîé).

Ïðèìåð. Ïóñòü V � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî R5 ñî ñòàíäàðòíûì ñêàëÿð-
íûì ïðîèçâåäåíèåì, L = ⟨ā1, ā2, ā3, ā4⟩, ãäå

ā1 =


1
0
−2
−1
2

 , ā2 =


3
1
1
0
3

 , ā3 =


0
1
−1
4
−1

 , ā4 =


4
2
−2
3
4

 .

Íàéä¼ì áàçèñ îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ ê L. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì ñíà÷à-
ëà (ñì. ïàðàãðàô 5), ÷òî dimL = rk {ā1, ā2, ā3, ā4} = 3 è âåêòîðû ā1, ā2, ā3
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îáðàçóþò áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà L, òî åñòü L = ⟨ā1, ā2, ā3⟩. Ïî îïðåäåëåíèþ,
âåêòîð x̄ áóäåò ëåæàòü â L⊥ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà îí ïåðïåíäèêó-
ëÿðåí ëþáîìó âåêòîðó èç L. Íî äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îí
áûë îðòîãîíàëåí áàçèñíûì âåêòîðàì L (èáî ëþáîé âåêòîð èç L åñòü ëèíåéíàÿ
êîìáèíàöèÿ áàçèñíûõ, à ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå � áèëèíåéíàÿ ôîðìà):

x̄ ∈ L⊥ ⇔


x̄ ⊥ ā1,

x̄ ⊥ ā2,

x̄ ⊥ ā3,

⇔


(x̄, ā1) = 0,

(x̄, ā2) = 0,

(x̄, ā3) = 0,

⇔


x1 − 2x3 − x4 + 2x5 = 0,

3x1 + x2 + x3 + 3x5 = 0,

x2 − x3 + 4x4 − x5 = 0.

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî L⊥ � ýòî â òî÷íîñòè ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé ïîëó÷åííîé ñè-
ñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé; çíà÷èò, áàçèñ îðòîãîíàëüíîãî äîïîë-
íåíèÿ åñòü ïðîñòî ÔÑÐ ýòîé ñèñòåìû. Ìåòîäîì Ãàóññà íàõîäèì ÔÑÐ:

f̄1 =


−4
13
1
−6
0

 , f̄2 =


−5
13
0
−3
1

 .

Èòàê, f̄1, f̄2 � áàçèñ îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ, òî åñòü L⊥ = ⟨f̄1, f̄2⟩.
Åñëè áû L ñàìî áûëî çàäàíî ñèñòåìîé ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé,

òî ñëåäîâàëî áû âíà÷àëå ìåòîäîì Ãàóññà íàéòè åãî áàçèñ, à ïîòîì äåéñòâîâàòü
òàê æå, êàê âûøå.

Ïîñêîëüêó V = L ⊕ L⊥ äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîìåðíîãî V è ëþáîãî åãî ïîä-
ïðîñòðàíñòâà L ⊂ V , â ýòîì ñëó÷àå äëÿ êàæäîãî âåêòîðà x̄ ∈ V îïðåäåëåíû
ïðîåêöèè x̄ íà L è L⊥ âäîëü äðóã äðóæêè. Èíà÷å ãîâîðÿ, ñóùåñòâóþò åäèí-
ñòâåííûå ȳ ∈ L, z̄ ∈ L⊥ òàêèå, ÷òî x̄ = ȳ + z̄. Âåêòîð ȳ íàçûâàåòñÿ îðòîãî-
íàëüíîé ïðîåêöèåé x̄ íà L, à âåêòîð z̄ � îðòîãîíàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé.

Ïðèìåð. Ïóñòü V = R4 ñî ñòàíäàðòíûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì,
x̄ ∈ V , L = ⟨ā1, ā2, ā3⟩, ãäå

ā1 =


2
3
0
−1

 , ā2 =


1
1
−1
0

 , ā3 =


1
2
1
−1

 , x̄ =


7
7
1
2

 .

Íàéä¼ì îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ x̄ íà ïîäïðîñòðàíñòâî L è îðòîãîíàëüíóþ
ñîñòàâëÿþùóþ. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî dimL = rk {ā1, ā2, ā3} = 2
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è âåêòîðû ā1, ā2 îáðàçóþò áàçèñ L. Çíà÷èò, åñëè x̄ = ȳ + z̄, ȳ ∈ L,
z̄ ∈ L⊥, òî âåêòîð ȳ îäíîçíà÷íî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ā1 è ā2, òî åñòü ñóùå-
ñòâóþò åäèíñòâåííûå y1, y2 ∈ R, äëÿ êîòîðûõ

ȳ = y1ā1 + y2ā2 =


2y1 + y2
3y1 + y2
−y2
−y1

 .

Ñëåäîâàòåëüíî,

z̄ = x̄− ȳ =


7− 2y1 − y2
7− 3y1 − y2

1 + y2
2 + y1

 .

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âåêòîð z̄ ëåæàë â L⊥, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îí
áûë ïåðïåíäèêóëÿðåí áàçèñíûì âåêòîðàì ïîäïðîñòðàíñòâà L:

z̄ ∈ L⊥ ⇔

{
z̄ ⊥ ā1,

z̄ ⊥ ā2,
⇔

{
(z̄, ā1) = 0,

(z̄, ā2) = 0,
⇔

{
14y1 + 5y2 = 33,

5y1 + 3y2 = 13.

Ðåøàÿ ýòó ñîâìåñòíóþ îïðåäåë¼ííóþ ñèñòåìó ìåòîäîì Ãàóññà, ïîëó÷àåì, ÷òî
y1 = 2, y2 = 1. Çíà÷èò,

ȳ =


5
7
−1
−2

 , z̄ =


2
0
2
4

 .

Äëèíîé (íîðìîé) âåêòîðà x̄ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå V íàçûâàåòñÿ ÷èñ-
ëî ∥x̄∥ =

√
(x̄, x̄). Äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ x̄, ȳ ∈ V âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî: |(x̄, ȳ)| 6 ∥x̄∥ · ∥ȳ∥, ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x̄ è ȳ ïðîïîðöèîíàëüíû. ßñíî, ÷òî ∥x̄∥ > 0 äëÿ
ëþáîãî x̄ ∈ V , ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî íóëþ ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî x̄ = 0̄. Íîðìà
îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. ∥λx̄∥ = |λ| · ∥x̄∥ äëÿ ëþáûõ x̄ ∈ V, λ ∈ R.
2. ∥x̄+ ȳ∥ 6 ∥x̄∥+ ∥ȳ∥ äëÿ ëþáûõ x̄, ȳ ∈ V.

Âòîðîå ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì òðåóãîëüíèêà; îòìåòèì, ÷òî ðà-
âåíñòâî â í¼ì äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîðû x̄, ȳ ïðîïîð-
öèîíàëüíû (ýòî ñðàçó ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî).
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Ïðîèçâîëüíûé áàçèñ e = {ē1, . . . , ēn} êîíå÷íîìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàí-
ñòâà V íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì, åñëè áàçèñíûå âåêòîðû ïîïàðíî ïåðïåí-
äèêóëÿðíû, òî åñòü ēi ⊥ ēj ïðè i ̸= j. Îðòîãîíàëüíûé áàçèñ íàçûâàåòñÿ îð-
òîíîðìèðîâàííûì (äåêàðòîâûì), åñëè äëèíû âñåõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ðàâíû
åäèíèöå, òî åñòü ∥ēi∥ = 1 äëÿ ëþáîãî i. Ê ïðèìåðó, ñòàíäàðòíûé áàçèñ Rn

ñî ñòàíäàðòíûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì. Èç
ëþáîãî îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà g = {ḡ1, . . . , ḡn} ëåãêî ïîëó÷èòü îðòîíîðìèðî-
âàííûé áàçèñ f = {f̄1, . . . , f̄n}, ïîëàãàÿ f̄i =

1

∥ḡi∥
· ḡi, 1 6 i 6 n.

Â ëþáîì êîíå÷íîìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò îðòîãî-
íàëüíûé áàçèñ (à çíà÷èò, ñóùåñòâóåò è îðòîíîðìèðîâàííûé). Áîëåå òîãî,
åñëè f = {f̄1, . . . , f̄n} � ïðîèçâîëüíûé áàçèñ V , òî íàéä¼òñÿ åäèíñòâåííûé
(ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ êàæäîãî âåêòîðà íà ïðîèçâîëüíóþ íåíóëåâóþ
êîíñòàíòó) îðòîãîíàëüíûé áàçèñ g, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ ⟨f̄1, . . . , f̄i⟩ =
= ⟨ḡ1, . . . , ḡi⟩ äëÿ ëþáîãî i îò 1 äî n. Áàçèñ g íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëèçàöèåé f
ïî Ãðàìó�Øìèäòó è ìîæåò áûòü ïîñëåäîâàòåëüíî íàéäåí ïî ôîðìóëàì

ḡ1 = f̄1,

ḡk = f̄k −
k−1∑
i=1

(ḡi, f̄k)

(ḡi, ḡi)
· ḡi äëÿ ëþáîãî k îò 2 äî n.

Ïðèìåð. Ïóñòü V = R4 ñî ñòàíäàðòíûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì,
L = ⟨f̄1, f̄2, f̄3, f̄4⟩, ãäå

f̄1 =


1
2
0
1

 , f̄2 =


−1
3
3
1

 , f̄3 =


−1
2
8
−3

 , f̄4 =


−1
6
16
7

 .

Áóäó÷è ïîäïðîñòðàíñòâîì â V , L ñàìî ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì.
Íàéä¼ì îðòîãîíàëüíûé áàçèñ L. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî dimL = 3 è âåêòîðû
f̄1, f̄2, f̄3 îáðàçóþò áàçèñ L. Ïðèìåíèì ê ýòîìó áàçèñó ïðîöåäóðó îðòîãîíàëè-

çàöèè ïî Ãðàìó�Øìèäòó: ḡ1 = f̄1 =


1
2
0
1

 , ḡ1 = f̄2 −
(ḡ1, f̄2)

(ḡ1, ḡ1)
· ḡ1 =


−2
1
3
0

,

ḡ3 = f̄3−
(ḡ1, f̄3)

(ḡ1, ḡ1)
· ḡ1−

(ḡ2, f̄3)

(ḡ2, ḡ2)
· ḡ2 =


3
0
2
−3

. Èòàê, {ḡ1, ḡ2, ḡ3} � îðòîãîíàëüíûé

áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà L.
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Âî âñåõ çàäà÷àõ, åñëè íå îãîâîðåíî èíîå, ÷åðåç V îáîçíà÷àåòñÿ åâêëèäîâî
ïðîñòðàíñòâî R4 ñî ñòàíäàðòíûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì.

Íàéäèòå áàçèñ îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ ê ëèíåéíîé îáîëî÷êå ñèñòåìû
âåêòîðîâ L = ⟨ā1, ā2, ā3⟩.

9.1. ā1 =


1
0
2
1

 , ā2 =


2
1
2
3

 , ā3 =


0
1
−2
1

 .

9.2. ā1 =


1
1
1
1

 , ā2 =


−1
1
−1
1

 , ā3 =


2
0
2
0

 .

Íàéäèòå óðàâíåíèÿ, çàäàþùèå îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ïîäïðîñòðàí-
ñòâó L, çàäàííîìó ñèñòåìîé óðàâíåíèé.

9.3. L :


2x1 + x2 + 3x3 − x4 = 0,

3x1 + 2x2 − 2x4 = 0,

3x1 + x2 + 4x3 − x4 = 0.

9.4. L :


2x1 − 3x2 + 4x3 − 3x4 = 0,

3x1 − x2 + 11x3 − 13x4 = 0,

4x1 + x2 + 18x3 − 23x4 = 0.

Íàéäèòå îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ ȳ âåêòîðà x̄ íà ïîäïðîñòðàíñòâî L
è îðòîãîíàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ z̄.

9.5. L =

⟨
ā1 =


1
1
1
1

 , ā2 =


1
2
2
−1

 , ā3 =


1
0
0
3


⟩
, x̄ =


4
−1
−3
4

.

9.6. L =

⟨
ā1 =


2
1
1
−1

 , ā2 =


1
1
3
0

 , ā3 =


1
2
8
1


⟩
, x̄ =


5
2
−2
2

.
9.7. L çàäà¼òñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé

2x1 + x2 + x3 + 3x4 = 0,

3x1 + 2x2 + 2x3 + x4 = 0,

x1 + 2x2 + 2x3 − 4x4 = 0,

x̄ =


7
−4
−1
2

 .
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Ïîñòðîéòå îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ëèíåéíîé îáîëî÷êè ñèñòåìû âåêòîðîâ.

9.8. L =

⟨
f̄1 =


1
2
2
−1

 , f̄2 =


1
1
−5
3

 , f̄3 =


3
2
8
−7


⟩
.

9.9. L =

⟨
f̄1 =


1
1
−1
−2

 , f̄2 =


5
8
−2
−3

 , f̄3 =


3
9
3
8


⟩
.

9.10. L =

⟨
f̄1 =


2
1
3
−1

 , f̄2 =


7
4
3
−3

 , f̄3 =


1
1
−6
0

 , f̄4 =


5
7
7
8


⟩
.

9.11. L =

⟨
f̄1 =


1
−1
1
−1

 , f̄2 =


2
−1
1
−2

 , f̄3 =


3
1
−1
−1

 , f̄4 =


2
0
1
−1


⟩
.

9.12∗. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî V = Rn[x] co ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì
(f, g) =

∫ 1

−1 f(x)g(x)dx. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè îðòîãîíàëèçàöèè ñòåïåííîãî áà-
çèñà V ïîëó÷àåòñÿ áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç ìíîãî÷ëåíîâ, ïðîïîðöèîíàëüíûõ ìíî-
ãî÷ëåíàì Ëåæàíäðà (èõ îïðåäåëåíèå ñì. â çàäà÷å 7.17).
9.13∗. Ïóñòü V = C[−1, 1] � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [−1, 1]

ôóíêöèé ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (f, g) =
∫ 1

−1 f(x)g(x)dx. à) Íàéäèòå
îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ïîäïðîñòðàíñòâó ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé. á) Íàé-
äèòå îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ïîäïðîñòðàíñòâó ÷¼òíûõ ôóíêöèé.
9.14∗. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ x̄, ȳ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå V ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ÷èñëî φ ∈ [0, π] òàêîå, ÷òî cosφ =
(x̄, ȳ)

∥x̄∥ · ∥ȳ∥
.

(Îíî íàçûâàåòñÿ óãëîì ìåæäó âåêòîðàìè x̄ è ȳ. Åñëè (x̄, ȳ) > 0, òî óãîë
íàçûâàåòñÿ îñòðûì, åñëè (x̄, ȳ) < 0 � òóïûì, åñëè (x̄, ȳ) = 0 �ïðÿìûì.)
9.15∗. à) Ïóñòü âåêòîðû ē1, . . . , ēn+1, ëåæàùèå â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå, îáðàçóþò ïîïàðíî òóïûå óãëû. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáûå n èç íèõ ÿâ-
ëÿþòñÿ áàçèñîì. á) Äîêàæèòå, ÷òî â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå n+2
âåêòîðà íå ìîãóò îáðàçîâûâàòü ïîïàðíî òóïûå óãëû.
9.16∗. Íàéäèòå îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ïðîñòðàíñòâó ñèììåòðè÷å-

ñêèõ ìàòðèö â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Matn(R) ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäå-
íèåì (X, Y ) = trXY t.
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�10. Ñîïðÿæ¼ííûå è ñàìîñîïðÿæ¼ííûå îïåðàòîðû

Ïóñòü V � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, φ : V → V � ëèíåéíûé îïåðàòîð.
Îïåðàòîð φ∗ : V → V íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæ¼ííûì ê φ, åñëè (φx̄, ȳ) = (x̄, φ∗ȳ)
äëÿ ëþáûõ x̄, ȳ ∈ V . Åñëè V êîíå÷íîìåðíî, e � ïðîèçâîëüíûé îðòîíîðìèðî-
âàííûé áàçèñ V è φ

e A, òî φ∗
e At (ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî âñÿêèé ëèíåéíûé

îïåðàòîð îáëàäàåò åäèíñòâåííûì ñîïðÿæ¼ííûì).

Ïðèìåð. 1. Ïóñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð φ : V → V èìååò â áàçèñå e′ âåê-

òîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V ìàòðèöó A′ =

(
1 0
−1 2

)
. Íàéä¼ì ìàòðèöó ñîïðÿæ¼í-

íîãî îïåðàòîðà â áàçèñå e′, åñëè ē′1 = 2ē1 − 3ē2, ē
′
2 = −3ē1 + 4ē2, ãäå e �

êàêîé-òî îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ V . Çàìåòèì äëÿ ýòîãî, ÷òî e′ = eT , ãäå

T =

(
2 −3
−3 4

)
� ìàòðèöà ïåðåõîäà. Çíà÷èò,

φ
e A = TA′T−1 =

(
−2 −3
4 5

)
, φ∗

e B = At =

(
−2 4
−3 5

)
,

φ∗
e B′ = T−1BT =

(
127 −166
90 −124

)
.

2. Ïóñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð φ : V → V èìååò â áàçèñå e âåêòîðíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà V ìàòðèöó A =

(
−1 1
0 3

)
. Íàéä¼ì ìàòðèöó ñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòî-

ðà â òîì æå ñàìîì áàçèñå e, åñëè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå çàäàíî áèëèíåéíîé
ôîðìîé (x̄, ȳ) = 2x1y1−3x1y2−3x2y1+5x2y2 (êîîðäèíàòû âñåõ âåêòîðîâ äàíû
â áàçèñå e).

Ìàòðèöà äàííîé áèëèíåéíîé ôîðìû â áàçèñå e èìååò âèä S =

(
2 −3
−3 5

)
.

Âèäíî, ÷òî St = S, òàê ÷òî ïåðåä íàìè ñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà.
Êðîìå òîãî, óãëîâûå ìèíîðû ìàòðèöû S ðàâíû ∆1 = 2 > 0, ∆2 = 1 > 0,
ïîýòîìó (ïî êðèòåðèþ Ñèëüâåñòðà) íàøà ôîðìà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.
Òàêèì îáðàçîì, óêàçàííàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà (x̄, ȳ) = x̄tSȳ äåéñòâèòåëüíî
ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî φ∗
e B. Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ,

(φx̄, ȳ) = (Ax̄t)Sȳ = x̄tAtSȳ, (x̄, φ∗ȳ) = x̄tSBȳ.

Äëÿ ðàâåíñòâà ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé ïðè âñåõ x̄, ȳ ∈ V íåîáõîäèìî è äî-
ñòàòî÷íî, ÷òîáû AtS = SB, òî åñòü B = S−1AtS. Èòàê,

φ∗
e B = S−1AtS =

(
−52 85
−33 54

)
.
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Îïåðàòîð φ : V → V íàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííûì, åñëè îí ñîâïàäàåò ñî
ñâîèì ñîïðÿæ¼ííûì, òî åñòü φ = φ∗. Åñëè ïðîñòðàíñòâî V êîíå÷íîìåðíî,
òî â í¼ì ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà φ. Èíà÷å ãîâîðÿ, â V íàéä¼òñÿ îðòî-
íîðìèðîâàííûé áàçèñ, â êîòîðîì φ çàäà¼òñÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé

λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . λn

 ,

ãäå λi � ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà φ.

Ïðèìåð. Íàéä¼ì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà R3

ñî ñòàíäàðòíûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, ñîñòîÿùèé èç ñîáñòâåííûõ âåêòî-
ðîâ ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà φ : V → V , êîòîðûé â ñòàíäàðòíîì áàçèñå
çàäà¼òñÿ ìàòðèöåé

A =

 4 −1 −1
−1 4 −1
−1 −1 4

 .

Ñíà÷àëà íàéä¼ì ñîáñòâåííûå ÷èñëà φ � êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ λ3− 12λ2+45λ− 50 = (λ− 5)2(λ− 2) = 0 (ñì. ïàðàãðàô 7). Î÷åâèäíî,
λ1 = 2, λ2 = 5. Áàçèñ ñîáñòâåííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà V2 � ýòî â òî÷íîñòè
ÔÑÐ ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ñ ìàòðèöåé A − 2E. Ðåøàÿ
å¼ ìåòîäîì Ãàóññà, ïîëó÷àåì, ÷òî V2 = ⟨f̄3⟩, ãäå

f̄3 =

1
1
1

 .

Àíàëîãè÷íî, áàçèñ V5 � ýòî ÔÑÐ îäíîðîäíîé ñèñòåìû ñ ìàòðèöåé A − 5E.
Ðåøàÿ å¼ ìåòîäîì Ãàóññà, ïîëó÷àåì, ÷òî V5 = ⟨f̄1, f̄2⟩, ãäå

f̄1 =

−11
0

 , f̄2 =

−10
1

 .

Ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ýòè äâà âåêòîðà íå îðòîãîíàëüíû. Ïðè-
ìåíÿÿ ê íèì ïðîöåäóðó îðòîãîíàëèçàöèè ïî Ãðàìó�Øìèäòó (ñì. ïðåäûäó-
ùèé ïàðàãðàô), íàõîäèì, ÷òî V5 = ⟨ḡ1, ḡ2⟩, ãäå âåêòîðû

ḡ1 = f̄1 =

−11
0

 , ḡ2 =

−1/2−1/2
1

 =
1

2

−1−1
2


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óæå îðòîãîíàëüíû. ×òîáû ïîëó÷èòü îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ èç ñîáñòâåí-
íûõ âåêòîðîâ, îñòàëîñü ïîäåëèòü íàéäåííûå âåêòîðû íà èõ äëèíû:

v̄1 =
1

∥ḡ1∥
ḡ1 =

1√
2

−11
0

 , v̄2 =
1

∥ḡ2∥
ḡ2 =

1√
6

−1−1
2

 ,

v̄3 =
1

∥f̄3∥
f̄3 =

1√
3

1
1
1

 .

Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå v îïåðàòîð φ áóäåò çàäàâàòüñÿ äèàãîíàëüíîé

ìàòðèöåé D =

5 0 0
0 5 0
0 0 2

.
Ëèíåéíûé îïåðàòîð φ : V → V çàäàí ñâîåé ìàòðèöåé A′ â áàçèñå e′ åâêëè-

äîâà ïðîñòðàíñòâà V . Íàéäèòå ìàòðèöó B′ ñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà φ∗ â òîì
æå áàçèñå e′.

10.1. V � äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, e � êàêîé-òî îðòîíîðìèðîâàííûé áà-

çèñ V , ē′1 = ē1 + 3ē2, ē
′
2 = −2ē1 − 5ē2, A

′ =

(
0 −1
1 1

)
.

10.2. V � äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, e � êàêîé-òî îðòîíîðìèðîâàííûé áà-

çèñ V , ē′1 = ē1, ē
′
2 = ē1 + ē2, A

′ =

(
1 2
1 −1

)
.

10.3. V = R3 ñî ñòàíäàðòíûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, e � ñòàíäàðòíûé

áàçèñ, ē′1 =

1
2
1

, ē′2 =
1
1
2

, ē′3 =
1
1
0

, A′ =
1 1 3
0 5 −1
2 7 −3

.
Ëèíåéíûé îïåðàòîð φ : V → V çàäàí ñâîåé ìàòðèöåé A â áàçèñå e åâêëè-

äîâà ïðîñòðàíñòâà V ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, çàäàííûì áèëèíåéíîé
ôîðìîé (x̄, ȳ). Íàéäèòå ìàòðèöó B ñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà φ∗ â áàçèñå e.

10.4. (x̄, ȳ) = x1y1+5x2y2+6x3y3+2x1y3+2x3y1+3x2y3+3x3y2 (êîîðäèíàòû

âñåõ âåêòîðîâ äàíû â áàçèñå e), A =

0 1 −2
2 0 −1
3 −2 0

.
10.5. (x̄, ȳ) = 2x1y1+3x2y2+x3y3+2x1y2+2x2y1+x1y3+x3y1+x2y3+x3y2

(êîîðäèíàòû âñåõ âåêòîðîâ äàíû â áàçèñå e), A =

 2 1 1
−1 −3 1
1 2 −1

.
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10.6∗. à) Ïóñòü ā, b̄ � êàêèå-òî ôèêñèðîâàííûå âåêòîðû åâêëèäîâà ïðî-
ñòðàíñòâà V . Íàéäèòå ñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð ê îïåðàòîðó φ : V → V âèäà
φ(x̄) = (x̄, ā)b̄, x̄ ∈ V . á) Ïóñòü ā� êàêîé-òî ôèêñèðîâàííûé âåêòîð ïðîñòðàí-
ñòâà V òð¼õìåðíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ ñ îáû÷íûì ñêàëÿðíûì ïðîèç-
âåäåíèåì. Íàéäèòå ñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð ê îïåðàòîðó φ âèäà φ(x̄) = [x̄, ā],
x̄ ∈ V (êâàäðàòíûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå).
10.7∗. Ïóñòü V = R[x] ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (f, g) =

∑∞
i=0 i!aibi,

ãäå f(x) = a0 + a1x + a2x
2 + . . ., g(x) = b0 + b1x + b2x

2 + . . . (ïðîâåðüòå, ÷òî
ýòî äåéñòâèòåëüíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå!). à) Íàéäèòå ñîïðÿæ¼ííûé îïå-
ðàòîð ê îïåðàòîðó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ φ(f) = f ′. á) Íàéäèòå ñîïðÿæ¼ííûé
îïåðàòîð ê îïåðàòîðó φ(f) = x3f ′′.
10.8∗. Ïóñòü V = Matn(R) ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (X, Y ) = trXY t.

à) Íàéäèòå ñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð ê îïåðàòîðó φ : V → V âèäà φ(X) = AX,
ãäå A ∈ V � êàêàÿ-òî ôèêñèðîâàííàÿ ìàòðèöà. á) Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàòîð
òðàíñïîíèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííûì. Ïîñòðîéòå îðòîíîðìèðîâàí-
íûé áàçèñ V , ñîñòîÿùèé èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ýòîãî îïåðàòîðà.

Ñàìîñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð φ : Rn → Rn çàäàí ñâîåé ìàòðèöåé A â ñòàí-
äàðòíîì áàçèñå Rn ñî ñòàíäàðòíûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Íàéäèòå îðòî-
íîðìèðîâàííûé áàçèñ Rn, ñîñòîÿùèé èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà φ,
è ìàòðèöó φ â ýòîì áàçèñå.

10.9.

 1 2 −2
2 1 −7
−2 −7 1

. 10.10.

−1 2 −3
2 2 −6
−3 −6 7

.

10.11.

 0
√
2 −

√
2√

2 −1/2 −7/2
−
√
2 −7/2 −1/2

. 10.12.

 4 −1 2
−1 4 −2
2 −2 7

.

10.13.

−2 1 4
1 −2 4
4 4 13

. 10.14.

 9 −1 −1
−1 9 −1
−1 −1 9

.

10.15.


0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

. 10.16.


0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

.
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10.17∗. Ïóñòü V = R[x] � ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñî ñêàëÿðíûì ïðî-
èçâåäåíèåì (f, g) =

∫ 1

−1 f(x)g(x)dx. Ïðîâåðüòå, ÷òî îïåðàòîð φ èç çàäà÷è 7.17
ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííûì.
10.18∗. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, φ : V → V �

ëèíåéíûé îïåðàòîð. à) Ïîêàæèòå, ÷òî Kerφ∗ = (Imφ)⊥ è Imφ∗ = (Kerφ)⊥.
á) Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî â ëþáîì áàçèñå ìàòðèöû îïåðàòîðîâ φ è φ∗ áóäóò
èìåòü îäèíàêîâûå ðàíãè.
10.19∗. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, φ : V → V �

ëèíåéíûé îïåðàòîð. Ðàññìîòðèì ÷åòûðå ñèñòåìû óðàâíåíèé:

1. φx̄ = ȳ, ȳ ∈ V.
2. φ∗z̄ = w̄, w̄ ∈ V.
3. φx̄ = 0̄.

4. φ∗z̄ = 0̄.

Äîêàæèòå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ àëüòåðíàòèâà Ôðåäãîëüìà: ëè-
áî ïåðâàÿ è âòîðàÿ ñèñòåìû ñîâìåñòíû ïðè âñåõ ïðàâûõ ÷àñòÿõ, ïðè÷¼ì â ýòîì
ñëó÷àå êàæäàÿ èç íèõ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ëèáî ïðîñòðàíñòâà ðå-
øåíèé U è W òðåòüåé è ÷åòâ¼ðòîé ñèñòåì èìåþò îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü,
ïðè÷¼ì â ýòîì ñëó÷àå ïåðâàÿ ñèñòåìà ñîâìåñòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ȳ ∈ W⊥, à âòîðàÿ � òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà w̄ ∈ U⊥.
10.20∗. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, φ, ψ � ñàìî-

ñîïðÿæ¼ííûå îïåðàòîðû íà V , A, B � èõ ìàòðèöû â íåêîòîðîì îðòîíîðìè-
ðîâàííîì áàçèñå e ïðîñòðàíñòâà V , ïðè÷¼ì detA ̸= 0 è ìàòðèöà D = A−1B
äèàãîíàëüíà; îáîçíà÷èì å¼ (i, i)-ûé ýëåìåíò ÷åðåç λi, 1 6 i 6 n. Äîêàæèòå,
÷òî åñëè λi ̸= λj, òî âåêòîð ēj ïåðïåíäèêóëÿðåí îáîèì âåêòîðàì φēi è ψēi.
10.21∗. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö A,B ∈ Matn(R) áó-

äåì ïèñàòü A > 0, åñëè A ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé
êâàäðàòè÷íîé ôîðìû íà êàêîì-òî n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, è A > B, åñëè
A − B > 0. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè A > 0 è det(A − E) ̸= 0, òî detA ̸= 0
è A+ A−1 > 2E.
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1.21. ×åòûðå ÷åòâ¼ðêè, îäíà òðîéêà, ÷åòûðå äâîéêè, îñòàëüíûå åäèíèöû.

2.1.

(
5 2
7 0

)
. 2.2.

1 5 −5
3 10 0
2 9 −7

. 2.3.

(
0 0
0 0

)
. 2.4.

11 −22 29
9 −27 32
13 −17 26

.
2.5.


8 6 4 2
5 0 −5 −10
7 7 7 7
10 9 8 7

. 2.6.


10 17 19 23
17 23 27 25
16 12 9 20
7 1 3 10

. 2.7.

(
2 0
0 3

)
.

2.8.

(
13 −14
21 −22

)
. 2.9.

(
304 −61
305 −62

)
. 2.10.

1 16 0
0 10 0
0 −180 5

. 2.11. (−2 1
3

2
−1
2

)
.

2.12.

 1 −1 1
−38 41 −34
27 −29 24

. 2.13.

−8 29 −11
−5 18 −7
1 −3 1

. 2.14.

(
7 −4
−5 3

)
.

2.15.


−7
3

2 −1
3

5

3
−1 −1

3
−2 1 1

. 2.16. 19 ·
1 2 2
2 1 −2
2 −2 1

. 2.17. 1
4
·


1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1

.

2.18.


22 −6 −26 17
−17 5 20 −13
−1 0 2 −1
4 −1 −5 3

. 2.19.

(
−1 −1
2 3

)
. 2.20.

6 4 5
2 1 2
3 3 3

.
2.21.

(
3 −2
5 −4

)
. 2.22.

1 2 3
4 5 6
7 8 9

. 2.23.

(
1 2
3 4

)
. 2.24.

1 1 1
1 2 3
2 3 1

.
2.25.

(
1 0
0 1

)
ïðè ÷¼òíîì n,

(
2 −1
3 −2

)
ïðè íå÷¼òíîì n. 2.26.

(
1 n
0 1

)
.

2.27.

(
λn nλn−1

0 λn

)
. 2.28.

(
cosnα − sinnα
sinnα cosnα

)
. 2.29. Åñëè A = Jm,

òî ai,j =

{
1 ïðè j = i+m, 1 6 i 6 n−m,
0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ

. 2.33.

E −A AB
0n E −B
0n 0n E

.
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3.1. 2. 3.2. 3. 3.3. 3. 3.4. 2. 3.5. 3. 3.6. 2. 3.7. 3. 3.8. 2.
3.9. Ðàíã ðàâåí 3 ïðè λ ̸= 0 è 2 ïðè λ = 0. 3.10. Ðàíã ðàâåí 3 ïðè λ ̸= 3
è 2 ïðè λ = 3. 3.13. Ðàíã ðàâåí 21 ïðè X ̸= 0 è 1 ïðè X = 2.

4.1. Ñèñòåìà èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå, ÔÑÐ íå ñóùåñòâóåò.

4.2. x̄îáù = α1·


1
0
−5/2
7/2

+α2·


0
1
−3/2
1/2

, α1, α2 ∈ R. 4.3. Ñèñòåìà èìååò òîëü-

êî íóëåâîå ðåøåíèå, ÔÑÐ íå ñóùåñòâóåò. 4.4. x̄îáù = α1·


8
−6
1
0

+α2·


−7
5
0
1

,

α1, α2 ∈ R. 4.5. x̄îáù = α1 ·



1
1
1
1
0
0

+ α2 ·



−1
0
0
0
1
0

+ α3 ·



0
−1
0
0
0
1

, α1, α2, α3 ∈ R.

4.6. x̄îáù = α1 ·


1
0
0
−9/4
3/4

 + α2 ·


0
1
0
−3/2
1/2

 + α3 ·


0
0
1
−2
1

, α1, α2, α3 ∈ R.

4.7. x̄îáù = α1 ·


0
1/3
1
0
0

+α2 ·


0
−2/3
0
0
1

, α1, α2 ∈ R. 4.8. x̄îáù = α1 ·


−3
2
1
0
0

+

+α2·


−5
3
0
0
1

, α1, α2 ∈ R. 4.9. Ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå


−1
3
−2
2

.

4.10. x̄îáù =


−1
1
0
1

 + α1 ·


1
−5
11
0

 + α2 ·


−9
1
0
11

, α1, α2 ∈ R. 4.11. Ñèñòåìà
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èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

3
2
1

. 4.12. x̄îáù =


2
1
0
0

 + α1 ·


1
0
22
−16

+

+α2 ·


0
1
−33
24

, α1, α2 ∈ R. 4.13. Ñèñòåìà íåñîâìåñòíà. 4.14. x̄îáù =

=


−1
1
0
1

 + α1 ·


1
0
−3
0

 + α2 ·


0
1
−4
0

, α1, α2 ∈ R. 4.15. x̄îáù =


1
1
−1
1

+

+α1 ·


1
0
−15
18

 + α2 ·


0
1
10
−12

, α1, α2 ∈ R. 4.16. x̄îáù =


2
1

22/5
8/5

+

+α1 ·


5
0
34
16

+ α2 ·


0
5
−17
−8

, α1, α2 ∈ R. 4.17. x̄îáù =


−2
2
3
−1

+ α1 ·


8
−13
−6
7

,
α1 ∈ R. 4.18. Ñèñòåìà íåñîâìåñòíà. 4.19. Ñèñòåìà íåñîâìåñòíà.

4.20. x̄îáù =


1
2
−1
0
1

 + α1 ·


1
0
−8
0
2

 + α2 ·


0
1
4
0
−1

, α1, α2 ∈ R. 4.21. x̄îáù =

=


1
8
13
0
−34

+ α1 ·


1
0
0
−3
0

+ α2 ·


0
1
0
−2
0

, α1, α2 ∈ R. 4.22. x̄îáù =


1
−3
1/2
−5/2
5/2

+

+α1 ·


1
0
−1
−2
−2

+α2 ·


0
1
−2
−4
−4

, α1, α2 ∈ R. 4.23. x̄îáù =


1
1
2
−8
4

+α1 ·


3
0
4
−14
4

+
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+α2 ·


0
3
2
−7
2

, α1, α2 ∈ R. 4.24. Ñèñòåìà íåñîâìåñòíà. 4.25. Ïðè λ = −2

ñèñòåìà íåñîâìåñòíà. Ïðè λ = 1 îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä x̄îáù =

1
0
0

+

α1 ·

 0
−1
0

+ α2 ·

 0
0
−1

 , α1, α2 ∈ R. Ïðè λ ̸= 1, λ ̸= −2 ñèñòåìà èìååò åäèí-

ñòâåííîå ðåøåíèå x̄ =
1

λ+ 2
·

1
1
1

. 4.26. Ïðè λ = −3 ñèñòåìà íåñîâìåñòíà.

Ïðè λ = 1 îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä x̄îáù =


1
0
0
0

+α1 ·


0
−1
0
0

+α2 ·


0
0
−1
0

+

+α3 ·


0
0
−1
−1

 , α1, α2, α3 ∈ R. Ïðè λ ̸= 1, λ ̸= −3 ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå x̄ =
1

λ+ 3
·


1
1
1
1

. 4.27. Îáùèé âèä ðåøåíèÿ:

7− 3α1 5− 3α2 7− 3α3

α1 α2 α3

5α1 − 9 5α2 − 3 5α3 − 7

 ,

ãäå α1, α2, α3 ∈ R � ëþáûå ÷èñëà. 4.28. Îáùèé âèä ðåøåíèÿ:

à)

(
α1 2α2

2α2 α1 + 3α2

)
, á)

α1 α2 α3

0 α1 α2

0 0 α1

 , â)


α1 α2 α3 α4

0 α1 α2 α3

0 0 α1 α2

0 0 0 α1

 ,

ãäå αi ∈ R � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà.
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5.1.

(
−2
3

)
. 5.2.

(
3/2
−1/2

)
. 5.3.

1
2
3

. 5.4.

1
1
1

. 5.5.

−279
4

.
5.6.


0
2
1
2

. 5.7.


−3
3
1
−1

. 5.8.


0
1
−2
−1

. 5.10. f(x) = b0+. . .+bn(x−a)n, ãäå

bn = an è bi = ai+abi+1 äëÿ âñåõ i = 0, . . . , n−1. 5.13. Ðàçìåðíîñòü ðàâíà 3,
ā1, ā2, ā4 � áàçèñ. 5.14. Ðàçìåðíîñòü ðàâíà 2, ā1, ā2 � áàçèñ. 5.15. Ðàçìåð-
íîñòü ðàâíà 2, ā1, ā2 � áàçèñ. 5.16. Ðàçìåðíîñòü ðàâíà 3, ā1, ā2, ā5 � áàçèñ.

5.17.

{
x1 − x3 − x4 = 0,

x2 − x3 + x4 = 0.
5.18.


x1 − x2 + 2x4 = 0,

x3 + x4 = 0,

3x1 + 2x4 − x5 = 0.

5.19. ⟨S⟩ + ⟨T ⟩ ñîâïàäàåò ñ ⟨S⟩ ∩ ⟨T ⟩, dim(⟨S⟩ + ⟨T ⟩) = dim(⟨S⟩ ∩ ⟨T ⟩) = 2,
ā1, ā2 � èõ îáùèé áàçèñ. 5.20. dim(⟨S⟩ + ⟨T ⟩) = 3, ā1, ā2, b̄1 � å¼ áàçèñ,
dim(⟨S⟩∩ ⟨T ⟩) = 1, 2ā1+ ā2 = b̄1+ b̄2 � åãî áàçèñ. 5.21. dim(⟨S⟩+ ⟨T ⟩) = 4,
ā1, ā2, ā3, b̄1 � å¼ áàçèñ, dim(⟨S⟩ ∩ ⟨T ⟩) = 2, −2ā1 + ā2 + a3 = b̄1,
5ā1 − ā2 − 2ā3 = b̄2 � åãî áàçèñ. 5.22. dim(⟨S⟩ + ⟨T ⟩) = 4, ā1, ā2, ā3, b̄3 �
å¼ áàçèñ, dim(⟨S⟩∩⟨T ⟩) = 2, 3ā1+ā2−5a3 = b̄1, 4ā1+ā2−7ā3 = b̄2 � åãî áàçèñ.
5.23. dim(⟨S⟩ + ⟨T ⟩) = 4, ā1, ā2, ā3, b̄1 � å¼ áàçèñ, dim(⟨S⟩ ∩ ⟨T ⟩) = 2,
1
1
1
1
1

,


0
2
3
1
−1

 � åãî áàçèñ. 5.24. dim(⟨S⟩+ ⟨T ⟩) = 4, ā1, ā2, ā3, b̄1 � å¼ áàçèñ,

dim(⟨S⟩ ∩ ⟨T ⟩) = 2,


1
2
2
1
1

,

1
1
1
1
0

 � åãî áàçèñ. 5.25.


−1
−3
1
3

. 5.26.


6
9
8
7

.

5.27.


−2
−18
−16
−24

. 5.28.


3
1
2
0

. 5.29. Ïðîåêöèÿ âåêòîðà ēi íà U èìååò i-óþ

êîîðäèíàòó, ðàâíóþ (n−1)/n; âñå îñòàëüíûå êîîðäèíàòû ðàâíû−1/n. Âñå êî-
îðäèíàòû ïðîåêöèè ēi íà V ðàâíû 1/n. 5.30. Ïðîåêöèè ëþáîé ìàòðèöû A
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íà U è íà V ðàâíû
1

2
· (A+ At) è

1

2
· (A− At) ñîîòâåòñòâåííî. 5.31. Ïðî-

åêöèè f íà U è íà V ðàâíû a0 + a2x
2 + a4x

4 + . . . è a1x + a3x
3 + a5x

5 + . . .

ñîîòâåòñòâåííî. 5.34. Íåò.

6.1. dimKerφ = 1, dim Imφ = 2, Kerφ =

⟨−17
4

⟩, Imφ = ⟨φē1, φē2⟩ çà-

äà¼òñÿ îäíèì óðàâíåíèåì x1−x2+x3 = 0. 6.2. dimKerφ = 1, dim Imφ = 2,

Kerφ =

⟨ 1
−25
9

⟩, Imφ = ⟨φē1, φē2⟩ çàäà¼òñÿ îäíèì óðàâíåíèåì

x1 − 4x2 + x3 = 0. 6.3. dimKerφ = 1, dim Imφ = 2, Kerφ =

⟨−61
5

⟩,
Imφ = ⟨φē1, φē2⟩ çàäà¼òñÿ îäíèì óðàâíåíèåì x1 + 4x2 − x3 = 0.

6.4. dimKerφ = 1, dim Imφ = 2, Kerφ =

⟨−18−6
1

⟩, Imφ = ⟨φē1, φē2⟩

çàäà¼òñÿ îäíèì óðàâíåíèåì 2x1 + 3x2 − x3 = 0. 6.5. dimKerφ = 2,

dim Imφ = 1, Kerφ =

⟨1
1
0

 ,

2
0
1

⟩, Imφ = ⟨φē1⟩ çàäà¼òñÿ äâóìÿ óðàâ-

íåíèÿìè x1 + x2 = 0, 3x1 + x3 = 0. 6.6. dimKerφ = 2, dim Imφ = 1,

Kerφ =

⟨ 1
−2
0

 ,

0
3
1

⟩, Imφ = ⟨φē1⟩ çàäà¼òñÿ äâóìÿ óðàâíåíèÿìè

x1+5x2 = 0, 2x1+5x3 = 0. 6.7. Kerφ = {0̄}, Imφ = R3. 6.8. Kerφ = {0̄},

Imφ = R3. 6.9. dimKerφ = 2, dim Imφ = 2, Kerφ =

⟨
1
2
1
0

 ,


−2
−3
0
1


⟩
,

Imφ = ⟨φē1, φē2⟩ çàäà¼òñÿ äâóìÿ óðàâíåíèÿìè x1 + x2 − x3 = 0,
x1 + 3x2 − x4 = 0. 6.10. Kerφ = {0̄}, Imφ = R4. 6.11. dimKerφ = 1,

dim Imφ = 3, Kerφ =

⟨
−3
1
−1
1


⟩
, Imφ = ⟨φē1, φē2, φē3⟩ çàäà¼òñÿ îäíèì

óðàâíåíèåì x1 + x2 + x3 − x4 = 0. 6.12. dimKerφ = 3, dim Imφ = 1,

72



Kerφ =

⟨
−1
1
0
0

 ,


3
0
1
0

 ,


2
0
0
1


⟩
, Imφ = ⟨φē1 çàäà¼òñÿ òðåìÿ óðàâíåíèÿìè

2x1 + x2 = 0, x1 + x3 = 0, 5x1 + x4 = 0. 6.26. A′ =

 3 0 −2
85 −3 −30
11 0 −7

.
6.27. A′ =


1 0 0 1
0 1 0 −1
0 1 1 0
−1 0 1 0

. 6.28. A′ =


−2 0 1 0
1 −4 −8 −7
1 4 4 4
1 3 6 7

. 6.29. A′ =

=
1

18
·

 40 13 1
−44 19 −29
16 −11 49

. 6.30. A′ =

−5 −7 −16 8 1
−4 −5 0

. 6.31. A′ =

=


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 −1

. 6.32. A′ =


1 0 0 0
0 1 0 0
1 1 3 0
−1 −1 −2 1

. 6.33. A =

=

 −4 16 −8
−8 30 −15
−13 48 −24

. 6.34. A =

1 −4 −12
0 −4 −15
0 1 4

. 6.35. A′′ =

=

13 −5 8
41 −18 39
9 −3 8

. 6.36. A′′ =

1 2 2
3 −1 −2
2 −3 1

. 6.37. η
e′′ 
(

88 45
−45 −4

)
.

6.38. η
e′′ 
(
181 −33
384 −181

)
.

7.1. V1 =

⟨ 1
1
−1

⟩. 7.2. V2 =

⟨1
2
0

 ,

0
0
1

⟩. 7.3. V1 =

⟨1
1
1

⟩,
V0 =

⟨1
2
3

⟩. 7.4. V1 =

⟨3
1
1

⟩. 7.5. V3 =

⟨1
2
2

⟩, V−1 =

⟨1
2
1

⟩.
7.6. V1 =

⟨2
1
0

 ,

 1
0
−1

⟩, V−1 =

⟨3
5
6

⟩. 7.7. V1 =

⟨1
2
1

⟩.
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7.8. V1 =

⟨1
1
1

⟩, V2 =

⟨1
1
0

 ,

 1
0
−3

⟩. 7.9. V1 =

⟨1
1
0

⟩,
V2 =

⟨2
1
1

⟩. 7.10. V1 =

⟨
0
0
0
1


⟩
, V0 =

⟨
0
1
0
0

 ,


0
0
1
0


⟩
.

7.11. V1 =

⟨
1
0
1
0

 ,


0
0
0
1


⟩
, V0 =

⟨
0
1
0
0

 ,


0
0
1
0


⟩
. 7.12. V2 =

⟨
1
1
−1
0

 ,


1
1
0
1


⟩
. 7.13. V1 =

⟨
1
0
0
1

 ,


0
1
1
0


⟩
, V−1 =

⟨
0
−1
1
0

 ,


−1
0
0
1


⟩
.

7.14. V1 =

⟨
0
1
1
1

 ,


3
2
3
−3


⟩
, V2 =

⟨
1
1
1
0


⟩
. 7.15. V2 =

⟨
1
1
0
0

 ,


1
0
1
0

 ,


1
0
0
1


⟩
, V−2 =

⟨
1
−1
−1
−1


⟩
. 7.17. λk = k(k + 1).

8.1. A =

2 −3 −4
1 0 −5
0 0 1

. 8.2. A =

 0 −1 0
1 −2 3
−1 0 1

. 8.3. −43. 8.4. −2.

8.5. A′ =

 0 −6 −9
−2 20 30
−3 30 45

. 8.6. A′ =

11 8 15
6 5 12
11 10 29

.
8.8. y21 + y22 − y23, r+ = 2, r− = 1. 8.9. y21 − y22 − y23, r+ = 1, r− = 2.
8.10. y21 − y22, r+ = 1, r− = 1. 8.11. y21 + y22 − y23, r+ = 2, r− = 1.
8.12. y21 + y22 − y23, r+ = 2, r− = 1. 8.13. y21 − y22 − y23, r+ = 1, r− = 2.
8.14. y21 − y22 − y23, r+ = 1, r− = 2. 8.15. y21 − y22, r+ = 1, r− = 1.
8.16. y21 − y22 − y23 − y24, r+ = 1, r− = 3. 8.17. y21 + y22 − y23, r+ = 2,
r− = 1. 8.18. λ > 2. 8.19. |λ| <

√
5/3. 8.20. −4/5 < λ < 0. 8.21. Íè

ïðè êàêèõ λ. 8.22. Íè ïðè êàêèõ λ. 8.23. λ < −20. 8.24. λ > 3/5.
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9.1. L⊥ =

⟨
2
−2
−1
0

 ,


2
1
0
−1


⟩
. 9.2. L⊥ =

⟨
0
1
0
−1

 ,


1
0
−1
0


⟩
.

9.3. x1 + x2 = 0. 9.4.

{
x1 + x2 + x3 + x4 = 0,

−18x1 + x2 + 18x3 + 11x4 = 0.
9.5. ȳ =


1
−1
−1
5

,

z̄ =


3
0
−2
−1

. 9.6. ȳ =


3
1
−1
−2

, z̄ =


2
1
−1
4

. 9.7. ȳ =


0
−3/2
3/2
0

,

z̄ =


7
−5/2
−5/2
2

. 9.8. ḡ1 =


1
2
2
−1

, ḡ2 =


2
3
−3
2

, ḡ3 =


2
−1
−1
−2

.

9.9. ḡ1 =


1
1
−1
−2

, ḡ2 =


2
5
1
3

. 9.10. ḡ1 =


2
1
3
−1

, ḡ2 =


3
2
−3
−1

.

9.11. ḡ1 =


1
−1
1
−1

, ḡ2 =


1
1
−1
−1

, ḡ3 =


1
0
0
1

, ḡ4 =


0
1
1
0

. Ãîäèòñÿ, âïðî÷åì,
è ïðîñòî ñòàíäàðòíûé áàçèñ R4.

10.1. B′ =

(
34 −59
19 −33

)
. 10.2. B′ =

(
3 6
−1 −3

)
. 10.3. B′ =

=

−36 −37 −1530 30 14
26 27 9

. 10.4. B′ =

128 413 514
36 117 145
−61 −197 −245

. 10.5. B′ =

=

 5 5 3
−5 −7 −2
3 6 0

. 10.6. à) φ∗(x̄) = (x̄, b̄)ā. á) φ∗ = −φ. 10.7. à) φ∗(f) =

= xf . á) φ∗(f) = x2f ′′′. 10.8. à) φ∗(X) = AtX. 10.9. v̄1 =
1

3
√
2

 4
−1
1

,
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v̄2 =
1

3

 1
2
−2

, v̄3 =
1√
2

0
1
1

, φ v D =

0 0 0
0 9 0
0 0 −6

. 10.10. v̄1 =

=
1√
10

3
0
1

, v̄2 = 1√
35

 1
−5
−3

, v̄3 = 1√
14

 1
2
−3

, φ v D =

−2 0 0
0 −2 0
0 0 12

.
10.11. v̄1 =

1√
10

2
√
2

−1
1

, v̄2 =
1√
2

0
1
1

, v̄3 =
1√
5

 1√
2

−
√
2

, φ v D =

=

1 0 0
0 −4 0
0 0 4

. 10.12. v̄1 =
1√
2

1
1
0

, v̄2 =
1√
3

−11
1

, v̄3 =
1√
6

 1
−1
2

,
φ

v D =

3 0 0
0 3 0
0 0 9

. 10.13. v̄1 =
1√
2

 1
−1
0

, v̄2 =
1

3

 2
2
−1

, v̄3 =

=
1

3
√
2

1
1
4

, φ v D =

−3 0 0
0 −3 0
0 0 15

. 10.14. v̄1 =
1√
2

−11
0

, v̄2 =

=
1√
6

−1−1
2

, v̄3 =
1√
3

1
1
1

, φ v D =

10 0 0
0 10 0
0 0 7

. 10.15. v̄1 =

=
1√
2


1
0
0
−1

, v̄2 =
1√
2


0
1
1
0

, v̄3 =
1√
2


1
0
0
−1

, v̄4 =
1√
2


0
1
−1
0

, φ v D =

=


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

. 10.16. v̄1 =
1

2


1
1
1
1

, v̄2 = 1√
2


1
−1
0
0

, v̄3 = 1√
5


1
1
−2
0

,

v̄4 =
1√
10


1
1
1
−3

, φ v D =


3 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

.
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