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1. Понятие матрицы. Операции над матрицами
1.1. Теоретические сведения

Терминология и обозначения.
Пусть m ,n  6 N. Матрицей размера т  х п  называется совокупность т п  

чисел, записанных в виде прямоугольной таблицы из m строк и п  столбцов. 
При этом сами числа называются элементами матрицы.

Матрицу обозначают прописными латинскими буквами, при этом саму 
таблицу заключают в скобки (либо круглые, либо квадратные, либо двойные 
вертикальные):

А =
1 2 3
4 5 6

В  = '  1 2 ' 1
0 1 2

Элементы матрицы обозначают строчными латинскими буквами, снаб­
женными двумя индексами: -  элемент матрицы, расположенный в г-й
строке j -м столбце. В этих обозначениях матрица размера т х п  в общем 
виде может быть записана следующим образом:

А  =

(  «11 (1\2 Olra
Й21 «22 • Я-2 п

V O'ml Ято2 0"тп

Используются обозначения :
А = (a,ij) -  матрица А с элементами а^;
Rmxn -  множество всех вещественных матриц размера m  х п.
Матриц размера п х п  называется квадрат,ной матрицей п-го порядка.
Квадратная матрица называется диагональной, если все ее внедиагональ- 

ные элементы a%j ,  г Д j  равны нулю.
Обозначение: d ia g (a n ,. . . ,  ann).
Диагональная матрица, у которой все диагональные элементы равны 

между собой, называется скалярной.
Скалярная матрица, у которой все диагональные элементы равны 1, на­

зывается единичной. Отметим, что для каждого порядка п  существует своя 
единичная матрица.

Обозначение: Е  или I.
Матрица О, все элементы которой равны нулю, называется нулевой.
Квадратная матрица А = ( )  G Rraxra называется верхней (правой) тре­

угольной, если ciij = 0 при г > j ,  и ниж ней (левой) треугольной, если =  О 
при г < j .

Матрица А = ( )  G Rmxra называется верхней (правой) ступенчатой, 
если она обладает следующими свойствами:
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1) если г-я строка нулевая, то (г +  1)-я строка также нулевая;
2) если n e p B B ie  ненулевые элементв1 г-й и (г +  1)-й строк расположенв1 в 

столбцах с номерами Д и Д-щ, то ki < Д+ъ
Эти свойства означают, что все нулеввге строки являются последними и 

что все элементы, расположеннвю слева и под перввш ненулевв1м элементом 
каждой строки, равнв1 нулю.

Если в определении верхней ступенчатой матрицв1 поменятв ролями стро­
ки и столбцы, то получим определение ниж ней (левой)ступенчатой матри­
ца:.

Ступенчатая матрица, у которой ki = г, назвшается трапециевидной.

Операции над матрицами. Две матрица: А = ((%•) и В  = (bij) одина­
кового размера т  х п  назвшаются равными, если

aij =  bij, г =  1 , 2, . . . ,  m, j  = l , 2 , . . . , n

Обозначение: A  = В.
С у м м о й  матриц А = (a^)  G R mxra и В  = (bij) £ R mxra назвшается 

матрица С = (су) G Rmxra, элементв1 которой определенв1 равенством:

Cij = aij + bij, г =  1, 2 , . . . ,  m, j  = 1 , 2 , . . . , п .  (1)

Обозначение: С = А  +  В.
Матрица —А = (—Щу) G R mxra назвшается противоположной к матрице 

Л =  (aij) £ Mmxra.
Свойства операции сложения:
V А, В,  С £ Мтхга и О G Мтхга
1. Л +  Б  =  В  +  Л;
2. (А + В) + С = А  + (В + С)- 
Ъ. А  + О = О + А  = А\
4. А  +  ( -Л )  =  - Л  +  А = О.

Разностью матриц А  = (а^) £ Rтхп и В  =  (bij) £ R mxra назвшается 
матрица X  =  (ж^) G R mxra такая, что Л =  В  +  X.

Обозначение: X  = А  — В.
Очевидно, что для У А, В  £ R mxra существует единственная разноств 

А — В , при этом
А  — В  =  А  +  (—В)  =  (aij — bij).

П р о и звед ен и ем  м а т р и ц ы  А  = (а^) £ R '"x" на  ч и сло  а  £ R назвша­
ется матрица С  =  (cij) £ Rmxra, элементв1 которой определенв1 равенством:

Cij = aaij,  г =  1 , 2, . . . ,  m,  j  = l , 2 , . . . , n .  (2)
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Обозначение: С = а  А.
Свойства операции умнож ения матрицы на число:
V А, В  £ Rmxra и ех,(3 £ М
1. (af3)A =  a(/3A);
2. сх(А -\- В) =  схА -\- аВ]
3. (а  +  (3)А = а А  +  (ЗА;
4. 1 • А =  А;
5. - А  =  ( - 1 ) Л

П р о и звед ен и ем  м а т р и ц  А  = (aij) £ Rmxra и В  = (Ь^) £ Rraxfc называ­
ется матрица С = (cij) £ Rmxfc, элементы которой определены равенством:

П

Cij = Y ,O b b ,j , i = 1,2, . . .  ,т,  j  = 1,2, . . . , к .  (3)
S = 1

Обозначение: С = АВ .
! Произведение А В  определено лишь в том случае, когда число столбцов 

матрицы А  равно числу строк матрицы В .
Свойства операции умнож ения матриц:
1. ( АВ) С = А(ВС);
2. сх(АВ) =  (схА)В =  А(аВ) ,  Va £ R;
3. А ( В + С) = А В  + АС, (А +  В) С = АС  +  ВС,
ввшолненнвю для любв1х матриц А, В,  С,  для которв1х леввю части ра­

венств имееют смвгсл.
Целой положительной степенью А к (к > 1) квадратной матрицы  назв1- 

вается произведение к матриц, каждая из которв1х равна А.
Нулевой степенью квадратной матрицы А  назвшается единичная мат­

рица Е  того же порядка, что и А, т. е. АР =  Е.

Пуств А = (а^) £ Rmxra. Матрица А Т = ( a \ j )  £ RraxmHa3BiBaeTCH т ранс­
п о н и р о ва н н о й  к матрице А, если

a\j = aji, г =  1 , 2, . . . ,  и, j  = l , 2 , . . . , m .

Переход от матрицв1 А  к А Т назвшается транспонированием матрицы А. 
При транспонировании матрицв1 А  ее строки становятся столбцами А Тс теми 
же номерами, а столбцв1 -  строками.

Свойства операции транспонирования матриц:
1. (А + В )т = А Т + В Т -
2. (схА)т =  схАт, Va £ R;
3. (АВ) Т = В ТА Т;
4. (Ат)т = А,
ввшолненнвю для любв1х матриц А, В,  для которв1х леввю части равенств 

имееют смвюл.
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1 2  3П  р и м е р 1. Найти произведение матриц А  = ( ^

Решение. А  £ М2х3, В  £ R3x2 => произведение А В  определено (число 
столбцов матрицы А  равно числу строк матрицы В  и равно трем)
и А В  =  С £ М2х2.

По формуле (3) находим

А В  = [ 1 2 3 ) 2 0 =  С = (  Сп С12
4 5 О / 1 0 I {  С2 1 С22

1-1  +  2 - 2 +  3- 1  Ы  +  2- 0 +  3- 3 | / 8 10
4- 1  +  5 - 2  +  0- 1  4- 1  +  5- 0 +  0- 3 у у 14 4

т.е. -  элементы матрицы С, которые получаются перемножением 
г-й строки матрицы А  на j - й столбец матрицы В.

П р и м е р 2. Найти значение многочлена f (C) ,  если f ( x ) =  ж2 — 2ж +  5;
1 1

С = АВ: А  =

Решение. По формуле (3) С = А В  = ^ ^ 2 ' j ; С 2 = СС  =  ^ ^  ^

Используя формулы (1) и (3) вычисляем

Л С ) = ^ - 2 С + 5Е = (  *  I i ) + 5 ( J  ? )  =  0  “ о 2

1.2. З ад ан и е

1. Найти произведения матриц А В , В  А, ВС, С В, АС, С А, если они опре­
делены.

1. А = ( 1 2 3 ),

3. А  = ( - 1  3 ),

в  = 1; о 4 - i f , С =  1{ 2 4 )Т ■

В  = 1; 1 - 1  f , с =  1; 1 4 ) -

в  = 1' 1 2 Г , с = \ ' 2 0 - 4  )Т
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4. A  = ( 2 О 1 ),

5. A = ( 2 3 ),

6. A = ( 2 О 1 )

В  = О  - 1  " ) ■  C = ( 8  3 1 )

т

В  = ( - 1 1

Б  =  1 - 1

7. А  = ( 1 - 1  1 Б  = 2 О
О 2  У ’

8. А =
1 0 1 
2 - 1 3

т
В = ( 1 2 ) т

9. А  = ( 1 3 ),

10. А  = 1 - 1
2 1

Б  =

Б  =

2 0 
1 2

1 - 2  1
1 1 1

11. А = ( 2 - 3  ) Т , В  = ( 0 3 - 1  )"',т

12. А = ( 9 - 3  ),

13. А = ( 3 1 - 2  )Т,

14. А = ( - 1  5 3 )Т,

тВ =  2 2 Г ,

Б = ( 3  4 ) ,

2 4 1Б  =
0 - 2  3 / ’

1 5 . 2 1 = 1  J  - 4 * ) ,  В  =  ( 3 - 1 ) Т ,

16. А =  ( 1 - 2  5 ), Б  =  ( 3 4 ),

17. А =  ( 4 1 - 3  ),

18. А =  ( 1 3 )Т,

Б  =

Б  =

- 3  0 
1 4

4 1 4
5 2 - 3

т

т

С = 

С = 

С  =

с  =

с  =

с  = 

с  = 

с  = 

с  = 

с  =

с  = 

с  =

1 - 2  О 
2 - 1 3

2 3 1 ) .  

2 - 1 3 ) т

1 0 - 1 )

2 4 0 ) т

1 - 2 . г

- 7  2 3

4 - 1
5 2

3 3 ) .

2 1 - 3

4 4 ) .

3 2 1 ) т

С = ( 2 - 3  4

С = 1 0 - 1  
3 - 2  4

т
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1 9 . Л = ( 3  3 ) ,  В = [  \  2 ) ’ С = ( 2 “ 3 ) '

2 0 . Л = ( 5  1 ) Т, “ 3 2 ) ,  С  =  ( 2 - 3  1 ) Т

21. А = ( О 3 - 1  f ,  В  = ( - 1 2  3 ) ,  С = ( 2  5 f  .

2 2 . А = ( 3  4 ) Т , В = ( 3 “ 2 ) ,  С = ( - 2  - 3 ) .

23. А =  ( 2 - 4  )Т, 5  =  ( 2 3 ) ,  С = ( 0  1 4 ) Т .

24. Л =  Г “ 2 _°3 \  У  В  = { 7 - 2  1 ) ,  С = ( 4  0 - i f .

25. Л =  ( 2 7 ), 5  =  ( - 3  1 f ,  С =  (  “ 3 ° j

26. Л = ( 0  7 ) ,  Б  =  ( 3 2 - 1  f , С = (  3 2 0 ) .

27. А = (  I °„ | , В =  ( 2  - 1  4 ) ,  С = (  2 7 1 ) Т .0 - 2  / ’

т

28. А =  ( 3 5 f , Б  =  (  2 - 1  4 )  ’ С = ( 2 0 - 5  ) .

29. А = ( 1  ”/ ) >  5  =  ( 2  - 4 ) ,  С ( 2 0 —5 f .

3 0 . Л = |  3 - 2 J ) ,  B - ( J  p .  C = f 2  - 5 ' Г

2. Найти значение многочлена /(С )  от матрицы С,  если С = АВ.

1. /(ж) =  ж2 +  Зж -  4, А = ( J I2 з )  5 В  = ( 1 ~ 2
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2. /(ж) =  Зж3 -  4, А

3. /(ж) =  2ж2 +  3, А

4. /(ж) =  2ж2 — ж +  3, А

5. /(ж) =  —2ж2 +  Зж — 5, А

6. /(ж) =  —2ж2 +  5, А

7. /(ж) =  ж2 — 5ж +  1, А

8. /(ж) =  2ж2 +  6ж — 1, А

9. /(ж) =  ж2 — 4ж +  2, А

10. /(ж) =  -Зж 2 +  4, А

11. /(ж) =  Зж2 — ж +  2, А



12. f ( x )  = - 5 x 2 + 2 x - 1 ,  A  =

13. f ( x )  = 4x2 — x  — 2, A  =

14. f ( x )  = —2x2 +  5, A =

15. f ( x )  = - x 2 + 2x -  1, A  =

16. f ( x )  = 2x2 +  x  +  1, A =

17. f ( x )  = 2x3 -  1, A  =

18. f ( x )  =  — 3x2 +  x  +  2, A =

19. f ( x ) =  3x2 -  4, A  =

20. f ( x )  =  —x 2 +  2x — 3, A =

21. /(ж) =  Зж3 — 5, A =

2 - 2  - 1
- 1  0 1

- 3  0 1
0 3 1

1 1 -1  
2 0 - 1  
3 1 0

- 1  0 - 3  
0 2 - 1

- 1 0 - 1 1  
1 1 0  1

3 1 0
0 0 - 1

- 1  0 1 
3 1 1 J  ’

1 0 1 
- 1  - 1  2 
1 0 3

1 - 3  0
1 0 - 3

1 0 2 
0 2 - 1

1 - 1  
В  = I 1 0

1 1

1 1 
5 = 1  0 - 1  

1 0

B  = E.

В  = | 2 0
- 1  0

В  =

в  =

/ 1 - 1
2 2
0 0

V о 1

( 1 0 >

2
1

V о 2 )

/  1 0 >

3
0

\  1 3 }

В  = E.

В  =

В  =

1 1
1 1
1 - 1

3 о
0 - 3
1 о
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I  1 0  \
22. /(ж ) =  5ж2 — ж +  3, A = ( o 2 1 o ) ; Б =  Q1 - 1

V - 1  о )

23. /(ж) =  Зж2 -  2ж -  2, А = 2 2 1 
1 2 2

24. /(ж) =  -Зж 2 -  2, А =
- 1 0  0

2 5 . /(ж) = - ж 2 +  2ж -  5, ^ = ( о  0 - 1  l ) ;

26. /(ж) =  2ж2 — ж +  3, А = - 3
О

2 7 . /(ж) =  4ж2 + ж  -  3, А =
1 1 - 1
2 - 1  1

28. /(ж) =  4ж2 — ж — 2, А =
1 2 О 
0 0 2 / ’

29. /(ж) =  4ж2 -  1, А = 1 2 1
1 - 1  -1

30. /(ж) =  4ж2 +  2ж -  1, А =
1 1 -1  
2 - 3  0

(  3 ”  5 = 1  1
V - 1  з

В  = Е.

5 4 \
1 - 1
2 2
0 1 /
1 0 \
1 0

-1 1
V 2 2 /

12



2. О пределители. Основные методы вычисления определителей.
2.1. Теоретические сведения

Терминология и обозначения.
Упорядоченная совокупность чисел ац, а д , . . . ,  ап , в которой
1) щ  Е  { 1 ,2 ,  —  , гг}, г =  1 , 2 , . . . , п ;
2) oti ^  otj при i ^  j
называется перестановкой из чисел г = 1 ,2 , ,п.
Говорят, что два числа щ  и ау в перестановке ац, 0 :2 , . . . ,  схп образуют ин­

версию (беспорядок), если щ  > cxj при г < j  и порядок -  в противном случае. 
Общее число инверсий в перестановке ад, СХ2 , ■ ■ ■, (хп обозначается символами 
N(a\ ,  (1 2 , ■ ■ ■, ап) или N(a) .

О п р ед елит елем  п -го  порядка  квадратной матрицы А = ((%) называ­
ется сумма всевозможных произведений а\а1а2 а2 ■ ■ ■ апа„ элементов матрицы, 
взятых по одному из каждой строки и каждого столбца, причем, если сомно­
жители в этом произведении упорядочены в порядке возрастания номеров 
строк, то оно берется со знаком (—l) w("). Для обозначения определителя 
приняты символы A, |A |,det А. Итак,

a n Oi2 • 01га
«21 «22 • 02 га

Oral On.2 Orara
Е

a=(ai,a2,...,an)
( - l ) N(a)alaia2a2 ■■■(!;i (4)

где суммирование ведется по всевозможным перестановкам (a i, а д , . . . ,  ап) 
из чисел 1,2, . . .  ,п.

Каждое произведение в сумме (4) называется членом определителя, а чис­
ло ( — l ) w(a) -  его знаком.

Из свойств перестановки следует, что число всевозможных членов опреде­
лителя п-го порядка равно п! и что при п > 2 число положительных членов 
равно числу отрицательных и равно п!/2.

Определение (4) для п = 2 и п = 3 приобретает вид

a n  «12 
« 2 1  « 2 2

—  аца22 — 012021, (5)

Oil 012 013
021 022 023
031 032 033

0 1 1 0 2 2 0 3 3  +  0 1 2 0 2 3 0 3 1  +  0 1 3 0 2 1 0 3 2  — 

-0 1 3 0 2 2 0 3 1  — О12021033  — О ц О г  3^32-
(6)

Свойства определителя.
1. Определитель треугольной матрицы равен произведению диагональ­

ных элементов.
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2. Определитель квадратной матрицы не изменяется при ее транспониро­
вании: |Н| =  \АТ \.

Следствие. В определении (4) определителя можно поменять ролями 
строки и столбцы:

1^1= ^  ( - l ) N â)aai iaa 2 2  ■ ■ .аапП,
a=(ai,a2,...,an)

т.к. эта сумма равна \АТ\.
3. Если одна из строк (столбцов) матрицы целиком состоит из нулей, то 

ее определитель равен нулю.
4. При умножении строки (столбца) матрицы на число ее определитель 

умножается на это число.
5. Если каждый элемент некоторой г-й строки матрицы представлен в 

виде суммы:
&ik = aik С сЦд., к =  1 ,2 , ,п,

то определитель матрицы можно представить в виде суммы двух определи­
телей: А =  А' +  А", где

а ц а  12 (k in

А  = < i  +  < i а 'г2 +  a i2 ■ ®in  A  (kin

(kfll d n 2 (кпП

ац (к12 ■ (kin а ц (к12 ■ (kin

А' = а'и ai2 ■ ®in , А" = a"i
II
г2 ■ а'!in

(knl (кп2 (кпП (knl (кп2 (кпП

6. При перестановке местами двух строк (столбцов) матрицы ее опреде­
литель меняет знак.

7. Определитель матрицы, имеющий две одинаковые строки (столбца), 
равен нулю.

8 . Если одна строка (столбец) матрицы является линейной комбинацией 
других ее строк (столбцов), то определитель матрицы равен нулю.

9. Если к какой-либо строке (столбцу) матрицы прибавить линейную ком­
бинацию других ее строк (столбцов), то ее определитель не изменится.

Определитель к-го порядка, составленный из элементов матрицы 
A  G М"гхга, стоящих на пересечении строк и столбцов с номерами
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Ч < * 2  < • • • < ik и j i  < J2  < • • • < jk  соответственно, назвшается м и н о р о м  
к-го порядка матрица! А  и обозначается

уг1\12-.Лк
h h - i k

а * и 1 ■ a i l 3 k

a i k j 1 ■ ■ а А з к

Минор порядка п — к, оставшийся после ввшеркивания в квадратной
матрице A £ строк и столбцов с номерами i\ < 12 < < ik и
j i <  к  < ■■■< jk  соответственно, назвшается д о п о лн и т ель н ы м  м и н о р о м  

минору  
Число

к м и н о р у  и обозначается

4 * l* 2 -* fc  _  / 1  ' |E p = i ( * P + ip )  у г Н г 2 . . л к
h h —j k  v '  l v l j i j 2 - - - j k

назв1вается а лгебраическим  дополнением  к минору М )1!2'")!.J L J А ''' J К
П р и м е р 3.  Дана матрица

А =

(  2
- 3  
- 1  

V 1

3 
2
4 

- 2

- 4
1
3
5

1 \
О 
2 

7 /
13Найти алгебраическое дополнение к минору М Д .

Решение. Вычеркнем из данной матрицы 1-ю и 3-ю строки, 3-й и Д й  
столбцы. Минор

' - 3  2
1 - 2М з 4  =

является дополнительным к минору М Ц . Алгебраическим, дополнением к 
минору М 3 4  будет

( _ 1 )1+3+3+4м2 =  -
- 3  2

1 - 2
=  -4 .

Теорема Лапласа. Пусть А  £ JЦтхп u k e N ,  l < k < n  — 1. Пусть 
в матрице А  выбраны произвольные к строк (или столбцов). Тогда опреде­
литель матрицы А  равен сумме всевозможных произведений миноров к-го 
порядка, расположенных в выбранных строках (соответственно столбцах), 
на их алгебраические дополнения, т.е.

det А = дл-*1*2•••**: 4 *l*2...*fc 
3 l 3 2 - 3 k  3 l 3 2 - 3 k '

Если в теореме Лапласа ввйратв k = 1 и строку (столбец) с номером г, 
то минорами первого порядка, расположеннвши в г-й строке (столбце), будут
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сами элементы а Д а Д .  Обозначив через алгебраическое дополнение к 
элементу а^,  получим из теоремы Лапласа, что

det А  =  ^  dijAij det А  =  ^  ад Ад.
3 = 1  3=1

(7)

Представление определителя (7) назв1вается разлож ением  определи­
т еля по i-u  ст роке (ст олбцу).

П р и м е р 4. Дана матрица

Найти алгебраические дополнения элементов 2-го столбца. 

Решение.

А 12 =  ( - 1 ) 1+2

^22 =  ( - 1 ) 2+2 

^32 =  ( - 1 ) 3+2

1 5
4 7

-2 0
4 7

- 2 0
1 5

=  13;

=  -14; 

= 10 .

Теорема. Определитель произведения квадратных матриц равен произ­
ведению определителей матриц-сомножителей:

det А В  =  det A  det В.

Основные методы вычисления определителей.

1. П риведение к треугольному виду. Этот метод заключается в пре­
образовании матрицы определителя к такому виду, когда элементы, стоящие 
по одну сторону от главной (побочной) диагонали, равны нулю. Полученный 
определитель по свойству 1 равен произведению элементов главной диагона­
ли (побочной диагонали, умноженной на ( — 1)га(га-1)/2).

Для вычисления определителя таким способом используют м ет од Гаус­
са, который приводит определитель n -го порядка матрицы А = ( а Д  к верх­
нему треугольному виду:

1. Если ац  =  0, то переставляем строки (столбцы) матрицы определителя 
так, чтобы элемент а ц  Д 0.

2. Умножаем 1-ю строку матрицы определителя последовательно на числа 
—d2 i / dn ,  —dsi/ а ц , . . . ,  — dni/ а ц  и складываем со 2-ой, 3-й, .. . n -ой строками 
соответственно, получая нули в 1-ом столбце ниже элемента ац.

16



3. Повторяем процедуру п.1-2, применяя ее к измененной подматрице 
(п — 1)-го порядка, у которой в верхнем левом углу стоит элемент а22  и так
ДЭЛ66.

Замечание. Преобразование определителя легче производитв с целвши 
числами, поэтому диагональный элемент, если возможно, выбирают равнв1м 
единице, меняя строки (столбцв1) местами или вв1нося общий множители 
строки (столбца) за знак определителя.

П р и м е р 5. Вычислить определитель

А

приведением к треугольному виду.
Решение. Вынесем за знак определителя общий множ итель Рой строки:

3 - 9 3 12
-1 5 2 - 3
2 - 2 6 3
0 2 -1 2

1

СО1 1 4
- 1 5 2

СО1

2 - 2 6

со

0 2 - 1 2

А =  3

В полученном определителе ко 2-ой строке прибавим 1-ю и к 3-й строке
1-ю, умноженную на (-2), получим:

А =  3 •

Прибавив к 3-й строке 2-ю, умноженную на (-2), и к 2Г й строке -  2-ю, умно­
женную на (-1), получим:

1

СО1 1 4
0 2

СО 1
0 4 4

Ю1

0 2 -1 2

1

СО1 1 4
0 2

СО 1
0 0 - 2 - 7
0 0 - 4 1

А =  3 •

В полученном определителе к 2Г ой строке прибавим 3-ю, умноженную на 
(-2), получим:

А =  3 •

1 - 3 1 4
0 2 3 1
0 0 - 2 - 7
0 0 0 15
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Таким образом,, данный определитель приведен к треугольному виду, и, сле­
довательно,

А =  3 • 1 • 2 • ( -2 )  • 15 =  -180.

2. М етод  п он и ж ен и я  п о р яд к а  основан на использовании формул (7). 
Формула разложения определителя по строке (столбцу) принимает особенно 
простой вид, когда в этой строке (столбце) все элементы равны нулю, кроме 
одного.

П  р и м е р 6. Вычислить определитель

1 2 4
0 - 1 6  
1  3 1

-2  3 1

методом понижения порядка.
Решение. Вычтем из 3-й строки 2Г ю и получим

А

3 1 2  4 
0 0 - 1 6  
0 3 0 0
2 - 2 3 1

Полученный определитель разложим по 3-й строке:

А =  3 • ( - 1 ) 3+2

Прибавив к 3-му столбцу 2-ой, умноженный на 6, получим:

А =  - 3  •

3 2 4
0 - 1 6  
2 3 1

3 2 16
0 - 1 0  
2 3 19

Полученный определитель разложим по 2-й строке:

А =  - 3  • ( -1 )  • (-1 ) 2 + 2 3 16 
2 19 =  3 • 25 =  75.
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2.2. Задание

Вычислить определитель методом приведения к треугольному виду и ме­
тодом понижения порядка.

1 2 1

СО1

1 2 - 2 2
2

СО 1 - 4
1 1 - 2 1

1 - 1 2

СО

СО 1 2 2
4 2 2 - 2

- 1 2 2
СО1

1 1 1 - 2
2

СО - 1 2СО 4 - 1 1
4

СО - 2 - 1

1 1 1 - 3
2 1 - 1 - 5
1 2 - 1 - 2
3 5 - 6 -1 2

1 - 2
СО1 2СО1 5 2 4
2

СО1 1 2
1 - 1 - 1 _

1 - 2 - 1 2
2 1 2

СО

1

СО 2

СО

4 2 - 1 - 4

1 2

СО - 1 1 1 - 2 1 1 - 2

СО1 5
2 3 2 1

8.
2 3 1 - 1

9.

СО1 5 2 - 1
2 - 1 - 2 1 3 4 - 2 - 1 1 - 1 - 1 4СО 2 - 1 1 4 3 2 - 2 - 2 3 - 1 2

1 - 1 3 2 1 - 2 3 1 1 1 1 - 3
2 - 1 2 - 2

. 11.
4 2 - 2 4

. 12.
2 1 - 1 2

1 2 4 - 1 3 1 2 - 2 3 5 - 6 - 1
- 2 1 - 1 5 1 - 1 3 - 3 1 2 - 1 4

1 2 1 - 2
2 3 1 -1
1 1 - 2 1

- 1 - 2 2 -1

1 1 2 - 2
1 2

СО - 1
2

СО - 1 2СО - 1 - 1

СО

1 - 1 - 1 1
2 - 1 1 2
1 2 - 2 1

- 1 1 - 1 - 2

1 1 2 - 1
2

СО - 1 2СО - 1 - 1 1
1 2

СО - 2

1 - 1 - 1

СО

2 1 - 1 2
1 - 2 2 4

- 2 - 1 1 - 1

1 2 - 1 - 1
2

СО 1 2
- 1 - 1 1

со1

СО со - 1 - 1

1 - 1 3 1 1 - 2 - 1 1 1 1 - 1 1
3 1 2 5

. 20.
2 1 2 - 2

. 21.
- 1 - 2  2 - 1

4 2 - 2 3 4 2 - 1 - 3 2 - 1  - 1 0
1 - 2 3 - 2 1 3 2 2 1 - 1  - 1 1
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1 1 1 2 1 1 - 1 3 1 -2 - 3 1

22. 2
1

1 -1  
2 -1

1
- 2 23.

- 1  - 2  
2 1

- 1
2

2
- 2 . 24. 2

3
-3
-5

1
- 2

1
-1

3 5 - 6 1 - 2  -1 1 3 -1 1 1 1

1 - 1 - 2 1 1 - 2 - 3 - 2 1 - 2 1 1

25.
- 1
3

2
- 2

3
1 -

1
-1 . 26.

3 - 5  
2 - 3

- 2
1

2
1 . 27.

1
2

3
1

-2
1

- 1
5

2 1 - 3  --2 - 1  1 1 3 2 1 -1 1

1 1 - 1  --1 2 2 - 1 1 2 3 11 5

28.
2

- 1
1

- 2
2

- 1
1
1 . 29. 4 3 - 1  

8 5 - 3
2
4 30.

1
2

1
1

5
3

2
2

- 2 - 1 1 1 3 3 - 2 2 1 1 3 4
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3. Обратная матрица.
3.1. Теоретические сведения

Терминология и обозначения.
Матрица А -1 называется обрат ной к  м а т р и ц е  А, если

А А - 1 = А ~ 1А = Е.

Матрица А, для которой существует обратная матрица, назвшается обрати­
мой.

Из определения следует, что обратимой может 6 b i t b  лишв квадратная 
матрица, так как равенство А А ~ г = А ~ гА  возможно лишв для квадратных 
матриц А  и А -1 одинакового порядка.

Кваратная матрица А  назвшается вырожденной (особенной), если |А| =  О, 
и невырожденной (неособенной), если |М| ф 0.

Пуств А = (aij) G Rraxra. Матрица

(  А п А-12 ■ • А \ п  ^
т

(  А п A 21 • • Aral ^

А  =
А-21 А-22 • А  2га =

Al2 А 22 • А га2

V Д п А га2 А п п  ! V А  1„ А  2га A n n  /

составленная из алгебраических дополнений А у к  элементам a%j матрицв1 А  
назвшается присоединенной к матрице А.

Теорема (критерий обратимости). Матрица обратима тогда и толь­
ко тогда, когда она не вырождена.

Обратная матрица ввшисляется по формуле

1
| М | А

(8)

Свойства обратной матрицы.
1. Е ~1 =  Е, так как Е  ■ Е  = Е
2. |А _ 1 | =  1 / |А |,  так как |М| • |А _ 1 | =  1.
3. ( А - 1) - 1 = А, так как А А -1 = А _1А = Е.
4. (А Т)~1 =  (А~1)т, так как (А~1)тА т =  (АА~ 1)Т =  Е т =  Е.
5. (А В ) -1  =  В ~ 1А ~ 1, так как ( А В ) (В ~ 1А ~ 1) = Е.

Вы числение обратной матрицы.
С оотнош ение (8) д ает  явнвш вид обратной матриции Оно полезно в тео­

ретических исследованиях и соверш енно неэф ф ективно дл я  практического  
ввш исления (разве что дл я  матриц второго порядка) вследствие болвш ого  
объем а требуемв1х ввшислений. Д л я  получения обратной матрицв1 к матрице  
n -го порядка согласно (8) требуется вбш ислитб п2 определителей (п — 1)-го
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порядка и один определитель n -го порядка. В вычислительной математике 
используются различные дополнительные приемы вычисления обратной мат­
рицы, которые по объему вычислений равносильны вычислению всего лишь 
двух определителей n-го порядка. Рассмотрим один из таких методов, в ос­
нове которого лежит метод Гаусса:

1) формируем расширенную матрицу (А\Е)  приписыванием к матрице А  
справа матрицы Е  того же порядка;

2) с помощью метода Гаусса, производя элементарные преобразования 
только над строками, приводим сформированную расширенную матрицу 
к виду (Е\В)  , что всегда возможно, если А  не вырождена.

Элементарными преобразованиями матрицы называются преобразования 
следующих типов:

а) перестановка двух строк (столбцов) матрицы;

б) умножение строки (столбца) матрицы на число, отличное от нуля;

в) прибавление к одной строке (столбцу) матрицы другой ее строки (соот­
ветственно столбца), умноженной на любое число.

Тогда А -1 =  В.

П р  и м е р 7. Выяснить, существует ли  матрица, обратная матрице

А  =

и если существует, то наити ее.

Решение. Так как det А = —6 ф 0, то матрица А  невырожденная и А - 1  

существует.
Способ 1. Найдем, матрицу А  по формуле (8). Алгебраические дополнения 

соответствующих элементов матрицы А:

0 2 0 2 0 0
3 1 =  -6 ; А\2 = - - 1  1 =  —2; А п = - 1  3Ап =

А-21 =  —

Аз1 =

Следовательно,

0 1 1 1 1 0

3 1
—  3 ;  А 22 —

- 1  1

1сосм

- 1  3

0 1 1 1 1 0

0 2
=  0 ;  А 32 =  —

I 
О

2

сосо1

I 
О

0

0;

=  - 3 ;

0.

- 6  3
А~ = - - 1 - 2  2  - 2

0 - 3  0
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Способ 2. Найдем А  1 с помощью расширенной матрицы и метода Гаус­
са. Составим расширенную матрицу

О О
1  О о
О 1  о
О О 1

Прибавим к 3-й строке 1-ю, получим

1 О 1 I 1 О О >\
О О 2 О 1 О
О 3 2 1 О 1 )/

■-ю строки, тогда

1 О 1 | 1 О О >
О 3 2 1 О 1
О О 2 I О 1 О }1

Прибавив ко 2-й строке 3-ю, умноженную на (-1), получим

Умножив 2-ю строку на 1/3, а 3-ю-на 1/2, имеем,

1  О О
1/3 - 1 /3  1/3

О 1/2  О
О 1  О
О О 1

Вычтем из 1-й строки 3-ю, тогда

( 1 О о 1 1
О 1 о 1/3

V О О 1 О

(  1 - 1 /2 О \
А = 1/3 - 1 /3 1/3 =

V о 1/2 О /

- 1/2
- 1 /3
1/2

- 6

СО О
- 2 2 - 2

О

СО1 О
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Найти матрицу, обратную данной, если она существует, двумя способами:



4. Ранг матрицы.
4.1. Теоретические сведения

Терминология и обозначения. Рангом ненулевой матрицы называет­
ся максимальный порядок ненулевв1х миноров этой матрицы. Ранг нулевой 
матрицв1 по определению считается равнвш нулю.

Обозначение: rg A, rang А  и др.
Из определения вв1текают следующие фактик

1) ранг матрицв1 не превосходит ее размеров: если А  £ М"гхга, то 
rg А  < min(m, п);

2) равенство rg А = г > 0 равносилвно ввшолнению двух условий:

а) в матрице А  существует ненулевой минор r -го порядка,
б) любой минор более высокого порядка равен нулю.

Пуств rg А  = г > 0. Любой ненулевой минор r -го порядка этой матрицв1 

назвшается базисным минором, а строки и столбцы, в которвш расположен 
базисный минор, -  базиснвши строками и столбцами.

Разумеется, у матрицв1 может 6 b i t b  не один базиснвш минор, но все они 
имеют один и тот же порядок, равнвш рангу этой матрицы.

М етод Гаусса вычисление ранга матрицы.
Теоретическую основу этого метода для решения данной задачи состав­

ляют следующие фактик
-  ранг верхней (нижней) трапециевидной матрицв1 равен количеству нену- 

левв1х строк (соответственно столбцов);
-  элементарные преобразования не изменяют ее ранга;
-  любая матрица элементарнвши преобразованиями строк и столбцов при­

водится к трапециевидной форме.
Метод Гаусса ввшисления ранга матрицв1 состоит в приведении этой мат­

рица: элементарнвши преобразованиями к верхне (нижней) трапециевидной 
форме и подсчете ее ненулевв1х строк (столбцов).

П р и м е р 8. Найти 'ранг матрицы

А =

Решение.

А  =

1 2 - 1 1 3 - 4  \
1 3 4 - 1 1
5 1 6 5 - 7

V 7 0 7 7 - П /

(  2 - 1 1 3 - 4  \
1 3 4 - 1 1
5 1 6 5 - 7

V 7 0 7 7 - П /
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Поменяем местами 1-ю и 2-ю строки чтобы на
ница:

(  1 3 4 -1 1 \
2 -1 1 3 - 4
5 1 6 5 - 7

1 7 О 7 7 - П /
Умножим 1-ю строку матрицы на -2, -5, -7 и при
2-й, 3-й, 4-й строкам, получим

( 1 3 4 -1 1 \
О -7 - 7 5 - 6
О О О О О

V О О О -1 О /
Поменяем местами 3-ю и 4-ю строки и 3-й и ^-й

(  1 3 -1 4 1 N
О - 7 5 - 7 - 6
О О -1 О О

V о О О О О

rgA =  3, так как трапециевидная матрица имеет три ненулевых строки.

4.2. Задание  

Найти ранг матрицы:

1.

3.

5.

/  2 
6 
6

V 4
/  1

3 
1

V 2
/  1

1 
2 
3

- 1 1 2  3 \
- 3  2 4 5
- 3  4 8 13
- 2  1 1  2 J

2 .

2 3
6 5 
2 7 
4 2

2 3 
4 5 
9 8
7 7

- 2  1 \
- 4  3 
- 4  1
- з з  У

1 \
2 
3 
2

4.

6 .

V 5 7 9 2 /

/  6 4 5 2
3 2 4 1
3 2 - 2  1

V 9 6 1 3

/  6 3 2 3
4 2 1 2
4 2 3 2

V 2 1 7 3

/  3 2 5 2
6 4 7 4
3 2 - 1  2

V 6 4 1 4

3 \
2 
О
2 У

4 \
3 
1
2 У

7 \
5

- 1 1  
-1 3  /

26



/  2 7 4 5 8 \
4 4 8 5 4
1 - 9  - 3  - 5  -1 4

V 3 5 7 5 6 /

/  3 4 3 9 6 \
9 8 5 6 9
3 8 7 30 15
6 6 4 7 5

/  2 5 -8 8 6
4 3 -9 9 5
2 3 -5 7 3

V 1 8 - 7 12 6

/ 1 2 0 2 1 \
3 4 2 6 5
0 1 -1 0 -1

V 2 5 -1 4 1

/ 1 3 5 1 0 \
2 1 1 3 0
1 -1 0 2 1

V 3 -1 - 3 5 0

/  i 2 3 4 1 \
5 6 7 8 0
1 -1 2 0 2

V 1 2 1 2 - 2 )
/  2 1 0 -1 3 \

1 1 2 0 1
4 3 4 -1 5

v  - 1 0 2 1 2

/  3 1 -4 1 2 \
l 1 3 - 2 0
5 3 2 - 3 2

V 7 3 -5 0 4 )

6 - 2  3 4 9 \
3 - 1 2  6 3
6 - 2  5 20 3 /

/ 2 - 1 3  - 7 5 \
6 - 3  1 - 4 7
4 - 2  14 -31 18

V 6 - 3  17 - 38 23 /

/  3 —2 5 4 2 >
6 - 4  4 3 3
9 - 6 3 2 4

\  12 - 8  8 6 6 /

/  1 0 2 - 1  \
2 2 2 2

- 2  3 - 7  8
3 1 5 - 1

V 1 1 1 1 /

/  1 0 2 4 1 \
3 2 1 0 1
1 1 - 1  0 1

\  5 4 2 - 4  1 /

/ 1 0  3 5 1 \
2 1 - 1  0 1
1 1 0  2 1

V - 1  1 - 1 0  -15 - 2 /

/  2 - 1 0 3 5 \
3 3 9 0 12
4 0 4 4 12

V 1 2 5 - 1  5 /
/  3 2 - 1 1 ° ^

6 1 2 3 1
l 1 - 1 0 1

V 4 3 - 2 1 1 /
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23.

25.

/  4 1 2 - 3 0 \
2 1 3 0 1
2 0 1 - 1 3

V 0 0 - 2 - 2 - 4 /

1 2 1 3 5 0 \
- 1 - 1  1 0 2
0 - 1  5 5 4

V 2 0 8 10 4 /

24.

26.

(  5 3 2 1 0 \
2 1 0 - 1 - 1
1 1 2 3 2

V 2 1 0 - 1 - 1 /

/ 1 2 4 1 \
1 6 8 5

- 2 0 - 4 2
3 0 6 - 3

V 5 1 11 - 4  У

27.

29.

/ 2 2 0 2 \
3 1 - 1 - 1
1 1 2 5
0 - 1 3 5

V - 1 0 1 2

/ 5 4 3 2 1 \
- 1 4 0 2 —1
3 1 0 2 3

V 3 - 1 3 - 2 - 1 )

28.

30.

( 3 5 1 0 - 2 \
l 2 3 2 - 1

- i 1 2 1 0
V 3 2 - 4 - 3  - 1 /

/ 4 1 2 7 \
- 2 - 1 0 - 3
- 2 2 - 6 - 6
2 3 - 4 1

V 6 1 4 11
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