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П реди слови е

В предложенном учебном пособии в краткой форме изложены необходи­
мые теоретические сведения по теории билинейнв1х и квадратичнв1х форм. 
Данный раздел линейной алгебрв1 является базоввш для всего курса данной 
дисциплины.

В конце пособия приведенв1 индивидуалвнвге задания, которвю помогут 
получитв наввжи решения задач по теории линейнв1х операторов.

Автор благодарит студентов факулвтета информатики Горецкую Т.А., 
Кузянина М.С. и Комарову М.С. за участие в подготовке пособия, а также 
обращается к читателям с просвбой направлятв свои ot3bibbi о данной мето­
дической работе на кафедру прикладной математики СГАУ. Все критические 
замечания будут рассмотренв1 и по возможности учтенв1 при следующих из­
даниях.
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1 Б и л и н ей н ы е и к в ад р ати ч н ы е  ф о р м ы  в л и н ей н ы х  п ростран ­
ствах

1.1 Б и л и н ей н ы е ф о р м ы

Будем рассматривать формы в вещественном линейном пространстве. 
Пусть С— вещественное линейное пространство.
Числовая функция f ( x , y ) ,  аргументами которой являются всевозможные 

векторы х , у  G С, называется билинейной формой (билинейным функциона­
лом), если У x , y , z  G С,УХ G К выполняются соотношения:

• f ( x  + z ,y)  = f ( x ,  у) +  f ( z ,  у );

• f ( x ,  y + z) = f ( x ,  у) +  f ( x ,  z);

• /(Аж, у) = X f ( x , y );

• f ( x , Xy)  = Xf (x ,y) .

Билинейная форма называется симметричной (кососимметричной), если 

f ( x ,  у) = f (y ,  х) ( f (x,  у) = - f ( y ,  х)).

П р и м ер ы  би ли н ей н ы х ф орм .

1. Скалярное произведение (х , у ) в вещественном евклидовом простран­
стве является симметричной билинейной формой.

2. Если f (x) ,g(y)  -  линейные формы, х , у  G С, то f (x)g(y)  -  симметричная 
билинейная форма.

Т еорем а 1. Билинейная форма f(x,y) при заданном в п-мерном линейном  
пространстве базисе е =  (е\, в2, ■ ■ ■, еп) может быть однозначно представ­
лена в следующем виде

П

f {x,  у) = £  агзХгУз, (1)
i,j= 1

где
aij  =  f ( e i , e j ) ,  (2)

а Xi,yi -  координат,ы в базисе е векторов х  и у соответственно.
П  П

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть х  = ^  аущ, у =  ^  yjej -  разложение
г=1 j =1

векторов х и у по базису е.
Так как форма f ( x ,  у) линейна по каждому из аргументов х и у согласно 

(1), то
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n  n  n  n
f { x , y )  =  / ( E  Ягвг, E Vjej )  =  E /(eo e ^ X i y j  =  E a-ijXiVi-

i =  1 j = l i)i=l
Чтобы доказать однозначность этого представления, предположим, что 

для f i x ,  у) справедливо представление (1) с некоторыми коэффициентами 
a,ij. Беря в (1) х = &i, у =  ej мы сразу же получим выражения (2) для коэф­
фициентов Clij. □

Представление (1) называется общим, видом билинейной формы в произ­
вольном базисе.

Пусть А е = (ciij),i,j = 1,2, ...,п  -  матрица билинейной формы в базисе е.

f i x , у) = х те А еуе, f { x , у) = у те А ех е. (3)

Представления (3) называются компактными представлениями билинейной 
формы в базисе е. Первое из равенств (3) проверяется непосредственно, вто­
рое равенство можно получить транспонированием обеих частей первого.

Т еорем а 2. Билинейная форм,а является симметричной тогда и только 
тогда, когда ее матрица в произвольном базисе е является симметричной.

f i x ,  у) = f{y,  х)<^ А е = Ajf.

Д о к а з а т е л ь с т в о .
Н еобходим ость.
f ( x j У) =  /(у , Ж),
fi&ii&j') — fi&ji&i)'! Т.е. Clij — (Iji.
Д остаточ н ость .
Ае = А Те ,
f i x ,  у)  =  У е А ^Хе =  У е А еХе =  f ( y , x ) .  □

Т еорем а 3. Матрицы билинейной формы в базисах е и /  =  еРе^ /  свя­
заны соотношением

A f = P ^ f A e P e ^ f ,

где Ае, A f  — соответственно матрицы в базисах е и f  , a Pe^ f — матрица 
перехода.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно (3), с одной стороны,

f i x ,  у )  =  Х ^ А е у е =  ( Же =  Ре_>/Ж/, уе =  P e^ f X f y f  ) =

= x Tf Pj_^f A ePe^ f y f .

С другой стороны f i x , у) = x ^ A f y f .  Отсюда, с учетом произвольности 
х, у следует утверждение теоремы. □

С ледствие. rgAe = rgAf ,  так как матрица Pe^ f — невырожденная, а 
умножение справа и слева на невырожденную матрицу говорит о том, что мы 
производим элементарные преобразования, неизменяюгцие ранга матрицы.
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Рангом билинейной формы будем называть ранг ее матрицы в произволь­
ном базисе.

Билинейная форма называется вырожденной, если ее ранг меньше раз­
мерности пространства, в котором она определена.

П  р и м е р 1. Составить матрицу билинейной формы:
1. х ху2 -  Зацуз +  7х2у3 +  x 2yi -  Зж3у1 +  7х3у2 +  х 3у3.П
2 .  Е  ХгУг-

г=1
Решение.
1 .

0 1
СО1

1 0 7со1 7 1

2 . Е е  Мгахга.

1.2 К в ад р ати ч н ы е  ф о р м ы .

Рассмотрим симметричную билинейную форму f ( x ,  у) в вещественном ли­
нейном пространстве С.

Квадрат,ичной формой (функцией , функционалом) будем называть веще­
ственнозначную функцию f ( x , x ) ,  полученную из симметричной билинейной 
формы путем замены у на х, где х е  С.

Соответствующую билинейную форму называют полярной к квадратич­
ной форме f ( x , x ) .

Связь между квадратичной и полярной формой:
f(.X, у) = l ( f ( x  + у , х  + у ) ~  f (y,  у) -  f ( x ,  х)).
В базисе е квадратичная форма f ( x ,  х) с матрицей А е = ( )  может быть 

записана в следующем общем виде:
П

f ( x , x )  = Е (PjXiXj,
*>1=1

G’ij —
или в компактной форме f ( x , x )  = х() А ех е-
Рангом квадрат,ичной формы будем называть ранг ее матрицы в произ­

вольном базисе.
Квадратичная форма вырожденная, если ранг формы меньше размерно­

сти пространства, в котором она определена.
П  р и м е р 2. Составить матрицу билинейной формы и записать со­

ответствующую ей квадратичную форму в двумерном пространстве, если 
билинейная форм,a: f ( x , y ) =  2х\у\ — Х\у2 — х 2у\ — Ъх\у2.

Решение. Матрица билинейной формы будет иметь вид
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Соответствующая квадратичная форма:
f ( x ,  X ) =  2 х \  — Х \ Х 2 — Х2Х\  — 5^2 =  2 х \  — 2Х\ Х2 — 5^2-

В и д ы  к в ад р ати ч н ы х  ф орм .

1. Квадратичная форма f ( x ,  х) назвшается положительно ( отрицатель­
но ) определенной, если Ух ф в f ( x , x )  > 0 ( f ( x , x )  < 0 ).

2. Квадратичная форма назвшается знакопеременной, если Эх, у G С, та­
кие, что одновременно ввшолняются f ( x , x )  > 0 и f ( y , y ) < 0 .

3. Квадратичная форма назвшается положительно полу определенной 
(отрицательно полу определенной), если Ух f ( x , x )  > 0 ( f ( x , x )  < 0) и 
Эх ф в, при котором f ( x ,  х) =  0.

Т еорем а 4. Пусть f ( x , y ) — симметричная билинейная форма, поляр­
ная к положительно определенной квадрат,ичной форме f ( x , x ) ,  тогда фор­
ма f ( x ,  у) определяет скалярное произведение в вещественном евклидовом 
пространстве.

Д о к а з а т е л в с т в о .  Если число, назвшаемое скалярнвш произведе­
нием векторов х  и у,  обозначитв символом f ( x ,  у) ,  то эти аксиомв1 запишутся 
следующим образом:

1) f i x , У) =  f ( y , x ) ;
2 ) f ( x  + y, z)  = f ( x , z )  + f (y, z)]
3) f ( \ x , y )  = \ f (x,y)- ,
4) f { x , x )  > 0, f { x , x )  > 0, x  Ф 9.
Так как билинейная форма f ( x , y ) полярная квадратичной форме f ( x , x )  

симметрична, то аксиома 1) ввшолняется. аксиомв1 2) и 3) в сочетании с тре­
бованием симметрии ВБ1полненБ1 в силу определения билинейной формии Ак­
сиома 4) ввшолняется, так как квадратичная форма f ( x ,  х )  положителвно 
определена. Значит билинейная форма определяет скалярное произведение в 
вещественном евклидовом пространстве. □

1.3 П ри веден и е к вад р ати ч н о й  ф о р м ы  к  кан оническом у  виду.

Рассмотрим различнвге меодв1 приведения квадратичной формв1 к сумме 
квадратов, т. е. рассмотрим методв1 BBi6opa такого базиса /  =  ( / \, / 2 , . . . ,  f n ) 
в линейном пространстве С, по отношению к которому квадратичная форма 
представляется в следующем каноническом виде:

f i x ,  х) = Xixj  +  \ 2х \  +  . . .  +  \ пх 2п , (4)

Х \ , Х 2, ■ ■ ■ , х п -  координатв1 х  в базисе / .
Коэффициентв1 Ai, А2 , . . . ,  Ага в ввфажении (4) назвшаются каноническими 

коэффициентами.
Так как каждому преобразованию базиса отвечает неввфожденное линей­

ное преобразование координат, а неввфожденному преобразованию коорди­
нат -  преобразование базиса, то вопрос о приведении формв! к каноническому
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виду можно решать путем выбора соответствующего невырожденного преоб­
разования координат.

М етод  Л а гр ан ж а .

Т еорем а 5. Любая квадратичная форма f ( x , x ) ,  заданная в п-мерном ли ­
нейном пространстве С, с помощью невырожденного линейного преобразо­
вания координат, может быть приведена к каноническому виду (4).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Проведем доказательство теоремы методом 
Лагранжа. Основная идея этого метода заключается в последовательном до­
полнении квадратного трехчлена по каждому аргументу до полного квадра­
та.

Будем считать, что f ( x ,  х) ф 0 (если форма f ( x ,  х) =  0, то ее матрица 
в любом базисе состоит из нулевых элементов, и поэтому такая форма по 
определению имеет канонический вид в любом базисе) и в данном базисе 
е =  (ei, ег , . . . ,  е„) имеет вид

Убедимся, во-первых, что с помощью невырожденного преобразования 
координат форму f ( x , x )  можно преобразовать так, что коэффициент при 
квадрате первой координаты вектора х  будет отличен от нуля.

Если в данном базисе этот коэффициент отличен от нуля, то нужное невы­
рожденное преобразование является тождественным.

В случае, если а ц  =  0, но отличен от нуля коэффициент при квадра­
те какой-либо другой координаты, то с помощью перенумерации базисных 
векторов можно добиться требуемого результата. Ясно, что перенумерация 
является невырожденным преобразованием.

Если же все коэффициенты при квадратах координат равны нулю, то 
нужное преобразование можно получить следующим способом. Пусть, на­
пример, я>12 ф 0. (Напомним, что f ( x ,  х) ф 0 и поэтому хотя бы один коэф­
фициент ац отличен от нуля). Рассмотрим следующее невырожденное пре­
образование координат (определитель матрицы этого преобразования равен 
2 , и поэтому это преобразование невырожденное):

После этого преобразования коэффициент при x f  будет равен 2a i2 и по­
этому отличен от нуля.

Итак, будем считать, что в соотношении (5) а ц  ф 0. Выделим в выраже­
нии (5) ту группу слагаемых, которые содержат Х\ .  Получим

П
(5)

*j = i

х[ =  Х\ — Х2, 
х '2 =  Х\ +  Х2, 
х\ = хц г = 3, 4, . . . ,  п.
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/ ( ж , ж ) = а ц ж 2 +  2a \2XiX2 +  . . .  +  2ainx \x n +  У  « ш ч -  (в)
i,3 = 2

Преобразуем выделенную группу слагаемых следующим образом:

2 , 0  , , о (  , а 12 , , а 1 п \ 2I о    I I о ^   I I  г . . . + ж „ -----  —

(7)

а ц х  1 +  2 а 12Ж1Ж2 +  • • • +  2 a i n x \ x n =  а ц  Ж1 +  Х2  Ь . . .  +  ж,.
\  а ц  а ц  J

а \ 2 2 а ы  2 a i 2 a i3 n a i n - i a i n
— —Хо — . . . ----- — ж„ — 2 -------- ж2ж3 -  . . .  -  2 ------------ х п - \ х п .

а ц  а ц  а ц  а ц

Очевидно, ввфажение (6 ) можно теперв переписатв так:

/  \ 2 п
/ ( ж ,  ж) =  a n  ( Х\  Л Х2 +  • • • Н - Х п ) +  V  a*,XiXj ,

\  а ц  а ц  J ^  J
г,з=2

где а*^—коэффициенты при XiXj,  полученные после преобразования. 
Рассмотрим следующее невв1рожденное преобразование координат:

/ a i2  а ы
х х =  х \  Л ж2 +  . . . Н  х п ,

а ц  а ц

ж'2 =  ж2 ,

С помощвю этого преобразования и представления (7) для /(ж, ж) получим

П

/(ж,ж) =  ац(ж /1) 2 +  ^  а*ух\х'у (8)
0 = 2

Итак, если форма /(ж, ж) ф 0, то с помощвю неввфожденного преобра­
зования координат эту форму можно привести к виду (8 ).

П

Обратимся теперв к квадратичнй форме фф афх\хф Если эта форма тож-
0 = 2

дественно равна нулю, то вопрос о приведении /(ж, ж) к каноническому виду
П

решен. Если же форма фф a*,XiXj ф 0, то мы можем повторитв рассужде-
0 = 2

ния, рассматривая преобразования координат хф ■ ■ ■ ,х'п , аналогичнв1е опи- 
саннв1м BBime, и не меняя при этом координату хф Очевидно, такого типа 
преобразования координат хф хф ■ ■ ■, х'п будут невБфожденнвши.
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Ясно что за конечное число шагов мы приведем квадратичную форму 
f ( x , x )  к каноническому виду (4).

Отметим, что нужное преобразование исходник координат Х \ , Х 2 , ■ ■ ■ , х п 
можно получитв путем перемножения найденных в процессе рассуждений 
невырожденных преобразований. □

З ам ечан и е  1. Базис, в котором квадратичная форма имеет канониче­
ский вид, назвшается каноническим. Отметим, что канонический базис опре­
делен неоднозначно.

З ам ечан и е  2. Если форма f ( x , x )  приведена к каноническому виду (4), 
то, вообще говоря, не все канонические коэффициентв1 Aj отличнв1 от нуля. 
Оставляя в (4) лишв отличные от нуля Aj и перенумероввшая их заново, 
получим следующее выражение для f ( x , x) :

f ( x ,  х) =  Х\х2 +  А2Ж2 +  . . .  +  \ гх 2. (9)

Ясно, что г < п. Так как ранг квадратичной формв1 по определению равен 
рангу ее матрицв1 в любом базисе, то из (9) и условия Aj ф 0 при г = 1,2, . . .  , г  
вв1текает, что ранг формв1 равен г. Таким образом, число отличник от нуля 
канонических коэффициентов равно рангу квадратичной формы.

М етод  Я коби .

При некоторвк дополнительных предположениях о квадратичной форме 
f ( x ,  х) можно указать явные формулы перехода от данного е =  (ер е г ,..., ега) 
базиса к каноническому е' = ( е[ ,  е2, и указать явные формулы кано­
нических коэффициентов Ар

Введем понятие треугольного преобразования базисных векторов.
Преобразование базисных векторов е =  (ер в2 , . . . ,ега) называется тре­

угольным., если оно имеет следующий вид:

e'i =  еь
e;2 =  ощв! +  е-2,
е'3 =  a 3iei +  а 32е2 +  е3, (10)

е'п =  OLniei +  ехп2^2 +  ••• +  ега.

Пусть f ( x , x ) — квадратичная форма. И пусть А — матрица квадратичной 
формы в базисе е.

а ц  а ц  
«21 «22

А п =  |Я| — угловые минорыПусть Ai =  а ц , А 2 =  

матрицы А.

Т еорем а 6 . Пусть угловые миноры матрицы квадрат,ичной формы 
f ( x ,  х) отличны от нуля. Тогда существует единственное треугольное пре­
образование базисных векторов е\, в2 , ■~,&п , которое приводит эту квадра­
тичную форму к каноническому виду.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Коэффициенты bij квадратичной формы f ( x , x )  
в базисе ё  вычисляются по формулам

bij = / ( 4 е$)- (n )

Используя равенства (10) и линейное свойство квадратичной формы 
f ( x , x )  по каждому аргументу, легко заметить, что соотношения (11) будут 
выполнены, если будут выполнены соотношения:

/ ( е ь еД =  0 , / ( е 2,еД =  0 ... / ( e ,_ i ,e ')  =  0 , j  = 2 ,3 ,...,n . (12)

Запишем формулы (12) в развернутом виде. Для этого подставим в левые 
части этих формул выражение

e'j = +  CXj2&2 +  ••• +  a j j—lej —l T Cj (13)

из соотношений (10). Используя далее свойство линейности f ( x , x )  по каждо­
му аргументу и обозначение /(ед  еД =  Щу, получим в результате следующую 
систему уравнений для неизвестных коэффициентов сг,д:

OLj\(l\\ +  Ctj2(li2 +  ... +  CX,jj—\(l\j—\ +  d\j — 0,
Otjl(l2l +  Otj2&22 +  ••• +  a j j - l a2j - l  +  0-2 j =  0 , (14)

—ii T C4j2(^j—12 T ... 4̂  —iT?—lj—i T d j —ij 0 ,

Определитель этой системы равен Aj_i-  По условию A j- i  ф 0- Следователь­
но, система (14) имеет единственное решение. Таким образом, можно постро­
ить единственное треугольное преобразование базисных векторов, с помощью 
которого квадратичная форма f ( x , x )  приводится к каноническому виду. □

Приведем формулы, по которым можно вычислить коэффициенты сод ис­
комого треугольного преобразования и формулы для канонических коэффи­
циентов A j. Используя формулу Крамера находим выражение для коэффи­
циентов:

<*ji =  (- 1}a+JA^ , (15)A j- i
где A j - i , i  минор матрицы А ,  расположенный на пересечении строк этой мат­
рицы с номерами 1, 2, ...j — 1 и столбцов с номерами 1, 2,..., г — 1, г + 1 ,..., j. Так 
как j - й столбец должен стоять на г-ом месте, а мы приписываем его справа, 
то необходимо домножить на знак перестановки j - го столбца на г-е место. 

Вычислим канонические коэффициенты A j.
=  ъп =  e'j) = Д еТ ej) =  / ( ei > an ei + oij2&2 + -  + a j j - i e j - i  + еД =

=  CXijClji +  (Xj2Cij2 +  ••• +  (Xj j—l a j j —l  +  &jj -
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Подставляя выражение (15) для с^д, % =  1,2, ...,J — 1 в правую частв 
последнего соотношения, найдем

А ,=

=  (—l) J+1A j- i, ia j i  +  ( - l ) J+2AJ_ i )2aj2 +  ••• +
Aj ~i

Числитель последнего соотношения представляет собой сумму произве­
дений элементов строки с номером j  в определителе A j на алгебраические 
дополнения этих элементов в указанном определителе. Следовательно, этот 
числитель равен A j. Поэтому 

Хз = Э = Ъ , . . . , п ,

Ai =  /(e 'i, е[) =  / ( e b ei) =  an  = A b

П р  и м e p 3. С помощью метода Якоби вычислить коэффициенты тре­
угольного преобразования и канонические коэффициенты, если квадратичная 
форм,а имеет вид:

f ( x ,  х ) =  2х \  +  ЗД  +  жз — дх\Х2 +  2х\х?, — 2x 2X3.

Решение.
Так как форма квадратичная, то матрица ее будет симметричной:

2 —2 1 \
- 2  3 - 1  .
1 - 1 1 /

А !  =  2; Д 2 =  2; А 3 =  1.
Л: =  2 ; Л2 =  ^  =  1; Л3 =  %  = ±.
OL21 =  —|  =  —1 ; 0:31 =  — а 32 =  0 .

1.4. З ак о н  ин ерци и  к в ад р ати ч н ы х  ф о р м

Мы уже отмечали, что ранг квадратичной формы равен числу отличных 
от нуля канонических коэффициентов. Таким образом, число отличных от 
нуля канонических коэффициентов не зависит от выбора невырожденного 
преобразованияа, с помощью которого форма приводится к каноническому 
виду. На самом деле при любом способе приведения формы к каноническо­
му виду не меняется число положительных и отрицательных канонических 
коэффициентов. Это свойство называется законом инерции квадратичных 
форм,.

Т еорем а 7 (закон  ин ерци и  к в ад р ати ч н ы х  ф о р м ) . Число положи­
тельных и отрицательных коэффициентов в каноническом виде квадратич­
ной формы не зависит от способа приведения формы к этому виду.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть е й / -  канонические базисы квадратичной
П  П

формы f ( x ,  х) ранга г и для х  = Xid  =  yifi
i= 1 i= 1
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f  (ж, ж) — ( i \x\  T о.2ж2 T • •• T dpX^ — Дэ+iTp-ri — ••• — arx 2, 

f ( x ,  x)  =  b i y j  +  b2y \  +  ... +  бр'Ур/ -  V+12/J+1 -  ••• “  ЬгУг,

где сц > 0, bi > О, г =  1, 2,..., г. Необходимо доказать, что р = р '.
1) Докажем, что р < р '. Предположим,что это не выполняется, т.е. р > р '. 

Рассмотрим два подпространства С\ и С2\
b-'i =  £(ei, е2, ..., ер), С 2 =  £,(fp>-|_i, f p'-\-2, ..., /«,)>
dim (£ l П £ 2) =  d i m ^ i  + d im £ 2 — dim (£i +C 2) =  p + ( n —p') — dim (£i + C2). 
Так как dim (£i +  C2) < n, p > p \  to  dim (£i П C2) > 0.
Следовательно, существует жо Д в и жо G dim (£i P| C2).
Пусть x 0 = a \ t \  +  a 2e2 +  ...apep =  (3p,+1f p,+1 +  ... +  (3n f n .
Тогда

/(ж 0 , t 0) =  aicnf +  a2a l  +  ... +  apa 2 =  -  V + i/^ + i -  ••• -  • (16)

Так как xq Д 61, то a \a \  +  +  ... +  apa 2 > 0, — V+i/^p'+i — ••• — < 0-
Это противоречит (16), и значит, р < р1.

2 ) р > р '  доказывается аналогично. □

Введем обозначения:
Д  = р -  положительный индекс инерции — число положительных коэф­

фициентов в каноническом разложении квадратичной формы.
i -  = q -  отрицательный индекс инерции — число отрицательных коэффи­

циентов в каноническом виде квадратичной формы. 
г -  ранг квадратичной формы. 
s = р — q — сигнатура квадратичной формы.
Вид квадратичной формы

/(ж, х) =  х \  +  ж2 +  ... +  Хр — х 2+1 — ... — х 2 (17)

называется нормальным.

Т еорем а 8  (кр и тер и й  зн акооп ределен н ости  к вад р ати ч н о й  ф о р ­
м ы ). Д ля  того чтобы квадратичная форма, заданная в п-мерном линейном  
пространстве Сп, была знакоопределенной, необходимо и достаточно, что­
бы в случае положительной определенности р = п, а в случае отрицатель­
ной определенности q = п.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н еобходим ость.
Пусть форма /(ж, ж) положительно определена. Тогда выражение (17) 

примет вид /(ж, ж) =  х \  +  х \  +  ... +  х 2.
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Если при этом р < п, то из последнего выражения следует, что для ж Д в 
с координатами

Х\ — О, Х2 — 0, • • •, Хр — 0, Хр-|л Д О , . . . ,  хп Д О

форма /(ж, х) обращается в нулв, а это противоречит определению положи- 
телвно определенной квадратичной формы, поэтому р = п.

Д остаточ н ость . Пусть р = п. Тогда соотношение (17) имеет вид
f i x ,  х) =  х \  +  х \  +  ... +  х^-
Ясно, что /(ж, х) > 0, причем, если /(ж, ж) =  0, то х \ = Ж2 =  • • • =  хп =  О, 

т.е. ж =  в. Следовательно, /(ж, ж) -  положительно определенная форма.□

З ам еч ан и е . Для выяснения вопроса о знакоопределенности квадратич­
ной формы с помощью указанного признака мы должны привести эту форму 
к каноническому виду.

Т еорем а 9 (кри тери й  зн акоп ерем ен н ости  к вад р ати ч н о й  ф о р м ы ).
Д ля  того чтобы квадратичная форма была знакопеременной, необходимо и 
достаточно, чтобы р Д 0 и q Д 0 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н еобходим ость. Так как знакоперемен­
ная форма принимает как положительные, так и отрицательные значения, 
то ее представление (17) в нормальном виде должно содержать как поло­
жительные, так и отрицательные слагаемые (в противном случае эта фор­
ма принимала бы либо неотрицательные, либо неположительные значения). 
Следовательно, как положительный, так и отрицательный индексы инерции 
отличны от нуля.

Д остаточн ость . Пусть р Д 0 и q Д 0.
Тогда для вектора х' =  (0, 0 . . .  0, хр+\ , . . . ,  х п) имеем / ( х ' , х') <  0, а для век­
тора х" =  (х\,  Ж2 , • • •, Хр, 0, 0 , . . . ,  0) имеем f i x " , х") > 0. Следовательно, фор­
ма f {x,  ж) является знакопеременной. □

Т еорем а 10 (кри тери й  полуоп ределённ ости  к вад р ати ч н о й  ф о р ­
м ы ). Д ля  того, чтобы квадратичная форм,а /(ж, ж) была полу определённой 
необходимо и достаточно, чтобы выполнялись соотношения: 

для положительной полуопределённости: р < п, q = 0 ; 
для отрицательной полуопределённости: q < п, р = 0 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим случай положительно полуопре- 
делённой квадратичной формы. Случай отрицательной полуопределенности 
рассматривается аналогично.

Н еобходим ость. Пусть форма /(ж, ж) положительно полуопределенная. 
Тогда, очевидно, р < п и ^  =  0 ( если бы р = п, то форма была бы положи­
тельно определённой).

Д остаточ н ость . Если р < п, q = 0, то f i x ,  ж) > 0 и для 
ж =  (0 , 0 , . . . ,  хр+1, . . . ,  х п) имеем /(ж, ж)=0 , т.е. /(ж, ж) -  положительно полу­
определенная форма. □
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П  р и м e p 4.
Дана квадратичная форма /(ж, х) =  Х\ 2 +  4х\Хз +  ж22 +  2x 2X3 +  4жз2, 
(п = 2). Определить вид формы.
Решение.

-ж 2 = (х\ +  2ж3)2 +  (ж2 +  ж3) 2 -  ж32.
Произведём замену: 

ух =  Ж1 +  2ж3;
У2 = ж2 + ж 3 ; 
Уз = ж3.
Получим: у \ 2 +  у22 -  Уз2-
Следовательно, форма является знакопеременной (р = 2, q = 1).

К р и тер и й  С и львестра .
Пусть форма /(ж, ж) в базисе е =  (ер е2, ■ ■ ■, ега) определяется матрицей 

А  =  iflij')'

Т еорем а 11 (кри тери й  С и львестра).
Длл того, чтобы квадратичная форм,а была положительно определённой 
необходимо и достаточно, чтобы были выполнены неравенства

Д ля  того, чтобы квадратичноая форм,а была отрицательно определённой, 
необходимо и достаточно, чтобы знаки угловых м  и норов чередовались, при­
чём А \  < 0 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н еобходим ость. Докажем сначала, что из 
условия знакоопределенности квадратичной формы /(ж, ж) следует Aj Д 0 .

Убедимся, что предположение Д*. =  0 ведет к противоречию -  при этом 
предположении Эх Д 9, при котором квадратичная форма обращается в ноль, 
что противоречит знакоопределенности формы.

Итак, пусть Ад, =  0. Рассмотрим следующую квадратную однородную си­
стему линейных уравнений:

Ж12 +  4жзжз +  ж22 +  2ж 2 ж з  +  4жз2 =(ж !2 +  4жзжз +  4жз2) +  (ж22 +  2ж2жз +  жз2)

п

*>1=1
и пусть

A l — dll,  Л 2
а ц  a i2 
« 2 1  « 2 2

An = \A\.

A i > 0 , Д 2 > 0 , . . . , Д га > 0 .

ацЖ1 +  й х 2Х 2 +  . . . +  Oxkx k — 0 
Й21Ж1 +  0,22 х 2 +  • • • +  d2kx k = 0

& k l x l  +  d k 2 x 2 +  • • • +  d k k x k — 0
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По предположению Ад, =  0, следовательно, однородная система линейных 
уравнений имеет нетривиальное решение. Далее умножим последовательно 
первое уравнение на х \, второе -  на Х2, последнее уравнение -  на ад и сложим 
все к уравнений. В результате получим равенство

Е dijXiXj = О,
*j = i

левая часть которого представляет собой значение квадратичной формы 
для х = (х \ ,Х2, ...,Хк,0, ...0) ф 0. Это значение равно нулю, что противоречит 
знакоопределенности формы.

Итак, мы убедились, что Aj ф 0, г = 1, 2 , . . . ,  п. Поэтому мы можем приме­
нить метод Якоби приведения формы к сумме квадратов и воспользоваться 
формулами для вычисления канонических коэффициентов:
Ai =  A i, Л2 =  ду, ..., \ п = ДпД  •
Т. к. квадратичная форма положительно определённая, то Ai, А2 , ■■■, Ага > 0, 
следовательно, все Aj > 0 .

Если же f ( x ,  х) -  отрицательно определенная форма, то все канонические 
коэффициенты отрицательны и знаки угловых миноров будут чередоваться, 
причем A i < 0 .

Д остаточ н ость . Пусть все Aj > 0, где г = 1,2, ...,п , т.е. угловые миноры 
отличны от нуля, поэтому мы снова можем использовать метод Якоби.

Aj > 0, следовательно, все A j > 0, отсюда по определению следует, что 
квадратичная форма будет положительно определённой.

Если же знаки Aj чередуются и A i < 0, то все канонические коэффици­
енты A j < 0, т.е форма будет отрицательно определенной.□

П р и м е р 5. Дана квадратичная форма: 
f ( x ,  х) =  2х \ 2 +  ЗЖ2 2 +  X ; 2 — 2 х \ Х 2  +  2х\Хц — 2X2X3, (п =  3 ) .
Определить, является ли эта форм,а знакоопределённой.

Решение.
2 - 2 1 \

- 2 3 - 1 , Аз
1 - 1 1 /o'Л следовательно,

= 2 , А 2 —
2 2 
2 3 =  2 > 0 , А 3 =  \ А\ = 1 > 0 .

Все Aj > 0, следовательно, квадратичная форма положительно опреде­
лённая.
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2. Б и л и н ей н ы е и к в ад р ати ч н ы е  ф о р м ы  в ком плексном  ли н ей ­
ном простран стве

Пусть Vn -  комплексное линейное пространство. Комплекснозначную 
функцию двух аргументов f i x , у), где х , у  G V, будем называть полуторали­
нейной формой, если V х,у,  z G Vn, VA G С выполняются соотношения:

1) f i x  +  V,z) =  f i x ,  z) +  f ( y ,  z)]
2) f ( x ,  y  +  z) = f ( x ,  y)  +  f ( x ,  z)]
3) f ( \ x , y )  =  Af ( x , y) \
4) f ( x , X y )  =  X f ( x , y ) .

Полуторалинейную форму называют эрмитовой, если

f i x , у) = f (y ,  х) Ух, у е  V.

Пусть ei, 62, еп - базис в комплексном линейном пространстве. Рассмот­
рим следующее выражение:

п

f i x , у )  =  а У Х гУг (18)
i , j=1

где CLij = fie-i, ej ) .
Матрица А е = (ау),  г, j  = 1, 2,..., п  называется матрицей полуторалиней­

ной формы, а вид (18) называется общим видом полуторалинейной формы.
Компактное представление полуторалинейной формы имеет вид

f ( x , у) = [х\еТ А е[у]е = [у]еА т[х\е. (19)

Ранг полуторалинейной формы -  это ранг её матрицы.
Полуторалинейная форма называется вырожденной, 

если гg f i x , y )  < dim(Vra).
Т еорем а 12. Полуторалинейная форм,а является эрмитовой тогда и 

только тогда, когда её матрица в любом базисе является эрмитовой.

Т еорем а 13. Матрицы полуторалинейной формы f ( x ,  у) в базисах е и 
f  Ае и A f  связаны соотношением

A f = Р  e^ f A ePe^ f

Пусть Vn - комплексное линейное пространство, a  f ( x ,  у) -  эрмитовая по­
луторалинейная форма. Числовая вещественнозначная функция f ( x , x ) ,  ко­
торая получается из эрмитовой полуторалинейной формы заменой у на ж, 
х  G Vn, называется эрмитовой квадрат,ичной формой. Соответственно f i x ,  у) 
называется полярной полуторалинейной формой к эрмитовой форме.
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Эрмитова форма может быть представлена в виде

П

! { х , х )  =  ^ 2  a i j X i X j ,  

i,j=l

Clij — Clij *
Запись в компактном виде:

f ( x ,  х) = [x]jAe [х\е = [х\еА еТ [х\е.

К ан о н и ч ески й  ви д  к вад р ати ч н о й  ф о р м ы  в ком плексном  
линейном  пространстве.

где г - ранг квадратичной формы, dim(Vra) =  п.
Метод Лагранжа приведения к каноническому виду применим и для эр­

митовой формы. Изменение алгоритма состоит лишь в том, что на каждом 
шаге определяется полный квадрат модуля.

Остаются справедливыми формулы метода Якоби, закон инерции квад­
ратичных форм и критерий Сильвестра.

П  р и м е р 6 . Составить матрицу данной эрмитовой полулинейной 
формы в двумерном пространстве и записать соответствующую квадра­
тичную форму. Определить по критерию Сильвестра вид формы. 

f ( x ,  у) = 2x i y i  +  (1 +  г)х1Щ +  (1 -  %)х2у\ -  Ъх2у2- 
Решение.

f ( x , x )  = А Д Д  +  \ 2 \х2\2 +  ... +  Аг |жг |2

f ( x , x )  = 2 \х\ \ 2 +  (1 +  г)х\х2 +  (1 -  г)х2х \ -  5\х2\2,
А \ = 2 >  О, А 2 = —12 < 0, форма является знакопеременной.
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3. Б и л и н ей н ы е и к в ад р ати ч н ы е  ф о р м ы  в евкли довом  п ростран ­
стве

Пусть билинейная форма задана в евклидовом пространстве £п . Справед­
лива следующая теорема о специальном представлении такой формы.

Т еорем а 14. Пусть f ( x ,  у) - билинейная квадратичная форма, опреде­
лённая в евклидовом пространстве £п, тогда существует единственный 
оператор <р : £п -л  £п , такой, что справедливо равенство:

f i x , у) = (х,<ру) Ух, у е £ п (15)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть у -  любой фиксированный элемень про­
странства £п , тогда f {x ,  у ) представляет собой линейную форму аргумента
х.

Л ем м а . Пусть f ( x )  -  линейная форм,а в вещественном евклидовом про­
странстве £п . Тогда существует единственный элемент h G £п, такой, что 
выполняется:

f ( x )  = (x,h),  У х е £ п . (16)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1) Выберем произвольный ортонормированный 
базис e i , e2 , ...,ега. Рассмотрим элемент h, координаты которого в выбранном 
базисе определяются соотношениями

h k =  Д е Д .  (*)

П

Таким образом, h = h = [h\, h2, ..., hn).
г=1

П
Пусть х = Хгвг. Используя свойства линейной формы и равенство (*), 

г=1получим
п  п  п

f i x )  =  f ( J 2 Xi ei ) =  ^ Xi f i ei) =
i =  1 i =  1 i =  1

n
Так как в ортонормированном базисе (х, К) = Y1 х гЫ, то получаем, что 

f ( x )  = (x,h).
2) Докажем единственность. Пусть h\  и h,2 -  два вектора таких, что с 

помощью этих векторов форма f ( x )  может быть представлена в виде (16). 
Очевидно, Ух G £п 
{xi ,hi )  = [xi , h2),
{xi ,hi )  -  { x i , h2) = 0 ,
[xi ,hi  -  h2) = 0 ,
Так как x  - произвольный, предположим, что он равен h\ — h2. Получаем: 
{hi — h2, h\ — h2) = 0. Это возможно тогда и только тогда, когда h\ — h 2 =  в,
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следовательно, h\ = h,2- П

Поэтому по лемме можно указать такой однозначно определенный эле­
мент h G £п , что f ( x , y ) =  (х , h). Итак, каждому элементу у £ £п по правилу 
(15) ставится в соответствие единственный элемент из £п . Таким образом, 
определен оператор р: h = ру.  Из свойств билинейной формы и скалярного 
произведения следует линейность этого оператора.

2) Докажем единственность оператора р.  Пусть p i , p 2 ~ Два оператора та­
ких, что с помощью этих операторов форма f ( x ,  у) может быть представлена 
в виде (15). Очевидно, для Ух, у справедливо соотношение (х, р\у)  = (х, Р2У), 
из которого следует равенство (х, р \ у  — Р2У) =  0 .

Полагая в этом равенстве х  = р \ у  — р 2У найдем

{ р гу  -  р 2у , р \ у  -  р 2у)  =  0.

Таким образом, р \ у  =  Р2У, т-е- f i  =  f 2- П

С ледствие. Наряду с равенством (15) справедливо

f ( x ,  у) = (<рх, у) Ух, у G £п (17)

Т еорем а 15. Пусть f ( x , y ) -  билинейная форма, определённая в евкли­
довом пространстве £п и пусть [/ ] е =  В  -  матрица линейного оператора, 
фигурирующего в равенстве (17), причем е -  ортонормированный базис. То­
гда

о-ij =  bij, i, j  = 1 , 2 , ...,п, 

где ciij ~ элементы матрицы билинейной формы в этом базисе.

П П
Д о к а з а т е л ь с т в о ,  = (рщ, еД =  ( J ]  bi k e k , еД =  bik(&k,  еД. Так

k=1 k=1
как базис е -  ортонормированный, то из всех слагаемых последней суммы 
не равно нулю будет лишь то, которое получается при k = j,  следовательно, 
&ij =  b i j  □.

Т еорем а 16. Билинейная форм,a f ( x , y ) ,  определённая в евклидовом про­
странстве £п, является симметричной тогда и только тогда, когда опера­
тор р, фигурирующий в (17), является самосопряженным

f(%,y) = f ( y , x )  (р х , у ) =  (х,ру) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .
Н еобходим ость, (рх,  у) = f ( x ,  у) = f (y ,  х) = (рх,  у) = (х, ру).
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Д остаточ н ость . f ( x ,  у) = (<рх, у) = (х , <ру) = (<ру, х) = f (y ,  х).  □ 

П ри веден и е к вад р ати ч н о й  ф о р м ы  к  кан оническом у  виду
в ортонорм ированн ом  базисе.

Т еорем а 17. Пусть f i x ,  у ) -  симметричная билинейная форма, опре­
делённая в £п , тогда существует ортонормированный базис e i , e2 , . . . ,era и 
вещественные числа Х\, Аг, •••, Хп, такие, что Ух G £п справедливо представ­
ление

П

f ( x , x )  =  iXi2,
г=1

где[х\е = (x i ,X2 , ...,хп)Т .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для билинейной формы справедливо 

f i x ,  У) = (<рх,у).
Так как она симметричная, то по предыдущей теореме <р будет самосо­

пряжённым. Для самосопряжённого оператора можно указать ортонормиро­
ванный базис ei, е г ,..., еп из собственных векторов этого оператора. Пусть 
Ai, А2 , ..., Хп ~ собственные значения, отвечающие собственным векторам и

П  П

пусть X = Хгвг- Тогда (рх = Хх = \ X i eA- 
i= 1 i= 1

f ( x , x )  = (<рх,х), т. к. базис е \ , в 2, ■ ■■,еп ~ ортонормированный, то получим:

П

i<px,x) = f { x , x )  = ^ 2  XiXi2. □
i= 1

З ам еч ан и е . Канонический базис квадрат,ичной формы f ( x ,  х) совпадает 
с ортонормированным базисом из собственных векторов сопряженного опе­
ратора, а канонические коэффициенты -  с отвечающими им собственными 
значениями.

Пусть А -  матрица линейного оператора и матрица квадратичной формы 
в базисе е.
А  =  M e =  [ f ( x , x ) ] e

"  ::: " Л
О • • • Хп /

Л =  Р _ 1е^ е/1 Р е^ е/, где Ре^е ' ~ ортогональная, т.е. Р -1е^ е/ =  /.

П р и м е р 7. Найти канонический вид квадрат,ичной формы 
f {x,  х) =  Ъх\ +  &Х\Х2 +  Ъх\, к которому она приводится ортогональным 
преобразованием и указать одно из таких ортогональных преобразований
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(71 =  2).

A =

5 -  Л
=  (5 -  Л)2 -  16 =  25 -  ЮЛ +  Л2 -  16 =  Л2 -  ЮЛ +  9,

Решение.
5 4 
4 5 

4
4 5 -  Л
Л1 =  1, Л2 =  9,

/(ж ', ж') = (ж; ) 2 +  9(ж'2)2

Для того, чтобы найти ортогональное преобразование, с помощью 
которого форма приводится к каноническому виду, необходимо найти со­
ответствующие собственные векторы для собственных значений, проверить 
их на ортогональность и пронормировать, выписать по столбцам в матрицу 
перехода.
Хр =  Pp.—>е'Хр.

Рр^р' =  \

Х\
Х2

±  1 1 
л/2 V - 1  1

JU Y
х 2

О дноврем ен ное при веден ие д в у х  к в ад р ати ч н ы х  ф о р м  к  
кан оническом у  виду.

Т еорем а 18. Пусть /(ж, у) и д(х, у) - симметричные билинейные формы, 
определённые в вещественном линейном пространстве, причём квадратич­
ная форма, полученная из билинейной формы д(х,у)  является положитель­
но определённой. Тогда существует базис е\, е2, ■■■, еп, в котором справедливо 
представление

П

/(ж,ж) =  ^ Л ж 2, (18)
г= 1

п

у(ж,ж) =  ^ ж 2, (19)
г=1

где х е =  (жь ж2, •• •; Хп).
Д о к а з а т е л ь с т в о .
Так как у (ж, у) является полярной к положительно определенной квадра­

тичной форме д(ж, ж), то по теореме

(ж, у) =д(х , у ) .  (20)
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Введя таким образом скалярное произведение, мы переходим в евклидово 
пространство £п . Для £п по теореме (представление квадратичной формв1 в 
каноническом виде в ортонормированном базисе): f ( x , x )  = ^ А ж |.

С другой стороны, в любом ортонормированном базисе (х,х)  = д(х,х) .

П

д(х,х)  = ^ x j .  □
г=1

Один из способов поиска общего базиса, в котором формв1 f ( x , x )  и д(х,х)  
имеют канонический вид (18) и (19) состоит в следующем.

Пуств А  =  [ f ( x , x) ] e ,  Л =  [ f (x,x)]e>,
В  = [д(х,у)]е, Е  = [д(х,х)]е>, д(х,х)  -  положителвно определенная,
Л =  PfF_>e> АРе->е/ ,

А =  ( Р Ц ) - ' к { Р ^ ) - \
Е  = Pj_^e,B P e^ e', 
B  = { P ^ e, ) - lE{Pe^ ej ) - \
В ~ 1 =  Ре^ е’Р т / ,

В - 1 А  = К 1 е ' Н С ( ^ е ' ) “ 1Л ( Р е ^ е О “ 1 =  Р е^ е 'А (Р е^ ) ~ \
B ~ l APe^ eJ =  Ре^ е/Л -  получили определение собственник значений и 

собственник векторов матрицв! (В ~ 1А).

\В~1А  — \ Е \  = 0 ,

\ A - \ B \  = 0 .

П  р и м е р 8 . Проверить, что по меньшей мере одна из двух данных 
форм является знакоопределённой. Найти замену координат,, приводящих 
эти две формы к нормальному, и записать канонический вид этих форм, 

g = х \  +  2х\Х 2 +  3^ 2,
/  =  Ах\ +  16Ж1Ж2 +  6^ 2-

Решение.

в = ( !  з ) -  Л = ( 1  в
\А — ХВ\ = 0, Ai =  5, Л2 =  —4, 

f ( x ' , x r) = Ъх'\ — 4t'22,
п ( _|_ rpt ^у  у кВ  ̂ кВ J  кВ | кВ 2  *
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З ад ан и е

1. Дана матрица билинейной формы в базисе ei, ег, ез, и соотношения 
между новыми и старвши базиснвши векторами. Найти матрицу билинейной 
формв1 в новом базисе е^, е^, еф

; 0 1 \
1 . | 2 . 1 1 - 1 0  3.

1 Л4. | 5. | 2 0 1 I 6 .

0 2
7. I 8 . | 3  0 - 1  | 9.

- 2  1

/ 1 2 1 '

0
2 6

1 - 1 1 1 /
1 1

СО

1 0 1 |
2 0 1 /

1

' 2 0 0
1 - 1 1

- 1 2 1

e'i =  ei +  е2 -  2е3 e'i =  ei +  е2 +  | е 3
0. е2 =  fe i -  е2 1. е2 =  2ei -  е2

ез =  —ei +  ег +  ез е'з =  — ei +  ег +  ез

e'i =  ei +  ег —  Зез e'i =  ei +  е2 -  4е3
2 . е2 =  |  ei — е2 3. е2 =  t ei -  е2

е'з =  — ei +  ег +  ез е'з =  —ei +  ег +  ез

e'i =  ei +  е2 +  | е 3 e'i =  ei +  е2 -  5е3
4. е2

СМ11 5. е 2 =  fe i -  е2
е'з =  — ei +  ег +  ез е'з =  — ei +  е2 +  ез

e'i =  ei +  е2 +  | е 3 e'i =  ei +  е2 +  ез
6 . е 2

СМ3̂13̂ю
1 7. е 2 =  fe i -  е2

е'з =  —ei +  ег +  ез е'з =  —ei +  е2 +  ез

ei =  ei +  е2 +  4е3 ei =  ei +  е2 +  | е 3
8 . е 2

4=  fe i -  е2 9. е'г =  3ei +  е2
е3 =  —ei +  ег +  ез е'з =  —ei +  е2 +  ез

Номер варианта состоит из двух цифр - номера матрицв1 и номера 
системы. Например, вариант 46 - четвертая матрица, шестая система.

2. Преобразоватв квадратичную форму по методу Лагранжа и найти 
матрицу перехода к новому базису

1 . х \  +  Ах\Х2 +  4ж1Жз +  4ж2жз +  4х\ 2 . 4х\ +  4х\Х2 +  8Ж1Ж3 — Зж  ̂+  4жд

3. 4ж| +  8Ж1Ж2 +  4ж1Жз +  х \

4. 4х\ +  8Ж1Ж2 +  4ж1Жз +  3^2 — х \
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5. x \  +  4жзж2 +  4 ж1Ж3 +  3x1  +  4ж2 ж3 +  х \

6 . х \  +  4 ж 1Ж2 +  4ж2 ж3 +  Жд

7. х \  +  2х \Х2 +  2 х \ Х з  — 3 ^ 2  — 6 ж2ж3 — 2 ж |

8 . х \  +  4 ж 1Ж2 +  2 x i X 3 +  3 ^ 2  +  2 ж2ж3 +  х \

9. х \  +  4 ж 1Ж3 — х \  — 2ж2 ж3 +  4 ж |

10 . х \  +  2 ж 1Ж2 +  2 ж 1Ж3 +  х \

1 1 . х \  +  4 ж 1Ж2 +  4 ж 1Ж3 +  8 ^ 2  +  1 2 ж2 ж3 +  4жд 

1 2 Л х \  +  4 ж 1Ж2 +  8 Ж1Ж3 +  5 ^ 2  +  8 ж2 ж3 +  4 ж |

13. 4x1  +  8 ж 1Ж2 +  4 ж 1Ж3 +  8 ^ 2  +  4ж2 ж3 +  Жд

14. х \  +  8 Ж]Ж2 +  4 .Ж1Ж3 +  5 ж |  +  8 ж2жз +  4ж§

15. х \  +  4 ж 1ж2 +  4 ж 1ж3 +  5жз +  12ж2 ж3 +  7жд

16. х \  +  4 ж 1ж2 +  4 ж 1ж3 +  8 жз +  16ж2ж3 +  7жд

17. х \  +  2 ж 1ж2 +  2 ж 1ж3 +  5жз +  10ж2 ж3 +  4жд

18. х \  +  4 ж 1ж2 +  2 ж 1ж3 +  5жз +  6 ж2 ж3 +  Жд

19. х \  +  4 ж 1Ж3 +  Жз +  2ж2 ж3 +  4жд

20. х \  +  2 ж 1Ж2 +  2 ж 1Ж3 +  2жз +  4ж2 ж3 +  2 ж |

2 1 . х \  +  4 ж 1Ж2 +  4 ж 1Ж3 +  4ж2 ж3 +  2 ж |

22 . 4ж* +  4ж1Ж2 +  4ж1Ж3 — Зжз +  2ж|

23. 4ж^ +  8 Ж]Ж2 +  4 ж 1Ж3 +  х \

24. 4 х \  +  8 Ж1Ж2 +  4 ж 1Ж3 +  Зжз — 4 ж |

25. х \  +  4 ж 1Ж2 +  4 ж 1Ж3 +  Зжз +  4ж2 ж3 — Жд
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