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П реди сл ови е

В предложенном учебном пособии в краткой форме изложены необхо­
димые теоретические сведения по теории линейнв1х отображений. Данный 
раздел линейной алгебрв1 является базоввш для всего курса данной дисци- 
плины.

В конце пособия приведенв1 индивидуалвнв1е задания, которвю помогут 
получитв навв1 ки решения задач по теории линейнв1х операторов.

Авторв1 благодарят студентов ф акулвтета информатики Бороданова М.С. 
и Силакову М.В. за участие в подготовке пособия, а такж е обращается к 
читателям с просвбой направлятв свои o t 3 b ib b i  о  данной методической работе 
на кафедру прикладной математики СГАУ. Все критические замечания будут 
рассмотренв! и по возможности учтенв! при следующих изданиях.
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1. Л инейн ы е операторы  в л ин ей ны х п ространствах
1Л О п р едел ен и е и п ростейш и е свойства

Пусть Сп и Ст линейные пространства размерности т и п  соответственно.
Оператором, действующим из Сп в £ т , называется отображение вида 

<р : Сп -э  £ т , которое каждому элементу х  £ Сп ставит в соответствие эле­
мент у  £ Ст .

Обозначения: р (х )  =  у, (рх = у, 
где у -  образ элемента х, а х  -  прообраз элемента у.

Оператор называется линейным, если У х \ ,х 2 £ £ ra,VA £ R(C) выполня­
ются соотношения:

1) p {x i + х 2) = p {x i)  + р ( х 2);

2) р { \{ х \ ) )  = \р { х \ ) .

Если Ст представляет собой множество R(C), то линейный оператор на­
зывают линейны м  функционалом  или линейной формой.

Обозначение: f ( x ) .
Линейный оператор, действующий из Сп в Ст , иногда называю т линей­

ным отображением.
Если пространство Ст совпадает с пространством Сп , то линейный опе­

ратор р  : Сп -л  Сп называют линейны м  преобразованием  пространства Сп .
Д ва оператора р и ф  называются равными, если

р (х )  = ф{х), Vx £ £ п .

П рим еры  лин ей ны х операторов.

1. Оператор (преобразование) е : Сп -л  Сп , который каждый элемент
х  £ Сп переводит в х, является линейным и называется тож дествен­
ным, оператором,.

2. Оператор 0  : Сп -л  £ т , который каждый элемент х  £ Сп переводит 
в нулевой элемент в £ £ т , является линейным и называется нулевым  
оператором,.

3. Пусть Рп -  пространство вещественных многочленов степени не выше 
п. Оператор р  : Рп -о Рп- \ ,  определенный правилом р(р(х)) = р'{х), 
где р(х) £ Рп , является линейным и называется оператором дифферен­
цирования.

4. Изоморфизм р  линейных пространств Сп и С'п является линейным опе­
ратором, действующим из Сп в С'п .
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5. Растяжение (сжатие) элементов пространства Сп в одно и то же число а  
раз является оператором в пространстве Сп . Такой оператор назвшается 
оператором подобия: ф : Сп —>■ Сп , фх = а х , х  G Сп .

П ростей ш и е свойства л ин ей ного оператор а.

Из определения вв1текают следующие свойства линейнвк операторов.

1. Линейнвш оператор переводит нулевой элемент в нулевой элемент: 
р{вф) = р(0  ■ х) =  0 • р (х)  = вр, 0\ G Сп , 02 G Ст .

2. Линейнв1 Й оператор сохраняет линейную комбинацию, т.е. переводит 
линейную комбинацию элементов в линейную комбинацию образов с 
теми ж е коэффициентами:

(  П \  П
=  ^ U i t p X i .  

г=1 )  i=l

3. Линейнв1 Й оператор переводит линейно зависимую систему элементов в 
линейно зависимую.

З адан и е лин ей ного оператора.

Свойство 2° говорит о том, что для задания линейного оператора 
<р : Сп -э  Ст достаточно определитв его толвко на элементах е\, е2, • • •, еп 
некоторого базиса пространства Сп . Зная элементв1 р е \,  р е 2, • • •, реп можно

П

однозначно найти образ любого элемена х  = фф адщ G Сп :
i=i

П

р х  = ^  x ipe-i G Cm-
i=l

Т еорем а 1. Пусть е \ ,е 2, ■ ■ ■ ,еп -  базис линейного пространства Сп , а 
g i ,g 2, ■ ■ ■, g-n ~ произвольные элемены линейного пространства Ст . Тогда су­
ществует единственный оператор р  : Сп -л  Ст , который переводит эле­
менты  ер  ег, • • •, ега линейного пространства Сп в элементы gi, g2, ■ ■ ■, gn 
линейного пространства Ст соответственно.

Д о к а з а т е л в с т в о .  Построим искомвш оператор, положив для
П

каждого элемента х  = фф аде» G Сп
г=1

П

рХ = ^ Х г й г .  (1)
г=1
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Из единственности разложения элемента х  по базису следует, что правило
(1) однозначно оределяет образ элемента х, при этом, как легко проверитв,

<pei = gi} г =  1,2

Линейности построенного оператора ввггекает из линейности координат. Опе­
ратор ip единственный, так как если ф любой другой линейный оператор, пе­
реводящий элеменв1 е\, ег, ■ ■ ■, ега в д\, д2 , ■ ■ ■, дп , то

п  п  п
фх = ф(  ̂  х г&г) = Y ,  х гФег =  Z  х г9г = Vх , Ух G Сп => ip = ф. □  

i=l  г= 1 г= 1
С л едстви е. Д ва оператора р, ф : Сп —>■ Ст равнв1 тогда и толвко тогда, 

когда они одинаково определенв1 на элементах базиса Сп .

1.2 М атрица лин ей ного оп ератор а

Пуств е\, в2 , • • •, еп -  базис линейного пространства Сп , 
а / i , / 2 5***) f m  ~ базис линейного пространства Ст .
По теореме из предвщущего параграф а оператор р  : Сп -э  Ст однозначно 
определяется заданием элементов р (е\) ,  <Де2)> • • •, р (еп ), которв1е однозначно 
определяются своими координатами в базисе / ,  т.е. коэффициентами разло­
жений

p ( e i )  = ац/l + 021/2  + • • • + dml f rn,  
р { в 2 ) =  012/1  +  022/2  +  • • • +  d m 2 f m ,

(2)

Mera) — Olra/l + 02ra/2 + • • • + ^ r n n f r n -

Матрица

M/e =  A  =

(  Oil
021

012
022

O lri \  

02 n

\  Ощ1 am 2  • • • &mn
назвшается мат рицей оператора p  в паре базисов е й / .

К оорди н аты  эл ем ен та  и его  образа .

Пуств р  : Сп -э  Ст и ei, ег, • • •, ега -  базис линейного пространства Сп , 
а / 1 , / 2 5***) fm  ~ базис линейного пространства Ст .

Т еорем а 2. Если у  =  р х , то справедливо равенство

У /  =  М  /е Ж е . ( 3 )

П П
Д о к а з а т е л в с т в о .  Пуств х  = Y1 х Ел, У = Y1 Уг/г и М /е  =  "4 =  М М

г = 1  г = 1
Утверждение (3) равносилвно соотношениям

aijx j 1 г =  1,2,
3 = 1
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n m

Докажем их. Имеем у = р х  =  <Д Е  x j ej ) =  E  x j f ej = E  Д/ E  aij f i  =
j= l  j= l  j= 1 i = l

m n
E ( E  aijx j )f i-
i= 1 j = l

Из единственности разложения элемента у  по базису /  следует (3).

П  р и м е р 1. Пусть р  : Р\ —>■ -Р2;
р(р(х))  = (ж +  1 )р(х)]
e i  =  1, е2 =  ж; Д  =  1, / 2 =  ж, / 3 =  ж2.
Найти:

1. Матрицу линейного оператора.

2. Проверить [р\уеУе = [p{y)\f, Vy =  у(ж) G Р\.

Решение.

(  1
1. ре \  =  (ж +  1) • 1 =  ж +  1, [<^ei]/ =  1

V о 

( °ре . 2  = (ж +  1)-ж =  ж2 +  ж, [^е2]/ =  1

V 1

2. у = а + Ьх, уе = ^ “

<Ду) =  (ж +  1)(а +  Ьх) = ах  +  а +  6ж2 +  6ж =  6ж2 +  (а +  Ь)х +  а;

( а
а + Ъ

Ь

Ы  f e V e  =  ̂ 1 1 ^ ' ( б ) = ^ а + 6  ̂ =

М атрицы  оп ер атор а  в р азли ч н ы х бази сах .

Пусть е и eJ =  е-Ре^ е/ -  два базиса в пространстве с матрицей перехода
Ре^ е ' ) а /  и f  =  /  • P f—>f' ~ Два базиса пространства с матрицей перехода
Р

m \ f e  = 1 1

7 ./->/'
Одному и тому же оператору р  : Сп -л  Ст в паре базисов е й /  соответ­

ствует матрица [<Д/е, а в паре базисов е; и Д  соответствует матрица [</?Д/е/.

Т еорем а 3. М атрицы линейного оператора в различны х парах базисов 
связаны соотношением

Vp]f'e' =  P f ^ f  [ p \ f e P e ^ e '  ■ (4)
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д ля произвольного элемента х  £ £ п и его образа 
у =  <рх в силу У/ =  [tp\fex e имеем

У / =  [ ф е Х е ,  У г  =  М  f ’e 'X e ’ . (5 )

В свою очередь,
%е =  Р е —*е'-^е',  У /  =  P f ^ f ' V f ' -  

Подставив эти соотношения в (5), получим, что

P f —t f ' V f '  =  \Ф\ f е Р е ^ е '  % ej

ИЛИ

P f ^ f  [<p\fe'Xe' — [^1/е-Ре—>е/^е/ •

Так как это соотношение имеет место для любого х е>, то

Pf ^ >f Vp \ f e '  =  [И/e-fe—>е' ■

В силу невырожденности матрицы перехода отсюда следует (4). □

Две прямоугольные одного размера матрицы А  и В  называются эквива­
лент ными, если существуют такие две невырожденные матрицы Q и Р , что

В  = Q ~ 1AP.

С л едстви е 1. М атрицы линейного операторав в различных парах бази­
сов являю тся эквивалентными.

С л едстви е 2. Ранг матрицы линейного оператора не зависит от выбора 
базисов.

С л едстви е 3. Если оператор действует в одном пространстве (является 
преобразованием), то формула (4) будет иметь вид

\Ф\е' =  Р е^ е' V f \e  Р е —*е' ■

Две квадратные матрицы А  и В  одинаковых размеров называются подоб­
ными, если существует невырожденная матрица Р, такая что справедливо 
равенство

В  = Р ~ 1 АР.

Т еорем а 5. Определители подобных мат риц равны.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если матрицы А  и В  подобны, то согласно 

определению существует такая невырожденная матрица Р, что В  = Р ~ 1А Р .
У читывая свойства определителя, получаем d e t(В ) = d e t(P -1 H P ) =  

d e t(P -1 )d e t(H )d e t(P )  =  d e t(P -1 P )d e t(H ) =  det(H ). □
С л едстви е 4. М атрицы линейного преобразования в различных базисах 

имеют равные определители.
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1.3 Л и н ей н ое пространство л ин ей ны х операторов

Обозначим Ь(Сп , Ст) множество линейных операторов, действующих из 
Сп в С т *

Суммой  линейнв1х операторов р, ф £ Ь(Сп , Ст ) будем назвшатв оператор 
ip +  ф : Сп —>■ Ст , определяемвш формулой

(<р +  ф)х  =  <рх +  фх, Мх £ Сп - (6)

Произведением, линейного оператора р  £ Ь{Сп , Ст) на число а  £ R(C) 
будем назвшатв оператор а р  : Сп -л  £ т , такой что

{а р )х  = а р х , Мх £ Сп .

Т еорем а 6. Д л я  любых операторов р , ф £ Ь(Сп , Ст) и числа а  £ R(C)

р  +  ф £ Ь(Сп , Ст), а р  £ Ь(Сп , Ст).

Д о к а з а т е л в с т в о .  Д ля Мх, у  £ Сп согласно (6) Имеем

(р  + ф )(х + у) = р (х  + у ) +  ф(х  +  у).

В силу линейности р, ф и аксиом линейного пространства

(р+ ф )(х+ у) = (рх+ р у)+ {ф х+ ф у ) =  (рх+ ф х)+ (ру+ ф у) = {р+ ф )х+ {р+ ф )у.

Д ля Мх £ Сп , А £ R(C)
{р +  ф ){\х )  = А((р  +  ф)ж) р  +  ф £ L(A i, Tm).

Аналогично доказв 1 вается, что a:f£> £ L(Cn , Ст). □

Т еорем а 7. Множ ество линейны х операторов Ь(Сп , Ст) являет ся л и ­
нейным пространством относительно введенных выше операций.

Д о к а з а т е л в с т в о .  Достаточно проверитв аксиомв1 линейного 
пространства, взяв в качестве нулевого элемента нулевое отображение 
О £ Ь(Сп ,С т), а в качестве противоположного к оператору р  отображение 
—р  £ Ь(Сп , Ст), выполняемое по правилу

{—р )х  = —р х , Мх £ Сп .

Все аксиомв1 вв1текают из соответствующих аксиом линейного пространства, 
примененнвгх к Сп и Ст и проверяются по единой схеме.

Проверим, например, коммутативности. Д ля Мр, ф £ Ь(Сп , Ст ) и Мх £ Сп
('р  +  ф )х  =  р х  +  фх =  фх +  рх;
(ф +  р )х  =  фх +

Таким образом, ф +  <£> =  <£> +  ф. □
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Т еорем а 8. Если  dim (£ra) = п, a d im (£m) =  т , то линейное простран­
ство операторов Ь(Сп ,С т) изоморфно пространству м ат риц  R mxn(Cmxn). 

С л едстви е, d im L(C n ,C m) =  dim (£ra) -d im (£m).
З ам еч ан и е. Так как линейное пространство линейных операторов 

Ь(Сп ,С т) изоморфно пространству матриц Rmxn(Cmxn), то при сложении 
линейнв1х операторов их матрицв1 складываются, а при умножении линейно­
го оператора на число его матрица умножается на это же число.

1.4 У м н ож ен и е лин ей ны х операторов

Пуств р  : Сп -л  Ст и ф : Ст -л  Ь к.
Произведением  линейнвк операторов р, ф будем назвшатв оператор 

фр : Сп -л  Ьк, действующий по следующему правилу

(ф р)х = ф (р(х)), Ух е £ п .

Т еорем а 9. Если ip G Ь(Сп , Ст) и ф G Ь(С т , Сф, то фр  G Ь(Сп , Сф. 
Д о к а з а т е л в с т в о .  Д ля Ух, у  G Сп , a  G R(C)
{фр){х + у) = ф (р (х  + у)) = ф (рх  + ру) = ф (р х )+ ф (р у )  = {фр)х + {фр)у, 
(ф р)(ах) = ф {р{ах)) =  ф {а{рх) =  аф (рх) = а{ф р)х. □

С войства п рои зведен и я  лин ей ны х операторов.
Произведение линейнвк операторов определено не для любой napni ли- 

нейнвк операторов. Однако, если это произведение имеет смысл, то:

1. а(рф ) = (ар)ф  =  р(аф ), Усх е  R(C).

2. {tp + фф = р^  + фф 
с(Ф + 0  = рф + рф

3- (<рф)£ = <р(ФО-

Д о к а з а т е л ь с т в о .

1. Следует из определения линейного оператора на скаляр и определения 
произведения операторов.

2 . {{р + ф)ф)х =  (р  +  ф )ф х) = р(фх)+ф(фх) =  {рф)х +  {фф)х =  (рС +  ФОх.

3. Согласно определению произведение линейных операторов заключается 
в их последовательном действии, и поэтому операторы (рф)£ и р{фф) 
совпадают и, следовательно, тождественны.

Умножение линейных операторов не обладает свойством коммутативности. 
В самом деле, о коммутативности можно говорить лишь для линейных пре­
образований. Но и в этом случае умножение не коммутативно.
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Т еорем а 10. При умнож ении линейных операторов их  матрицы умно­
жаются, т. е. если e , f , g  -  базисы пространств £ п , £ т , L к соответствен­
но и р  : £ п -л  Ст , ф : Ст Ь к, то

[Фс\де =  [ф]д/ М /е- (7)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть [ip]/e = ( a , j ) ,  1Ф\дк = (k j ) ,  [ФФ\де = {сц), 
dim Сп =  п, d im £ m =  т, d im /Д  =  к.

Тогда
к

ФСД = ^ Д (Л-
г= 1

т т т к
Ф<£Л = ф(реф = ф ( Л  asjf s) =  £  as j(tpfs) =  £  asj £  bisgi =

5 = 1  5 = 1  5 = 1  i=1
m k k m

=  E  E  &sjbis9i =  ^E ( 5E biSQ>sj)9i•
5 = 1  i = l  i = l  5 = 1

m
Сравнение этого разложения с (8) приводит к равенству Су =  £  bisasj,

5 = 1

которое означает (7). □

1.5 О братны й оператор

Пуств р  е  Ь (£ п , £ п ).
Отображение <£>-1 : £ п —*■ £ п назв1 вается обратным оператором к опера­

тору ip, если
р р ~ 1 = р ~ 1р  = е, (9)

где е -  тождественный оператор.
Из определения обратного оператора р ~ 1 следует, что для Ух £ £ п спра­

ведливо соотношение
р ~ 1р х  = X.

Таким образом, если р ~ 1р х  = в, то х  =  в, т.е., если оператор имеет об- 
ратнвш, то из условия р х  = в следует, что х  = в.

Т еорем а 11. Д л я  того, чтобы линейный оператор р  £ Ь(Сп ,Сп) имел  
обратный, необходимо и достаточно, чтобы этот оператор действовал вза­
имно однозначно из £ п в £ п .

Д о к а з а т е л в с т в о .  Необходимость. Пуств р  имеет обратнвш, но не 
действует взаимно однозначно из Сп в Сп . Это означает, что некоторвш раз- 
ЛИЧНБ1М элементам Х\ и Ж2 , Х2 — Х\ Д 0 £ отвечает один и тот же элемент 
у  =  р х \  = р х 2 • Но тогда р ( х 2 — хф) = 9  и посколвку р  имеет обратнвш,
Х2 — Х\ = в. Но ввпне бвшо отмечено, что Х2 — Х\ Д 9. Полученное противо­
речие доказвшает необходимости условия утверждения.
Достаточность. Допустим р  действует взаимно однозначно из Сп в Сп . Тогда
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каждому элементу у  £ Сп отвечает элемент ж £ Сп : у  =  (рх.
Поэтому имеется оператор р ~ 1, обладающий тем свойством, что 
р ~ 1у  =  р ~ 1{рх) =  х.

Легко убедитвся, что р ~ 1 линейный. Пуств Vt/i , т/ 2  £ ЗжрЖг £ Сп : 
2 / 1  =  </?Ж1 , 2/2 =  <̂ Ж2, при ЭТОМ Х\ = p ~ l y i , Ж2 =  Р ~ 1у2-

Отсюда получим, что р ~ 1{у\ +  2/2 ) =  +  (^Жг) =  </?_1<Дж1 +  жг) =
XI + ж 2 =  Р ~1У1 + Р ~ 1У2 -

Аналогично р ~ 1(а у \)  =  p ~ l (a p x \)  =  =  алд =  а р ~ 1у\,
Vа £ М(С). □

Т еорем а 12. Матрица обратного оператора р ~ 1 в произвольном базисе 
являет ся обратной к матрице оператора р  в этом ж е базисе.

Д о к а з а т е л в с т в о .  Пуств е -  произвол ьный базис пространства 
Сп и для оператора р  £ L(C n , Сп) существует обратнвш оператор р ~ 1. Пе­
рейдем в равенствах (9) к матрицам операторов в базисе е. Согласно теореме 
10, получим, что [(/?]е[(/?_1]е =  [t/?-1 ]e[t/?]e =  Е. Эти равенства совпадают с 
определением обратной матрицв1 для  [р\е. П

1.6 О браз и я д р о  лин ей ного оп ератор а

Образом, линейного оператора р  : Сп -э  Ст назвшается множество всех 
элементов у  £ Ст , представляемых в виде у  =  р (х ) , х  £ Сп .

Обозначение: шхр.
Ядром линейного оператора р  : Сп -э  Ст назв1вается множество всех 

элементов ж £ Сп , для которвк р (х ) = в, в £ Ст .
Обозначение: ker ух
Т еорем а 13. Если р  £ Ь(Сп , Ст), то \т р  -  линейное подпространство 

Сп; ker р  -  линейное подпространство Ст .
Д о к а з а т е л в с т в о .
1. Докажем, что \т р  -  линейное подпространство Сп . Так как 

ух £ Im p , у2 £ im р  => Зжь ж2 £ Сп , что у х =  р х 1} у2 = р х 2,

2/1 +  2/2  =  рхх  +  РХ2 = р{хх  +  ж 2 ) ;

\ух  = \ { р х { )  = р(Ххх).

2. Докажем, что ker р  -  линейное подпространство Ст . 
х \  £ ker р, р х \  = в; Х2 ker р,  р х 2 = в.

р(хх  +  Ж2 ) =  рхх  +  РХ2 = в + в = в]

р(Ххх) = Хр(х\ )  = Хв = в. □

Число dim(imy>) =  r g p  назв1 вается рангом линейного оператора, а 
dim(kery>) =  defekt р  назв!вается дефектом линейного оператора.
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Нулевой оператор Qx = 9 и тождественный оператор ех  = х  являю тся 
пределвнвши с точки зрения дефекта и ранга. Нулевой оператор имеет макси- 
мальный деф ект равнвш размерности пространства, в котором этот оператор 
действует и минимальный ранг. Тождественный оператор имеет минималь- 
НБ1Й деф ект (нулевой) и максималвнв1Й ранг равнвш размерности простран­
ства, в котором этот оператор действует.

Оператор максималвного дефекта определен однозначно, а операторов 
минималвного дефекта и максималвного ранга бесконечно много.

Т е о р е м а  14. Пусть р  : Сп -э  Ст . Если в\, ег, • • •, ега -  базис в Сп , то

тир = L(tpei, <рв2 , • • •, реп ). (10)

Д о к а з а т е л в с т в о .  Достаточно показатв, что для множеств (10) 
имеет место двусторонние вложение:

с одной сторонв1 , если у £ тир, то у = р х  для некоторого элемента х  £ Сп ,
П  П

т.е. у = р ( Е  а д )  =  Е  х г ^ г  е  Ц р е  1 , р е 2, .. . , р е п )]
i=i i=i

п
с другой стороны, если у  £ L ( p e \ , р в 2 , ■ ■ ■ ,р е п), то у = Е  x ipei  =

г=1п п
р ( Е  х гег) = Рх > где х  = Е  х ге-г, т.е. у  £ im р. □

1=1 1=1
Т е о р е м а  15. Ранг линейного оператора равен рангу его матрицы в про­

извольной паре базисов.
Д о к а з а т е л в с т в о .  Из теоремв1 14 и dim L(x , у , . . .  , z)  = щ(х ,  у , . . .  , z)  

следует, что i gp  = dimimy? =  d im L (^ e i, ре 2, р е п) =  rg(t£>ei, <£>е2, реп ). 
Ранг системв1 элементов ре \,  р в 2 , ■ ■ ■, реп совпадает с рангом системв1 элемен­
тов, состоящих из координат этих элементов в базисе /  пространства Ст , т.е. 
с рангом системв1 столбцов матрицв1 [p]fe- П

Т е о р е м а  16. Если р  £ L(Cn , Ст) , то

igp  +  defy? =  d im (£ra). (11)

Д о к а з а т е л в с т в о .  Пуств е\, е г , . . . ,  ек ~ базис ker р. Дополним 
его до базиса е\, е г , . . . ,  ек, е^-щ, . . . ,  еп пространства Сп . Согласно теореме 14 
i m p  = Ц р е  i , p e 2, ■■■, р е к) =  L (^ e fc+i, р е к+2, • • •, реп).

Докажем, что элементв1 р е к+1 , р&к+2 , • • •, Р&п линейно независимы. Пуств 
это не так. Тогда для нетривиалвной линейной комбинации этих элементов 
имеет место соотношение

ык+1Р &к + 1  +  • • • +  OLnpen =  в ;

p ( a k+iek+i +  • • • +  oinen ) = 9.
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Следовательно, ak+i&k+i +  • • • +  О-п&п G ker p. Это означает, что элемент
a fc+iefc+i +  - • •“Voinen линейно выражается через e i , e 2, . . .  ,е^, что невозможно
в силу линейной независимости ei, е2, . . . ,  е*,, ед,+1 , ■ ■ ■, еп .

Таким образом, dimimy? =  п  — к, dimkert/? =  к. Отсюда следует (11). □  
П  р и м е р 2. Д л я  линейного преобразования

р Х  =  ( x i  — Х 2 +  ХЗ, Х 2 +  2жз, Х \  +  Зжз)т , X =  ( x i ,  Х 2 , Х з ) Т ■

Найти:

1) M e, ei =  (1 О 0)т , е2 =  (0 1 0)т , е3 =  (О О 1)т ;

2) defekt Tgp;

3) kert£>, im p \

4) базисы ядра и образа.

Х \  \  /  Х \  -  Х 2 +  х 3
Решение. По условию р ( х )  = у) | ж2 =  ж2 +  2жз

Хз \  х \ +  Зж3

1 . M e i ) ] e  = 1  = а ъ  [< (̂е2)]е =  =  а2, [< (̂е3)]е =  =  «з

2. defekt р  +  rg р  = 3;
1 —1 1 \  / 1 - 1 1
0 1 2 -  0 1 2 | => rgp  =  2 => defek tp  = 3 - 2  = 1.
1 0  3 /  V 0 1 2

3. Согласно теореме 14 i m p  = L (p e \ ,  t/?e2, рез). Это означает, что \ т р  сов­
падает с линейной оболочкой системы столбцов матрицы [р \е и, следо­
вательно, за базис i m p  можно взять любой из базисов системы столбцов 
матрицы M e, например, a i , a 2, получим, что i m p  =  L ( a i , a 2).

Аналогично, х  G ker у? в том и только в том случае, когда р(х)  = в или 
в координатной форме



Отсюда следует, что кег р  совпадает с подпространством решений одно­
родной системв1 (12), и в качестве базиса в ker ip может бвггв вв1брана 
фундаменталвная система решений уравнений (12). Найдем решение. 
Преобразуем матрицу система!

Х \  =  —З х з

Х2 = - 2 х 3
х 3 = a, a  G х  = , если а  = 1, то получим

, ker ip = L(b\), b\ -  базисный вектор ядра.

1 .7  С обственны е зн ачен и я и собственны е векторы  лин ей ного оп е­
ратора

Х ар ак тери сти ческ и й  м ногочлен .
Д ля произволвной матрица: A  G К'

ЙЦ — Л

det(A  — А Е) =
« 21

ОД.1

рассмотрим

«12 ' ' ' СОД
(122 — А • • • Й2 п

(1п 2 ' ' ' (Inn А

где Е  -  единичная матрица и A G К.
Относителвно переменной Л этот определители является многочленом сте­

пени п  и может багги записан в виде

/(А) =  det(H  - \ Е )  = у  о ц \ \
г=0

(13)

Многочлен / (А) =  det(H  — ЛЕ)  назв1вается характеристическим много­
членом матрицы А, а уравнение /(А) =  0 -  характеристическим уравнением  
матрицы А,

ОД =  /(0 )  =  det А,

Од- i  =  йц  +  Й2 2  +  . . .  +  апп =  t r А.
Т еорем а 17. Характеристические многочлены (уравнения) подобных 

мат риц совпадают.
Д о к а з а т е л в с т в о .  Пуств А  и В  подобнвге матрицы, т. е. В  = Р ~ 1А Р , 

тогда в силу свойств определителей имеем

/в(А ) =  d e t(5  -  АЕ ) = de t { P~ l A P  -  \ Р ~ 1Е Р )  =  d et(P _1(A -  АЕ ) Р )  =

=  det Р ~ 1 det(H  — АЕ )  det Р  = det(H  — АЕ) = /д(А ). □
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Рассмотрим линейный оператор (преобразование) р  £ L(Cn -э  Сп) и тож ­
дественный оператор е £ Ь(Сп -э  £ га).

Характеристическим многочленом оператора назвшается функция

/(А) =  det(t£> — АД, А £ R.

Так как det р  = det[f£>]e> где е -  базис в Сп , то характеристический много­
член оператора совпадает с характеристическим многочленом матрицв1 это­
го оператора в произволвном базисе. При этом коэффициентв 1 ад характе­
ристического многочлена, представляемого в виде (13), такж е не связанв 1 с 
исполвзованнБШ базисом, т.е. являю тся инвариантами  относителвно B B i6 o p a  

базиса.
Уравнение det (у? — АД =  0 назвшается характеристическим уравнением  

оператора р.
Пуств С' -  подпространство n -мерного линейного пространства Сп и

р  £ Ь(Сп , Сп).
Линейное подпространство С' пространства Сп назвшается инвариант ­

ным подпространством относительно оператора р,  если для Ух £ С' его 
образ р х  £ L .

П рим еры  инвариантны х подпространств.

1. Тривиалвнвге подпространства {в } и Сп инвариантнв1 относителвно лю­
бого оператора р  £ Ь(Сп , Сп).

2. Д ля любого линейного оператора р  инвариантнвши подпространствами 
будут ker р  и im р,  так  как если р х  = 9, то р{рх)  = р в  = в и если у  =  рх,  
то р у  = р{рх)  =  р х \ ,  где х \  =  рх.

Число А назвшается собственным значением линейного оператора 
р  £ Ь(Сп , Сп), если Эх ф в:

р х  =  Аж. (14)

При этом элемент х  назвшается собственным вектором оператора р.
Множество всех собственник значений линейного оператора назвшается 

спектром линейного оператора.

1. Каждвш  собственнвш вектор связан со своим собственнвш значением.

Д о к а з а т е л в с т в о .  Если х  одновременно удовлетворяет двум 
равенствам р х  = \ х  и р х  = рх ,  то

Аж =  р х  => (А — р )х  =  в => ж =  в,

что противоречит определению собственного вектора, так как собствен- 
НБШ вектор всегда ненулевой. □
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2. Каж дому собственному значению соответствуют свои собственник век- 
торв1 , причем таких бесконечно много.

Д о к а з а т е л в с т в о .  Действителвно, если х  -  собственнвш вектор 
линейного оператора р  с собственнвш значением Л, т.е. р х  = Хх, то для 
У a  £ R \  {0} имеем а х  Д в  и

р{ах)  =  а{р{х))  = аХх  = Х(ах).

Значит, и вектор а х  является для линейного оператора собственнвш. 
□

Т еорем а 18. Число А являет ся собственным значением линейного опе­
ратора р  £ Ь(Сп ,С п) тогда и только тогда, когда оно являет ся корнем его 
характеристического уравнения.

Д о к а з а т е л в с т в о .  Необходимость. Пуств Л -  собственное значение 
оператора р,
х  -  собственнвш вектор, отвечающий этому Х(х Д в ) .  Перепишем соотноше­
ние (14) в следующем виде

(р — \ е ) х  =  в,

где е £ Ь(Сп , Сп ) -  тождественнвш оператор.
Так как х  Д в => ker (р — \е )  Д в , т.е. dim(ker (р — АД) >  1, а так как

dim(im(t£> — АД) +  dim (ker (р  — АД) =  п,

rg(p — АД +  def(t£> — АД =  п,

то Tg(p — АД <  п, т.е. det(t£> — АД =  0 и => А -  коренв характеристического 
уравнения.

Достаточность. Легко убедитвся, что приведеннвге рассуждения можно 
провести в обратном порядке. □

С л едстви е. Каждвю линейнвш оператор имеет собственное значение. 
Действителвно, характеристическое уравнение всегда имеет коренв (в силу 
основной теоремв1 алгебрв1 ).

Алгебраической крат,ноет,ъю собственного значения оператора будем на- 
звшатБ кратности соответствующего корня характеристического уравнения 
этого оператора.

С обственн ое п одп ространство лин ей ного оператора.

Не следует путатв два термина: собственное подпространство и собствен­
ное подпространство линейного оператора.

Множество всех собственник векторов, отвечающих данному собственно­
му значению линейного оператора, не является линейнвш подпространством, 
так как это множество не содержит в  вектора, которвш по определению не
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может быть собственным. Это формальное и легко устранимое препятствие 
является единственным.

Пусть Y ( p , X)  -  множество всех собственных векторов линейного опера­
тора р  £ L(Cn), соответствующих значению Л с добавленным к этому мно­
жеству нулевым вектором.

Т еорем а 19. Множ ество \ ( р , Х )  линейное подпространство в Сп .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть ж, у £ V (ip, А).
<р(х +  у) = р х  +  ipy = Хх +  Ху = \ ( х  +  у);
<р(ах) = а р х  = а \ х  = Хах.  □

Множество Y( p ,  А) называется собственным подпространством линейно­
го оператора.

Собственное подпространство является инвариантным относительно опе­
ратора р.

Геометрическая крат ноет ъ собственного значения  А -  это dim(V(t£>, Л)).

Т еорем а 20. Д л я  того, чтобы матрица [р\е линейного оператора р  в 
данном базисе е была диагональной, необходимо и достаточно, чтобы базис­
ные векторы вк были собственными векторами этого оператора.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть базисные векторы ед, являю тся собствен­
ными векторами оператора р. Тогда

рек — Хк&к} (1^)

вид (согласно равенствам (2

Ai 0 . • 0 ^
0 Аг • . 0

5

0 0 . Хп !

( 16)

т.е. является диагональной.
Пусть матрица [р\е диагональна, т.е. имеет вид (16). Тогда соотношения

(2) примут вид (15), а это означает, что щ  -  собственные векторы оператора 
р .  □

Т еорем а 2 1 . Пусть собственные значения  Ар Аг,. . . ,  Хп линейного опера­
тора р  различны, тогда отвечающие им  собственные векторы е\, ег, • • •, ега 
линейно независимы.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Применим индукцию. Так как е\ -  ненуле­
вой вектор, то для одного вектора (р =  1) утверждение справедливо (один 
ненулевой вектор является линейно независимым).
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Пусть утверждение теоремы доказано для т  векторов е\, в2 , . . . ,  ет . При­
соединим к этим векторам ет -щ и допустим, что имеет место равенство

гтг+1

^  а кек = 0. (17)
к=1

Тогда, используя свойства линейного оператора, получим

гтг+1

^  а кр е к = 0. (18)
к= 1

Так как ек -  собственные векторы, то р е к = \ кек, и поэтому равенство (18) 
можно переписать следующим образом:

гтг+1

^   ̂ 0* (19)
к = 1

Согласно (17) + / + 1 ^т+ i d kek = 0. Вычитая это равенство из равенства 
(19), найдем

т
У ' (Afc ^m,+ l)o ;fcCfc =  0. (20)
к=1

По условию все \ к различны, т.е. \ к — Ат -щ ф 0. Поэтому из (20) и 
предположения о линейной независимости векторов е\, ег, ■ ■ ■, ет следует, что 
а \ = ад =  . . .  =  а т = 0. Отсюда и из (17), а такж е из условия, что ет^ \  -  
собственный вектор (em+i ф 9), вытекает, что a m+i =  0. Таким образом из 
равенства (17) мы получаем, что ац = ад =  . . .  =  а.т+\ =  0. Это означает, 
что векторы ei, е г , . . . ,  ет + 1  линейно независимы. □

А лгоритм  н ахож ден и я  собственны х зн ачени й и векторов лин ей­
ного оператора.

Чтобы вычислить собственные значения линейного оператора 
р  : Сп -э  Сп , действующего в вещественном линейном пространстве, нужно 
выполнить следующие операции:

1. Выбрать в линейном пространстве базис е и сопоставить линейному 
оператору р  матрицу [р\е в выбранном базисе е.

2. Составить характеристическое уравнение d e t( [ t+  — АЕ )  и найти всего 
корни.

3. Выделить только вещественные корни Хк, так  как пространство веще­
ственное. Если действительных корней нет, то нет и собственных век­
торов.
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4. Д ля каждого собственного значения Ак найти ФСР для однорордной 
системы уравнений (А  — \]~Е)х = в. Столбцв1 ФСР представляют собой 
координатв1 векторов некоторого базиса в собственном подпространстве 
V(t£>,Afc) линейного оператора р. К аж дому собственному вектору соот­
ветствует собственное значение Ад, G V(ip, АД и, следователвно, найден- 
НБ1 Й базис в этом подпространстве позволяет представитв любой соб- 
ственнвш вектор с с собственнвш значением А&.

П  р  и м  е р  3. Найти собственные векторы линейного преобразования

ip : £ 2  С2 , заданного .мат,ри,цей А  = ^  ̂ ^

Если
а) £ 2  - вещественное линейное пространство;
б) £ 2  - комплексное линейное прост,ранет,во. 
Решение.

а) так как А - комплексное, то собственник значений нет.

1 2

det (А — \ Е )  =  0;  ̂ ^  ^ . =  0;
— 1 —1 — А

(1 — А)(1 +  А) — 0; 

А2 =  -1 ;

А =  +Z.

б) А =  i :

А =  — г :

1 +  г 2 
- 1  - 1  +  г

0 0
- 1  - 1  +  г

х \  =  (—1 +  г)х 2 , Х2 = 1 => X* = а 1 +  г 
1 a  е  С  \  {0}.
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1.8 О ператоры  простой  структуры

Оператор р  : Сп -ч Сп называется оператором простой структуры, если 
в Сп существует базис из собственник векторов этого линейного оператора.

В базисе из собственник векторов матрица оператора простой структурв 1 

имеет вид
/  Ai 0 . . .  О \

О Л2 . . .  о
л =  : : :

V о о . . .  \ п )

где Ар Аг, • • •, А„ — собственник значения оператора.
Если в исходном базисе [р\е = А, \р\е> =  Л, и Ре^ е> -  матрица перехода,

то

А = Р ~^е,А Р е^ е>, (21)

А  = Ре^ е,АР-_}е,. (22)

На матричном язвже соотношение (21) означает, что матрица А  приво­
дится матрицей Ре^ е' к  диагоналвному виду и оператор простой структурв 1 

назв1 вается такж е диагонализируемым оператором.
Соотношение (22) назвшается каноническим разлож ением матрицы А, а 

Ре—>е' -  трансформирующей матрицей.
Т еорем а 22. Оператор р  : Сп -ч Сп являет ся оператором простой 

структуры тогда и только тогда, когда алгебраическая и геометрическая 
крат,ноет,и его собственных значений совпадают.

Замечание. Эта теорема в вещественном пространств верна толвко для тех 
операторов, чви характеристические многочленв1 имеют толвко веществен- 
H B ie корни.

Приведение матрицв1 к диагоналвному виду и каноническое разложение 
матриц исполвзуется в теории и ввшислителвной практике. Например, если 
известно каноническое разложение (22), то, если m e Z  \  {0},

А т = Ре^ А тР ~ 1 ,.с —>с е —»е'

А лгоритм  н ахож ден и я  тр ан сф ор м и р ую щ ей  матрицы .

1. Находим все собственник значения матрицв1 А.

2. При каждом собственном значении Ад, строим ФСР однородной системв1 

уравнения (А  — Х^Е )х = в.

3. Из решений всех построеннвк ФСР, как из столбцов, составляем мат­
рицу Ре—>е>, причем в матрицу Ре^ е> столбцами записвшаются решения 
по каждому Afc в порядке нумерации собственник значений.
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М атрица Ре^ е' долж на быть квадратной. Это будет выполняться только 
тогда, когда каждый корень характеристического уравнения Ад, матрицы А  
является ее собственным значением и для каждого Ад, его алгебраическая и 
геометрическая кратности совпадают. Лишь в этом случае матрица А  приво­
дится к диагональному виду.

П  р  и м е р  4. Привести, если возмож но, следующую мат рицу к диа­
гональному виду и найт и ее трансформирующую матрицу:

Решение.

—1 — А 3 - 1
\ А - Х Е \ =  - 3  5 - А - 1

- 3  3 1 -  А

1 — А 3 - 1
- 3  5 - А - 1
О А — 2 2 — А

(2 -  А)(А2 -  ЗА +  2) =  (2 -  А)(А -  1)(А -  2) =  О

алгебраическая крат ноет ъ

Ai,2 = 2; 
Аз =  1;

Найдем, геометрическую крат ноет ъ: 

При  Ацг =  2 :

геометрическая кратность

При Аз =  1 :

Найдем, собственные векторы. 

При Ацг =  2 :

Зад +  Зад — ад =  0 => ад =  Зад — Зад.
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При Аз =  1

Ж1 — жз =  О 
- Х \  +  Х2 =

В  итоге:

- 2

со

- 1 V - 2

т-Ч1СО

СО1 4 - 1  1
~  I

- 1 1 0

со1 со

0 ) 1 V - 1 1 0

5
0

( X 1 
1 Xi

=  Хз,  
=  Х2

X* = где A G М \  {О}.

О О 1
Ре^е'

1.9 Ж о р д а н о в а  норм альная ф ор м а

Итак, самый простой формой матрицы обладают только операторы про­
стой структуры, т.е. операторы, имеющие полный набор линейно независи­
мых собственных векторов. К ак  мы уже отмечали в вещественном простран­
стве существуют операторы, которые не имеют ни одного собственного век­
тора. И в комплексном пространстве не каждый линейный оператор обладает 
необходимым для базиса числом линейно независимых векторов.

Приведение матрицы линейного оператора к простому виду связано со 
структурой его собственных подпространств.

Т е о р е м а  23. Пусть £ \ ,  £ 2 , ■ ■ ■, Ps ~ инвариантные пространет,ва л и ­
нейного оператора <р : £ п -л  £ П} причем £ \  ® £ 2  ® • • • ® £ s =  £ , тогда в 
некотором базисе /  мат рица оператора <р имеет блочно-диагональный вид:

( А х 0 • • • 0 \
О А2 ■■■ О

Vo 0 ■■■ As j
где квадратный блок Ai имеет порядок d im /ф  г = 1 , 2 ,s , а остальные 
блоки являю т ся нулевыми.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Выберем в линейных подпространствах 
£ \ ,  £ 2 , ■ ■ ■, £ s базисы
Д1) -  ( р ^  РАУ)с — , е2 , • • •, ощ ),

(2) _  ,  (2) (2) (2)че — , е2 , • • •, в п 2 ) ,

e{s) = (e[s),e {2s\ . . . , e {ns)s ).
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В совокупности эти базисы дают базис /  всего пространства С. Так 
как С\ -  инвариантное подпространство линейного оператора р, элемент 
р е ^ \  i =  1 , 2 , . . . ,  77.1 , попадет в С\ и поэтому является линейной комби­
нацией системв1 элементов е ^ .  Другими словами, координатв1 элементов 
ре>^ в базисе / ,  соответствующие е ® , е^3\  . . . ,  e^s\  равнв1 нулю. Аналогич­
но координатв1 элементов p e f \  i = 1 , 2 , . . . ,  7 7 .2 в базисе / ,  соответствующие

(1) (3) С)el ,е \ , . . . ,е \ , такж е равнв1 нулю.
Остановимся на случае, когда характеристическое уравнение линейного 

оператора имеет лишв проствге корни, среди которв1 х, вообще говоря, еств 
и комплекснвге. Так как характеристическое уравнение линейного оператора 
имеет действителвнвге коэффициентвц каждому комплексному корню а  +  г(3 
этого уравнения соответствует комплексно сопряженнвш коренв а  — г(3 той 
же кратности.

Т е о р е м а  24. Каж дой паре комплексно-сопряж енных корней характери­
стического уравнения линейного оператора соответствует двумерное ин­
вариант,нов подпространство этого оператора.

Д о к а з а т е л в с т в о .  Зафиксируем в линейном пространстве С 
некоторвш базис е и рассмотрим матрицу А  линейного оператора р  в этом 
базисе.

Пуств Л =  а  +  г(3, (3 Д 0 -  комплекснвш коренв характеристического 
уравнения линейного оператора р.

Тогда det(A  — \Е )  =  0 и система линейнв1х уравнений (А  — \ Е ) х  = в с 
комплекснвши коэффициентами имеет ненулевое решение х, которое можно 
записатв в виде х  = и  +  iv, разделив действителвнвге и мнимвге части у 
элементов столбца х.

Столбец v не является нулеввш, так как в противном случае х  = и, 
А и  =  Хх. M b i  в и д и м ,  ч т о  действителвнвге элементв1 столбца А и  получаются 
из действителвнв1х элементов столбца и  умножением на комплексное число Л, 
а это возможно лишв в случае, когда и = в. Но это заключение противоречит 
B B i6 o p y  столбца х.

Столбцв1 и и v линейно независимвг Действителвно, если они линейно 
зависимБЦ то p u -\-w  = 0, где одно из чисел р  и v  Д 0. M b i  можем утверждатв, 
что р  ф 0, так как в противном случае vv  =  в. Но v Д в, значит v  =  0.

Пуств р  ф 0 и поэтому и = kv, где к = — ̂  е М  => х  = и + iv = (к + i)v.
Так как А х  = Хх, то

А (к  +  i)v = Х(к +  i)v,

A v = Xv.

К ак m b i уже знаем, для комплекснвш Л такое равенство невозможно.
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В равенстве А х  = \ х  сделаем заменв1 Л =  а  +  г(3, х  = и  +  iv:

А (и  +  iv) = (а  +  i[3){u +  iv).

Разделив действителвнвю и мнимвге части, получим два матричнв1х уравне­
ния

А и  =  оси — (3v, A v = (Зи + av.

Рассмотрим векторв1 х  и у, которв1е в базисе е имеют координатнвге столбцв1 

Xe = u, Ue = v, тогда

<рх = а х  — (Зу, <ру = [Зх +  ау.

Векторв1 х  и у  линейно независимв1 , так  как независимв1 их столбцв1 и  и г .  По- 
лученнв1е соотношения означают, что двумерное линейное подпространство 
С' =  L {x , у}  является инвариантнвш подпространством линейного оператора 
(р. □

Д ля У а, (3 G К обозначим

с< “ ,/з) =  ( Д  £ ) .

Т е о р е м а  25. Если характеристическое уравнение линейного оператора 
<р : Сп — ► Сп имеет р различны х пар комплексно сопряж енных корней 
(Xj ±  i(3j, где j  = 1,2, ■ ■ ■ ,р , и q различных действительных корней fij где 
j  = 1 ,2 ,■■■ ,q, причем  2p-\-q = п, где d im (£ra) =  п, тогда матрица линейного  
оператора в некотором базисе будет имет ь вид:

/  C (ai,{3\) 0 . . .  0 0 \
0 С(а2, /Д) . . .  0 0

0 0 С (а р,(Зр) . . .  0 0
0 0 0 Pi 0 0
0 0 0 0 Р2 0

V 0 0 0 Р 7 )
Д о к а з а т е л в с т в о .  Каждой паре комплексно сопряженнвгх корней 
(Xj ±  i(3j характеристического уравнения соответствует двумерное инвари­
антное подпространство Pj оператора <р с базисом U j , V j  (см. доказателв­
ство т. 24). К аж дому собственному значению p j  соответствует одномерное 
собственное подпространство Qj линейного оператора <р. Можно показатв, 
что все эти подпространства образуют прямую сумму, так как пересечение 
любой napni таких подпространств содержит лишв 9. Учитвшая, что сумма 
размерностей этих подпространств 2р  +  q =  п  = d im (£ra), заключаем, что
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Pi  ® P2 +  . . .  +  Pp ® Q 1 ® Q 2 . . • CD q — P* Согласно тооромо 23 в некото 
ром базисе матрица А  оператора р  имеет блочно-диагональный вид, причем 
каждый диагональный блок представляет собой ограничения оператора р  на 
соответствующее инвариантное подпространство. В случае двумерного под­
пространства Pj в базисе Uj,Vj эта матрица равна C(ctj,(3j), а в случае одно­
мерного инвариантного подпространства Q j такой блок есть простое число, 
представляющее собой собственное значение p j. □

Если характеристическое уравнение линейного оператора имеет кратные 
корни, действительные или комплексные, то инвариантные подпространства 
такого оператора имеют более сложную структуру.

Рассмотрим два типа специальных матриц. Д ля произвольного числа 
р  £ R введем обозначение матрицы порядка s:

У этой матрицы все диагональные элементы равны р, над главной диаго­
налью расположены единицы, а все остальные равны нулю. В случае s = 1 
рассматриваемая матрица сводится к единственному числу р.

Д ля любого комплексного числа a+if3{(3 Д 0) введем обозначение блочной 
матрицы порядка 2г:

матрицами второго порядка. Е  обозначим единичную матрицу, а О -  нуле­
вую.

/  р  1 0 ••• 0 \
0 р  1 • • • о

О   р  1
\  О О О • • • р  )

(  С(а,/3) Е  0
С (а,/3) Е

° \
оо

Сг (а,(3)
0 С(а,/3) Е

V о о о С (а,/3) )

. Все остальные блоки такж е являю тся
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Блочно-диагональную матрицу вида

/  Cr i ( a b /3i) 0 ••• ••• 0 0 \
О СГ2{а2,132) ••• ••• О О

О  0  C r ^ a u f o )  ••• О  О

О О О  О  О

О  О О О  Js2{ ^  2 ) О

\  о О О ••• •••  Jsk(l~ik) J
где CKj, (3i G К, г = 1 , 2 , ,  m , fij G K, j  = 1 ,2 , . . .  ,k  называют жордановой. 
Ее диагональные блоки -  эюордановъши клетками.
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2. Л инейн ы е операторы  в евк ли довы х (унитарны х) простран­
ствах

2 Л С оп ряж енны й оператор

Линейный оператор р* : £т —*■ £n (Um —*■ Ып) называют сопряж енным  
данному оператору р  : £п -э  £т (Ь1п —> Um), если для Ух G £п (Ып),
У у  G £m {JJm), У a  G С выполняется равенство

(р х ,у )  = (х ,р * у ). (23)

Из определения сопряженного оператора вв1текают следующие его
свойства:

1. (р*)* = р;

2. (р  + ф)* = р* + ф*]

3. (рф )*= ф *р*-

4. (ар)* = а р *;

5. (р *)~1 =  (р ~ 1)* (если р  является преобразованием).

Все свойства доказываются однотипно.
Докажем, например, свойство 3: согласно определению произведения опе­

раторов и определения сопряженного оператора получаем

((р ф )х ,у ) = ((р (ф х),у )  = (ф х,р*у) = (х,(ф *р*)у).

Выясним, как связанв 1 матрицв1 операторов р  и р* в базисе е в веществен­
ном евклидовом пространстве.

Обозначим соответственно матрицв 1 этих операторов [р\е = А  и [р*]е =  А* 
и пуств для Ух, у  G £п (Цп) х е, уе -  координатнвге столбцв1 векторов х ,у  в 
базисе е, тогда равенство (23) можно переписатв с учетом, что (х, у) = Д Г у е, 

/  (ei , e i )  ••• (еь ега) \  
где Г =  ••• ••• ••• в виде

\  ^l) ' г̂г) /

(А х е)тТуе = х ^ Т  А* у е.

Далее х ^ А тТуе = х ^Т А * уе] x J (A TT — ТА*)уе = 0.
Так как х е, уе -  произволвнвю столбцв1 , отсюда можно заключитв, что

ЛТГ -  ГЛ* =  О,

где О -  нулевая матрица.
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Итак, матрицы операторов р  и р* в базисе е связанв 1 соотношением

А* =  Г _1АТГ. (24)

В частности, если базис ортонормированнв1Й, то Г = Е  и

А* = А т. (25)

В унитарном пространстве, где (х , у ) =  х ^ Т у е, формулв1 (25) и (26) соот­
ветственно примут вид

А* =  Г - ^ Г ;  

А* = А т.

Т е о р е м а  26. Каж дый линейны й оператор в евклидовом пространстве 
имеет сопряж енный оператор, и притом только один.

П  р  и м  е р  5. Линейный оператор р  в базисе е) =  (1 1  1)Т ,
/  1 0 0 \

е2 =  (1 0 1 1)т , вд =  (О О 1)т имеет м ат рицу [р\е> = 2 1 0 .  Найти
V 3 2 1 )

м ат рицу  [^*]е/ ; если векторы  е ф е ^ е д  заданы координатами в ортонорми­
рованием базисе в 1 ,е 2 ,ез.

Решение. Найдем мат рицу
(  (е[,е[)  (е ф е ')  ( е ) , е ' ) \  /  3 2 1 \

Ге/ =  (e'2,e i)  (е'2,е'2) (е'2,е'з) =  2 2 1 .
V ^ e ' i )  (eg, е2) ( е ' , е ' ) /  \ l  1 l j

Ы'е = т-}[р]Те,тев
/ 1 —1 0  

Ге- / =  - 1  2 - 1
\  0 —1 2

В  результ ат е перемнож ения м ат риц получим

/  6 5 3 \
Me = 1 - 3  - 2  - 1  I .

П р  и м  е р  6. В  трёхмерном евклидовом £% пространстве выбран орто- 
нормированный базис в 1 , е 2 ,ез.  Найти преобразование р* , сопряжённое пре­
образованию р  пространства £$, если преобразование р , задано формулой

р (х ) = [а,х\,

где а - фиксированный вектор из £3) [а, х\ - векторное произведение векторов 
а и х.

Решение. По определению сопряженного оператора
(■р х ,у ) =  ([а ,х \ ,у ) =  аху = хуа  =  (х , - [ а , у ]) =  (х ,р * у ) => р* = - р .
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Областью значений р* является подпространство, ортогональное к ядру 
оператора р. Это следует из того, что Ух G ker ip, У у  G im p

(.х ,р * у ) =  (р х ,у ) =  (0, у) = О,

т.е. р*у±_х.

О сновное свойство соп р яж ен н ого  оператора.
Если некоторое подпространство TL инвариант,но относительно опера­

тора р , то ортогональное дополнение TL1- этого подпространства инвари­
антно относительно сопряженного оператора р*.

С войства собственны х зн ачени й  и собственны х векторов  
соп р яж ен н ого  оператора.

1. Характеристические многочлены, а, следовательно, и собственные зна­
чения сопряженных операторов в вещественном евклидовом простран­
стве одинаковы. В комплексном пространстве собственные значения со­
пряженных операторов являю тся комплексно сопряженными числами.

2. К аж ды й собственный вектор сопряженного оператора р* ортогонален 
ко всем собственным векторам оператора р, принадлежащим другим 
собственным значениям.

2.2 Н орм альны й оператор

Линейный оператор р  : £т —*■ £п (Ыт -э  Ып) называют нормальным , если 
он перестановочен со своим сопряженным оператором р* , т.е. если

р*р = рр*. (26)

К вадратная матрица А  называется нормальной матрицей, 
если А* А  = АА*.

Из определения и связи матриц операторов р  и р* , рассмотренных в пунк­
те 2.1, следует

Т еорем а 27. Оператор нормален тогда и только тогда, когда в любом  
ортонормированном базисе его матрица нормальна.

Т еорем а 28. Собственный вектор нормального оператора, отвечающий  
собственному значению X, являет ся собственным вектором сопряженного 
оператора, отвечающим собственному значению X.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Легко проверить, что если р  -  нормальный 
оператор, то р  — Хе такж е нормален.

Пусть теперь х  -  собственный вектор оператора р, отвечающий собствен­
ному значению Л, тогда (р  — Хе)х =  в  и ((р  — Хе)х, (р  — Хе)х) =  0.
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Согласно определению сопряженного оператора можем записать, что

(ж, (р  — Хе)*(р — \е )х )  = О 

или, с учетом нормальности оператора р  — Хе, что

(х, (р  — Хе)(р — Хе)*х) = О,

т.е.
(р  — Хе)*х, ((р  — Хе)*х) = О

и (р  — Хе)*х = 9.
Отсюда в силу свойств сопряженного оператора следует, что

(р* -  Хе) = в,

т.е. р*х = Аж. □
С л едстви е 1. Если р  -  нормальный оператор, то kert£> =  кег<Д, так как 

нетривиальные векторы ядра являю тся собственными векторами, отвечаю­
щими нулевому собственному значению.

С л едстви е 2. Если р  -  нормальный оператор, то кетр =  \т ^р . Это 
следует из кетр =  \т ^р*  и предыдущего следствия.

Т еорем а 29. Собственные векторы нормального оператора, отвечаю­
щие различным собственным значениям, попарно ортогональны.

2.3  О ртогональны й (унитарны й) оп ератор

Линейный оператор р  : £п -л  £п (Ып -л  Ып) называется ортогональным  
(унитарным), если он сохраняет скалярное произведение в £n (Un), т.е. для 
Ух, у  G £п (Ып) выполняется равенство

(р х ,р у )  = (ж ,у ).

Полагая в этом равенстве ж =  у, получаем \р х \2 = |ж|2. Это означает, что 
ортогональный (унитарный) оператор сохраняет длины векторов.

Т еорем а 30. Ортогональный (унитарный) оператор р  переводит любой 
ортонормированный базис £n (Un) в ортонормированный базис.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть е =  (е\, ег, • • •, еп ) -  произвольный орто­
нормированный базис в £n (Un). В силу ортогональности оператора р  имеем

(рвг,рещ) = (щ,еД =  j  ^

Видим, что различные векторы р а  и pe j  ортогональны, а длина каж до­
го из них равна единице. Поэтому система векторов ре  = (ре\, р в 2 , ■ ■ ■, реп) 
состоит из ненулевых векторов и ортогональна. Любая ортогональная си­
стема ненулевых векторов линейно независима. Количество векторов в ли­
нейно независимой системе ре  равно размерности пространства £п (1Ап), т.е. 
д \т £ п = п  =г эта система является базисом, притом ортонормированным. □
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Т е о р е м а  31. Если линейны й оператор <р : £п -л  £п (Ып -л  Ып) переводит  
какой-либо ортонормированный базис е =  (е\, в2 , ■ ■ ■ , еп) 6 ортонормирован­
ный базис <ре = (<pei, <Ре2 , ■ ■ ■, <реп), то этот оператор ортогональный (унитар­
ный).

Т е о р е м а  32. Оператор ортогонален (унитарен) тогда и только тогда, 
когда в любом ортонормированном базисе он имеет ортогональную (уни­
тарную) матрицу.

Т е о р е м а  33. Собственные значения ортогонального (унитарного) опе­
ратора по абсолютной величине равны единице.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Докажем для унитарного оператора. По опре­
делению можем записать (ipx,ipx) = (ж, ж). Пусть х  -  собственный вектор 
оператора <р и Л — отвечающее ему собственное значение, <рх = Хх. Тогда 
(Аж, Аж) =  |А|2 (ж, ж);

| А|2  (ж, ж) =  (ж, ж);
| А|2 =  1. □

Т е о р е м а  34. Собственные векторы ортогонального оператора, отвеча­
ющие различным собственным значениям, ортогональны.

2.4  С а м о с о п р я ж е н н ы й  о п е р а т о р

Линейный оператор <р : £п -л  £п (1Ап -л  Ып) называется самосопряженным, 
если для \/ж, у  G £п (Цп) выполняется равенство

(<рх ,у )  = (ж ,<ру),

т.е. ip = ip*. Самосопряженный оператор в унитарном пространстве называют 
эрмитовым, а в евклидовом пространстве -  симметрическим.

П р и м е р ы  с а м о с о п р я ж е н н о го  о п е р а т о р а .

1. Тождественный: (е х ,у ) =  (ж,у )  =  (ж,еу).

2. Нулевой: {9х,у) =  (0, у) =  0 =  (ж,0) =  (ж,0у).

К вадратная матрица называется самосопряженной, если А  = А*.
Из определения вытекает, что самосопряженный оператор нормален.

Т е о р е м а  35. Оператор самосопряж енный тогда и только тогда, когда 
в любом ортонормированном базисе он имеет самосопряж енную матрицу.

Т е о р е м а  36. Если подпространство И  инвариант,но относительно са­
мосопряж енного оператора ip, то ортогональное дополнение EL1- этого под­
пространства такж е инвариант,но относительно оператора р.
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Т е о р е м а  37  (с п е к т р а л ь н а я  х а р а к т е р и с т и к а  с а м о с о п р я ж е н н о го  
о п е р а т о р а ). Нормальный оператор в унитарном (евклидовом) простран­
стве самосопряжен тогда и только тогда, когда все корни его характери­
стического многочлена вещественны.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость. В унитарном пространстве это 
утверждение означает, что все собственные значения эрмитова оператора ве­
щественны, и вытекает из равенств <рх = Хх и, с учетом теоремы 28, <рх = Хх. 
Докажем утверждение для евклидова пространства . Пусть е - ортонормиро­
ванный базис , тогда (р\е - самосопряженная (вещественная) матрица. Рас­
смотрим произвольное унитарное пространство Ы той ж е размерности, что 
и пространство £, и в нем произвольный ортонормированный базис / .  Тогда 
матрице (р\е отвечает самосопряженный оператор ф £ Ц1Ап ,1Ап), для  кото­
рого матрица (р\е является матрицей в базисе /  : (р\е = [ф]у. Следовательно, 
характеристические многочлены операторов <р и ф совпадают и по доказан­
ному выше (применительно к оператору ф) все корни характеристического 
многочлена оператора <р вещественны.

Достаточность. Пусть <р - нормальный оператор и все корни его харак­
теристического многочлена вещественны. Тогда как в евклидовом, так и в 
унитарном пространстве существует ортонормированный базис е\, в2 , ■ ■ ■, ега

П

из собственных векторов оператора <р. Если х  = фф адщ -  любой вектор про-
i= i

п  п  _ п
странства, ТО (fiX = фф адАгЩ и (fi*X = фф ХгХгвг = фф ХгХгвг, Так как Хг £ R.

i= l г= 1 г= 1
Следовательно, <рх = <р*х, Ух £ £(Ц ), откуда следует, что ip = ip*. □

Т е о р е м а  38. Собственные векторы самосопряженного оператора, отве­
чающие различным собственным значениям, ортогональны.

Основным свойством самосопряженного оператора является то, что в ев­
клидовом пространстве существует ортонормированный базис, состоящий из 
собственных векторов этого оператора. Это означает, что самосопряженный 
оператор является оператором простой структуры, а матрица Ре^ е> приводит 
матрицу А  самосопряженного оператора к диагональному виду, т.е. удовле­
творяет соотношению (2 1 )

Л =  Р - 1 /А Р е—>е>.е —»е е

Правило построения такой матрицы остается таким же, как и в случае любых 
операторов простой структуры с той лишь разницей, что базис из собствен­
ных векторов матрицы А  здесь еще и ортонормируют.
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З а д а н и е

1. Выяснить, какие из преобразований трехмерного арифметического про­
странства R 3  являю тся линейными. Д ля линейных преобразований найти:

а) матрицу в каноническом базисе;

б) дефект;

в) образ, ядро, а такж е построить базисы образа и ядра.

Каж дое преобразование описывается своим действием на произвольный 
вектор ж = (ж!,Ж2 ,Жз); при этом компоненты векторов ж), /(ж ) заданы как 
функции компонент вектора ж.

1 . /(ж  
tp(  х

2 . /(ж  
<р(х

3. /(ж  
<р( х

4. /(ж  
<р(х

5. /(ж  
<р(х

6 . /(ж
<Д ж

7. /(ж  
<р(х

8 . /(ж  
4>{х

9. /(ж
(Дж

1 0 . /(ж
<Д ж

1 1 . /(ж  
4>{х

=  (ж !  +  ж 2 , ж 3 +  ж ь  2ж1 +  ж 2 +  ж 3),
=  ( ж Д  Ж1 +  2ж2, ж3 +  ж Д .

=  (Ж1 -  ж 2 +  1, ЗЖ1 +  ж 2 , ж 3),
=  (-Ж 1 +  2ж2, жз — Ж1 , Ж1 +  2ж2 -  2ж з ) .

=  (жз  +  2ж 3 , ж2 -  ж 3 , жз +  2ж2),
=  (жз  +  З ж 2 , ж 2 +  2 , ж 3 -  ж Д .

=  (жз  +  ж 2 +  ж 3 , 2ж1 +  2ж2 +  2ж 3 , х \  +  ж 2 +  ж 3),  
=  (жз  +  5ж2 +  ж 3 , ж 2 , ж 3 -  1).

=  (жз  -  ж 2 , ж 3 -  ж 2 , 2ж1 -  ж 2 +  ж 3),
=  ( 2ж ь  З ж 2 +  ж 3 , ж 3 -  1) .

=  (жз  -  ж 2 +  ж 3 , 2ж1 -  2ж2 +  2ж 3 , х \  -  ж 2 +  ж 3),  
=  ( 2ж 1 -  ж 3 , ж 2 +  ж 3 -  2 , З ж 3).

=  (жз  +  2ж2, Жд, ж 3 -  ж 2),
=  ( ж 2 , - ж з  +  ж 3 , - З ж 1  +  2ж2 +  З ж 3).

=  ( ж 2 -  ж 3 , ж 3 -  ж ь  - ж 3 +  2ж2 +  ж Д ,
=  ( ж2 +  2ж 3 , жз -  ж 2 +  3 , жз +  ж 2).

=  (2ж1 -  1, ж2 -  ж 3 , жз +  2ж2),
=  (-Ж 1, ЗЖ1 + Ж2 +Жз,  ж з + ж 2).

=  (Зж1 -  3 , ж 2 -  ж 3 , жз +  ж 2 -  ж 3),
=  (2ж1 +  ж 3 , жз +  ж2 +  ж 3 , —2ж2 -  ж 3).

=  (2ж1 -  ж 2 , жз  — Ж1, —ж 2 +  2ж з ) ,
=  (Зж1 +  ж 2 , Жз +  ж 3 , ж 3 -  ж Д .
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12. / ( ж )  =  ( (ж 2 -  x i ) 2, x 2 -  ж3 , ж3 -  x i ) ,
<p(x) = (5ж1 -  ж2 , ж2 +  Жз, 5ж1 +  ж2 -  2ж3).

13. / ( ж )  =  (жз +  2ж 2 +  ж3 , 2ж 2 +  жз +  ж ь  2х \ +  2ж2 +  ж3),
ж) =  (ж ^ , жз +  2 ж2 , ж3 +  жз) .

14. / ( ж )  =  (жз -  2 ж2 , жз -  ж2 +  2ж3 , ж2 +  2ж3),
ж) =  (жз -  Зж3 , ж2 -  ж3 ж3 -  2).

15. / ( ж )  =  (жз +  ж2 -  жз, жз +  ж2 -  жз, 2ж1 +  2ж2 -  2жз),
ж) =  (жз +  Зж2 , ж2 +  2, ж3 -  жз).

16. / ( ж )  =  (жз -  ж2 -  ж3 , 2 ж 1 +  2 ж2 , З ж2 +  2ж3),
ж) =  (жз +  5ж2 +  ж3, ж2, ж3 -  1).

17. / ( ж )  =  (2ж1 -  ж2 +  ж3 , жз -  ж2 +  ж3, жз), 
у?(ж) =  ( 2 ж 1 , Зж2 + ж з ,  жз -  1).

18. / ( ж )  =  (жз — 2ж 2 +  Зжз, 2ж1 — 4ж 2 +  бжз, —х \  +  2ж2 — Зжз),
ж) =  (2ж1 -  ж3 , ж2 +  ж3 -  2, Зж3).

19. / ( ж )  =  (ж 1 — 2ж 2 +  жз, 2ж1 — 2 ж 2 — жз, — х \  +  2жз),
ж) =  {х \ , жз +  2ж2 , ж3 +  жз) .

20. / ( ж )  =  ( —2ж1 — Зжз, ж2 +  3жз, —2 ж 1 + ж 2),
<£>(ж) =  ( - ж з  +  2 ж2 , 2 ж3 +  1, жз +  2 ж2 -  2ж3).

21.  / ( ж )  =  (2 ж 2 , жз +  ж2 -  ж3 , жз -  ж3), 
ip(ж) =  (жз +  2ж2 , жз — 1, жз +  2ж 2).

22.  / ( ж )  =  ( - ж з  +  ж3, ж2 +  2ж3 , 2 ж 1 + ж 2),

у?(ж) =  (жз +  5ж2 +  ж3, ж2, ж3 -  1).

23. / ( ж )  =  (2ж1 — ж2 — жз, 2ж1 — ж2 — жз, 2ж1 — ж2 — жз),
у?(ж) =  (жз +  2ж3 , - ж з  +  ж2 -  2ж3 , 2 ж 1 -  2).

24. / ( ж )  =  (жз -  ж2 +  ж3 , ж3 -  1, жз -  ж2 +  ж3),
ж) =  (жз -  ж2 +  2ж3, - ж з  +  ж2 -  2ж3 , 2ж1 -  2ж2 +  4ж3).

25. / ( ж )  =  (жз +  ж2 , ж3 +  1, 2ж1 +  ж2 +  ж3), 
у?(ж) =  (жз +  5ж2 , ж2 +  5ж3 , жз +  4 ж2 -  5ж3).

26.  / ( ж )  =  (2ж1 — жз, 2 ж2 — жз, 4 ж2 — жз),
ж) =  ( - ж з  +  2 ж2 , 2 ж3 -  3, жз +  2 ж2 -  2ж3).

27.  / ( ж )  =  (4ж1 — ж2 , 4 ж 2 — жз, 4 x i  +  Зж2 — жз),
ж) =  (жз +  Зж2 , ж2 +  2, ж3 -  х \ ) .
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28. /(ж) =  (Зж1 — жз, Зжг — жз, 2ж1 +  Зж2 — жз),
ж) =  (ж3 -  жь ж2 -  1, жз -  5).

29. /(ж) =  (жз — 2ж1, ж2 — 2жз, ж2 — 4ж1),
ж) =  (2жь Зж2 + ж 3, ж3 -  1).

30. /(ж) =  (жз +  2ж3, жз +  ж2 -  ж3, ж2 +  ж3), 
у?(ж) =  (2ж1 -  ж3, ж2 +  ж3 -  2, Зж3).

2. Найти собственные значения и собственные векторв1 линейного опера­
тора, заданного в некотором базисе матрицей

1. - 4  5 2 . 2. - 2  5 0 . 3.

5. - 4  5 4 . 6.

8. 2 5 2 . 9.

10. 4 4 - 2  . 11. - 2  4 - 2  . 12.

13.

5 - 4 2 \
- 4 5

2
2 2 8 /
13 - 2 4
- 2 10 - 2
4 - 2 13

7 - 8 16 '
- 8 - 5 - 8
16 - 8 7

4 4 - 2
4 4 - 2

- 2 - 2 1

5 4 3 \
4 5 3 •
3 3 2 )

- 2 0
- 2 2 - 2
0 - 2 3

7 - 5 4
- 5 7 4
4 4 - 2

0 3 >
0 1 2
3 2 - 5  У

2 1 .

22. 0 1 2 . 23. - 2  6 - 2  . 24

6 - 2  2 \
- 2 5 0
2 0 7 )

1 - 4  0 \
- 4 5 4
0 4 1 /

2 2 - 4  \
2 5 2

- 4 2 2 /

7 - 2  4
- 2 4 - 2
4 - 2  7

9 - 3  - 3

СО1 6 0со1 0 6

6 —2 2 >
- 2 5 0
2 0 7 )

2 - 2  - 1
- 2 5 2
- 1 2 2

7 - 2  0
- 2 6 - 2
0 - 2  5

2 2 - 1 0
2 11 8

- 1 0 8 5

5 8 - 1 0
8 11 2

- 1 0 2 2

17 8 —4 \
8 17 - 4

- 4 - 4 П  у/

14 2 - 4  ^
2 17 2

- 4 2 14 ,

2 - 2 0
- 2 1 - 2
0 - 2 0

- 3 - 1
- 3 1 1
- 1 1 5

' 0 2 5 \
2 -- 3

“ 2
5 -- 2 о )

2 - 4
2 2 - 2

- 4 - 2 1
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3. Д ля заданной эрмитово-симметричной матрицы А  найти такие унитар-
—тную матрицу U и диагональную вещественную матрицу Л, чтобы Л =  U AU.

1.

О —2г О
4. I i 3 О I . 5. I  2i 0 2 -  i

0 2 - г 0
2 + г 0 - 2  г

0 2г 0

3 —г 0 \
г 3 0 .

0 0 4 /

0 —г 0

0 0 - 5

0 2 + г 0

7. I i 0 - 1  -  i I . 8.
0 —1 +  г 0

1 г 2 г
10. | 0 3 0 | . 11. | - г  1 —21

— 2 % 2 % 1

2 0
* \

0 3 0 .

—г 0 2 )

1 г
i \

—г 1
1 •—г 1 1 /

0 2 -  г 0
2 +  г 0 - 2 г

0 2г 0

3 —г
г 3 0 .

0 0 4

О О
14. О

16.

19. г 3 0 . 20.

3 - г  0 \
г 3 0 •
0 0 - 5  ,I

0 —2г 0
2г 0 2 — г
0 2 +  г 0

О О
о о

о о г
0 2 0

—г О О

- 5  0 0

О 0 г
0 2 0

- г  О О

О О
О О
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/ О  —г 0 \  /  1 - 2 г  2г \  /  О 0 г \
22.  ( г  0 - 1 - г  ) .23.  [ 2 г 1 г . 24.  О 2 О

\ 0  - 1  +  г 0 /  \  —2г —г 1 /  \  —г О 0 /

25.

28.

2 0 г
0

СО 0
—г 0 2

1 г г
—г 1 1
—г 1 1

26.

29.

1 г 2г \ / ' - 5 0 0
- г  1 —2 г . 27. 0 3 —г

—2г 2г 1 У \ , 0 г 3

4 0 0 \ /' 0 0 г
0 3 30. 0 2 0
0 —г 3 / \V -г 0 0
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