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П р е д и с л о в и е

В предложенном учебном пособии в краткой форме изложены необходи
мые теоретические сведения по теории линейнв1х пространств. Данный раз
дел линейной алгебрв1 является базоввш для всего курса данной дисциплины.

В конце пособия приведенв1 индивидуалвнвге задания, которвю помогут 
получитв наввжи решения задач по теории линейнв1х пространств.

Автор благодарит студентов факулвтета информатики Стрилец Т.С. и 
Силакову М.В. за участие в подготовке пособия, а такж е обращается к чита
телям с просвбой направлятв свои o t 3 b i b b i  о  данной методической работе на 
кафедру прикладной математики СГАУ. Все критические замечания будут 
рассмотренв! и по возможности учтенв! при следующих изданиях.
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1. Л и н е й н ы е  п р о с т р а н с т в а
1Л  П о н я т и е  л и н е й н о го  п р о с т р а н с т в а

Рассмотрим множества объектов любой природв1, для элементов которв1х 
каким-либо способом (причем, безразлично каким) определенв1 операция сло
жения двух элементов и операция умножения на число элемента этого множе
ства. Такие множества, назв:ваемв:е линейнвши пространствами, обладают 
целом рядом общих свойств, которвге и будут установлена: ниже.

Множество С элементов любой природв1 будем назвшатв линейны м  про
странством, если ввшолненБ1 следующие требования.

I. Имеется правило, посредством которого Ух, у  G С ставится в соответ
ствие элемент z  G С, назвшаемвш суммой  и обозначаемвш z = х  +  у.

II. Имеется правило, посредством которого Ух G С и VA G R(C) ставится в 
соответствие элемент и  G С, назвшаемвш произведением элемента х  на 
число А и обозначаемвш и = Хх.

III. Указаннвге два правила подчинена: следующим восвми аксиомам: 
У х , у , г ^ С ,  УХ,р е  М(С)

1) X +  у = у + х;

2 ) (х + у) + z = х  + (у + z);

3 ) 36 <Е С : х  +  6 =  х;

4) Ух Зх'  G £ ( п р о т и в о п о л о ж н в : й  э л е м е н т ) :  х  +  х'  =

5) 1 • х  =  х;
6 ) Х(рх) =  (Хр)х;

7) А (ж +  у) =  Хх  +  Ху,

8) (А +  р) х  =  Хх +  рх.

Если число Л G К, то множество С назвшается вещественнвш линейнвш 
пространством. Если число A G С, то множество С назвшается комплекснвш 
линейнвш пространством.

П р и м е р ы  л и н е й н ы х  п р о с т р а н с т в .

1. Множество функций Суад ,  определеннв:х и непрерв:внв:х на [а, Ь\. Опе
рации сложения таких функций и умножения их на вещественнвю числа 
определена: обвшнвши правилами математического анализа. Элемен
тарно проверяется справедливоств восвми аксиом, в частности, нулеввш 
элементом является функция, тождественно равная нулю на отрезке 
[а, Ь\. Это позволяет заключитв, что Суад  является линейнвш простран
ством.
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2. Множество Рп (х) алгебраических многочленов степени не ввпне
п  G N, с операциями, опеределеннвши так же, как в предыдущем при
мере. Заметим, что множество Рп (х), если его рассматриватв на отрезке 
[а, Ь], является подмножеством линейного пространства Суад ,  рассмот
ренного в предыдущем примере.

П  р  и м  е р  1. Определить, являет ся ли  множ ество мат риц  М 2х2

С  ^  М 2х2, следовательно, множ ество не являет ся ни вещественным, ни  
комплексным линейны м  пространством.

П  р  и м  е р  2. Определить, являет ся ли  множ ество мат риц

дователъно, множ ество мат риц являет ся вещественным линейны м  про
странством.

С в о й с т в а  л и н е й н о го  п р о с тр а н с тв а .

1. Любое линейное пространство имеет толвко один нулевой элемент.

2. К аж ды й элемент линейного пространства имеет толвко один противо- 
положнбш элемент.

3. Если элемент (—х ) противоположен элементу х, то элемент х  является 
противоположнвш для (—х).

4. Д ля любв1х двух элементов а и b уравнение а +  х  = Ъ относителвно х  
имеет решение, и притом единственное.
Разностью  двух элементов Ъ — а назвшается такой элемент х, которвш 
является решением уравнения а +  х  = 6 ;

где a,b,c  G К, линейны м  пространством?

Решение.

П усть А тогда

вещественным линейны м  про cmранет, вом  ?

Решение.

П усть А тогда

ХЬ\
О

G S 2x2, где A G М, все 8  аксиом, выполняются тоже, сле-
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5. Произведение произвольного элемента линейного пространства на чис
ло 0 равно нулевому элементу: 0 • х  = в.

6 . Элемент, противоположный данному элементу х, равен произведению 
х  на число —1 : (—х) = ( — 1 )х.

7. Произведение нулевого элемента на любое число есть нулевой элемент:

1.2 Б а з и с  и р а зм е р н о с т ь  л и н е й н о го  п р о с т р а н с т в а

Л и н е й н о  н е за в и с и м ы е  и л и н е й н о  за в и с и м ы е  с и с те м ы  э л е м е н т о в .
Рассмотрим произвольное линейное пространство С с элементами 

x , y , . . . , z .
Л инейной комбинацией элементов х, у , . . . ,  z  пространства С мы будем 

называть сумму произведений этих элементов на произвольные числа, т.е. 
выражения вида

где а, (3 , . . . , 7  G R(C), в зависимости от того, вещественное или комплексное 
пространство С.

Элементы х,  у , . . . ,  z  G С называются линейно зависимыми, если найдут
ся такие числа а, (3, . . . ,  у, из которых хотя бы одно отлично от нуля, что 
линейная комбинация элементов х, у , . . ., z с указанными числами является 
нулевым элементом пространства С, т.е. имеет место равенство

Элементы х,  у , . . . , z  линейного пространства С называются линей
но независимыми, если равенство (1) выполняется только при условии
а  = (3 = . . .  = 7  =  0 .

Теорема  1. Д л я  того чтобы элементы х , у , . . . ,  z  & С были линейно зави
симыми, необходимо и достаточно, чтобы один из эт их элементов являлся  
линейной комбинацией остальных.

П  р и м е р 3. Выяснить, являет ся ли  линейно независимой каждая 
из следующих систем элемент ов:

\ в  = в.

а х  +  (Зу +  . . .  +  j z

а х  +  (Зу +  . . .  +  j z  = в. ( 1)

в прост,ранет,ее Ш?х 2 вещест,веннозначных м ат 
риц  ;

2 ) 1 , sin2 ж, cos2 t  в пространстве С щ ос^+оо) вещественнозначных функ
ций, непрерывных на [а, Ъ}1
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Решение.

1) Составим линейнейную  комбинацию данных мат риц

1 О 
О 1

+  ад
О 2 
О О

С(1 2СК2 
О ад

Она равна нулевой матрице О О О 
О О

только в том случае, когда

ад = а 2 =  О, а это означает, что данная система м ат риц являет ся  
линейно независимой.

2) Составим линейную  комбинацию данных ф ункций и приравняем ее к 
нулевому элементу (функции, тож дественно равной нулю):

Это равенство справедливо, например, при а \  = 1, а 2 =  —2, аз  = —1, 
следовательно, данная система элементов являет ся линейно зависи
мой.

С в о й с т в а  си стем  эл ем е н то в .

1. Если в системе элементов еств нулевой элемент, то эта система будет 
линейно зависимой.

2. Если подсистема элементов линейно зависимая, то вся система будет 
линейно зависимой.

3. Любая подсистема линейно независимой системв1 элементов линейно 
независимая.

4. Если система элементов х, у , . . . , z  линейно независимая, а система эле
ментов х,  у , . . . , z, С линейно зависимая, то С представляется в виде ли
нейной комбинации элементов x , y , . . . , z .

Система линейно независимая элементов е\, е2, . . . ,  еп G С назвшается ба
зисом, пространет,ва С, если для каждого элемента х  G С найдутся числа 
X1, Х2 , • • • , Хп .

При этом равенство (2) назвшается разложением, элемента х  по базису 
е\, е2, . . . ,  еп , а Х\ , Х 2 , . . .  , х п -  координатами элемента х  (относителвно ба
зиса е\, е2, . . . ,  еп ).

Любой элемент х  G  С  может 6 b i t b  разложен по базису е \ ,  е2, ■ ■ ■, ега един- 
ственнвш образом, т.е. координатв1 любого элемента х  относителвно базиса 
е\, е2, . . . ,  еп определяются однозначно.

од • 1 +  од sin2 х  + as cos 2 х  =  в.

х  = Xiei  +  Ж2е2 +  . . .  +  х пеп , (2)
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Значение базиса заклю чается такж е и в том, что операции сложения эле
ментов и умножения их на числа при задании базиса превращаются в соот
ветствующие операции над числами -  координатами этих элементов.

Т е о р е м а  2. При, слож ении любых двух элементов линейного простран
ет ва С (относительно любого базиса про cm,ранет,в а С ) их  координаты скла
дываются, а при умнож ении произвольного элемента на любое число  А со
ответствующие координаты этого элемента умнож аются на число А.

П р и м е р ы  б а зи со в  р а з л и ч н ы х  п р о с тр а н с тв .

1. Д ля линейного пространства матриц М2х2 базисом является, например,

2. Д ля линейного пространства многочленов степени не ввпне двух бази-

мента 5 — х  — х 2 данного пространства в этом базисе будут 
( Х 1 , Х 2 , Х 3) Т  = (5, - 1 , 1)т .

П  р  и м е р  4. Определить, какая из следующих систем элементов 
являет ся базисом линейного пространства R 3 векторов с вещественными  
коэффициентами:

Системы элементов 2, 4 являю т ся базисом линейного пространства R3, 
т.к. эти системы линено независимые и любой элемент этого прост,ран
ет,ва представляется в виде линейной комбинации элементов одной из эт их  
систем.

система элементов

сом является, например, система элементов 1 , х , х 2. Координатами эле-

Решение
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Системы элементов 1, 3 не являю т ся базисом линейного прост,ранет,ва 
R3, т.к. система 3 являет,ся линейно зависимой, а через систему 1 нельзя  
представить в виде линейной комбинации любой элемент этого простран
ства.

Линейное пространство С называется п-мерным, если в нем существу
ет линейно независимая система из п  элементов, а любая система из п  +  1 
элементов линейно зависимая. При этом число п  назвшается размерностью  
пространства С.

Обозначение: dim (T).
Линейное пространство L  назвшается бесконечномерным, если в нем су

ществует любое число линейно независимых элементов.
Обозначение: dim(L) =  оо.

П р и м е р ы  р а зм е р н о с т е й  л и н е й н ы х  п р о с т р а н с т в .

1. dim (R 5) =  5.

2. dim (R 3x3) =  9.

3. dim (Pn (a;)) = п  + 1.

Т е о р е м а  3. Если С -  линейное прост,ранет,во размерности п, то в нём, 
любая линейно независимая система из п  элементов образует, базис.

Т е о р е м а  4. Если в пространстве С существует базис из п  элементов, 
то это прост,ранет,во размерности п.

1.3 П о д п р о с т р а н с т в а  л и н е й н ы х  п р о с т р а н с т в

Подмножество С' линейного пространства С назвшается линейны м  под
пространством, если вбшолняются для этого подмножества следующие тре
бования:

I. Если х, у  G С , то х  +  у  G С!.

II. Если х  G С , A G R(C), то Хх е  £ '.

Т е о р е м а  5. Линейное подпространство само являет ся линейны м  
пространством.

Рассмотрим для линейного пространства С линейнвге подпространства: 
само линейное пространство С и нулевое подпространство {0}. Эти два под
пространства назвшаются несобственными, а все остальные собственными.
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П р и м е р ы  л и н е й н ы х  п о д п р о с тр а н с тв .

1. В линейном пространствеа V3 свободных векторов трехмерного про
странства линейное подпространство образуют:

а) все векторв1, параллелвнвге данной плоскости;

б) все векторв1, параллелвнвге данной прямой.

2. Любое решение однородной системв1 линейнвш алгебраических урав
нений от п  переменнвш можно рассматриватв как вектор в линейном 
пространстве R” . М ножествотаких векторов является линейнвш под
пространством в R” .

П о н я т и е  л и н е й н о й  о б о л о ч к и .
Рассмотрим элемента: х, у , . . . ,  z  G С. Линейной оболочкой элементов 

х, у , . . . ,  z  будем назвшатв совокупноств всех линейнвш комбинаций этих эле
ментов, т.е. множество элементов вида

а х  +  (Зу +  . . .  +  j z ,

где а, (3, . . . , 7  е  R(C).
Обозначение: L(x,  у , . . .  , z).
Из определения следует, что каждое конечномерное пространство явля

ется линейной оболочкой элементов своего базиса.
Например, линейное подпространство, заданное однородной системой 

уравнений, является линейной оболочкой фундаменталвной системв1 реше
ний (ФСР).

Линейная оболочка произволвнвш элементов х , у , . . . ,  z  линейного про
странства £ , очевидно, является подпространством основного линейного про
странства С.

П  р  и м  е р  5. Я вляю т ся ли  каждое подмнож ество линейного про
странства Rraxra линейны м  подпространством:

а) множ ество симмет ричных матриц;

б) множ ество вырожденных мат риц?

Решение.

а) сумма симмет ричных м ат риц есть симмет ричная матрица; при 
умнож ении симметричной матрицы на число получаем такж е 
симмет ричную матрицу, следовательно, множ ество симмет ричных  
мат риц являет ся линейны м  подпространством.
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б) рассмотрим сум м у вырожденных матриц:

1 О 
О О

О О 
О 1

1 О 
О 1

полученная матрица невырожденная (clet ф 0). Следовательно, м но
ж ество вырожденных мат риц не являет ся линейны м  подпростран
ством.

Т е о р е м а  6  (о м о н о то н н о сти  р а зм е р н о с т и ) . Размерность любого под
пространства L ' п-мерного линейного про cm,ранет,в а С не превосходит раз
мерности п  про cm,ранет,в а С. Если, размерности линейного прост,ранет,ва 
и линейного подпространства совпадают, то подпространство совпадает с 
пространством.

Т е о р е м а  7 . Если, система элементов ер  ег , . . . ,вк являет ся базисом к- 
мерного подпространства С' п-мерного линейного про cm,ранет,в а С, то этот  
базис мож но дополнить элементами  е^+ь &к+2 , ■ ■ ■, ега G £  так, что систе
ма е \ , . . . ,  е^, efc_|_i, . . .  ,е п будет являт ься базисом всего прост,ранет,ва С.

Т е о р е м а  8  (о  р а зм е р н о с т и  л и н е й н о й  о б о л о ч к и ). Размерность л и 
нейной оболочки d im ( L ( x , y , . . . , z ) )  равна максимальному числу линейно  
независимых элементов в системе x , y , . . . , z .  В  частности, если система 
х , у , . . . ,  z-  линейно независимая, то размерность линейной оболочки систе
мы х, у , . . .  , z  равна числу элементов в этой системе, а сами элементы  
х , у , . . . ,  z  образуют базис линейной оболочки.

Рангом системы элементов в линейном пространстве называю т размер
ности линейной оболочки этой системв1 элементов.

Если в качестве системв1 элементов рассматриватв строки (столбцв1) мат
рица:, то получим следующее определение ранга матрицы: ранг матрицы- 
максималвное число линейно независимая строк(столбцов) матрицы.

С у м м а  и п е р е се ч ен и е  п о д п р о с тр а н с тв .
Пуств С\, С2 , ■ ■ ■, Tfc — линейнвге подпространства линейного пространства 

С. Суммой подпространств С \, С2 , ■ ■ ■, Ск назвшается множество всевозмож
н а я  элементов х, представим ая в виде

где Xi е  Ci, г = 1 , 2 , . . . , к.
Обозначение: С\ +  £ 2  +  • • • +  £&•
Представление (3) элемента х  назвшается разложением, элемента х  по 

подпространствам С \, £ 2, ■ ■ ■, £&•

X  =  Х \  +  Х 2 +  • • • +  Х к (3)
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Пересечением подпространств С \, Т 2, ■ ■ ■, Ck называется множество 

L i  П L 2 П . . .  П L k = {х  е  C\xi е  Ci , i  = 1 , 2 , ,  к}.

Замечание. Пересечение подпространств не может 6 bitb пуствш множе
ством, тж. всегда содержит нулевой элемент в пространства.

П р и м е р ы  с у м м ы  и п е р е с е ч е н и я  л и н е й н ы х  п о д п р о с тр а н с тв .

Пуств V3 -  линейное пространство геометрических векторов трехмерного 
пространства.

С\ -  линейное подпространство, состоящее из векторов, параллелвнв1х 
плоскости O X Y .

Т 2 -  линейное подпространство, состоящее из векторов, параллелвнв1х 
плоскости O X Z .

С 1 + С 2 — все пространство Из, С 1Г1С2 ~ множество векторов, параллельных 
оси ОХ.

Т е о р е м а  9. Сумма и пересечение подпространств линейного прост,ран
ет,ва С являю т ся линейны м и подпространствами прост,ранет,ва С.

Т е о р е м а  10. Д л я  любых линейны х подпространств С\ и С2 линейного  
прост,ранет,ва С справедливо равенство:

d im (£ i +  С2) =  d im (T i) +  dim (T 2) — d im (£ i П T 2).

П р я м а я  с у м м а  п о д п р о с тр а н с тв .
Сумма подпространств линейного пространства называется прямой сум 

мой, если разложение в ней по слагаемым подпространства единственно.
Обозначение: С\ ® Т 2 ® . . .  ® Ck-

П р и м е р  п р я м о й  с у м м ы  л и н е й н ы х  п о д п р о с т р а н с т в .

Пусть V3 -  линейное пространство геометрических векторов трехмерного 
пространства.

С\ -  линейное подпространство, состоящее из векторов, параллельных оси 
O Y .

Т 2 -  линейное подпространство, состоящее из векторов, параллельных 
плоскости O X Z .

L\  ® L2 =  V3 .

Т е о р е м а  11. Д л я  того чтобы п-мерное прост,ранет,во С представляло  
собой прямую сум м у подпространств С\ и Т 2 достаточно, чтобы пересече
ние С\ П Т 2 =  {9} и чтобы dim (T) =  dim (T i) +  d im (L2).
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1.4 П р еобр азован и е координат при п реобразовании  бази са

Пусть в линейном пространстве С заданы два базиса: е =  (ер  ег, ■ ■ ■, ега) и 
е' =  (еф е2, . . .  ,е'п), dim  С = п.

Выясним, как меняются координаты элемента при переходе от базиса е к 
е '. Так как элементы базиса е' являю тся элементами линейного пространства 
£ , то каждый из них можно разлож ить по базису е.

Коэффициенты в равенстве (4) образуют матрицу А  =  (а^-) G К гахга, 
которая называется мат рицей перехода от базиса е к е!.

Обозначение: Ре^ е'.
Равенства (4) в матричном виде могут быть записаны : е' = еРе^ е/.

Т е о р е м а  12. М атрица перехода от одного базиса к другому являет ся  
невырожденной.

Т е о р е м а  13. Координаты элемента х  в базисах е и е! связаны меж ду  
собой следующим образом,:

П р и м е р  6 . В  линейном  пространстве многочленов не выше второй 
степени с действительными коэффициентами заданы два базиса: 
е : е\ =  1 , ег =  х, ез =  ж2;
е' : =  1, е2 =  х  — 1, е'3 = (х — I ) 2. Найти Ре^ е>.

— о, 11 ei +  0-2162 +  . . .  +  ап,\еп 
е2 =  a i2ei +  02262 +  • • • +  ап2еп

(4)

еп — 6.iraei Т  fl2nC2 Т  ••• Т  огапбi

Решение.
1 =  1 • ei +  0 • е2 +  0 • е3; 
х  -  1 =  - 1  • ei +  1 • е2 +  0 • е3;

1 - 1  
О 1 
О О

П  р  и м  е р  7. Найти координат,ы элемента х  в базисе е!, 
если, х е = 3ei — 2 ег; е\ = Ъе\ +  Зег, е2 =  ei +  ег.

Решение.

1 - 1  
- 3  5

1
2

5
-1 9
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2. Е в к л и д о в ы  п р о с т р а н с т в а
2.1 П о н я т и е  в е щ е с тв ен н о го  е в к л и д о в а  п р о с т р а н с т в а

Вещественное линейное пространство £  назвшается вещественным евкли
довым пространством, если ввшолняются следующие два требования:

I. Имеется правило, посредством которого любв1м двум элементам этого 
пространства Ух, у  G £  ставится в соответствие вещественное число, 
назвшаемое скалярным произведением  этих элементов и обозначаемое 
символом (х , у ).

II. Указанное правило подчинено следующим четырем аксиомам:
Ух, y , z  <Е £  и У <e R

!) (х , у )  =  (у , х );

2 ) (x + y , z )  = (x , z )  + (y,z)-,

3) (Лх , у )  = А(ж,у);

4) (ж, х) >  0, причем (ж, х)  =  0 х  =  в.

П р и м е р  в е щ е с тв ен н о го  е в к л и д о в а  п р о с т р а н с т в а .
Множество HenpepBiBHBix на отрезке [а, Ь\ функций Суад , где скалярное 

произведение задано:

П  р  и м  е р  8 . Я вляет ся ли  вещественное линейное простран
ство R 2 вещественным евклидовым пространством, если паре векторов

(Ж  ,у )  = ХгХ2У1У2 -

Решение. Проверяем выполнение четырех аксиом,:

1 . (ж,у ) = Х1Х2У1У2 = У1У2Х1Х2 = (у, ж);

2 . (ж +  у, z) = (Ж1 +  ш ) ( ж 2 +  y2)Z\Z2 ф  (ж, Z) +  (у, z).

вторая аксиом,а не выполняестся, следовательно, данное вещественное про
странство не являет ся вещественным евклидовым пространством.

( f ( x ) , g ( x ) )  = f  f ( x ) g ( x ) dx
J  а

•b

поставлено в соответствие число:
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С в о й с т в а  с к а л я р н о г о  п р о и зв е д е н и я .

1 ) ( x , y  + z) = (х , у ) +  (x,z)]

2 ) (ж, А у) = А(ж,у);

3) (ж, в) = 0 ;

п  п
4) ( £  (ХгХг,у) =  Y ,  а г ( Х г , у ) ,  ОЦ G К, * =  1,2, . . . , Щ

i=l i=l

5) если х,  у  G £  такие, что Уг G £  выполняется равенство (ж, z ) =  (у, z),  то 
х  = у.

Т е о р е м а  14. (Н е р а в е н с т в о  К о ш и -Б у н я к о в с к о г о ) . Ух, у  G £  справед
ливо неравенство

(х , у ) 2 <  ( х , х ) (у , у ) .

О сн о в н ы е  м е т р и ч е с к и е  п о н я ти я .
Д лин ой  элемента х  евклидова пространства, будем назвшатв арифмети

ческое значение корня из скалярного квадрата этого элемента.
Обозначение: \х\.

\х\ =  д/(ж, х).

Из аксиом скалярного произведения вв1текают следующие фактик

• Любой элемент ж G £  имеет длину, при этом 

|ж| >  0, Ух G £  и (ж, ж) =  0 ж =  в;

•  | скж| =  | ск| |ж| , Ух G £, У a  £ R.

В новой терминологии неравенство Коши-Буняковского может 6 bitb за
писано следующим образом:

\{х,у)\ < \х\\у\.

Элемент, длина которого равна единице, назвшается нормированным. 
Любой ненулевой элемент можно нормироватв, поделив его на длину.

Т е о р е м а  15. В евклидовом пространстве Ух, у  G £  справедливы следую
щие неравенства (неравенства треугольника)

| \х\ -  \у\ I <  |ж +  у\ < \х\ +  \ у\ .

16



Углом  в вещественном евклидовом пространстве будем назвшатв угол <р G 
(0; 7г], которвш определяется по формуле:

(х , у ) (х , у )
cose? =  —. = | | | | . (5)

у / ( х , х ) у / ( у , у )  \х\\у\

Корректности определения следует из неравенства Коши-Буняковского.

П  р  и м  е р  9. Найти в евклидовом пространстве непрерывных на [0;1] 
вещественно-значных ф ункций  Сфд]-'

1) длину элемента /(ж ) = х;

2 ) скалярное произведение /(ж ) = х; д(х) = ех ;

3) угол меж ду элементами д(х)  = х  и /(ж ) = 1 ,

1
если скалярное произведение задано следующим образом,: J  f ( x )g(x )dx .

о
Решение.

1 з 1у*

0 о
1 . ( /(ж ),/(ж ))  =  f x 2dx =  %- о =  §, |/(ж )| =  y / ( f ( ж), / (ж))  =  ^=.

1 Г рхг1г  =  Ни 11 =  РХ 1 1 ^
2 - ( f ( x ) , g ( x ) )  = f x  ■ exdx = |  u = x  du = dx j  = xeX\o ~  I f Xdx =

(xex — еж) |q =  еж( ж - 1)|о =  1 .

3. Воспользуемся формулой (5).

( /(ж ) ,5,(ж)) =  f  xd x  = %- 
о о

l .

2 ’

(g(x) ,g(x))  = j x 2dx = %■ q y/ (g(x) ,g(x) )  = 

( / (ж)> / (ж) ) = J' dx  =  ж|д =  1 ; л / ( / (ж) , / (ж) )  =  1 ;

co sy  =  , = Д  ^  =  30”.
л /(/(ж ), f ( x ) ) y / (g(x) ,g(x) )  2
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2.2 О ртогональны е и ортон орм ированны е базисы

Элементы х , у  G £  называются ортогональными , если их скалярное про
изведение равно нулю (х , у) = 0 .

Согласно свойству скалярного умножения нулевой элемент ортогонален 
любому элементу.

Система элементов е\, ег, • • •, ега называется ортогональной, если выпол
няется (a , еф) =  0 при г ф j.

Систему, состоящую из одного элемента, будем считать ортогональной.
Система элементов е\, ег, ■ ■ ■, ега называется ортонормированной, если

(бд Cj) =  0 , г ф j',

(ед е ,)  =  1 , г = j.

Т е о р е м а  16. Ортогональная система ненулевых элементов являет ся  
линейно независимой.

С л е д с тв и е . Ортонормированная система элементов является линейно 
независимой.

Так как евклидово пространство является линейным пространством, то 
правомерно говорить о размерности и базисах этого пространства. Евклидово 
пространство может быть конечномерным и бесконечномерным.

Если базис евклидова пространства представляет собой ортогональную 
систему элементов, то этот базис называют ортогональным.

Если в линейном пространстве все базисы равноправны, то в евклидовом 
пространстве наличие скалярного произведения позволяет выделить ортого
нальный и ортонормированный базисы, которые более удобны и играют в 
линейной алгебре роль, аналогичную роли декартовой прямоугольной систе
мы координат в аналитической геометрии.

Т е о р е м а  17. Во всяком евклидовом п-мерном пространстве £п суще
ствует ортонормированный базис.

Доказательство. Рассматриваемое доказательство носит название орто- 
гонализации Грама-Ш мидта.

Пусть / i ,  / 2, . . . ,  f n — произвольный базис евклидова пространства £п .
М одифицируя этот базис, мы будем строить новый е\, ег, • • •, ега, который 

будет ортонормированным.

Введем дополнительно систему элементов g\ , g 2 , ■ ■ ■, Уп- 

9i = #2 =  /2  — ( / 2 , ei )ei ,  . . . ,  = /п -  ( / п, e i ) e i e ra_i ) era_i ;

9 1 _  92  _  9 п
I р ^2 I \ 1 • • • 1 Сг I I
\ 9 i \  \92\ \ 9п  I
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Рассмотрим пример при п  =  3. 

/з

Д ля обоснования алгоритма нужно показать, что ни один из последова
тельно вычисленных элементов Qi не является нулевым (иначе процесс обо
рвался бы преждевременно) и что все элементы Qi попарно отогональны.

Тогда и элементы а  образуют ортогональную систему, но при этом длина 
каждого из них равна единице.

Ортогональная система из п  ненулевых элементов согласно теореме 14 ли
нейно независимая и поэтому в n -мерном евклидовом пространстве является 
базисом.

Докажем по методу математической индукции.
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1. Докажем для п  =  1.

д\ ф 0, т.к. д\ = Д , то систему, состоящую из одного элемента, считают 
ортогональной.

2. Пусть выполняется при п  = к.

3. Докажем для п  = к +  1.

Вычислим новый элемент gu+i по формуле

т.е. элемент Д-щ является линейной комбинацией элементов в\, е г , . . . ,  ещ ко
торые выражаются через Д , Д , . . . ,  Д .

Следовательно, Д-щ является линейной комбинацией Д , / 2 , . . . ,  Д ,  а сле
довательно, система элементов / 1, / 2 , - - -, Д +i линейно зависимая. Но это про
тиворечит условию линейной независимости системы Д , Д , . . . ,  Д .

Итак, предположение о том, что <7fc+i =  9, привело к противоречию.
Покажем, что элемент дк+i ортогонален каждому из элементов 

ei, ег, • • •, efc.
Умножим скалярно (*) на а ,  где г <  к. У читывая, что элементы 

е\, ег . . .  &к образуют ортонормированную систему, получим:

(9k+ ъ с )  =  (Д + ъ  с )  — (Д + ъ  ег)(сд с )  =  (Д + ъ  с )  — (Д + ъ  6j) =  О,

Следовательно, элементы ер  ег, • • •, е щ . . . ,  ещы, где е^-щ =  ] ~ “jj > образу
ют ортонормированную систему. □

В вычислениях удобны формулы, где сначала последовательно вычисля
ются элементы д \,д 2 , ■ ■ ■ ,дп, а затем проводится их нормировка, приводящая 
к элементам ер  е г , . . . ,  еп :

9 к+1 =  Д +i -  (Д + ь  e i)e i -  . . .  -  (Д + р  еДещ (*)

Предположив, что gk+i =  Ф получим, что

Д +i — (Д + ъ  e i ) e i +  • • • +  (Д + ъ  Cfc)efc

(Д ; g n - i)g n - i  _ 
Дга-Ъ fl'ra-l)

п р  и м  е р  10. В  евклидовом пространстве дан базис:

Д  =  (3,1, 2 )т ; Д  =  (1 ,1 ,1)т ; Д  =  (0,2,3)т
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По этому базису построить ортонормированный базис. Скалярное произве
дение задано стандартным образом,

{х,  у )  =  Х1У1 +  Х2У2 +  Хзуз-

Решение.

9i = f i  = (3,1, 2 )т ; 92  = / 2 -

9з — / з  -

{9 i , 9 i) 7

91)91 i h , 92)92 _  1
{ 9 1 , 91 )  { 9 2 , 92 ) з=  - ( —2, —2, 4) ;

61 ^ I 4 (3,1,2)T ; 62 ^ 2l ( 2,4,1)Т;  63 2 У б ( 2’ 2,4)Т'

2 .3  В ы р а ж е н и е  с к а л я р н о г о  п р о и зв е д е н и я  ч е р е з  к о м п о н е н ты  со
м н о ж и т е л е й

Пусть х, у  G £ , вц е2, . . . ,  ега -  базис этого пространства, х ,у  в этом базисе 
представляются:

х  =  x \ e i  +  ж2е2 +  . . .  +  жгаега,

У =  У С 1 +  У2&2 +  • • • +  Упега,

{X, У) = ( ^ 2  Хгвг, ^  УНз) = Y  2  '
г=1 j = l г= 1 j= 1

В матричном виде (6 ) перепишется следующим образом:

{X, у ) =  M j r e [у]е ,

- и -

где
/  (eb ei) (еь е2) ••• (еь ега) \  

(e2 , ei )  (е2 , е2) ••• (е2 ,ега)

(6)

(7)

— матрица Г рама.

\  {&п, ei) (cri) е2) • • • (сга, ега) J
М атрица Грама является симметричной: Ге =  Г<Т.
Если базис е\, е2, . . . ,  еп ортонормированный, то Ге =  Е , а (7) перепишется 

следующим образом:
{х,  у )  =  [ж] Т  I

Пусть в пространстве £  заданы два базиса: е =  (вц е2, . . . ,  ега), 
е; =  ( е ^ е ^ , . . .  ,е'п ), Ре^е ' =  {(Hj) ~ матрица перехода, Ге/ =  (дС) -  матрица 
Грама.
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Согласно определению матрицы перехода:

П

^   ̂&Ы&к'
к= 1

Тогда элемент матрицы Грама представим в виде:

п  п  п  п

9ij = (4 е'з) = СГ ЕЕ  ̂ki^lj {_̂к 4̂ l) *
к= 1 1=1 к= 1 /= 1

В матричной записи это эквивалентно:

Гд =  Г Д е 'Г е Л ^ е '-

Т е о р е м а  18. Система элементов a i , a 2 , . . . , a ra G Ели,ней,но зависим,а 
тогда и только тогда, когда определитель матрицы  Грама этой системы  
равен нулю:

detTa = 0.

Т е о р е м а  19. Определитель матрицы  Грама любого базиса полож ите
лен.

П  р  и м  е р  11. Д ано вещественное евклидово пространство, где ска
лярное произведение задано следующим образом,:

(х, у) = 4 Х\У1 -  2 Х\У2 -  2x2yi +  дх 2У2 - 

Вы числит ь мат рицу Грама Ге стандартного базиса

1 \ ( 0
61 =  1 0 ’ 62 =  V 1

и м ат рицу Грама Г f ,  базиса / :

Л  =  ( » ) '  Л  = ( - 1

Решение.

1. Вы числим  мат рицу Грама, воспользовавшись формулой:

(eb ei) (еь е2) Л _  /  4 - 2Г _  —
(e2,ei)  (е2, е 2) )  V - 2  4
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2. Найдем  Г f  двумя способами:

•  Воспользуемся формулой:

T f  = P L f TePe^ f

Pe^ f  -  это координаты базиса /  в базисе е выписанные по столбцам:

= ( о - 1

=  42 ) ( i - 0  =  ( e -
•  Воспользуемся формулой:

г  =  (  ( / ь / i )  ( / ь / 2) А /  4 6
f  U / 2, / 1) ( / 2, / 2) У V 6  12

2.4  О р т о г о н а л ь н а я  м а т р и ц а

Квадратная матрица Q называется ортогональной, если она удовлетво
ряет условию

QTQ =  Е.

П р и м е р ы  о р т о г о н а л ь н ы х  м ат р и ц .

1. Единичная матрица Е.

2. Матрица Гивенса (вращения) R  =  ( cos<  ̂ sin у?
у smt£> cos

С в о й с т в а  о р т о го н а л ь н о й  м а т р и ц ы .

•  det Q = ± 1 .

Q- 1 = QT ■

Если Q -  ортогональная, то Q -  тоже ортогональная матрица.

QQT = Е.

•  Пусть Q \ , Q 2 -  ортогональные матрицы одного порядка, тогда 
Q 1Q 2 ~ ортогональная матрица.

•  Пусть Q -  ортогональная, тогда Q ~ l -  тоже ортогональная матрица
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Если матрица ортогональная, то удобно находить к ней обратную, напри
мер

cos <р — sin (р 
sint£> cos <р

R - 1  =  R T = (  c o s V  s i n ( ^  

у — sin ip cos ip

2.5 О р т о го н а л ь н о е  д о п о л н е н и е

Пусть Tt -  линейное подпространство £.  Элемент х  G £  ортогонален к 
линейном у подпространству Tt, если х  ортогонален любому элементу у  £ Tt.

Множество элементов из вещественного линейного евклидова простран
ства ортогональных линейному подпространству Tt называется ортогональ
ным дополнением TtС

Т е о р е м а  20. Ортогональное дополнение TL"*■ являет ся линейны м  подпро
странством.

Т е о р е м а  21. Пусть Tt -  линейное подпространство £ , тогда

=  £.

С л е д с т в и е . Если И. -  линейное подпространство £, то для любого /  G £  
существует и при том единственное разложение

f = g  +  h. (8)

где g e T t ,  h e  TtЛ
В разложении (8 )
g -  ортогональная проекция элемента /  на подпространство Tt;
h -  ортогональная составляющая элемента / .
Нахождение разложения (8 ) называется задачей о перпендикуляре. Этот 

термин заимствован из геометрии. Чтобы получить разложение геометриче
ского вектора, достаточно опустить перпендикуляр из конца вектора /  на 
плоскость.



Имея ввиду эту аналогию, называют 
/  -  наклонной к подпространству T t;
h -  перпендикуляром, опущенным на подпространство Tt.
Аналогия с геометрическими векторами состоит не толвко в названии. 

Отметим несколвко тех свойств д и Л, в разложении (8 ), которые имеют место 
и в геометрии т.к.

(/> / )  =  (9 +  К  д + h) = (д, д) +  (h , h),

ТО

1/ 12 =  Ы 2 +  1̂ 12 . 

|Л |< | / | .

(9)

Последнее неравенство свидетелвствует о том, что длина перпендикуляра не 
превосходит длины наклонной. Равенство (9) называется теоремой Пифагора 
в евклидовом пространстве

П  р  и м  е р  12. В  евклидовом пространстве со стандартным ска
лярны м  произведением построить L 1- для подпространства L ( a i ,a 2), где 
а\ = (1 1 1 1)т , а2 = (1 -  1 1 1)т

Решение.
П усть х  = (х \ х 2 Хз хф)Т -  элемент ортогонального дополнения. 
Система линейны х уравнений

х\  +  х 2 +  хз  +  ж 4  =  0 ;
Xi  — х 2 +  Хз +  Х4 =  0

определяет ортогональное дополнение.
Найдем, ФСР данной системы:

1 1 1 1
1 - 1 1 1

1 1 1 1
0 - 2 0 0

1 0  1 1  
0 1 0  0

х\  +  хз  +  Ж 4 =  0 ;  Г  х\  =  —  хз — а д ;  
х 2 =  0 ;  1  х 2 =  0 ;

х *  =  а

ei =

( - 1  \ 
о

V I J
( - 1  \  

о

V I )

+  С2

(  - 1  \  
о 
о

V 1 )
( - 1  \  

о

ci, с2 G К; q  +  eg Ф 0 .

е2 =
0

V 1 /
L1- : Ь (е ! ,е 2).
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П р  и м е р 13. Найти ортогональную проекцию / 6 на подпро

странство L (6 i, 62), где Ъ\
1

- 1
О

- 1
2
1

Решение.
f  = g + h ; g = a ib i + а 2Ь2] 

f  = a \b i  +  a 262 +  h.

Умножаем последнее равенство скалярно, сначала на Ь\, затем на 62. 
Учитывая, что (b \ ,h ) =  О, (b2 ,h ) =  О , так как они ортогональны, получа
ем

Г (6Ь / )  =  0 :1(61, 61) +  0 2 (61, 62), 
\  (62, / )  =  Oi(62, 61) +  о 2(62, 62);

Г  — 3  =  2 o i  —  З 0 2 ,
\  9 =  — З01  +  6 0 2 ;

Oi =  02  =  3.

2 .6  П о н я т и е  у н и т а р н о го  п р о с т р а н с т в а

Комплексное линейное пространство Ы называется комплексным евкли
довым пространством  или унитарным, если ввшолняются следующие два 
требования:

I. Имеется правило, посредством которого двум элементам х ,у  G Ы ста
вится в соответствие комплексное число называемое скалярнвш  произ
ведением и обозначаемое символом (х , у ).

II. Указанное правило подчинено следующим четырем аксиомам:
Ух, y , z ( z  Ы, VA G 

1 - (х >у) = (у >х ) ;
2 . (x + y , z )  = (x , z )  + (y, z)  ;

3 . (А х , у )  =  А (ж, у )  ;

4. (ж, х) > 0, причем (ж, х)  =  0 х  =  в .

g = 3b\ +  362; д = 3
1

- 1
О

- 1
2
1
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П р и м е р ы  к о м п л е к с н ы х  е в к л и д о в ы х  п р о с т р а н с т в .

1. Множество комплексно-значных функций С\а щ : z(t) = x(t) +  iy(t), где 
x(t), y(t) -  вещественно-значные функции, непрервшнвге на отрезке 
[а, Ь].

Операции сложения этих функций и умножения их на комплексные чис
ла заимствуем из анализа. Скалярное произведение двух любв1х таких 
функций определим соотношением

(zi( t ) , z2(t)) = (  Zi(t)z2(t)dt.
J a

2. Множество вектор-столбцов с комплекснвши координатами

х , у е с п, x = (xi ,x2, . . . ,Хп)Т, у = (У1,У2,---,Уп)Т- 

Скалярное произведение введено следующим образом
П

(®> y) = Y l х^ -
г=1

п  р  и м е р  14. Мож но ли  в унитарном пространстве квадратных
мат риц 2 -ого порядка ввести скалярное произведение по формуле

(А, В ) = а\Щ  — Ъ\Ъ2 +  щёг -  d\d2, где А  =  ^ ^  ^  ^ , В  = ^ ^ ?

Решение. Проверим четвертую аксиому. (А, А) = е д а !- Ф Ф +CiCi — ф ф .  
Неравенство (А, А) > 0 выполняется только тогда, когда 
|fli |2 +  lci |2 Ф N 2 +  |ф |2. Следовательно, ввести скалярное произведение по 
данной формуле нельзя.

С в о й с т в а  с к а л я р н о г о  п р о и зв е д е н и я .

1. ( x , y  +  z)  =  (х , у ) +  (x,z).

2 . (ж, А у) = \ ( х , у ) .

3. (ж, в) =  0 .
п  п

4. (22 OLiXi,y) = 21 OLi(xi,y), (1 % G С, г = 1 ,2 , . . .  ,п.
i=i i=i

5. Если х , у  G Ы G Ы ввшолняется равенство (х, z) = (у, z), то х  = у.

Т е о р е м а  22 (Н е р а в е н с т в о  К о ш и -Б у н я к о в с к о г о  в у н и т а р н о м  п р о 
с т р а н с т в е ) . Д л я  Ух, у  G U справедливо следующее неравенство

\ (х , у ) \ 2 < (х , х ) (у , у ) .
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Длина в унитарном пространстве вводится таким ж е образом как в веще
ственном евклидовом пространстве: \х\ =  \ J (х , х ) .  Понятие угла в унитарном 
пространстве вводитв не имеет смвгсла, т.к. (х,  у)  G С.

Понятие ортогоналвного и ортонормированного базиса, процесс ортого- 
нализации системв1 элементов, понятие ортогоналвного дополнения, ортого- 
налвной проекции элемента на подпространство без изменения определений 
и общих схем рассуждений переносится на унитарное пространство.

2 .7  В ы р а ж е н и е  с к а л я р н о г о  п р о и зв е д е н и я  ч е р е з  к о м п о н е н ты  со
м н о ж и т е л е й  в у н и т а р н о м  п р о с т р а н с т в е

Пуств в унитарном пространстве Ы задан некоторвш базис 
е =  (ei, е г , . . . ,  еп ). Рассмотрим х , у  <EU, х  =  Х \ в \  +  ж2е2 +  • • • +  х п еп ,
У = yiei  +  У2&2 +  • • • +  упеп,

п  п  п  п

(х , у)  = = (10)
i= 1 j =1 i= 1 j= 1

Формула (10) в матричном виде запишется следующим образом:

(,х , у ) =  [х]х Т е [у]е ,

(еь е2) . . .  (еь ега) \
(е2,е 2) . . .  (е2,е га)

( с п ) е 2 ) . . .  ( б п ) с га) J

Если е\,  е2, . . . , еп -  ортонормированнв1Й базис, то Ге =  Е  и

( х , у)  = [х]х [у\е.

Пуств в унитарном пространстве Ы данв1 два базиса е =  (вц е2, . . . ,  еп) и 
е1 =  (e'l, ег2, ■ ■ ■, е'п), тогда справедлива формула:

Гд =  Р Х_^е,Т ePe^ et .

Если е\, е2, . . . ,  еп -  ортонормированнв1Й базис, то Ге/ =  Pj_^e,Pe^ e>.

П  р  и м  е р  15. Векторы х ,у  G U , унитарного пространет,ва заданы в 
базисе e i ,e 2 координатными столбцами [х]е =  ( 1 i ) ,

Me =  ( 1 +  * ^ ) Т , соответственно, и известна мат рица Грама

Г / =  ^ ^  ^ базиса f \  = в\ +  ге2, / 2 =  — Згег +  4е2- Вычислить

м ат рицу Грама Ге базиса e i ,e 2 и скалярное произведение (х , у ).

где Ге -  матрица Г рама

/  (ец еД  
г  _  (e2 ,e i)
1 е —

V ( е п ,  е \ )
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Решение.

р  f - ( 1 _3г V  p t р - 1 - ( 4 Зг^ { 4 j .  -  ^ - г  1

Ге =  P j ^ eY f P f ^

У _  (  4  - г  \  /  3  Ш  \  /  4  - З г  \  /  1 О
е V  З г  1 )  V  - И г  4 1  У V  * 1 /  V 0 2

( х ,  у )  =  [ х \ 1 Т е [у}е =  ( 1 г ) (  J  2 )  (  1 2 * )  =  1 +  3 i

2.8 У нитарная матрица

М атрица R  называется унитарной, если выполняется равенство

R T R  = Е .

С войства унитарной матрицы:

1. det R  = ±1.

2. R T = R ~ \

3. Если R  -  унитарная матрица, то R T -  тоже унитарная матрица.

4. R R T = Е .

5. Если R \  и R 2 -  унитарнвге матрицы, то R 1R 2 -  унитарная матрица.

6 . Если R  -  унитарная матрица, то R ~ l -  тоже унитарная матрица.
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В арианты  индивидуальны х заданий  

В ариант 1

1. Выяснить, является ли вещественным линейным пространством мно
жество С 2x2 всех комплексных матриц второго порядка.

2. Образуют ли базис в линейном вещественном пространстве М2х2 веще
ственных квадратных матвиц второго порядка элементы

3. В линейном вещественном пространстве М2х2 вещественных квадрат
ных матриц второго порядка найти матрицу перехода от базиса

4. В линейном вещественном пространстве R raxra вещественных квадрат
ных матриц порядка п  (п > 2) задана функция F ( X ,  У ) =  t r X Y .  Определить, 
может ли заданная функция служить скалярным произведением, а в случае, 
если не может -  указать, какие из свойств евклидова скалярного умножения 
не выполняются.

5. В евклидовом пространстве R 3 по данному базису e i =  (1, —1, 0), 
в2 =  (0 , 0 , 2 ), ез =  (2 , —1 , 0 ) построить ортонормированный базис.

6 . Найти длину вектора х  =  (1, г) с заданным скалярным произведением 
(х, у) =  2 х \у \  +  (1 +  i ) x i y 2 +  (1 -  i ) x2yi  +  Зх2у2.

7. В комплексном арифметическом пространстве со стандартным скаляр
ным произведением найти ортогональную проекцию вектора х  =  (1 , —г) на 
линейную оболочку вектора а  =  (1 , —1).

В а р и а н т  2

1. Является ли множество R всех вещественных чисел:
а) вещественным линейным пространством;
б) комплексным линейным пространством?

и если образуют, то найти в указанном базисе координаты элемента

к базису

30



2. Выяснить, образует ли базис в линейном пространстве Рг(ж) многочле
нов с вещественными коэффициентами, степень каждого из которых не выше 
двух, данная система элементов 1 +  Зж +  5ж2, 2ж +  6ж2, 1 +  х  +  ж2, и если 
образует, то найти в указанном базисе координаты элемента 1 +  ж +  Зж2.

(  3 —2 \3. Д ана матрица (  ̂ I перехода от базиса е р  ег к базису еф еф Найти

координаты вектора а  =  4ei + е г  в базисе еф еф
4. Является ли евклидовым пространство R 2, если паре векторов 

х  =  (жрЖ гфу =  (У1,У2 ) поставлено в соответствие число:
а) Х1Х2У1У2 ;
б) Sxiy i  +  5Ж1У2 +Ж 2У2?
5. Является ли ортогональным базисом в евклидовом пространстве R 3 

следующие системы векторов:
а) (0, 1, 0), ( - 6 , 0, 4);
б) (2, 1,4), (3, 0, 5);
в) ( - 1 ,  0, 0), (0, 5, 0), (0, 0, 9);
г) (1, 1, 3), ( - 1 ,  - 2 ,  1), (7, - 4 ,  - 1 ) .
6 . Найти скалярное произведение и длины векторов х  и у  унитарного 

пространства по их координатам в базисе и матрице Грама Г этого базиса:

(1 , (), (2 >, 1), (  1  j  )  •

7. В комплексном арифметическом пространстве со стандартным скаляр
ным произведением найти ортонормированный базис ортогонального допол
нения линейной оболочки вектора (1 , г).

В а р и а н т  3

1. Является ли множество С всех комплексных чисел:
а) вещественным линейным пространством;
б) комплексным линейным пространством?
2. Выяснить, образует ли базис в арифметическом пространстве 

R 3 =  {х =  (щ , а,2 , Яз)|ог £ R)} данная система векторов:
а) (1, 2,7), (0, 3, 1), (0, 0, 1);
б) (1 , 0 , 0 ), (0 , 1 , 0 ), (1 , 1 , 0);
в) (3, 0, 5), (1, 2,1);
г) (1, 2,1), (2, 3, 4), ( - 1 ,  7, 2), (3, 4, 6 ).
3. В пространстве V3 найти матрицу перехода от базиса i, j ,  к  к базису:
а) i, j ,  - k ;  
б) j ,  i, k.
4. Является ли унитарным комплексное линейное пространство С, если 

каждой паре элементов ж =  а \  +  (3\Ц у  =  ад +  /?2* поставлено в соответствие 
число Д  • /?2?
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5. Установить, образуют ли каж дая из указанных систем векторов орто
гональный базис в евклидовом пространстве R ” :

6. Найти скалярное произведение и длины векторов х  и у  унитарного 
пространства по их координатам в базисе и матрице Грама Г этого базиса:

7. В арифметическом пространстве со стандартным скалярным произве
дением найти ортонормированный базис ортогонального дополнения линей
ной оболочки вектора (1 , 3, —1 , 1).

В ариант 4

1. Является ли множество Ъ всех целых чисел:
а) вещественным линейным пространством;
б) комплексным линейным пространством?
2. Выяснить, образует ли базис в линейном пространстве квадратных мат

риц А  = (aij)(aij  G К) второго порядка данная система элементов:

3. Найти матрицу перехода от базиса e i, ег, ез, е 4 , es к базису 
ег, ез, e i, е5, е4.

4. Является ли унитарным комплексное линейное пространство С, если 
каждой паре элементов х  = ад +  (3\Ц у  =  ад +  /Д* поставлено в соответствие 
число (ад +  Pi i ) (a2 +  /?2*) =  (ад а 2 +  /Д /Д К ^ /Д  +  ад/Д)?

5. В ортонормированием базисе четырехмерного евклидова пространства 
пара векторов задана координатными столбцами: =  (1 , —1 , 2 , 0 ),
g2 =  (—1, 1, 1, 3). Дополнить эту систему векторов до ортогонального базиса.

6 . Найти скалярное произведение и длины векторов х н у  унитарного 
пространства по их координатам в базисе и матрице Грама Г этого базиса:

7. Найти систему линейных уравнений, определяющую ортогональное до
полнение линейного подпространства, заданного в некотором ортонормиро-

а) ( - 1 , 3), (6 , 2), п  = 2 ;
б) (5, 1), (3, - 1 ) ,  п  = 2;
в) (1, 0, 0), (0, 7, 0), (0, 0, 2), п  = 3;
г) (0, 0, 0, 5), (0, 0,1, 0), (0, 2, 0, 0), (3, 0, 0, 0), п  = 4;
д) ( - 2 ,  3, 0, 0), (3, 2, 1, 1), (0, 0, 1, 0), ( - 1 ,  2,5, 0), п  = 4.

о ) - ( 2  i ) - { t  -°о

■ > ( ;  о ) - ( 2  ; ) • ( !  ? ) ■ ( :  о )
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ванном базисе евклидова пространства системой уравнений:

Х\  — Х2 — 2х4 =  О,
2 x i  — 2 X 2  +  Х з  — 3 X 4  =  0 .

В ариант 5

1. Является ли множество Q всех рационалвнв1х чисел:
а) вещественнвш линейнвш пространством;
б) комплекснвш линейнвш пространством?
2 . В б ш с н и т б , образует ли базис в линейном пространстве квадратных мат

риц А  = (сц./), (dij G К) второго порядка данная система элементов:

3. В пространстве ? 2 {х) найти матрицу перехода от базиса х 2, х,  1, к 
базису (х +  I ) 2, (ж +  1), 1 .

4. Является ли евклидоввш пространство R 2, если паре векторов 
х  =  (ж1,ж2), у  =  (yi ,V2 ) поставлено в соответствие число:

а) Х\у\  +  Х2У2 ;
б) 2Х \У \  +  Х4У2 +  Х2У1 +  ЗЖ2У2?
5. В ортонормированном базисе четвфехмерного евклидова пространства 

пара векторов задана координатнвши столбцами: g 1 =  (1, 2, 1, 2),
g2 =  (1, 1, —1, —1)- Дополнитв эту систему векторов до ортогоналвного 
базиса.

6 . Найти скалярное произведение и длинв1 векторов х  и у  унитарного 
пространства по их координатам в базисе и матрице Грама Г этого базиса:

7. В комплексном арифметическом пространстве со стандартнвш  скаляр- 
ниш произведением найти ортогоналвную проекцию вектора 
х  =  (2 +  г, 0 , 2 — г) на линейную оболочку вектора а =  (—1 , г, 1 +  г).

В ариант 6

1 . В б ш с н и т б , образует ли данное множество функций на произволвном от
резке [а, Ь] линейное пространство относителвно обвшнвгх операций сложения 
и умножения на число:

а) множество функций, дифференцируемв1х на [а, 6];
б) множество функций, неотрицательных на [а,Ь\.
2. Выяснить, образует ли базис в линейном пространстве многочленов с 

вещественными коэффициентами, степень каждого из которых не выше двух, 
данная система элементов:

‘ « ( “о1 о ) ,  ( о  о ) .  ( 2  - О
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a )  1 , ж, x 2 ; 6 ) 3 , x  — 2 , ж +  1; в ) 1 , (ж  — 2 ) ,  (ж  — 2 ) 2 ;

г )  Зж  +  3 , ж 2 — 1 , ж 2 +  Зж +  2 .

3 . В п р о с т р а н с т в е  R 2 н а й т и  м а т р и ц у  п е р е х о д а  о т  б а з и с а  а, b к  б а з и с у  

а +  Ь, а — Ь.
4. Я в л я е т с я  л и  е в к л и д о в в ш  п р о с т р а н с т в о  R ” , е с л и  п а р е  в е к т о р о в  

х  =  (ж 1 , . . . ,  жга); у  =  (у  1 , . . . ,  уп ) п о с т а в л е н о  в с о о т в е т с т в и е  ч и с л о :

а )  (ж ! +  ж 2 4 Ь х п ) ( у 1 +  у 2 4 Ь уп)] б )  ж щ  +  ж 2 у 2 4 Ь а + У п ?

5 . К а к и е  и з  д а н н в 1х  с и с т е м  в е к т о р о в  я в л я ю т с я  о р т о г о н а л в и в ш и  в е в к л и д о 

в о м  п р о с т р а н с т в е  в е щ е с т в е н н в 1х  ф у н к ц и й ,  H en pepB iB H B ix  н а  [—1 ,1 ]  ( о п е р а ц и я

скалярного умножения введена следующим образом: ( f , g )  = f  f (x)g(x)dx:

а) 1, ж2; б) ж2, ж3; в) 1, s in r a ,  c o s ra , s in 2 ra , сов27гж,. . . ,  s in п п х , cosm rx.
6 . В комплексном арифметическом пространстве скалярное произведение 

задано как функция компонент ЖцЖ2 и y i ,y 2 векторов х  и у:
(ж, у) = 2 х \у \  +  (1 +  г )х\у2 +  (1 -  i ) x2yi  +  Зж2у2.
Вв1числитв матрицв1 Грама стандартного базиса и базиса, составленного из 
векторов fi =  (1 , 0 ), f2 =  (1 , —1).

7. В комплексном арифметическом пространстве со стандартнвш  скаляр- 
H BIM  произведением найти ортонормированнвш базис ортогоналвного допол
нения линейной оболочки вектора (г, 1 , 1 +  г).

В ариант 7

1. Является ли вегцественнвш линейнвш пространством множество всех 
многочленов от одной переменной с вегцественнвши коэффициентами:

а) степени не ввине щ  б) степени щ  в) степени ввпне п!
2. Вв1яснитв, является ли базисом система элементов в линейном про

странстве Рп (ж) многочленов с вегцественнвши коэффициентами, степени 
каждого из которв1х не ввине п:

а) 2ж +  3, ж — 1, п  = 1; б) ж3 — 2ж2 +  2, ж2 +  5, 5, п  = 3?
3. Д ана матрица

перехода от базиса е 1,е 2,ез  к базису е ф е ^ в д . Найти координатв1 вектора:
а) в базисе е ! ,е 2 ,ез; б) ез в базисе

4. Является ли евклидоввш пространством множество всех функций ви
да ak c o s k x  +  bks'mkx,  где к G N, (ik,bk G R, если каждой паре функций 
ап cos п х  +  bn sin пх , ат cos т х  +  Ът sin т х  поставлено в соответствие число

1

- 1

7Г

J (ап cos п х  +  bn s inпх ) ( ат cos т х  +  bm s \ n m x ) d x l
— 7Г
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5. Установить, образует ли каж дая из указанных систем векторов ортого
нальный базис в евклидовом пространстве R ” :

а) (1 , 1 , 0 , - 1 , - 1), (1 , 0 , - 1 , 0 , 1), (1 , - 1 , 2 , - 1 , 1),
(1 , - 1 , 0 , 1 , - 1), п  = Ъ-

б) (1 , 3, 2 , 3, 1), (1 , 1 , 0 , - 1 , - 1), (1 , 0 , - 1 , 0 , 1), (1 , - 1 , 2 , - 1 , 1), 
(1 , - 1 , 0 , 1 , - 1), п  = Ъ.

6 . В комплексном арифметическом пространстве скалярное произведение 
задано как функция компонент Х \ , Х 2  и У\ , У2  векторов х н у :
( х ,  у )  =  2Х \ У \  +  (1 +  г)Х1У2 +  (1 -  %)Х2У\ +  Зж2у2.
Вычислить матрицы Грама стандартного базиса и базиса, составленного из 
векторов fi =  (1 , 0 ), {2 =  (—1 , 1 +  г).

7. В комплексном арифметическом пространстве со стандартным скаляр
ным произведением найти ортонормированный базис ортогонального допол
нения линейной оболочки векторов (1 , г, 1), (г, 1 , 0 ).

В ариант 8

1. Является ли множество R mxra всех вещественных матриц размеров 
то х п:

а) вещественным линейным пространством;
б) комплексным линейным пространством?
2. Найти размерность и базис линейной оболочки системы столбцов: 

а =  (1 - i f ,  b =  (1 - I f ,  с =  (1 - I f .
3. Найти матрицу перехода от базиса е ! ,е 2,ез  к базису а, Ь, с и матрицу 

перехода от базиса а, Ь, с к базису ei ,  е 2, ез, если:
а) а =  2ei +  2е2, b =  Зе3 -  е 2, с =  3ei +  е 3;
б) а =  e i  +  е 2 +  е 3, b =  е 3, с =  e i  +  2е2 +  е 3.
4. Пусть e i, е 2, . . . , е га -  базис томерного линейного комплексного про

странства. Является ли данное пространство унитарным, если каждой паре 
векторов а =  ацез +  а 2е 2 +  • • • +  ац ер  b =  /фез +  /ф е2 +  • • • +  [Зпеп этого 
пространства поставлено в соответствие число ац/ф +  а:2/ф +  • • • +  а п(Зп7

5. В евклидовом пространстве R 3 по данному базису построить ортонор
мированный: g i =  (1 , 2 , 3); g 2 =  (0 , 3, - 2 ); g 3 =  (0 , 1 , - 1).

6 . В комплексном арифметическом пространстве со стандартным скаляр
ным произведением найти:

а) длину вектора (г, 2г, 3г , . . . ,  то);
б) скалярное произведение векторов (г, г, *) и (г, 2г, Зг, . . . ,  то).
7. Найти систему линейных уравнений, определяющую ортогональное до

полнение линейного подпространства, заданного в некотором ортонормиро-
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в а н н о м  б а з и с е  е в к л и д о в а  п р о с т р а н с т в а  с и с т е м о й  у р а в н е н и й :

{х \  +  ж 2 -  4ж3 =  О,

Х \  —  3 x 2  — 8 ^ 4  =  О,

2ж1 +  3x2 — 9жз +  2ж4 =  0 .

В ариант 9

1 . П у с т в  R l x 2 - м н о ж е с т в о  в с е х  в е щ е с т в е н н в 1х  м а т р и ц  в и д а  ( щ  a 2 ) .  Я в л я е т 

с я  л и  э т о  м н о ж е с т в о  в е щ е с т в е н н в ш  л и н е й н в ш  п р о с т р а н с т в о м ,  е с л и  о п е р а ц и я  

с л о ж е н и я  о п р е д е л е н а  o 6 b ih h b im  с п о с о б о м  ( к а к  в м а т р и ч н о м  и с ч и с л е н и и ) ,  а  

о п е р а ц и я  у м н о ж е н и я  н а  ч и с л о  a  G R -  р а в е н с т в о м :  a ( a i  , a 2 ) =  ( a i  a a 2)?

2 . Н а й т и  р а з м е р н о с т и  и  б а з и с  л и н е й н о й  о б о л о ч к и  с и с т е м в 1 м н о г о ч л е н о в  

(1 - t f ,  t3 , 1 , t + t2.
3 . Н а й т и  м а т р и ц у  п е р е х о д а  о т  б а з и с а  е ! , е 2,ез к  б а з и с у  а, Ь , с и м а т р и ц у  

п е р е х о д а  о т  б а з и с а  а, Ь , с к  б а з и с у  e i ,  е 2, ез, е с л и :

а )  а =  e i  -  Зе2 +  2е3, b =  2ei +  е 3 +  4е2, с =  Зе2;
б) а =  е 3, b =  2ei +  Зе2 +  е 3, с =  2е2 -  e i  -  2е3.
4. Я в л я е т с я  л и  е в к л и д о в в ш  п р о с т р а н с т в о  R 2, е с л и  п а р е  в е к т о р о в  

х  =  ( ж ! ,ж 2 ) ,  у  =  (y i ,y2) п о с т а в л е н о  в с о о т в е т с т в и е  ч и с л о :

а )  Xi y i  -  2 x i У2 ~  2 ж 2 у 1 +  5ж 2 у 2 ;

б )  9 x i y i  -  3 x i У2 ~  ЗХ2У1 +  х 2 у 2 ?

5. В  е в к л и д о в о м  п р о с т р а н с т в е  R 3 п о  д а н н о м у  б а з и с у  п о с т р о и т в  о р т о н о р -  

м и р о в а н н ы й :  g i  =  ( 1 , 2 , 3 ) ,  g 2  =  ( 0 , 2 , 0 ) ,  g 3  =  ( 0 , 0 , 3 ) .

6 . В  к о м п л е к с н о м  а р и ф м е т и ч е с к о м  п р о с т р а н с т в е  с о  с т а н д а р т н в ш  с к а л я р -  

н и ш  п р о и з в е д е н и е м  в б ш с н и т б ,  я в л я ю т с я  л и  о р т о г о н а л в н и ш и  в е к т о р и и

а )  (г, 2, г), (г, - 1 ,  г);
б) (1 — г, 2, г), ( 3 , 2 — г, г);
в ) (3  +  г, 2, г), ( - 3  +  5г, 1 8 , 1 1 ) .

7 . В  к о м п л е к с н о м  а р и ф м е т и ч е с к о м  п р о с т р а н с т в е  с о  с т а н д а р т н в ш  с к а л я р -  

н и ш  п р о и з в е д е н и е м  н а й т и  о р т о г о н а л в н у ю  п р о е к ц и ю  в е к т о р а

х  =  (2 +  г, г, 2 — г) н а  л и н е й н у ю  о б о л о ч к у  в е к т о р о в  

ai =  (1, i, 1), а2 =  (г, 0 , -г) .

В ариант 10

1 . П у с т в  R +  -  м н о ж е с т в о  п о л о ж и т е л ь н ы х  ч и с е л ,  в к о т о р о м  о п е р а ц и я  с л о 

ж е н и я  о п р е д е л е н а  р а в е н с т в о м  ж +  у  =  ж у,  а  о п е р а ц и я  у м н о ж е н и я  н а  ч и с л о  

a  G R -  р а в е н с т в о м  а х  =  ж " . Я в л я е т с я  л и  м н о ж е с т в о  R+ с  у к а з а н н ы м и  

о п е р а ц и я м и  в е щ е с т в е н н ы м  л и н е й н ы м  п р о с т р а н с т в о м ?

2 . Н а й т и  р а з м е р н о с т ь  и  б а з и с  л и н е й н о й  о б о л о ч к и  с и с т е м ы  с т о л б ц о в :  

а =  (1 - 1 ) Т, b =  (—1 I)?,  с =  (2 - 2 )т.
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3. Даны два базиса: e i , e 2 и е ф еф  Найти координаты вектора х  в базисе 
e i , ег, если: =  2e i +  Зе2, е 2 =  е 2 — e i, х  =  — Зеф

4. Является ли евклидоввш пространство R” , если паре векторов
х  =  (тц  т 2, . . . ,  т га), у  =  (у\,  у 2 , ■ ■ ■, Уп) поставлено в соответствие число 
2жтj/i +  З т2у2, а )п  =  2 , б)п > 3?

5. В евклидовом пространстве R 3 по данному базису построитв ортонор- 
мированнвш: g 3 =  (1 , 0 , 0 ), g 2 =  (0 , 1 , - 1), g 3 =  (1 , 1 , 1).

6 . Данв1 векторв1 e i и е 2, образующие ортонормированнвш базис. Найти 
(а, Ь), |а|, |Ь |, если а =  iei  +  (г — 1)е2, b  =  (2 +  i)e i +  (3 +  г)е2.

7. В комплексном арифметическом пространстве со стандартнвш  скаляр- 
ниш произведением найти ортогоналвную проекцию вектора
х  =  (1 +  г, 1 +  г, 1) на линейную оболочку векторов 
ai =  ( - 1 ,  г, 1), а2 =  ( 1 -И, 1 - г ,  0).

В ариант 11

1 . В б ш с н и т б , я в л я е т с я  л и  л и н е й н в ш  п о д п р о с т р а н с т в о м  д а н н о е  м н о ж е с т в о  

в е к т о р о в  в n - м е р н о м  п р о с т р а н с т в е ,  и  е с л и  я в л я е т с я ,  т о  н а й т и  е г о  р а з м е р н о с т и :

а) множество векторов, сумма координат которвгх равна 1 ;
б) множество векторов плоскости, параллелвнв1х данной прямой.
2. Найти размерности и базис линейной оболочки системв1 столбцов: 

а  =  (—3 2 0)т , b  =  (—3 6 - 1 5 ) т , с =  (0 - 4  15)т .
3. Данв1 два базиса: e i , e 2 и е ^ е ф  Найти координатв1 вектора х  в базисе 

e i , e 2, если =  е 2 — е р  е '2 = Зе2, х  =  2е^ +  4еф
4. В линейном вещественном пространстве R raxra вещественнвгх квадрат- 

h b i x  матриц порядка п  (п > 2) задана ф ункция F ( X , Y )  =  tr  X Y T . Опре- 
делитв, может ли заданная ф ункция служитв скалярнв1м произведением, а 
в случае, если не может -  указатв, какие из свойств евклидова скалярного 
умножения не ввшолняются.

5. При помощи процесса ортогонализации построитв ортонормированнвш 
базис в линейной оболочке заданнв1х векторов комплексного арифметическо
го пространства со стандартнвш  скалярнвш  произведением: (1 , г), (1 , 1).

6 . В е в к л и д о в о м  п р о с т р а н с т в е  в е щ е с т в е н н в г х  ф у н к ц и й ,  HenpepBiBHBix н а  

[—7Т,7г], ( о п е р а ц и я  с к а л я р н о г о  п р о и з в е д е н и я  в в е д е н а  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м :

( f , g f =  J  f ( x ) g ( x ) d x ) найти:
— 7Г

а )  д л и н у  э л е м е н т а  c o s t  +  s in T ;

б) скалярное произведение элементов sin 2т, sin3T.
7. В комплексном арифметическом пространстве со стандартнвш  скаляр- 

h b i m  произведением найти ортогоналвную проекцию вектора
х  =  ( —2 +  г, 1 +  г, 1) на линейную оболочку векторов 
a i =  (1, - 2 ,  г), а 2 =  (1, 0, Зг).
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В ариант 12

1. Является ли вещественным линейнвш пространством множество:
а) геометрических векторов, удовлетворяющих условию \х\ >  а, 

где а -  фиксированное число;
б) векторов трехмерного пространства,перпендикулярнв1х данной пря

мой?
2 . В б ш с н и т б ,  я в л я е т с я  л и  б а з и с о м  д а н н а я  с и с т е м а  в е к т о р о в  в п р о с т р а н 

с т в е  V3 :
а ) x i = 2 i + j ,  x 2 = j + 3 k ;
б) x i  =  i -  2j +  3k, x 2 =  4i +  j,  x 3 =  5 i - j  +  3k;
в) x i  =  j  — 3k, x 2 =  2i +  4 j, x 3 =  5k.
3. Данв1 два базиса: e 4, e 2 и е ф е 2. Найти координатв1 вектора х  в базисе 

еф е 2, если: =  е 4 +  Зе2, е 2 = е 4 — е 2, х  =  2е4 — 5е2.
4. Является ли евклидоввш пространство R 2, если паре векторов 

х  =  (ж!,ж2), у  =  (Друг) поставлено в соответствие число:
а) 7xiy i  +  6х \ у 2 +  6ж2у1 +  9ж2у2;
б) 2 х \у \  +  2Х1У2 +  2 x 2yi +  ж2у2?
5. В евклидовом пространстве R 4 по данному базису построитв ортонор

мированнвш: g 4 =  (1 , 1 , 0 , 0 ), g 2 =  (0 , 0 , 1 , 1), g 3 =  (1 , 0 , 1 , 1), g 4 =  (0 , 1 , 0 , - 1).
6 . Данв1 векторв1 е 4, е 2, образующие ортогоналвнвш базис унитарного про

странства. Найти (а, Ь), |а |, |Ь |, если:
а  =  е 4 +  (4 +  г)е2, b  =  - 2 е 4 +  (3 -  г)е2, |е 41 =  2, |е2| =  3.

7. В комплексном арифметическом пространстве со стандартнвш  скаляр- 
HBIM произведением найти базис в ортогоналвном дополнении подпростран
ства, заданного системой линейнвш уравнений: Х\ +  гж2 =  0.

В а р и а н т  13

1. Является ли вегцественнвш линейнвш пространством множество реше
ний системв1 линейнвш однороднвш уравнений?

2 . Доказатв, что многочленв1 2t  +  t 5, t 3 — t 5, t  +  t 3 образуют базис в 
пространстве нечетнвш многочленов степени не ввине пятой, и найти коор- 
динатнвш столбец многочлена 5? — t 3 +  215 в этом базисе.

3. Данв1 два базиса: е 4, е 2 и е ф еф  Найти координатв1 вектора х  в базисе 
е ф еф  если: =  2е3 +  Зе2, е '2 =  е 4 +  4е2, х  =  5ei +  7е2.

4. Является ли унитарнвш пространство С 2, если паре векторов 
х  =  (ж!,ж2), у  =  (y i,y 2) поставлено в соответствие число:

а) x i y i  +  Х2У2 ]
б) i x i y 2 -  %х2у \ >.
5. В евклидовом пространстве R 4 по данному базису построитв ортонор

мированнвш:
g l =  (1 , 0 , 1 , 2 ), g 2 =  ( - 1 , 0 , - 1 , 0 ), g 3 =  (0 , 0 , 2 , 1), g 4 =  (0 , 1 , 1 , 1).
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6. Даны векторы e i ,  е 2, образующие ортогональный базис унитарного про
странства. Найти (а, Ь), |а|, |Ь|, если:
а =  (1 +  i)e \  +  (2 -  г)е2, b =  (1 +  i)e \  +  (2 +  г)е2, |ei| =  1 / л/2, |е2| =  1.

7. Найти систему линейных уравнений, определяющую ортогональное до
полнение линейного подпространства, заданного в некотором ортонормиро- 
ванном базисе евклидова пространства системой уравнений:

В ариант 14

1. Является ли подмножество L  элементов данного пространства его под
пространством:

2. Найти координаты каждого из указанных элементов пространства R 2x2

3. Даны два базиса: е 1, е 2,ез и е ф е ^ в д . Найти координаты вектора х  в 
базисе е(, е'2, е'3, если: е( =  e i +  е 2 +  ез, е '2 = 3ei +  4ез, =  ез,
х  =  3ei -  2е 2 +  е 3.

4. Является ли унитарным пространство С 2, если паре векторов 
х  =  (жцжД,  у  =  (y i,y 2) поставлено в соответствие число:

а) x i у2]
б) (3 +  г)х\у2 +  (3 -  г)ж2у1?
5. В евклидовом пространстве многочленов степени не выше первой, рас-

d e f  1
сматриваемых на отрезке [—1 , 1] ( ( / ,5 0 =  /  f ( x )9 (x )dx ), по данному базису

gi = 1 , §2 = х  построить ортонормированный.
6 . Даны векторы e i и е 2, образующие ортонормированный базис. Найти 

(а, Ь), |а|, |Ь |, если а =  5ei — (3 +  4г)е2; b  =  3*ei +  (г — 2)е2.
7. Линейное подпространство L  арифметического пространства со стан

дартным скалярным произведением образовано векторами, компоненты ко
торых удовлетворяют однородной системе линейных уравнений: 
Ж1+Ж2 +Жз+Ж4 =  0. Найти ортогональную проекцию у  на L  и ортогональную 
составляющую z, относительно L  вектора х  =  (1, —2, 3, —4).

Ж 1 —  Ж з +  Ж4 =  О,

Ж1 — 2 ж 2 — Жз +  8 Ж4 =  О, 

3ж1 +  5ж 2 — ж з +  2ж 4 =  0 .

в базисе

- 1
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В ариант 15

1. Является ли комплексным линейным пространством множество всех 
многочленов от одной переменной с комплекснвши коэффициентами:

а) степени не ввине щ  б) степени щ  в) степени ввине п!
2. Найти размерности и базис линейной оболочки системв1 столбцов: 

а  =  (1 2 1 3)т , b  =  (1 1 1 3)т , с =  (1 0 1 3)т .
3. Данв1 два базиса: е ! ,е 2,ез  и е ф е ф е ф  Найти координатв1 вектора х  в 

базисе еф еф еф если: =  2e i +  2е 2 +  ез, е 2 =  —2e i +  е 2 +  2ез,
е '3 =  e i -  2е 2 +  2е 3, х  =  2e i +  2е 2 +  е 3.

4. Является ли унитарнвш пространство С” , если паре векторов
х  =  ( х \ , Х 2 , ■ ■ ■ , х п ), у  =  (у\,  у 2 , ■ ■ ■, Уп) поставлено в соответствие число
3х \у \  +  4ж2у2, а )п  =  2 , б)п  >  3?

5. В евклидовом пространстве V3 данв1 два ортогоналвнв1х вектора а  и Ь. 
Найти вектор с такой, при котором векторв1 а, Ь, с образуют ортогоналвнв1Й 
базис, если: а  =  2i +  3j — k, b  =  —i +  j  +  k.

6 .  В евклидовом пространстве вещественнвгх функций, H e n p e p B i B H B i x  на 
[—7Г,7г], (операция скалярного произведения введена следующим образом:

d e f  ^
(/,50  =  /  f { x) g{ x) dx)  найти угол между элементами sin ж и cos ж.

7. В комплексном арифметическом пространстве со стандартнвш  скаляр- 
h b i m  произведением найти базис в ортогоналвном дополнении подпростран
ства, заданного системой линейнвш уравнений:

В ариант 16

1. Является ли вегцественнвш линейнвш пространством множество всех 
вегцественнБ1х функций, непрервшнвгх во всех точках [а,Ь] числовой оси, кро
ме жо € [а, 6]?

2. Найти размерности и базис линейной оболочки системв! столбцов:
а =  (1 1 1 1)т , b =  (1 1 1 3)т , с =  (3 -  5 7 2)т , d  =  (1 -  7 5 -  2)т .

3. Найти матрицу перехода от базиса a i, а 2, к базису b i, b 2 по указаннвш  
расположениям этих векторов в базисе e i , e 2:
a i = e i + 4 e 2, а 2 =  3ei +  5е2, b i  =  7 e i + e 2, b 2 =  е 2.

4. Является ли унитарнв1м пространство С 2, если паре векторов 
х  =  (ж!,ж2), у  =  (у\,  у2) поставлено в соответствие число:

а) гх \ у 2 +  гх2У1]
б) жi£i +  (1 +  г)Х1У2 +  (1 -  i ) x2yi  +  Зж2у2?
5. При помощи процесса ортогонализации построитв ортонормированнв1Й 

базис в линейной оболочке заданнвш векторов комплексного арифметическо-

•7Г
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го пространства со стандартным скалярным произведением: (2 — г, г),
(4 - г ,  2 — 3г).

6 . Данв1 векторв1 е 1, е 2 , ез,  образующие ортогоналвнв1Й базис. Найти 
(а, Ь), |а|, |Ь |, если а =  2ei — Зе2 +  ез, b =  e i  +  4е2 — ез,
|ei| =  3, |е2| =  2, |е3| =  4.

7. Линейное подпространство L  арифметического пространства со стан- 
дартнв1м скалярнвш  произведением образовано векторами, компонентв1 ко- 
торвк  удовлетворяют однородной системе линейнвгх уравнений:

Г Х \  -  2 X 2  +  %з  = 0 ,
\  Х \  — Х 2 +  4ж3 +  Х4 = 0.

Найти ортогоналвную проекцию у  на L  и ортогоналвную составляющую z, 
относителвно L  вектора х  =  (8 , —2, 8 , 3).

В ариант 17

1. Является ли подмножество L  элементов данного пространства его под
пространством:

/  di  0 
0 С?2

0 0

/  di  0 
0 с12

0 0

2. Данв1 векторв1 а =  е 3 +  е 2, b =  2е3 — е 2, где e i , e 2 -  базис. Доказатв, 
что векторв1 а и b образуют базис, найти координатв1 вектора с =  2 e i  — 4 е 2 
в базисе а, Ь.

3. Найти матрицу перехода от базиса ар а2 к базису Ь р  Ь 2 по указаннв1м 
разложениям этих векторов в базисе е р е 2:
ai =  e i  -  е 2, а2 =  2е\ +  5е2, bi =  2ei -  Зе2, b 2 =  5е2 -  Зер

4. Является ли унитарнвш пространство С 2, если паре векторов 
х  =  (ФрЖг), У =  (2/РУ2) поставлено в соответствие число:

а) 5 х \у \  +  гх2у2 ]
б) Ь х ф  +  i x i y 2 -  i x 2yi  +  Ж2У2 ?
5. При помощи процесса ортогонализации построитв ортонормированнвш 

базис в линейной оболочке заданнв1х векторов комплексного арифметическо
го пространства со стандартнвш  скалярнвш  произведением: (1 , г, 1),
( 2 - г ,  г - 1 ,  2).

0 \
0

dn )

° \
о

dn J

di G R > С Mraxra;

di G M\{0} > С R raxra?
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6 . Даны векторы е 1 , е 2 ,ез , образующие ортогональный базис. Найти 
(а, Ь), |а|, |Ь|, если а =  e i + е 2 — е 3, b =  e i + e 2 +  e 3,
|ei| =  2, |е2| =  1, |е3| =  3.

7. Линейное подпространство L арифметического пространства со стан
дартным скалярным произведением образовано векторами, компоненты ко
торых удовлетворяют однородной системе линейных уравнений:

Найти ортогональную проекцию у  на L  и ортогональную составляющую z, 
относительно L  вектора х  =  (2, 3, —1, —2).

В ариант 18

1. Является ли вещественным линейным пространством множество
а) всех сходящихся последовательностей;
б) всех расходящихся последовательностей?
2. Даны векторы а =  2 e i +  3е2+  е 3, b = — Зе3 + 2 е 2 +  4е3, с =  е 3 — е 2 — 5е3, 

где e i , e 2, e 3 -  базис. Доказать, что векторы а, Ь, с образуют базис. Найти 
координаты вектора d  =  4e3 +  е 2 — 9е3 в базисе а, Ь, с.

3. Найти матрицу перехода от базиса а 3, а2, а3 к базису bi, b 2, Ь3 по ука
занным разложениям этих векторов в базисе e i , e 2, e 3:
ai =  3ei +  2е2 +  е 3, а2 =  е 3 -  2е2 +  е 3, а3 =  2е3 +  2е2 +  Зе3, 
bi =  ei +  е 2, b 2 =  е 3 -  е 3, Ь3 =  е 3 +  е 2 +  е 3.

4. Является ли унитарным пространство С 2, если паре векторов 
х  =  ( х \ , х 2), у  =  (2/1, J/г) поставлено в соответствие число:

а) 2 х \у \  +  (2 -  г )х \ у2 +  (2 +  i ) x2yi  +  2ж2у2;
б) x i y i  +  i x i y 2 -  i x 2yi  +  ж2у2 1

5. В ортонормированном базисе четырехмерного евклидова пространства 
пара векторов задана координатными столбцами: g 1 =  (1 , 1 , 2 , 0 ),
g2 =  (1, 0, 1, —1). Дополнить эту систему векторов до ортогонального базиса.

6 . Даны векторы е 3, е 2, образующие ортогональный базис унитарного про
странства. Найти (а, Ь), |а|, |Ь |, если:
а =  е 3 +  (4 +  г)е2, b =  —2е3 +  (3 -  г)е2, |ei| =  2, |е2| =  3.

7. Линейное подпространство L  арифметического пространства со стан
дартным скалярным произведением образовано векторами, компоненты ко
торых удовлетворяют однородной системе линейных уравнений:

Ж1 +  ж2 +  ж3 — Ж4 

2 ж1 +  ж2 +  Зж3 

4 ж1 +  Зж2 +  5ж3 — 2 ж4

0 ,
0 ,
0 .

2 Ж1 +  ж2 +  ж3 +  Ж4 =  0, 
6 Ж1 +  Ж2 — Ж3 +  Ж4 =  0,

Ж2 4~ ж3 — Ж4 =  0.
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Найти ортогональную проекцию у  на L  и ортогональную составляющую z, 
относительно L  вектора х  =  (0, 1, —2, 3).

В а р и а н т  19

1. Будет ли линейным пространством множество многочленов f ( t ) от 
одного переменного с действительными коэффициентами, удовлетворяющих 
условиям: а) /(0 )  =  1; б) 2 /(0 ) — 3 /(1 ) =  0?

2. Выяснить размерность пространства вещественных матриц R 3x2 и ука
зать один из базисов этого пространства.

3. Найти матрицу перехода от базиса а р  а 2, аз к базису Ь р  Ь2, Ьз по ука
занным разложениям этих векторов в базисе е р е 2 ,ез:
a i =  e i +  е 3, а 2 =  2e i +  е 2, а 3 =  3ei +  2е 2, 
b i =  3ei +  2е2, b 2 =  е 3 +  7е2 +  е 3, Ь3 =  4е3 -  е р

4. В линейном вещественном пространстве R raxra вещественных квадрат
ных матриц порядка п  (п >  2) задана функция F ( X ,  У ) =  t r X tr Y.  Опре
делить, может ли заданная ф ункция служить скалярным произведением, а 
в случае, если не может -  указать, какие из свойств евклидова скалярного 
умножения не выполняются.

5. Систему векторов (1, г, 1, г), (1, г, 1, —г) комплексного арифметиче
ского пространства со стандартным скалярным произведением дополнить до 
ортонормированного базиса.

6 . Даны векторы е р  е 2, образующие ортогональный базис унитарного про
странства. Найти (а, Ь), |а |, |Ь |, если:
а  =  (2 +  i )ei  +  (2 -  г)е2, b  =  (2 +  г)е3 +  (2 +  г)е2, |е 31 =  1/ д/2 , |е2| =  1 .

7. Подпространство L  евклидова пространства является линейной оболоч
кой векторов, заданных в некотором ортонормированном базисе простран
ства координатным столбцом а  =  (10 — 20 10)т . Найти ортогональную
проекцию на i  и ортогональную составляющую относительно L  вектора х, 
заданного в том же базисе координатным столбцом (0 1 0 )т.

В а р и а н т  20

1. Будет ли линейным пространством множество многочленов f ( t )  от 
одного переменного с действительными коэффициентами, удовлетворяющих 
условиям: а) / ( 0 ) =  0 ; б ) / ( 1) +  / ( 2 ) +  • • • +  f ( k )  = 0 ?

2. Выяснить размерность пространства многочленов степени не выше чет
вертой Рд(х) и указать один из базисов этого пространства.

3. Найти матрицу перехода от базиса 1, х  +  1, (х +  I ) 2 к базису 
(х — I ) 2, х  — 1 , 1 в пространстве многочленов Р 2 (ж).

4. В линейном вещественном пространстве R raxra вещественных квадрат
ных матриц порядка п  (п > 2) задана ф ункция F ( X , Y ) =  det X Y .  Опре
делить, может ли заданная ф ункция служить скалярным произведением, а
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в случае, если не может -  указать, какие из свойств евклидова скалярного 
умножения не выполняются.

5. В унитарном пространстве С 3 по данному базису построить ортонор
мированный: g : =  (1 , 1 , г), g 2 =  (г, 1 , 1), g 3 =  (1 , г, 1).

6 . Обозначим через Х\ ,Х2 и у\,  у2 координаты векторов х  и у  в некотором 
базисе комплексного линейного двумерного пространства. Найти условия на 
комплексные коэффициенты a n , a i 2,fl2i и 0,22 , необходимые и достаточные 
для того, чтобы функция F ( x , y )  = (InXiyi  +  (Н2Х1У2 +  й21Х2У1 +  (122Х2У2 

задавала унитарное скалярное произведение.
7. Подпространство L  евклидова пространства является линейной оболоч

кой вектора, заданного в некотором ортонормированном базисе пространства 
координатным столбцом а =  (4 3 2 1)т. Найти ортогональную проекцию на L  
и ортогональную составляющую относительно L  вектора х, заданного в том 
же базисе координатным столбцом (1 —1 1 — 1 )т.

В ариант 21

1. Является ли подмножество L  элементов данного пространства его под
пространством: L =  {/(ж) | | /(ж)|  <  3} С Т Д ф
где ТУд] -  множество всех вещественных функций, область определения ко
торых -  отрезок [а, Ь].

2. В пространстве R 4 найти два различных базиса, имеющих общие век
торы e i =  (1 , 1 , 0 , 0 ), е 2 =  (0 , 0 , 1 , 1).

3. Найти матрицу перехода от базиса 1, 2ж — 3 к базису х  +  1, ж в про
странстве многочленов Р\(х) .

4. В линейном вещественном пространстве R raxra вещественных квадрат
ных матриц порядка п  (п > 2) задана функция F ( X , Y ) =  tr  Х тD Y  (D  -  
диагональная матрица порядка п  с положительными элементами на главной 
диагонали). Определить, может ли заданная ф ункция служ ить скалярным 
произведением, а в случае, если не может -  указать, какие из свойств евкли
дова скалярного умножения не выполняются.

5. При помощи процесса ортогонализации построить ортонормированный 
базис в линейной оболочке заданных векторов комплексного арифметическо
го пространства со стандартным скалярным произведением:
( 1 -И , 2 -И,  1 - г ) ,  ( -2 ,  4 + г, 1 - г ) ,  (1, 2 +  г, 2 - г ) .

6 . В арифметическом пространстве скалярное произведение задано как 
функция компонент Х\ , Х2 и y i , y 2 векторов х н у :
(х , у ) =  4ж 1У1 -  2 Х!У2 -  2 х 2У1 +  4х2у2-
Вычислить матрицы Грама стандартного базиса и базиса, составленного из 
векторов fi =  (1 , 0 ), f2 =  (1 , — 1).

7. В комплексном арифметическом пространстве со стандартным скаляр
ным произведением найти базис в ортогональном дополнении подпростран
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ства, заданного системой линейных уравнений:

{ Х\  +  (1 -  г)х2 =  О,
(1 +  г)х 1 +  Зж2 +  гхз = О,

- 1X2 +  хз = 0 .

В ариант 22

1. Является ли подмножество L  элементов данного пространства его под
пространством:

а) L  =  |ск 1п(х2 +  1) | си € С

б) L = { \п(х 2 +  1)" | a  е  М} С  СДо^+оо)?

2. Систему многочленов t 5 + i 4, t 5 — 3 t3, t 5 + 2 t2, t 5 — t дополнитв до базиса 
пространства Ps(t).

/ - i  0 ° \
3. Д ана матрица 2 —1 0  перехода от базиса е 1, е 2,ез к базису

V 5 4 6 /
Найти координатв1 в базисе е ! , е 2,ез и координатв1 e i  в базисе

e i, e ;2, е'д.
4. В линейном комплексном пространстве (Сгахга вегцественнвк квадрат- 

h b i x  матриц порядка п  (п > 2) задана ф ункция F ( X , Y )  = t r  X Y T . Опре- 
делитв, может ли заданная ф ункция служитв скалярнв1м произведением, а 
в случае, если не может -  указатв, какие из свойств унитарного скалярного 
умножения не ввшолняются.

5. При помощи процесса ортогонализации построитв ортонормированнвш 
базис в линейной оболочке заданнв1х векторов комплексного арифметическо
го пространства со стандартнвш  скалярнвш  произведением:
(1 , г, 1), (г, 1 , 0 ), ( - 1 , 0 , 1).

6 . В арифметическом пространстве скалярное произведение задано как 
функция компонент Х \ , Х 2 и У\ ,У2 векторов х  и у:
(:х , у ) =  4Х\У\ -  2 x i у2 -  2 x 2yi  +  4ж2у2.
Вв1числитв матрицв1 Грама стандартного базиса и базиса, составленного из 
векторов fi =  (1/ 2 , 1/ 2 ), f2 =  ( - 1/ 2 , 1 / 2 ).

7. Подпространство L  евклидова пространства является линейной оболоч
кой векторов, заданнв1х в некотором ортонормированном базисе простран
ства координатнвши столбцами a i =  (1 — 1 1 0 )т, а2 =  (2 — 1 0 1 )т.
Найти ортогоналвную проекцию н а !  и ортогоналвную составляющую отно- 
сителвно L  вектора х, заданного в том же базисе координатнвш столбцом 
( 1 0  2 — 2 )т.
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В ариант 23

1. Является ли подмножество L  элементов данного пространства его под
пространством:

а) L  =  { (ар  0, аз) | а  ̂ G К} С  М3;

б) L  =  { (а ! ,а 2 ,аз)  | а* G R; | a i |  +  |аг| +  |аз| ф 0} С  М3?

2. Проверитв, образуют ли элементв1 e i =  (2,2, —1) , е 2 =  (2, —1,2),
ез =  ( — 1 , 2 , 2) базис в пространстве R 3, и если образуют, найти координатв1 
элемента х  =  (1 , 1 , 1) в этом базисе.

3. Найти матрицу перехода от базиса а р  &2 к базису Ь р  Ьг по указаннвш  
разложениям этих векторов в базисе е р е г :
ai =  3ei +  2е2, а2 =  e i  +  е 2, bi =  2ei +  е 2, b 2 =  5ei +  10е2.

4. В линейном комплексном пространстве С пхп  вещественнвгх квадрат- 
h b i x  матриц порядка п  (п > 2) задана ф ункция F ( X , Y ) =  tr X Y T . Опре- 
делитв, может ли заданная ф ункция служитв скалярнвш  произведением, а 
в случае, если не может -  указатв, какие из свойств унитарного скалярного 
умножения не ввшолняются.

5. Систему векторов 1 /\/3 (1 , —1, 0, 1), 1 / \/3 (1 , 1, —1, 0) арифметиче
ского пространства со стандартнвш  скалярнвш  произведением дополнитв до 
ортонормированного базиса.

6 . Векторв1 х  и у  евклидова пространства заданв1 в базисе е р е г  коорди- 
натнвши столбцами х е =  (1 1 )т , у е =  (0 1 )т соответственно и известна мат-

e i, ег и скалярное произведение векторов х  и у, если fi =  2e i + e 2 , f2 =  e i + e 2-
7. В комплексном арифметическом пространстве со стандартнвш  скаляр- 

h b i m  произведением найти базис в ортогоналвном дополнении подпростран
ства, заданного системой линейнвш уравнений:

В а р и а н т  24

1. Является ли подмножество L  элементов данного пространства его под
пространством:

рица Г рама Г / базиса f p  f 2 • В б 1ч и с л и т б  матрицу Грама Ге базиса

Х\  +  2ix2  +  (1 — г)хз  =  0,
-ix\  +  2x 2 +  ( —1 — i )x з =  0 ,
3ж1 +  6 i x 2 +  (3 — Зг)жз =  0 .

а) L =  { ( а р  а,2 , а з )  | щ  G R ;  щ  >  0} С  М3;

б) L =  { ( а р  а 2 , а 3) | а» е  М; a i +  а 2 +  а 3 ф  0} С  М3?
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2. В пространстве R 4 найти два различных базиса, имеющих общие век-

3. К акая из даннв1х матриц может 6 b i t b  матрицей перехода от одного бази

са к другому и объяснитв почему: а)

4. В линейном комплексном пространстве С пхп  вещественнвгх квадрат- 
HBix матриц порядка п  (п > 2) задана ф ункция F ( X , Y ) =  tr X Y T . Опре- 
делитв, может ли заданная ф ункция служитв скалярнвш  произведением, а 
в случае, если не может -  указатв, какие из свойств унитарного скалярного 
умножения не ввшолняются.

5. Систему векторов 1/2 (1, 1, 1, 1), 1 /2 (1 , —1, 1, —1) арифметического 
пространства со стандартнвш  скалярнвш  произведением дополнитв до орто- 
нормированного базиса.

6 . Векторв1 х н у  евклидова пространства заданв1 в базисе e i , e 2 коорди- 
натнвши столбцами х е =  (1 1 )т, у е =  (1 3)т соответственно и известна мат-

e i, ег и скалярное произведение векторов х н у ,  если fy =  e i — ег, {2 =  е 1 +  6 2 -
7. В комплексном арифметическом пространстве со стандартнвш  скаляр- 

h b i m  произведением найти ортонормированнвш базис ортогоналвного допол
нения линейной оболочки векторов (1 , —г, 3), (2 г, 2 , 6г), (1 — г, —1 — г, 3 —Зг).

В ариант 25

1. Является ли подмножество L  элементов данного пространства его под
пространством:

а) L = {2п  | п  G Z} С М;

б) L  =  {2п  +  1 | п  G Z} С М;

в) L = {а | a G Z} С М?

2. Определитв является ли система элементов 1, 1 + 1 ,  12 +  1, 13 +  1,
I4 +  1 , I5 +  1 базисом в пространстве Рб(1), и если является, то найти коор- 
динатв1 многочлена I5 — I4 +  I3 — I2 — t  +  1 в этом базисе.

3. Найти матрицу перехода от базиса а р  &2 к базису Ь р  Ьг по указаннвш  
разложениям этих векторов в базисе е р е г :
ai =  2ei -  Зе2, а2 =  - e i  +  Зе2, b i =  - 4 e i  +  6е2, b 2 =  e i +  Зе2.

4. Пуств ЖрЖг и т/ i , т/2 координатв1 векторов х  и у  в некотором базисе
вещественного линейного двумерного пространства. Найти условия на веще- 
ственнвге коэффициентв! а ц , 012,^21  и а2 2 , необходимые и достаточнвге для

торв! e i =  (1 , 2 , 0 , 0 ), е 2 =  (0 , 0 , 2 , 1).

рица Г рама Г / базиса fp  f2 • Вбшислитб матрицу Грама Ге базиса
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того, чтобы функция F(x ,  у) = a u X i y i  +  а^ад уг +  «21Ж2У1 +  (122Х2У2 задавала 
евклидово скалярное произведение.

5. Ортогоналвную систему векторов (1, 1, г, г), (1, —1, г, —г) комплексно
го арифметического пространства со стандартнвш  скалярнвш  произведением 
дополнитв до ортогоналвного базиса.

6 . Векторв1 х н у  унитарного пространства заданв1 в базисе e i , e 2 коор- 
динатнв1ми столбцами х е =  (1 i)T , у е =  (1 +  i 2 )т соответственно и из

вестна матрица Грама Г / =  ^ ^  ^ базиса f i , f 2 • Вв1числитв мат

рицу Грама Ге базиса e i , e 2 и скалярное произведение векторов х н у ,  если 
fi =  e i +  ге2, h  =  -3 * e i +  4е2.

7. Подпространство L  евклидова пространства является линейной оболоч
кой векторов, заданнв1х в некотором ортонормированном базисе простран
ства координатнвши столбцами a i  =  (1 — 1 1 1)т, а 2 =  (1 4 — 1 0)т . Найти 
ортогоналвную проекцию на L  и ортогоналвную составляющую относителвно 
L  вектора х, заданного в том же базисе координатнвш столбцом (2 1 1  0)т .
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