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1. Способы вычисления неопределённых интегралов

Задача 1.1. Вычислить f d x  .
J 3 x - 1

Решение. Применим способ внесения выражения под знак дифференциала:

г_А  ̂= 1 Й З ^ Л ь ф х -iUc.
J 3 x - 1  3 J  З х - 1  3 1 1

Задача 1.2. Вычислить J2  х е к  

х  +  3

Решение. Преобразуем подынтегральное выражение:

r 2 x d x  г х  +  о  -  о  ,  л  
 =  2 ----------------------- <±с =  2

*  V  _ 1 _ л  J  V  - L "3 J

х  +  3 - 3

х  +  3 х  +  3
1 - -

^  х  +  3

\ (  dx \
-  d x  =  21 -  3 1------   =  2 х  -  3 1п | х  +  3 | +  С

Задача 1.3. Вычислить J d x

2  -  З х

Сведём данный интеграл к табличному:

d x й ? ( л / З х )с d x  г

* 2 - 3 x 2 ( V 2 ) 2 - ( л / З х ) 2 л /3  J ( V 2 ) 2 - ( л / 3 ) 2 л /3  2 л / 2
- 4 - ^ щ л / З х  +  л / 2

л / З х - л / 2
+ С =

2л/б
I n

л / З х  +  л / 2

л / З х - л / 2
+ С

I n  x d xЗадача 1.4. Вычислить J

Решение. Применяем способ подстановки:

Г I n  Х б / х
1п х  =  t ,

d x  
d t  -  —

г  ,  t *  „  l n 2 x  _
I t d t  —  h  С  —  h  С  .J o  0

Задача 1.5. Вычислить J- 2 x d x

V l - 2 x 2 '

Решение. Применяем способ подстановки:
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г 2xdx 

\ l l - 2 x 2

t = l - 2 x 2, 
dt = -4  xdx

-  = + C  = -a /1 -2 jc2 + C.
2

Задача 1.6. Вычислить J- dx
2x -  2x + 4

Решение. Введём подстановку t = x - \ , x  = t + \,dt = d x . Получим:

r dx r dt r dt 1 t ^  1 x - 1  „
—------------ =  ;-------------- = —------= - i= arctg-j= + L = —i=arctg—j=  + L

J x - 2 x  + 4 J (̂  + l)2 -2(^  + l) + 4 h 2 +3 S  s  &  л/з

Задача 1.7. Вычислить Jxarctgxdx .

Решение. Применим формулу интегрирования по частям: Jwdv = uv -  ^vdu . В

dx X^данном случае: и = arctgx,dv = xdx,du  =    v = — . Подставляя эти выражения
1 + х 2

в формулу, получим:

г X2 с X2 , X2 1 /  1 V  X2 X 1
1 = — arctg х -  --------- —-dx = — arctg х — ---1--------   dx = — arctg x ----- 1- — arctg x + С .

2 6 ■* 2(1 + x ) 2 6 2 Jl 1 + x J 2 2 22(1 + x )

Задача 1.8. Вычислить Jx 4 • V l - 3 x 5<7x.

Решение. Введем подстановку t = 1 - З х 5, откуда <* = -15х4£&. Тогда

— W td t. Находим полученный табличный интеграл и возвращаемся к1 S J/  =
15

прежней переменной:
5

/  =  - —  ( 7 ^  =  - —  • —  + с = -—tjd+c = - — 4J ( l - 3 x 5)5 + с. 
15 J 15 5 75 75 v

4

Задача 1.9. Вычислить Jsin3 xdx ;

Решение. Преобразуем подынтегральную функцию:
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Jsin3 xdx = j"sin2 x • sin xdx  = j*(l -  cos2 x)sin x d x . Введём подстановку cosx = /у тогда

i • i С/■ 2 \ i ^ ^ ,  COS ,
dt = -sinxdx  и получим: -  J(1 - t  )dt = _  ̂+ y  + <̂ = —g----- cosx + C.

Задача 1.10. Вычислить Jcos4 x s in V x .

Решение. Преобразуем подынтегральное выражение:

Jcos4 х sin3 xdx  = Jcos4 x- sin2 x- sin xdx  = Jcos4 x(l -  cos2 x)sin xdx =  J(cos4 x -  cos6 x)sin xdx 

Введём подстановку cosx = t , тогда dt = -  sinxdx.  Получим:

IV 4 6 \  t ^ ^ . ,  COS X  COS X  . ,
-  \ ( t - t 6)dt = ------------------ + C = -------------------+ --------------------+ C .

J 7 5 7 5
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2. Способы вычисления определенных и несобственных
интегралов

Задача 2.1. Вычислить J- dx
х - 2 х

Решение. [— —  = F (4) -  F ( 3) = f -J y  J 9
i f  l l

x - 2 x 2 { x - 2  x
'K  1 . x — 2 4 1 r ,  1 , n
dx = — In In---- In —

J 2 X 3 ~~ 2 v  2 3 J
= In.

4
Задача 2.2. Вычислить Jsin 3xcos2x d x .

Решение.

4

Jsin 3xcos2 xdx = F
Г  f  4TC ^ TC

4
- F |  (sin 5x + sin x)dx

cos5x \
- c o s x

=  -2
cos

5л
л л

— — h C O S — =  —2 •

1 1
■ +

5л/2 V2 J 542

л
4

Задача 2.3. Вычислить jVl - x 2d x .
0

1   /   ^
Решение. JVl - x 2dx =I' (\) -  /' (0) = —4 l - x 2 + — arcsinx

1 л
0 ~ 4

7
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Задача 2.4. Вычислить несобственный интеграл или доказать, что он 

расходится:

Jtг» А

dx
- х

Решение. Точка х = 1 является особой точкой, поскольку подынтегральная 

функция имеет в ней бесконечный разрыв. Поэтому:

1 s
/  = lim f-

G—>0 J \

dx
- x

=  lim
G—>0

f l l n
1 - х \ 1 - е  1

lim In
е \

— In 1
ь 1 + JC/ 0 ~  2 G  —>0V 2 - 8 У

=  ^  ( - 0 0  -  0)  =  - o o  -  ПОЛуЧИЛИ

бесконечный предел.

Таким образом, данный интеграл расходится.



3. Приложения определенного интеграла

Задача 3.1. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями:

у  = - , у  = х ,х  = 2.
X

Решение. Площадь данной фигуры равна разности площадей криволинейных 

трапеций, образованных прямой у  = х  и гиперболой у  = — на отрезке 1 2 .

2 1
S =  \ ( x - - ) d x  =J v

f x 2
■In JC

2 1 1
= 2 - l n 2  —  + 0 = 1 ln2.

1 2 2

Задача 3.2. Вычислить объём тела, полученного при вращении вокруг 

оси абсцисс фигуры, ограниченной линиями:

у  =  л 1 \ -  х 2 ,  у  =  0 , х  =  0  .

Решение. Используем формулу для нахождения объёма тел вращения:
и

V = я  ^ f 2 (x)dx.
а

1
V -  п  J(1 - x 2)dx -  ж 1 2 ж
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