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I .  ЦЕПИ МАРКОВА
^  t

Последовательность случайных величин х т . /г  * 0 ,1 ,2 , . . .^  при- -Л f
нимагацзх значения зэ  конечного или счетного множества £ - \ £ 2 . . . .  
(если специально .не оговорено, то считаем *  к  ) называется диск-
ВЙУН31-Д5М '.ffipgpsa». «JJ®

Р— t^n + f ~ J } Х'ъ ■=* £■> =  Л п - f  ]■ *■ —/ / ‘А'ъ ~

- / j - »  Pjj ( л )  ?ЛЯ &ce<v 7*/* I f ,  *a-fG & Ж П>$.

Вероятности /? / /  //2)  называют переходными вероятностями цеди 
Маркова х л > К >* {} . aa /z -м шаге. Вели переходные вероятности 
p £ j  i y j e S  • нв зависят от п. » то говорят, что цепь Мар-,
кова Хп /  /т >./?. однородна. Соответствующую матрицу p = l j P i j / /  , 
i , j  е £  . называют матрицей переходных вероятностей за .один ваг.
Ее элементы неотрицательны а сумма элементов каждой строки равна I;

• матрицы, обладающие этими свойствами, называются стохастическими- 
Ц Распределение P i  »  Р { х а *2  } .  с е  £ .  , называют начальным расагедалэ»
| ядам цепи Мягкова . п  >/О . Цепь Маркова . /X > - 0 , яазк-
! аают конечной или счетной в зависимости от того, конечно- или счет— 
I но множество состояний £? .

Обозначим через P$J} вероятность перехода однородной цепи 
. Маркова из состояний I в состояние j  за /п  шагов:

_ Г/Я) [  . ; -> -
^ 7  ^г-^л+м = с г а - p ,  Г,
Эти вероятности удовлетворю? уравнению Колмогорова-Чепмена

s e { 0 . 1 . . . . .  » \
f e s  '  ' У*) . ,

Для безусловной вероятности P j  состояния j  в пелочасден--.
ный "момент времевш” i r ‘ имеем *

р { х± р г Prj  • ■ ' л  - v - 7
г е е

Если О X P0 < t f < • •' < Tv -  целочисленные моменты времени, а 
l a , i f  I#  £  iT  -  заданные состояния, то Из определения одно­

родной цэпи Маркова змеем . - . ;



-5? -?.Jf ■
Э р г о д в ч е с н а я  i  e о p 9  s  а . Если для конечной од­

нородной пени Маркова существует /7?й такое» что P y 'V О для //? 'П0
я для всех i l , j £ £  . , го существуют 

&??'}
££/71 /?.; ~ J f T ; > 0  ^

/ Г :  - ^ G S G  v  ■ v  ' s  *  ■ . . .  .

Распределение ,»/<?P j-яв зависит от начального состояния
г- цепи Хп » f t . x P  , в называется предельным. иле свивальным ■-ово­

дов дел внаем Хп « Ш® этом финальные вероятности j r j  являются ре­
шением си с теш  лннэйных уравнении

Я “.«  J  <ТГ„Р_, ,  J e £ ,

удовлетвопягацпк воловням Ж? > О в 2  ЗГ; = / ,
* / е е  ■ г  . •

'■ З а д а ч а  ;

ХД* Случайные величины Хп  , п  = 1 ,2 » .. .  независимы-и Р {Я яш. 
~ fy = * p  „ P { x a - - f } ^ 1 - p = f >  Положим ^  = 0» К ^ г  = ^ P/z+f*

Явдается'ли последовательность Уп > ^  = 0 ,1 .2 » . . .  цепью Маркова? 
Найти £ 4  ^  « 0 , 1 , 2 . . . .  »

_ХаДа, Пусть 3 /г = Х,2: -  независимее случайные величины»

р { Х п ~ Л ~ 1 - р { х л — 1 \ ^ р .
Являются дя цепями Маркова гюеделонетзльноетв случайных ведичЕн: 
а ' ¥л ==-^ г^ л + / «■ в) =■ £ ( X a

где f f t , ~ r ) ~ J ,  f ( r , f ) = 4 -  ?■
Еля цепей Маркова найев вероятности перехода за сдан шаг»

.1,..3... Матрица переходных вероятностей цеди Маркова ш ёет вид'

/ 0 , 1  ; 0 ,5  ОД \ ■ ■ ■ ■ ' '
/ ? - .  .{ o ,s  /  е , 2 '  о ,2 . j

\  о , з : о д  о ,з  / V  ; - •■- ■ •
а начальное распределение определяется векторам (0 ,7 ; 0» 2; 0 ,1 ) .
_. . Найти: - ■’

а) безусловные вероятности состояний в момшт t  -  25

, J б) вероятность того, что э  моменты £  -  0Д «2,3  состояниями '
; цени будут» соответственно» состояния 1,3»3,2;
; ■ з) финальные вероятности»
I ., т.4 . Пусть Уд, ( /ъ -  0 ,1 ,2 » . . .}  -  цель Маркова с тожеством
Достояний Е =11»2,з}- и матрицей переходных вероятностей .

/  о X I-.eC \
| 0 I-ОС 1 

1/3 /*\1 /3 1/3
Определим последовательность Уа  ( л. = 0 ,1 ,2 , . . . ) » .  полагая

у  . _2 I зри Х/1< 3
л  \ 2 при х а = 3.

Показать, что последовательность {У П}' образует цепь Маркова.
1.5. Случайная величина X  принимает лишь значения: -1 ,0 ,1 .  

Свои значения величина X  изменяет только в моменты времени 
£f . irz  . . . . »  . . . .  . причем значения» которые X  принимает в

эти моменты времени, образуют однородную марковскую цепь с матрицей 
переходных вероятностей

/ О  1/2 1/2
/?= /' 1/2 0 _ 1/2 

^ 1 /2  1/2 0 /  .

В начальна момент времени X  = -  I .
Найти: -- ' ■
а) среднее, значение случайной величина. X  после перка трех 

переходов ( /г = 3) марковской цепи:
б) финальные вероятности:
в) асимптотическое (при /г-— <*>) среднее значение случайной ве­

личина X ,
S*. Частица, совершая случайные блуждания, может находиться

I *  *  > А/ ( /V > О ) .  При этом элементы матрицы переходных вероятнос­
тей Р  задаются равенствами:

(Х -£ ) /2  А/ П р в  / » =  /  + -  / ,

; ; ~ ( Х ъ ) / 2 Л /  при J  = I -  / ,  Р%
l 0 г остальных случаях.   .
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Б начальный момент временя частица находятся в состоянии /  *  д /  .
Пусть /V = 2 .

1. .Написать-вектор начального распределения вероятностей я мат­
риц? перехода за один таг;

2. Найгв:
а) среднее значение абсциссы положения частицы после первых грех

пеоеходов ( л  = 3 ) ;
с) финальные вероятности;
в}-асимптотическое ( при /г ;—— ) среднее значение абсциссы

положения частицы»

т.? . Цепь Маркова имеет матриц? переходных вероятностей за один
шаг

/  0 1/2 1/2 \
! 1 / 2  0 1/2 !
1 т Уо т г̂>Ч а /  й  Ху  2 0 /

Найти матриц? переходных вероятностей за два ваге в финальные вероят­
ности цепи»

1-8t Найти финальные вероятности цепи Маркова с матрицей пере­
ходных вероятностей за один шаг .

„  / а  1 - а  \

I .S . Частила "блуждает" по целочвсленнш точкам отрезка [Р , п  ]» 
Их каждой точки к  (1  < к <  п - 1  ) частица на следу щам шаге с ве­
роятность» р  оказывается в соседней справе точке # + - 1  в с ве­
роятностью ф ( р->-р~ 1 ) -  в соседней слева точке f t - f  . Оказавшись 
е точке I ,  частица на следующем шаге с вероятностью 
•попадает в точку. О, с вероятностью остается не месте (в точке
I ) .  Аналогично, оказавшись в точке п —1 , частила на следудцем шаге 
с вероятностью { 1 -  f t г ) Р  переходит в точку /г и с вероятностью 
XfL р  остается на месте. Записать матриц? переходных вероятностей за 
один шаг. Рассмотреть крайние случаи: -  О ; =- /.

1 .10. ■' На вход трехразрядного двоичного счетчика в моменты 
t i  \  I  = 1 , 2 , . . . ;  t#  <irf < подаются сигналы , которые пред­

ставляют собой взаимно независимые дискретные случайные величины» 
равновероятно принимающие значения "О* в T i Кажгл' раз, когда не вход 
счетчика поступает T i его показание изменяется: увеличивается на едв-

6.

нзиу8 если такое увеличение не приводит к "переполнению" счетчика; 
в случае "переполнения" происходят обнуление всех разрядов счетчика. , 
Выяснить, является ли последовательность показаний счетчика, соответ­
ствующая последовательности входных сигналов -СХ^У * пепью Маркова. 
Бели .да, то записать для нее матрицу переходных вероятностей»

1.11. Испытуемый S  реагирует одним из трех возможных спосо­
бов: Д0 . # f  или . Реакция /70 соответствует состоянию, в ко­
тором .может произойти смена реакция. За реакции Pf  и Д2 испытуемый 
получает поошренде с вероятностями Р? и р £ , соответственно. Золи 
поокренае реализуется, то в еяедушем эксперименте S  реагирует тег,’ 
не способом. И противном случае S  переходит з состояние р  сме­
ны реакции. Находясь г состояния Ха , испытуемый с вероятностью

q. остается в пек до слодутошегс эксперимента либо реагирует спосо­
бом п , пли Л2 с одинаковыми вероятностями Ф /2  - Рассмотреть 
марковскую цель, состояниями которой являются состояния испытуемого, 
и определить ее матрацу переходных вероятностей.

1.12. М о д е л ь  з р a s  |  s  с ? о э , В двух сосудах I  я Я 
находится гг молекул газа. Случайным образом выбирается одна из ,г

пелекул и перемешается из своего сосуда в другой. Составить матрицу 
переходных вероятностей за один шаг.

Т.13. Найти финальные вероятности в модели Эренфестов (см.за­
дачу 1.12).

Х.~4. Неотрицательные целочисленные случайные величины Х л  , 
п. -  1 , 2 , . . .  независимы а одинаково распределены. Показать* что пос­
ледовательность сумм

образует цепь Маркова. Записать матрицу переходных вероятностей за . 
один шаг.

I.Z5. С е р и и  у с п е х о в .  Рассмотрим последовательность 
испытаний Бернулли а условимся говорить, что в момент л  мы наблю­
дает.? состояние £ 0 , если п  - е  испытание правело к неудаче, и сос­
тояние £«  ( *  ^2 ) , если последняя неудача наблюдалась при
испытании с номером п - к  (предполагается, что нулевое испытание 
привело к неудаче). Другими словами, индекс А  состояния ука­
зывает на длину серии успехов, оканчивавшейся на /г -м месте. Сос­
тавить матрицу переходных вероятностей за один шаг.



-1 .15.. Найти м а ?р ш  переходник вероятностей для марковских це­
пей * описывающих следуацае процессы:

а) рассмотрим серию бросаний монеты с вероятностью выпадения 
решетки» равной Р  . Состояние процесса после я  переходов (бросаний 
м о н е т ы )  определим как разность меж®? числом выпадений решетка е  ч и с ­
лом  выпадений герба;

б) в двух урках размешены /V черных и /V белых шаров так, что 
каждая содержит по А/ шаров* Состоянием системы является число 
белых шаров в первой урне-. Ка каждом шаге наугад выбирают по одному 
шару из каждой урны и меняют их местами;

в) белую крысу помещают в лабвраят, изображенный, на рисунке» 
Крыса передвигается по ячейкам случайным образом, т .е .  если ячейка

имеет *  выходов, то крыса выбирает. каждый за ; 
нал с вероятностью 1 / к  • Б каждый цемент вре­
мени крыоа обязательно переходит б одну из со-

. о&днкх ячеек.Состоязие системы -  это номер
ячейки,в которой находится крыса»

/V  шаров размешены в двух урнах /? 
и В ' .  В момент времени i~ ( £  = 1 , 2 , . . . . )  ез 

общего чаодз /V  шаров случайно (все выборы равновероятны) выбирается 
один шар и помешается с вероятностью f t в урну Н  и с вероятностью

f  в урну 3  . Состояние системы при каждом аспытанив представляется
числом шаров з  урне Р . Определить матриц.? переходных вероятностей 
марковской цепи, оаисквапмй серию таких испытаний,

- I .IS .  Предположим, что в момент -ft в урне Р  лежит дг шаров.
В момент t r - i  с вероятностью, пропорциональной числу содержащихся 
в ней шаров, выбирается одна из урн (урна Р  выбирается с вероят­
ностью /г /л / » а урна 3  -  с вероятностью ( л / - к  ) /  л / ) 9 в выбран­
ную урл.? ялазется шар, догорай предвзрятезъзо завлекается ?.з урны 
или из ?рнк В  о вероятностью р  ъ р, \ р  *r~p. = Z) соответственно. 
Определить Матрицу переходных вероятностей этой марковской цепи.

-I.» Ю- Рассмотрим случайное блуждание" по одномерной целочислен­
ной решетке с переходными вероятностями f t n ^ f  = ft  э р ц - г - р  
(0 < р  < I ,  р  = I) для всех целых I  . Определить в p %J .

1.20. Хс . X . . . . .  Х ^ Л. . .  -  цепь Маркове с начальным распреде­
лением P# , /<£ £  . Выразить через соответствующие переходные ве­
роятности условные вероятности:

а) P (X „  =  i l X « . - j } i  -

б) p { x „  = l  \X 0 =*i, x ^ j }  . г д е  г <  /г.
Г.21. N  черных и А/ белах шаров разложены по двум урнам так, 

что каждая урна содержит /V шаров. Число черных шаров в первой урне 
определяет состояние системы. На каждом шаге случайно выбирается по 
одному шару аз каждой урны и эти шары меняются местами. Найти & ij и 
Финальные вероятности .

т .22, Лее конечные цепи Маркова е одязм и тем же множеством 
состояний имеют матрицы переходных вероятностей Р, а соответст­
венно. Показать, что матрицы

Р ~ Р ,Р & и  Р  ^ P i P f  
являются стохастическими матрицами. .

7.23. Дана матрица Р~  // Pj j  Ц переходных вероятностей конеч­
ной цепи Маркова, которая является дважды стохастической (т .е .  ХР-уР, 
с е  £  ), Известно, что цепь эргодзческая, Найти финальные вероятнос­
ти.

Т.24. Каждой стохастической матрице соответствует цепь Марко­
ва, для которой она является матрицей одкошаговых переходных вероят— - 
ностей. Однако не всякая стохастическая матрица может служить в ка­
честве матрицы двухшаговых переходных вероятностей цепи Маркова. В 
частности, стохастическая матрица второго порядка является матрицей 
двухшаговкх переходных вероятностей тогда и только тогда* когда сум­
ма ее .диагональных элементов больше или равна единице. Докажите это.

1.25. Рассмотрим повторяющиеся независимые испытания, для каж­
дого из которых возможны два исхода: Y  или / / .  Найти распределение 
числа испытаний, требуемых для заступления события УН .

1.26. Отрезок АВ разделен на /77 равных интервалов. Частица 
может находиться только в середине интервалов, перемещаясь скачками 
на величину интервала по направлению к точке 3  с вероятностью р  » 
а по направлению к точке 4  -  с вероятностью р  • В крайних
точках отрезка 4 3  имеются отражающие экраны, которые при достиже­
нии частицей точки 4'шшЗ  возвращают ее в исходное положение. Опре­
делить финальные вероятности jr#  , /г=  /, /7? нахождения час талы в 
каждом интервале.

9



1.2?. Два игрока t f  ъ В  продолжают вгру до полкою разорения 
одною зз  них» Вероятности выигрывания каждой партии для этих игро­
ков равны соответственно р  и ^ С P ? - f  -  I ) .  В каждой партии 
выигрыш одного (проигрыш другого) равен одному рублю, а общий капитал 
этих игроков составляет рублей. Определить, вероятности разоре­
ния игроков, если до игры игрок Л  имел j  рублей ( J  = 1 . 2 , . . . ,
/У? — 1 ).

2. МАНОВСККВ ПРОЦЕССЫ С ДИСКРЕТШ£<! ПРОСТРАНСТВОМ СОСТОЯНИЕ

Пусть X  некоторое конечное зли счетное множест­
ве. 'Рассмотрим случайный вродасс , t~ x fl» со значениями в Л? .
Вели для любого п. з irf  <£2 < 2̂ в  &f t jc2 , , .  д:л с З ?

р { Х $ л  ж £ /i l-X$f  X-ta_f “  'г =

^ л - f f  » .

so ХЦ зазывается марковски?.» процессом с дискретным пространством 
состояний. Функция

\ & t Tt , # . ) =  , 0 < S 4 t ~ ;  3S,tj.£3Ct (2\

называется переходной гёушпшей. или вероятностью перехода марковского 
лоогесса. Из определения марковского процесса получаем его конечно­
мерные распределена»s

п&/

■■ •« x t n - х п У - Н % г ъ \ ! 1 / ( * * ’:е«-*»*г’ а!«»У  о )
;

Переходная функция обладает следующими свойствами:
' I .  ОМ P ( S ,&  , Р , у .)  4  1,

- £„ % D ( S . # , t , y ) - f .
*6 Х  , ,* Г г

■ 3. D{-£,& . 0 » ’• •

4 . Для я я аа  S < T < i~  переходная функция удовлетворяет урав­
нению Колкогороза-ЧеЯмеиа:
p c s t& , f ,  # ) *  2  ^  * ) р С Z-, 2 , £ ,# ) ч .. ..... {45

Если / ? / ,z\ В , р ) ^ р / р v то марковский процесс назы­
вается однородным. Вели состояния процесса занумерованы определенным 
образок, то удобно пользоваться обозначениями p ( s .  т:;, ~£> ̂  
в о беем случае, з p ( g f t i  , В, Т х )~  ( X)  -  э однородней случае.

Заметим, что одна 2  та же вероятность перехода может отвечать 
различным марковским процессам, если различается распределения на­
чального значения Х0 . Задание “начального распределения"^*/?/^;» 

-1К\, хр-Х. наряду с вероятность® перехода, ввода© определяет конечно­
мерные распределения марковского процесса,

Предположим, что зэрсятности перехода удовлетворяв? следу жим 
условиям:

1. Каждом? состоянию л г^ Х  соответствует такая непрерывная
функция q,K ( t ) x O  .  ЧТО ара •

: ■;. v  : : « Х
равномерно sc j  .__________________________

2, Каждой паре состояний J*i , Эс^рХ. , , соответствуют ••
такие непрерывные функции - ,  что при Jt

P c \ ( t ,  6 + А) . . .

т -  ■ - f i x f t )  .:.■•■ . ;v (s5 :

разномерно do ф и при фиксированно А' переход к пределу г (S) 
равномерен по I  .

Функции f t ix C t)  и О-# ( t )  называемые яв$ияятазииальввма харак­
теристиками марковского процесса, связаны между собой равенствами

)■

При предположениях I  в Я вероятности перехода удовлетворяют 
следующим двум системам дифференциальных уравнений Колмогорова:

1) прямые уравнения Колмогорова

• V  ? e % s ‘ i l  “  ~ P i *  ( ъ Щ к  ( * )  *  2  P i j  Ш ) $ «  ш  s
2) обратные уравнения Колмогорова

; f l  M P i *  f i j  W /> J «  Ш ) -l/



В случав однородного марковского процесса его авфвнвгезшаяьныв 
характеристики постоянны: ^ f(( v ) ==f i « : « * а
обратные уравнения Колмогорова пол:? чает вед

Л у  к (прямые уравнения). (7)

/ V *  ( ^ ^ ~ f i p i K (P )  P j x ( i )  - (о б р атн ы е  у р а в н е н и я ) . ( в )

\ p t c b  на я  стационарным распсетте- 
есла

Рн  ~  2л p i  p i K ( t ) /с  г  в о е т  t - » 0 (9)

аредполс:, '̂-'!;, что дяд процесса л ф е * > ^0  а существует хотя бы 
одно состояние i?v<£»2? » куда возможен переход из любого, состояния ^ 
за время k > 0  о соответствующими вероятностями p i j  (А) ^  Р~ > 0  
(подчеркнем, что в этом условии /6 одно я то же для веет состояний 

>. Тогда справедлива следу гадая
Т е о р е м а .  Существует единственное стационарное распределз-

ЗЕ9 i  Р к  }  Е

&** р г * ( * ) - р # > О . * - / > £ ,  . . .  * • ' (ю)

Зслн, крш е того» р #  таковы» что J?

. .  рК  —  -S p i  p i n  S f? 2 , • • - * (  j j )

Распределение вероятностей { p ^ \ s удовлетворяющее соотношениям 
(ГО), иногда называет Анальным распределением марковского процесса. 
Для определения финального распределения согласно теореме следует 
найти решение системы алгебраических уравнений ( I I ) ,  удовлетворяющее 
условиям р х > 0  в 2  р н  ~ Ъ

я л S Ч

iê Ls Пусть Хе. » , -  однородный марковский процесс с
дискретным пространством состояний, с переходными вероятностямиp t 'j (А). 
Показать, ч т о -. . . .. . ....    ...

12

P p  ; , , - - r f e - j a  fx s = ; \ - p i h ( t f - s ) . . - p / ^ ' i

для любых состояний з  произвольно взятые моменты времени
< S  < < • • • < -

2 .2 . Пусть * *  , А >/ Р , ™ однородный марковский процесс с
дискретным пространством состояний, с переходными вероятностями/^*^ 
и о распределением вероятностей начального состояния ftp — р {jfg —c t  
( 2  p i  = 1 ) .  Обозначим P j Показать» что p j . ( i+ £ ) -
- % P i ( S ) p i j ( t ) ,  S * 0 .

* 2 .3 . В некоторой стране революции, направленные против ”реак- -■• 
цаи", образуют пузссонсвский поток событий с интенсивностью л  •
Доля резолюций, умекишх защищаться, составляет ос , Умещая защи­
щаться революция устанавливает свою власть навсегда, а ве умеющая 
защищаться сохраняет свою власть з  течение случайного времени, рас­
пределенного по показательному закону с параметром p i  , после чего 
наступает период реакции. Какова вероятность того, что в будущий мо­
мент времени А~ в стране будет господствовать реакция, если она
господствует в настоящее время?

2 .4 . Система находится в состоянии"!? если она работоспособна,. 
и в состоянии“0? если она вышла вз строя. Предположим, что случайный 
процесс функционирования этой системы , iP^-0,  -  марковский 
процесс чистой гибели, для которого P {X j+ £ = 0  ОАА) *
Найти вероятность выхода из строя системы до момента времени р  , 
если интенсивность гибели J *  (Р) -  положительная а непрерывная на
(О, 00 ) функция.

2 .5 . П р о ц е с с  S o l a ,  Это неоднородный процесс часто­
го роста с зависящим от времени параметром л п (-£-)^а-ьа/г)1 ( f  -ьаА-)* 
Показать, что решение о начальным условием р $ (& ) -  I  имеет вид

р в  Г/*>

р ,  I I P * } * f + Z * ) - ( f + ( n - f ) a )  ,

n !
Показать, что математическое ожидание в дисперсия равны соответствен­
но ^ и (с помощью дифференциальных уравнений).



Пусть -  марковский процесс чистота роста. Предположи,!, . 
что Г0СА)  , если Л' нечетно, в р ъ л + х Ш ^ Л + Р Ш »  '. ;
еслв к  четно. Полагая JTe -  О» найти в ер оятн ости ^ /,^ /7/ Х'т 
нечетно} з р 2 (£ }= p {x t  -  четно}-.

2 .7 . 3 условиях дрезмэтаей задачи аай.тя #?£-•
2 .8 . Рассмотрим процесс чистой гвбелв ^  , для кото- : -'

р о го ^ с^  л , л  = 1 , 2 , , . , ,  т .е , / ?/ ^ } v i = y / - v = ‘̂} “6?npa У>л" , ;
t  > 0  » . Предположим, что X $ - i  . Н ав«  р * & ) = Р { Х /= я } ,

; ^ а- Л Г # *
2 .9 , Однородный процесс Маркове имеет два состояния: 0 и I . \ 

Вреда пребывания а состоянеях 0 а I распределено экспоненциально с
параметрам Л > В  a J& > 2  соответственно,, Найта вероятностьp ^ f 0 j:

- нахождения ярстгесса в состояние 0 в момент t  , если в момент О он !
: находился в состояние 0. j

2 .10, Пусть а предыдущей задаче , а  * число моментов !
: изменения состояний процесса за время £~%-&. Найти распределение
! вероятностей случайной величины А £ . :

5

.3 .11 , Имеется два трансатлантических кабеля, каждый из которых? 
может передавать одновременно только одно телеграфное сообщение. Вре­
мя До отказа каждого аз ш  Змее? одно з то же экспоненциальное рас— ;

. лредеяеняе с параметром л  • Время ремонта каждого кабеля имеет j 
: одно з  то же экспоненциальное распределение с параметром д  . При J 
; условии, что-В момент 0 оба кабеля находятся в рабочем состояеие, ' 

найгд зароятЕссУЬ того» что если в люмен? fr. одновременно поступят |
; два сообщения, то они найдут оба кабаля исправными. ;
: 2 .12, Процессом линейного роста с иммиграцией называет процесс '
; рождения а гябадв с интенсивностями ростал ^ / г я - ^ - а  к г г - / г р >
> где _л > 0 >J*>&  » & > 6 *  Составить прямые уравнения Колмогорова ;
I для переХОДЗЫХ вероятностей Такого Процессе. Найти магматическое ;
; ожидание гпд*-А?Хг этого процесса, если начальное состояние ла ® I  \
: задано. Исследовать поведение /п^. Зрл t  -=*- ®э •
; . 2.13» Рассмотрим процесс линейного роста без шъигра-

пня .( а  = 0 ) , для которогоЯ * д  и P { X 0 ^ f y ^ f  . Показать, что ; 
Еерсятностп -ря ( f )  = p f x t =/zjXe~ f p  п  -  0 ,1 ,2 * . . .  определяются форн •' 
мулами .. •f

а ^ = 7 _ £ | _ .

( / -  Л t )  " * 1
2.14. Найти дисперсию процесса линейного роста с иммиграцией 

(см.задачу 2.12) и исследовать ее поведение при
.2 .15, Процесс Ела является примерок процессе чистого роста.

Для него p { x ^ ^  = / i^ fjx t = /i  } =  п я А  -t-OfA).
Пусть известен начальный обьец популяции: Х&=*Х/ » Найта / tn f& j =^p{x~ 
~ .n+ A /fX 0 «  А /У  . п  -  0 , 1 ,2 , . . .  и показать, что процесс Х ^  , 
t-}Q  является регулярным (т .е .  jn  п '(■£)**?)•

пш-а “л‘-
2 .15. Найти математическое ожидание в дисперсию процесса Еда 

X f  , £> .'0  (см. задачу 2.15)* начальное состояние которого X# = А /
фиксировано.

5.17. Пусть XX *. t X 0  -  прогэсс Ела с параметром л  з на- ' 
челъннм состояние!.: л / = I (сг.:.задачу 2 .1 5 5 ,  Предположи?,', что первый 
индивидуум коже? погибнуть, причеГй звроятность Г" б ЗЛЕ э Енгервале 
врео'ени ( i r ' . t * - k  ) при условии, что индивидуум не оогдб до момен­
та £  , равна т- О( h )  » Найтп рэспределениэ общего числа поток-ков - 
всех поколений единственного индивидуума в момент гибели "родоначаль­
ника4.

2.18. Процесс чвстой гибели, для которого
— f - 0 ( A )  , в начальный момент находится з состоянии /V  .

Найте p & (£ )mp{X -£ = n lX c = А/У , ,  M * t .
2.19. А в т о п а р к .  3 автопарк, рассчитанный на А /  мест, 

прибывает пугсссновскЕЙ поток мадив с интенсивностью л  до тех пор, 
пока имеются свободные места. Получить ДЕййеренциальзше уравнсння 
для эероятностей р п {-£) того, что ровно я. мест заняты, если время 
пребывания машины в автопарке имеет показательное распределение с 
Барз-детрон^А' .

2.22. ПрелголожЕЕц что некоторый мех2ниэ:г подвержен отказа:.- 
двух типов. Пусть вероятность отказа первого- типа в интервале Ереденп 
С ir , к  } равна л , /2 * -0 { А ) \  а вероятность отказа второго ттпа 
5 том за интервала равна А. ■>- f / f k )  . 3 состоянии отказе проезде—', 
дгтея ремонт мехгЕДзма. длительность которого 2 i:'eer показательный . 
закон распределения с параметром j/ . f  дли э зависимости от типа
отказа. Найти вероятность того, что механизм работает в момент £~ , 
еслв он работал в нулевой момент времени. •'



2.21. Система состоит йз А/ идентичных компонент, каждая из 
которых работает независимо от других случайное время до отказа. 
Предположим, что зракя до отказа имеет показательное распределение •' 
с параметром я  • -Когда какая-либо компонента отказывает, ока ремон­
тируется. Время ремонта случайно и распределено по показательном? 
закону с параметром /*■ . Говорят, что система находится в состоянии 
гг в момент i  > если в 'этот момент ровно /I компонент находится 

в ремонте, стот процесс является процессом рождения и гибели. Найти 
его игмлкЕ’тдзямальнае характеристики,

• 2 ,22. ирелпсложям» что э предыдущей задаче вначале зсе А /  ком­
понент работают. Найти распределение врем.-.п до первого момента, ког­
да е системе будет две неработающие компоненты. .

2.23. Н е п р е р ы в н ы й  а н а л о г  . м о д е л и  
■ в е н  е с т о з. Имеется 2  А/ шаров, занумерованных от I  до ЯЛ'.
3 момент С каждый шар о равной вероятностью может быть помещен в одну 
из двух урк. 3 дальнейшем шары независимым образом перемешаются в 
случайные моменты времени из одной урны з другую в соответствии со 
следущкмя правилами. Шар с вероятностью /г/ 2  г  O f  А )  попадает из 
одной урны в другую в течение интервала ( 12 t 0-r~/z ) и с вероятностью 
f- fc /Z  + t I f f )  остается в той же урне, в которой он находился з  мо­

мент ir . Перемещения на яепересекавдахся интервалах времени незази- ■ 
мы» Пусть Х^.. -  число шаров в урне X в момент £- . Обозначим

< р / к m ~ p { X * - K l X 0 - j } ;  J , « -  о , I . . , . 2 л/.

Доказать формулу , -

a r t , * ) * :  J T  А > ( t ) z * ~ г ^ Ь - е ' К  ( г ^ е ~ Ь х У £ 1 * е Х

.  2 A / - J  \  ,  ; •  '

+ ( f - e  ) в ]
2 .24. Рассмотрим процесс - Хф рождения а габаяа с ляневави 

ростом с ааракетрааз л  * ju. а 3  = 0 (css. задачу 2 .1 2 ). Зредподо- 
зша, что X# » 1 . Найта распределение числа жвдуеих индивидуумов в 
ка&едт первой гибели.

2.25. Для процесса Хф poj-денш а гибели о линейным ростом при . 
Л=-/£ Сем. задачу 2.12) доказать, что зХ £ )~ Р {Х ф ^0 /А '& =  f }  
удовлетворяет интегральному уравнению

IS

a  ( i r ) -  I  / 2 л е  ■ d T ^ f f 2 A £
О о

2.25. Покатать, что / /  f А~) в условиях задачи 2.25 удовлетворя­
ет дшйберекягальному уравнению Рзкатгк

u X f )  ^ - 2 л и { г ) ^ Я  ^ Л и 2( £ )  , и ( & ) = 0 ,

2.27. Кайгл и(-& ) в условиях задачи.2.25.
2.28. В условиях задачи 2.25 найти P {X ^= ^0 jX o = f ,A ^  =--01 / '  

при О < A < tTf , - f  ~ .

2.29» Время жизни Т  радиоактивного атома распределено по пока­
зательному закону с параметром Я  .'Предположим, что в момент 0 ш  ' 
начинаем наблюдать л /  независимых радиоактивных атомов, состояние 
которых описывается случайными величинами Off } /= . ff~A/ : -ф.

I  J  0, если х ~й s том радиоактивен в момент zr~ *
ir — I I ,  если 2  -й атом не радиоактивен в  момент X  .

Показать, что при 1Г  <-< f / л  а достаточно большом А /  про­
цесс

Г
; хорошо аппроксимируется пуассоновским процессом с интенсивностью Я  А',

2 .SC. Предположим, что в задаче 2.29 нельзя считать тг 
Являегся ли процесс J

«г я - г

А -ir ' . ’
процессах с- независимыми. лрирзшекляля?

б) стаягонарным?
в) марковски/.?

2 .31. Нзйге стационарное распределение ддя процесса редпенпл и 
гибели с линейным ростом (см. задачу 2.12) прт: Я < U  •

2.32. Система массового обслуживания (СПО) состоит на одного ' 
обслуживающего прибора. На вход поступает пуассоковски?; поток требе—- 
ванзй с интенсивностью л  . Время 'оослуживзния одного требованил оас- 
срелелзво по доказательному закону о параметром / а  . Если госл:’ель- 
шее тебс-ианке застает прибор занятым, тс оно покидает систем? ( тел-- 
ется). Яэйти переходные вероятности системы за время, т  > 0  v фи­
нальные вероятности системы. . •
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2.33. Телефонный узел имеет т  каналов. ’Дефекта поступления 
вызовов образуют щассовсвскай поток с интенсивностью Л . . Вызовы 
прт?нлиа»?ся (обслуживаются), если змэс-тся свободный кзязл. 3  лготиэ- 
:юм случае окз теряются. Продолжительность каждого разговора клеет 
показательное распределение с параметром р г  , Длительность отдель­
ных разгозоров -  независимые случайные величины. Найти стационарное 
распределение числа занятых каналов,

2.34. Ci.lO состоят аз одного прибора 2  имеет на входе пуассо- 
пооскз/ поток требований интенсивности А  . Время обслуживания 
требования -  показательное с параметром рр . Требование, которое 
застает прибор занятым, присоединяется с вероятностью р  (0 < р  < 1) ! 
~ эчередл. Описать зту модель как случайный процесс рождения з  гзбеля 
г< найти финальные вероятности системы» •

2.35. и,!0 состоит зз m  приборов. На вход поступает даессонсас- 
кий поток -требований интенсивности л  .  Время обслуживания каждого! 
требования имеет показательное распределение с параметром^ . Hoc- s 
тупившее э систему требование начинает обслуживаться сразу, если j 
свободен хотя бы один прибор, и становится э очередь, если все прибо-t 
ры заняты. Состояние системы задается числом находящихся в ней тре- ; 
бовакий. Найти финальные вероятности состояний системы. i

2.36. Рассмотрим СЬЮ. отличаявуюся от описанной в задаче 2*35 ? 
тем, что число мест ожидания в очереди ограничено и равно Л  . Найти ; 
финальные вероятности состояний системы. ' :

2 .3 ?» Яродесс рождения и гибели с параметрами Л/? - A f ' ,  0 < р <  1ц 
, А  >0 = 0, / t  ~ 0 ,1 ,2 , , . .  можно йнтерпретировать;
. как модель СЫО с ограничением. Найти стапионарноа распределение сос- 1
i гояввй системы. j
*

' 2,._фР,_ Провесе рождения и гибели с параметрами sj
; *h я 1 , 2 , . , . ;  -  0 можно интерпретировать кок модель CIvlO с о г -  |

раничением. Найта’стационарное распределение состояний систшы. . •

ОТВЕТЫ V  ■; />  . '

Г- . и У * а Ф р Ф - . .  .■-если четно;
*1*14. Дч } 0  - , если л - / п  нечетно.

.IS

1 . 2 .

х*д*.

1*6.

b Z

Т.8.

I . I I .

I .I5 .

а) нет, если % да, если p ^ g ,=  f / 2 .

б) да, P(Xt ^  p(AU^f ^ f i Z
в) да * Pf f  ~  Р%3 ~  рзг=  р б з^ г -р  ? р?2 ~ р2.4~Р&2~ р4“ —р '
а) (С ,345; 0,336; 0.279);
б) 0,0336;
в) {15/47, 17/47, 14/47).
а )  /7?"/= / /  3  ,

6} С1/3 , 1/3 , 1/3);

3 l £ £ > ^ ~  ° '  [  о I- о о с \

I .  (С,0 ,0 ,0 .1 );  Р = Т/4 0 3 /4  С 0 \
О 1 / 2  0  1 /2  0 ) .

2 . а) /л*= Г /4 ; \  0 0 3 /4  0 1 /4  /
б )( I / I 5 ,1 /4 ,3 /8 ,1 /4 ,Т/Х6^ . О G I 0 -

,  „  У
В) & /7? /Т/л  =^1/. .

П~ш- ас

f  1/2  1/4 1/4 \
р (21 ( 1/4 1/2 1 /4  1; f/ з .

\  1 /4  1 /4  1 / 2 /

JT ^   PL------   ; ОТ, . ,
ос +-JS * t - e C ~ J

Рос =■ f~  £  > Р Pi — рР2 — Р/Z  ; p ro  — I P f f  ~ P i t

■ P 26 -  1~  p 2  > P 22  ~  p 2  ,  p f 2  — P 2 / — £  •-

T- -  r r’— О л/ / P- ,

a ) f  разЕОоть между числом випаденле решетки г i
_  i числом выпадения герба разка А' посла /г + L,

v 'a   ̂ '  Ч бшеаний /  эта разность равна j  поела п  j
■ I оросапи:'

: р  есда а  j  ^  ■ :
— а /_  р  если к *- / -  f :

■ ■ ■ 1 0  в остальках случаях.

Pjm  не зависит от ар .



б)
Pj*  -  Р  •)

!  К  белых шаров з  первой урне посла /?+/ 
переюшЕйзанзя /  j  белых шаров в первой
урне после /I  перекладывания

,л , еслв
( j f M )
2 ( j W H # - j ) / V  s 9СЛЗ / r  = / '  J = 0 . rf , t , ;

, если к  -  j  t  i , j  = 0 , i ,  ■ > - ■> 1»'
з  остальных случаях. •L 0 

I*XU Af- L
- л Г Р
- i r ? *

ъ - f  
0

A/~ I  .
—  9

L J 2 -  f  l a  / а/

если /<=■ I  *-1 ; 
если A" =• I  ;

если K — l - f ]  

в остальных случаях, 

если А"— ^ /  ;

, если ас— с , ( i - f , 2 , / Z- f ) ;

О
Pqo ~ v — ^.1,15. яМ) г,С&">-п.)/2. „ие+Ш/Я 

' ‘■ь “  /̂7

. если А"= 

б  остальных случаях. 

, ^

, если At -  нечетно;

7̂ ТТОЛ1!ЛЛ

1 .27 . Вероятности разорения игрока В
-  .. 0  /7?~' - _ /И /7?

} / и ~ ( ? )  ]  " Р "  ? * ? ' *

р  , ( д ) = 1 - ±  л д и  р ~ 4  f m - f ) *
1 V  ' .77 '

Вероятности разорения игрока В  :

P*} ( S h f - P * j  ( Р )

2 ^  p & f * ) ~  1 ( ? 2 + я ) е П1:- { г г + л ) е Пг* ] »  2 &е

2 7%- корни характеристического уравнения 

т*’ " — ( л  + в )  ^  +- с С Л р г  =* В .

2 .4 . Указанна. Составить прямое уравнение Колмогорова для p f0  ( О ,£ )

4 ;  ^  ̂  ^ f ^Л*

/? „  г ^ ^  -  / - / * *  ^ ; P r o  f о , В ) ~ 0 .

Ответ: р /0 { £ , П - f  -  е х р { -  \ J p ( S )  а  $ }  .
o'* "

2 .6 . Указание. Вывести зТ'йСеренпзальаые уравнения 

p U t )  = ~ .z p r ( t }  ~о/ср2 ( р ) ;

/? ;  ( в ) = я р ,  ( tr) -  а  р 2 ( * )  >

для когсоых выполняются начальные условия 
P i  ( О ) -  0-, Р г  ( 0 ) ^ 1 - ,  р ' ,  ( 0 ) = Л ; P i  Сc ) = ~ / i ,

Огаег: р , ( * ) ~ 2 р р  i  р ,  ГР) +  P i  (*)=?■

2 .7 . Указание. Записать слетал.? дийгререндиалькш; уразноикй: 

f Р ц 'а х  ( ^ ^ ~ Л Р 0 ’2а: Р * '2 х +* ( *>J

} р е , 2 к * 1  pt>,2 A+f (~ £ )+ л р р ,£м а х

Умножать первое уравнение ка 2 к  второе -  на Z x-t-J , затек 
.сложить оба уравнения.. Решить полученное уравнение



О гае?:
/77, .  ( л ' р £  \ е а р { - ( Л s ) * } - / ]

Л  ~*~р- Ср ~*~Л )  ы

рл а ) = £ г е  (> ) ;  n t - t e  ;

•s>̂ -  г. 3 J .

■̂оо (' ^ } Л ,
М -& - /£ )* -

Г7 I
Л  ’-А  “

(л-£)л - л -t

f_̂ £32iHH* 1Г“0и9СС имеет три состояния:
О -  оба кабаля неисправна; 
т _ только один кабель исправен;
2 -  ссз кабаля исправны.

Составить прямые дразнения Колмогорова для состояния 2.

Рва (

* > -

'£ Ы Р ’
( Я + - р Р  

I а  V - 1

2 л  и  - & + ■ # ) #  
- а *

я -2ГЛ^Л)*

( л ^ р р  "

,  г е л и

а  г  * * ~ ^ м  - ^  ‘2 j  j -  i e  ,  е я л £ /  Л ф р с .

2.13.
{ Л - р  L

Ууязяяве. От дифференциальных уравнений

р'л  т = - 2 л я р л Ю  * ( П . - 1 ) Л Р п - Г Ш ' - (>1+ ,)Я р 1 ч - г (& ,’ П->' 1

перейти к дифференциальному уравнений в дэстных производных 
зля аооизэодядеЗ функция Р  ( р  2  Л  р л (Р )-■ В—С
р с р ( Р л )  \ ,... г}з .& Ф (£ ,г )  ■

= * ( * - »  ■

Ф ( 0 , z ) = f ' ,  t p  ( £ - , ? ) —f-

Составить уравнения:
T 7 i w -  w > ( * »  , '/•,»
i  P k  W - ~  ( a  *" л ' / я р а  о & )1 -  ( - п ^  л / ~ Г ) р ъ - г  & h ------------

Ответ:

2Л6, /П.

p e ( 0 ) ~ f }  P n  ( 0 ) ^ - 0 ,  n  >/7.

■7 ax- i r tfM + V .. - (М +л - ?  )  
Рл ( * ) - — — 777------------------ e

A te * * ; - # • £ -  '& £ * *

-A/'/i+A'J* J&- Л
( e  -  f J -

2.17. Искомая вероятность выражается формулой
fsEL

I

V

-а *  -л* ,t - Л * / ,  p  Г ( л " * ‘* ) Г ( л + 0
( u e  )  р е  г & ~ £  _  - ■■ — .

2 TQ

/~‘ Сfz r- 22  + 2 .)
л / е ' * * ;  J7X+ = e  '* * ] .  л

ра О г ) ~ € „ е  ( e  - f j  *

ZT {£ )= -(Л^пм)рп, ( t )  +Лp„^f (£)■*-(n* f)jip*+ r (*)> я р у  / i v <  r f - f ;

|  P k ( * ) = - ■ p «  (&  ^ л Р*-т ■
; 2 „СП. y-gaaamte. Составить прямые уравнения Кожогорова для нулевого 

состояния (механизм находится в состоянии 0, если он работает; 
в состоянии I ,  еслв произошел отказ I-го типа; в состоянии 2, 
если произошел отказ 2-га типа):

: Рос ( Р ) - ~  (А* ^л г ) р м  ( t )  *'J£fp*fC'& ) ^ряроаСФ)}
‘ Ppf(&)“  - .p fp P ttf )  *-Лгp p o (P )‘t

р£>2 ( 2 ) ~ ~ р £  р 0 2 . ( Р ) + Л £ p fiff f  Р ) *

Начальные услоеия: / 7 ^ ^ = * / ;  р о г ( Р ) - р о л ( Р ) '" ^ ^
Р р£>& ( О ) ( Л р + Я 2 ) \  Р ‘01 ( 0 ) ~ Л 1  ; Ро2 ( О}~Лр \ .

■ Роо ( Р ) ^ ( л 1 -t- л  2  f  *- Л fp i  Р г  *

Система ЗЕПсеренгшальннд уравнений сводится к следушилу двфг-е- 
ренлиальномх* уравнению:

рев (Р}^{ЛфЛ2 ф Р р Р г )р м  Ct) ч- (Л1яР2 +-A2p f  ^ р г р г  )рее  =  О. 

где cf . С2 * С3 находятся из начальных условий.

2 . 2 2 .  я л = . ( л / - п ) л  у  р п  -  а р ,  е е д и  п  л  А /',

23

•22



2.22. Преобразование Лапласа искомой функции распределений ¥ рав­
но

________ A / f ^ - f  )Л 3_____________

2.22 . Указание. Ввести случайные величины

f I ,  если с -й шар находится в первой урне в
у р '  — J момент £г ;

I 0, в противном случае.
2Л/ а )

Тогда х & -  Ъ  А  •

П о к а з а ть ,  что  р { ^  ^ ^  ~ * £' s= ^, ^ A / ‘

2 .24 . $  ^  f  Я Л *
Г *  ( р + Л  )  '

Указание. Следует принять во внимание, что "вложенная" цепь 
;,!атжова {  £  .... ; ^ V r * = A ,*
последовательность случайных моментов изменения состояний про­
цесса рождения а гибели / t  ’ с интенсивностями рождения я ^  2 
гибели . имеет переходные вероятности за один шаг:

р н р / e ^ i  ~ Л Н / ( А к + / - к )  ; р н , * ~ f  ( л *

Тогда искомая вероятность

р к ~ р { Х 0 «  Г, Y f ~ 2 ,  Г х ~ к + 1 >  i V ,  =

~  р { ¥ н ^  =  К  ! Y K =  Р { У к  =  « + -1  *

2.25. Указание. Время насту плеши первого события (рождения или 
гибели) распределено экспоненциально с параметром 2А  *

2 .27 . U (* )  = Л £ / ( f + Л * )  •

pat  Рер = / ;  Pro p f f  =  1 )

- я Ь ^ Р / Г я ^ р ) ;  ягг ^ я / ( л ^ р ) -
%rS3« P /v

Л /i -

P *

A
*> 7 P

где

2.37. A

A
2*3£.

A ;

Г г Ч Р )  / л !  Л Я  ■к-0

_/**■* я=* ff  t f  0  s а * * # ;
~ \ л р ,  n > 0  , P*л  ~  I p  , /&>£>.

j  А? ( л / р ) п/ п  ! ,  /?=  ;
IP *  ( л / р )  т/ / п  ! я?п ~т„ /г > ^ /я  > г ^ е .

1 -р 0 ( л /м )1//п !- /п * ~ т , / — РГрРТР

н-^/гг

Г т

)•* л -fj/2  
(■*//*■) f  ,  n > s

f t  ! „  1 _ . ✓)

-25
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