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П Р Е Д И С Л О В И Е

В монографии из лож ены  з а д ач а  о вычислении квадратических 
функционалов  Н. Н. Красовского  и з а д ач а  оптимальной стабили-  
зац и и уравнения  с з ап азд ы ва н и ем  по времени.

З а д а ч а  о вычислении квадрати чес ких функцион алов  тесно св я ­
за н а  с задач ей  вычисления интегральны х ква д ра ти чн ых  кр и те р и ­
ев качества  переходного процесса систем, дв иж ени е  которых оп и ­
сывается  уравнен ия ми с за п азд ы ван и ем  времени.

В частности,  полученные ква дратические  функц ионалы могут 
быть использованы при выборе номи нал ьны х ре жи мов работы тех­
нических изделий,  выборе  коэффициентов  систем автоматического 
регулирования ,  исследовании влияния  воз мущений на работу  сис­
тем уп ра влени я  и т. д.

П е р в а я  глава  монографии содер жит исследование сходимости 
примен яемых  ра зл ож ени й С. Н. Ш им аио ва .  Так,  например,  те ор е ­
ма 3. 1 устан авли вает  полноту одномерных ра зложе ний,  о д н о з н а ч ­
ность и конкретность которых позволили дополнительно сф о р му л и ­
ровать  в той ж е  главе  теор емы о сходимости д ву ме рн ых  р а з л о ж е ­
ний, для  «обратных» ра зл о ж е н и й  функций по собственным ре ш е ­
ниям уравнения  с за п а зд ы в а н и е м  времени.

Во второй главе  дано полное решение задач и о вычислении 
кв ад ратичны х функционалов  произвольной структуры для  у р а в ­
нения с за п а зд ы в а н и е м  времени.  Эта  за д ач а  ре шается  в работе  
с использованием метода  А. М. Л яп у н о в а  применительно к счетной 
системе'  обыкновенных ди ф фер ен ц и ал ьн ы х  уравнений,  э к ви вал ен т ­
ной ра ссм ат рив аем ом у уравн ен и ю с за п а зд ы в а н и е м  времени.  Такой 
подход обеспечивает  простоту вычисления ква драти чн ых  ф ун кц и о­
налов  и, вследствие  этого, эффективность  применения их для  р е ш е ­
ния известной из литературы  зад ачи  Р а у с а -Г у р в и ц а  для  кв ази п о ­
линомов.  Схема решения этой задачи  путем построения соответст­
вующих ква дра ти чн ых  функц ио на лов  приведена  в п р и л о ж е ­
нии 1.

Третья  глава  соде рж ит изл ожение  зад ач и аналитического ко н ­
струирования  регул ято ра  д л я  уравнения  с за п азд ы ван и ем  времени,



являю ще й ся  одной из при кл адн ых з а д ач  теории управл ени я  д в и ­
жением.  Применение  в этом случае  р а зл ож ени й С. Н. Ш и м ано ва  
обеспечит эф фективный и, видимо,  наиболее  естественный метод 
решения.

М а т ер и а л  монографии,  например,  теоремы о разложе ни и,  о б ­
щ а я  з а д а ч а  о вычислении ква драти чн ых функционалов ,  може т  
быть сфо рм ул и рован и рассмотрен -с более глубоких позиций,  т р е ­
бующих, в частности,  множественного  обоснования .  Од на ко  с целью 
привлечения  более широкого круга  читателей автор упростил из ло ­
жение.  Кр оме того, во многих случая х  приведены схематичные р а с ­
суждения  и доказательства .

В работе принята  с л е ду ю щая  система ссылок:  п ер вая  ц и фра  о з ­
начает  номер главы,  вторая  номер п а р а г р а ф а ,  пос ледующ ие ц и ф ­
ры у к а з ы в а ю т  номер формулы.  При ссылке  на ф орм улу  той ж е  
главы перва я  ци фр а  не проставляется .  Д оп олни те льн ая  литература  
в тексте не ука зы валась .

В заключение  автор  б лагод ари т  Н. 3.  Б а л у х о в а  за  ок аза н ну ю 
помощь.



В В Е Д Е Н И Е

В главе  приведены необходимые для  из лож ени я основных р а з ­
делов  данной работы кратки е  сведения о диф ферен ц иа льн ом  у р а в ­
нении с з ап азд ы ван и ем  времени и методах  его решения.  Полные  и 
подробные сведения  по теории д и ф фере нц иа льн ы х  уравнений с з а ­
п а з д ы в а ю щ и м  аргументом читатель  найдет  в отечественной [8], 
[31]. [50] и з а р у б еж н о й  литературе  [4], [35].

1. Уравнение с запаздыванием времени

В наст оящее  время при решении разл ичных  технических з а д ач  
на ш ли широкое  применение д и ф фере нц иа льн ы е  уравне ния  с з а ­
паз д ы ва ни ем  времени. Н апр им ер ,  рассмотрим следую щу ю задачу.

Пусть однородная,  теплоемкая ,  н е р а с ш и р я ю щ а я с я  жидкость  
втекает  в конец трубы с постоянной скоростью о0. Тр уб а  п р е д п о л а ­
гается однородной по  длине  (рис. 1).

Ось х р а с по лож ен а  .вдоль тр убы  так,  что конец Л имеет  координату  
х  =  0, а конец В  имеет  коо рдинату  х  =  I. Н а  стенке трубы п од де р­
ж и в ает ся  постоянная  те мп ера тура  Т. Темпер атуру жидкости вн ут ­
ри трубы в точке х обозначим через u ( t ) .  Эту ж е  температу ру и м е ­
ет эл ем ен тарны й объем жидко сти  До. Н а гр е в  жидко сти  происходит  
за  счет теплопередачи через стенку трубы.  П р едп ол ож и м ,  что ско­
рость изменения темп ературы  элементарног о  об ъем а жидкости 
До пропорцион альна  разности температур  стенки трубы и э л е м е н ­
тарного  объема,  то есть

=  k [ T - U (t)],  ( l . i )

где к  — по лож ит ел ьн ая  постоянная.
Т ак  к ак  скорость жидко сти  в трубе  не изменяется ,  то э л е м е н ­

тарный объем До переместится  из точки А  в точку В  за  время

Х~  ‘
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Пусть  в некоторый момент  времени t\ эл ем ен тарны й об ъем Av  
н ахо дился  в точке А  и имел темп ер атуру  Если за  отрезок
времени т объем переместится  из точки А  в точку В,  темп ера тура  
его изменится  и будет р а в н а  u2( t i +  t ) .

Р е ш а я  уравнение (1. 1), получим
М * 1  +  т) = [ U i ( * i ) - r ] e - *  +  7 \  (1.2)

В (1 .2)  11 — произвольный фиксированный момент  времени,  
поэтому

«а (t + т )  =  [и\ (t) — Т) е~к~ А~ Т.  ( 1.3)
Пусть  отклонение те мп ера ту ры u2( t )  от зад ан но й постоянной ве ­

личины и2° про по рционально скорости изменения температуры 
U\( t )  на входе в точке А,  то есть

dui (t) 
dt ch 1«2 (t) — и 2°],

где О] — постоянная  пропорциональности.
Но так  к а к  в силу (1 .3)

и 2 (/) =  [их (t — т) — Т] e - ,!z Т,

то (1. 4) за пи ше тся  в виде
dx ( t ) 

dt
— ах  (t — т),

(1.4)

(1.5)

( 1.6)



а — агв-Ь' ,
К ура вне ни ю вида (1 .6)  приводят  не только  технические задачи,  

но и з адач и  экономики [4], биологии [35].
В данной работе  всюду будем по лагать  в уравнении (1 .6 )  в е ­

личины а и т  постоянными,  и кроме того, т >  0. Отметим, что у р а в ­
нение ( 1 . 6 )  и м е е т  функц ион альн ую природу.  Это, в частности,  
п о д твер ж да ется  тем, что нач альное  возмущение  уравнения  (1 .6)  
пре дс тавляет  собой некоторую функцию,  за д ан н у ю  на отрезке  з а ­
п а зд ы вани я

Ф (v)> [ — t < v< 0 ]  (1.7)
и опр еделяю щу ю собой предысторию движения.

2. Характеристический квазиполином

Вычисление  частных решений уравнения

(2 . 1)

вида
x { t ) = A e yt, (2.2)

где А и Я — постоянные,  приводит  к вычислению значений X из х а ­
рактеристического  кв ази пол инома

д (л) =  к — ае~х' =  0. (2.3)

Обозначи м через А' (К)  производную от квазипол ин ома  (2. 3) по X
Д' (к) =  1 +  ате~Хт, (2.4)

или, в соответствии с (2 .3 ) ,
Д ' ( ) , ) = !  ШХ-. (2.5)

На  основании (2. 5) кваз ип олином (2. 3) будет иметь простые 
корни при любом а за исключением

_ _  1_
ez '

В дал ьн ейш ем  всюду будем пр едпол агать  корни квазипол инома  
(2. 3) простыми.  Кв азип олин ом ы пре дс тавля ют  собой целые ф у н к ­
ции [30], [44], [43].

Нули це лых  функций имеют предельные точки на бесконечности 
и в любой конечной области  комплексного переменного их конеч­
ное число.

Испо льзуя  упомянутые свойства,  можно показать ,  что спр ава  от 
мнимой оси комплексного переменного X кв ази пол ин ома  (2.3)  и м е ­
ет конечное число нулей.
Действительно,



| д  W l 1 (2 .6)
Но тогда спр ава  от мнимой оси существует  пол уокружность  ко ­
нечного ради уса  R  с центром в на ча ле  координат,  на которой в ы ­
полняется  неравенство

-Хт

R (2.7)

В соответствии с (2 .6)  и (2. 7) корни квазипол инома  (2. 3) с 
поло жительной вещественной частью будут  ра спо ложе ны  внутри 
построенной полуокружности,  и .следовательно,  их будет конечное 
число.

На  основании изложенного  корни кваз иполин ома  (2.3) 
можно р а с по лож и ть  в порядке  убыва н ия  действительных частей

Re Xj Re Х2 )>- ..., (2.8)

что и будем пр ед пол агать  всюду в дал ьн ейш ем.  При этом далекие  
по номеру,  или асимптотические,  корни квазиполин ома  (2.3) м о ­
гут быть представлены в виде

Х„ - 1 In 2тш
+  ( 2« + - 2- Sign <т) - ~ i  о

Xn-f 1 =  И,,

(2.9)

In п 
пгде In  — сопряж ен ный  с Х„ корень ква зи по лин ом а  (2 , 3) ,  О

— погрешность,  с т р ем я щ а яс я  к нулю при возрастании номера  п 
In п

как в е л и ч и н а -----л .

3. Вычисление решения методом последовательною  
интегрирования

Вычисление решения уравнения

^ l  =  a x ( t - x )  (3.1)

с на ча льны м возмущением

? (v), Г— T< v< 0 ]  (3.2)
методом последовательного  интегрирования  или методом шагов с о ­
стоит в следующем.

П о д ст а в л я я  начальное  возмущение  (3. 2) в правую часть у р а в ­
нения (3. 1), определим производную по времени от искомого ре­
шения на ин тервале  [о мС t  т]. И н тегрир уя  затем уравнение  (3. 1)
и уч итывая  (3. 2),  получим

— 7 -f t
cfi (() =  х (t) =  cp (0) +  а I ф (v) dv. (3.3)

— Т
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Функцию ф! ( t ) ,  to <  t  <  X ] мо жн о  ра сс м ат р и в а т ь  в качестве  н а ­
чального  возм ущ ения уравнения  (3. 1) с нач алом отсчета равным 
нулю. Но тогда,  выполнив аналогичное  интегрирование ,  найдем
решение <рz ( t )  уравнения  (3. 1) на ин тервале  [т д Л  С  2т], и так д а ­
лее.

Пример. Пусть  на ча льное  возмущени е  уравнения  (3 .1)  имеет
вид

f 0 при — т <  v <  О,
?*(*) =  , п (3-4)' | 1 при v — 0.

В соответствии с методом последовательного  интегрирования 
искомое решение может  быть за писан о в следующем виде:

И + 1
п\* ( 0  =  У  (3-5)

п =  0
где t >  0, [t] — це л а я  часть t.

В частности,  из равенс тв а  (3. 5) следует,  что
f 1 при 0 <  t <  т,

V (Г1 I 1 • а (I -.) при Т / у 2:. )

4. Решение применением преобразования Лапласа

При исследовании работ ы систем, движени е  которых о п и сыв а ­
ется уравне ниями с з а п а з д ы в а н и е м  времени,  во многих случаях  
целесообразно применение  пр еоб разо вани я  Л а п л а с а .  Пусть  x ( t )  

-  некоторая  функция,  опр еделенн ая  при t л 0. Пр ео бр азо ван и е  
Л а п л а с а  функции х(1) ,  которое будем об озн ача ть  как L ( z ) ,  оп р е ­
деляется  соотношением

L  (z) =  1 e ~ zl х  (t) dt ,  (4.1)
о

где z — комплексное  число с достаточно большой вещественной 
частью.

Эффе кти вн ость  применения пр еобра зо вани я  Л а п л а с а  обеспечивает­
ся его обращением.

Теорема 4.1. Если интеграл  спра ва  в (4.1) абсолютно сходит­
ся вдоль некоторой прямой R e z  =  b, (Ь >  0) и x ( t )  имеет о гр а н и ­
ченную производную в точке t, то при г >  b имеет место равенство

c-{-ioо

=  S et z L ( z ) d z .  (4.2)
С -  t o o

Прив едем  пример применения пре об разован ия  Л а п л а с а .  Пуст ь  
требуется  найти решение  уравнения

* ! M . =  a x ( t - x )  (4.3)

9



с н а ч аль ны м  возмущением
( 0 при — '  v <  О,

’ * «  =  ! 1 при V =  0. <4-4>

П р и м ен я я  пр ео б ра зо вани е  Л а п л а с а  к левой и правой частям 
уравнения  (4 .3 ) ,  получим

L  (z) = --------- L _ ,  (4.5)
г — ае

и, следовательно,  искомое решение  x( t ,  ф * (у ) )  м ож ет  быть пре д­
ставлено следующим образом:

c-\-ioо

* ( ' . Ф *(v)) =  - i -  J 2 _ С - » ' dZ- (4-6)
С— 1 3 О

И н те грир уя  справа  в равенстве  (4.6),  найдем искомое решение  
в виде ряда

х (/,  ф* (v)) =  2  Г Щ ,  (4.7)
i - i

где Xi — нули кв ази пол инома (2. 3),  Д'(Я<) =  1 +  ?чт.
В заклю чение  найдем аналитическое  в ы ра ж ен и е  L ( z )  решения 

ур авнения  (3. 1) с нач аль ны м возмущением ср( \ '), [—т д (у дС о ] .  
П р и м ен я я  пр еобразо вание  Л а п л а с а  к левой части уравнения  (3. 1), 
н ах о д и м ,и н те гр и р у я  по частям,

I  e~ U ^ d P  d t  =<р (0) +  z [ e ~ zt х  (t) dt .  (4.8)
о о

П р и м е н я я  его к правой части,  получим
ОО «О

a J e ~zt х  (t — х) dt  =  ae~zx J e ~ zt x  ( t ) dt  -|- 
o о

о
ae~zx J <p (v) dv. (4.9)

Из  (4. 8) и (4. 9) получим
о

Ф (0) г ae~zx $ Ф (v) e~zv dv
L( Z)  =  ---------------------------  . (4.10)



Г л а в а  1

НЕКОТОРЫЕ ТЕОРЕМЫ О Р А З Л О Ж Е Н И И  ФУНКЦ ИЙ

В первом п а р а г р а ф е  главы  приведена  техника разл ож ени й 
С. Н. Ш им ано ва ,  явл яю щ и х ся  для  данной работы методом исследо­
вания р а с см ат р и в аем ы х  задач .

В пос ледующих п а р а г р а ф а х  установлены в виде теорем свой­
ства  упомянутых разложе ний.  Бол ее  подробную ин форм аци ю о те х­
нике "разложений С. Н. Ш и м а н о в а  читатель  найдет  в рабо та х  
[49], [48], [24].

1. Разложение С. Н. Шиманова

Пусть  x ( t ) ,  t >  0 решение уравнения

ах ( t - x )  ■ (1.1)

с начальным  возмущением
д-о (v) == cp (v), [— T ^ V X ^ O ] ,  (1 .2 )

Ц елес ооб ра зн о  р а ссм ат р и ва ть  в фиксированный момент  в р ем е­
ни i не значение  x ( t ),  а функцию

х '  (v) =  х  (t v), [ — X ДЦ 0]. (1.3)

Функцию (1 .3)  можно р а ссм ат р и в ать  как  ре зул ьтат  п р е о б р а з о в а ­
ния некоторым оператором А  начального  возмущени я (1.2).

Пусть  нач аль ное  возмущение  п р и н а дл е ж и т  функциональн ому 
пространству  С[— т,0], то есть мн ожеству  всех непрерывных в е щ е ­
ственных функций,  за д ан н ы х  на отрезке  з апа зд ы вани я .  Тогда ,  оче­
видно, л ю б а я  функция x ( t  +  о), t >  0, [— т <  0] тоже будет пр и­
н а д л е ж а т ь  пространству  С{— т,0], так  как  в соответствии с местом 
последовательных шагов  вычисление  решения происходит  путем 
интегрирования .

В дал ьн ейш ем  обычно будем р ассм ат ри вать  некоторое ф у н к ­
циональное  пространство.

11



С '— о;, OS 0 “ :, О!, Z.2

с нормой вида
i| х ;j( ■' =  sup ( | л- (v) j ) при [— т 5 >  д,  0],

иди

i X = j  X* (v) ch

В г,ыГ>|>a 11пом функциональном пространстве  уравнению fl .  I) 
будет соответствовать  операторное  уравнение

=  А х 1 ('■). (1.4)

Т ак как оператор А - оператор  диф ференц иро вания ,  то для
любой функции xi (у) выбранного  функционального  пространства

А х ‘ (у) =  dx U!h •’ при [ — т у  V <  0| ,  (1.5)

ввиду того, что прои зво дная  по времени определена  справа,  а при
v =  0, в соответствии е (1.1),

А х ‘ (v) =  ах ( t — г). (1.6)
В д альне йш ем в качестве основного,  рабочего пространства

выберем Сф— т,0] с нормой { | | х  (у) ||(т> + | |  х (у) j 
11усть

dj^ p -  =  -  au (t т) (1.7)

уравнение,  сопряженное  с (1. 1).
Тогда,  если

е 'г  , [ —  т < у < 0 ] ,  i  1, 2, ... (1.8)
собственные функции операторного  уравнен ия  (1.4),  то

e - V ,  [ - т  у 0], / = 1 , 2 , . . .  (1.9)

собственные функции операторного уравнения ,  сопряженного  
С (1 .4 ) .

Предп ол ож им ,  что
я (■'), И (■') [ — ” < v< 0 ]

функции,  п р и н а д л е ж ащ и е  пространству  Сф—т,0].
Опр еделим ска лярн ое  произведение  функций а  (и) и р(у) сог­

ласно равенству
о

(а (у), В (у)) =  а (0)  р (0) +  a j  а (у) р ( т +  у) (1.10)

Легко  проверить,  что

A .V  — X ■ V ,X . v  ,  I 0  П Р Н  1 +  / -



Действительно,  пусть t =  /, то
о

(e' 'v , е V  ) ■— 1 - f  a j е"“А'л dv =  A' (/.,.).

(eA,v , е 'У ) =  1 -j- ае У  |  е<А|' V 'd v  =  1 4

Пусть
о

«/«• (О =  /; [х ‘ (v)l (0) \- а }' х '  4 )  е A‘(r+v) dv, (1.12)

(i =  l ,  2  iV) —
— линейные функционалы,  з ад ан н ы е  на решении 4 ( v ) ,  t > 0 ,
[— т ■ у v«а 0] уравнен ия  ( 1 .4 ) .

Предс та вим  решение  Д (д) уравнен ия  (1.4) в виде

где zjv ( v ) пр едс тав ляет  собой остаток  р а з л о ж е н и я  элемента  
х 1 (/) Q С ‘(— т, 0] в ря д  по первым N  собственным ф ун кциям  о п е ­
ратора  А.

Р а з л о ж е н и е  (1. 13) было бы определено,  если было бы оп ред е­
лено изменение функц ионалов  (1 .  12)  по времени t. С этой целью 
пр одифферен цируем у ф ) ,  ( 4 =  1,2,...,АД по времени,  используя  
уравнение  (1.1),  то есть про д иф фер ен ци ру ем ук аза н ны е  ф ун кц и о­
на лы  вдоль  решения уравнен ия  (1. 1), или, что то ж е  самое,  вдоль 
решения уравнен ия  (1 .4 ) .

Но тогда операторное  уравнение  (1 .4)  м ож ет  быть пр е д с та в л е ­
но на основании (1. 13) и (1. 14) в виде

П ри этом нач альные возму щен ия у А  переменных у ф ) ,  
(i  =  1,2,...,jV) найдутся  в соответствии с (1. 12) из равенств

( 1 .1 3 )

Н а й д е м

оо

(1,15)



у.О =  (р (0) +  a  J ф (v) е х*(7+,) dv, (1.16)

(i =  l ,  2 , . . . ,  ЛО,
где ф(и) ,  [— х <  v <  0] — нач альное  возмущение  уравнения  (1. 1).

Аналогичное  р а зл о ж е н и е  м ож ет  быть проведено т а к ж е  д ля  си­
стемы д и ф ф ер енц иа льн ы х  уравнений с за п а зд ы в а н и е м  времени.  
Кра тко  приведем его. Пусть  движ ени е  системы описывается  у р а в ­
нениями

dxs (0 
dt — tas; x i ( 0  +  bSJ Xj (t — t)] - f

i = l
+  m s f ( t ,  x u  ..., x n), (s — 1, 2 .........  n),
m s, ( S , j =  l,2, . . . ,n)  — постоянные,  x -

(1.17)

за паз ды вание ,где aSj, bs
f  ( t, X\,..., x n ) — некоторые функции.
Системе (1 .17)  в р а ссм ат р и ваем о м  пространстве  С ’[— т,0] соот 

ветствует операторное  уравнение
dx f (v)

dt Вх'  (>) +  /? /  (t, х ! (■/)), (1.18)

где х ‘ (v) =  у {t +  v) =  {xs (t - f  v)},

[ — т еф V .<  0] — п  м ерна я  вектор-функция,  а операторы В и R 
опр еделяются  следующим образом:

dx (t з- v)

В х ‘ (v) =
dt

П
1  [as j Xj ( t )  +  bsjXj { t  
j= 1 ' )]

при — <  0, 

при v — 0,

R =
0 при — " < >  <  0,
m  при v =  0,

(1.19)

( 1.20)

m  =  { ms \ — n  м ерна я  векторн ая  постоянная.
Системе (1. 17) или, что то же  самое,  уравнению (1.18)  с опе­

раторной правой частью соответствует характеристическое  у р а в н е ­
ние

0, ( 1.21 )

где а, Ъ
А (|;.) = ; а =  Ье~[' - — я /  

постоянные матрицы
а =  {a,;}, Ь =  {by},  (;, /  =  1, 2, ..., п),

I — единичная  матрица .
Пусть  { щ ] >  о = 1 ,  2,..., /V последовательность  первых N  к о р ­

ней ква зи пол ин ома  ( 1 .2 1 ) .  Корни ква зи пол инома  (1 .21)  п р е д п о л а ­
гаются простыми и ра сп олож ен ны ми в порядке  убы вания дей ств и­
тельных частей. Об означим через .v / (v) ,  / = 1 , 2  V систему соб­
ственных векторов опер атора  В  соответствующих расематривае-  
14



мой последовательности корней { }  ква зи пол ин ома  (1 .2 1 ) ,
а через г/ i (v) — аналогичную систему сопряж енного  оператора  
■ • В".

С к ал я р н о е  произведение  векторов
Х‘ (v), у ‘ (v) 

в данном  случае  имеет вид
п п "с

( х <  ( V ) ,  у < ( > ) )  =  V  х /  ( 0 )  у /  ( 0 )  4 - 2 1  V  ( v  У /  м  d v ' ( 1 - 2 2 )  
/=1 1/-1 0

И з  курса  высшей ал гебры известно,  что
п п

А '  ( > . )  =  2  Д у ;  ( Ч +  2  • т  А Л  W .

У-1 /.А-!
где Д у к О  — алгебраи че ско е  дополнение  элемент а  из А (Я,), р а с п о ­
ложенного  в пересечении j  строки и к колонки.  Т а к  к ак  Я;простой 
корень  уравнен ия  (1. 21),  то среди Л;к, (/ , /е= 1 , 2 , . найдется  по 
крайней мере один отличный от нуля,  ввиду того, что про из водная
Д С / , ; ) Т  0 .

Выберем номера  /, и к,  такие,  что

^i j  kj (■-;) ^
Тогда  собственный вектор x' j  (v) опер атора  В,  соответствующий 

корню Kj, и собственный вектор г/, (v) сопряженного  оператора  — 
В*  мо жн о  за пи сат ь  в виде:

х .> (л  _  ( AlkJ е Г  I
1 { )  Д ijkjQy) j ’

’  ( 1 . 2 3 )
/ ч  j  Д 1,10ч) е - Г  \

У' ( Н  Д' (я)) 1-

Собственные векторы x / ( v ) ,  у к {\ )  уд овлетворяют  условиям
( 0 при k Ф  / ,

( * /  (-). у ,(•)) =  ( , „ р„  h _ ;

Но тогда,  представив  произвольный элемент  х 1( у )  в виде
N

х >  ( v )  -  2  X /  ( v )  U j  ( / )  +  Z l  ( v ) ,  ( 1 . 2 4 )
/ = 1

вместо операторного уравнен ия  (1. 18) получим систему: 
dUi (О
—д Г  = С ' С  (0  +  V  (С -V' (v)),

(/ 1, 2 ........  Л),  (1.25)
N

=  Вг , (,) +  / ? /  (/, ЛН (v))_ 2  .V/ (v) £,■/ (/, Л" (*).
/ = 1

15



где согласно ( 1 .2 0) ,  (1.22) и (1 .23)

m s Ук (°) =

п

а х 1 (v) представлено р азл о ж ен и ем  (1.24).

2. Разложение единичного скачка

Пусть  з а д ан а  некотор ая  функц ия <p(v) на отрезке [— x s C v ^ O ]  
Функцию ф (v) можно ра с с м ат р и в а т ь  в качестве  начального  в оз м у­
щения д л я  уравнения

Ре ш ен ию  ур авне ния  (2. 1) с нач аль ны м возмущением cp (v) 
[— т ^ щ ^ О ] ,  в соответствии с раз л о ж е н и е м  С. Н. Ш им ано ва ,  
можно сопоставить экспоненциальный ряд

Но тогда  из (2.2) следует,  что на чаль ном у возмущению cp(v) 
[— т 0] мо жн о сопоставить ряд

Сопоставление  (2 .4)  получено из сопоставления  (2 .2)  при 
t =  0. Пусть  начальное  возмущ ение  з адан о  в виде

Тогда  ф ункциона лы  у;,{0),  (7 =  1,2,...) в силу (2 .3)  найдутся 
согласно равенству

Но тогда нач альному возму щен ию (2. 5) мо же т  быть сопостав-

(2 . 1)

(2 .2)

где y ( t ) ,  (i  =  1,2,...) — линейные фу нкц ионалы (!.  12)
о

У: ( 0  =  -v ( 0  + а  J х  (.t +  v) е ' ^ + v) <Ь. (2.3)

(2.4)

0 при — < 0 ,
1 при v =  0.

(2.5)

о
Vi (0) =  <?* (0) +  а$ ©* (v)'e ¥ t+v) dv,

или, на основании (2.5)
yi  (0) =  1, { i— 1,2,...).

лен ряд



Р я д  оправа  в (2.6) имеет  своими значени ями на отрезке  
-т«сл<^о]

4 -  при v =  О,

2  д '  а д
i=i

О при — х <  v <  О, 

[sign а] оо при v =  — х,

(2.7)

а на отрезке  [о

«V
М  A' Pi) ~
£ =  1

2
1

при v =  О, 

при 0 <  V < Д ' .

(2.8)

Р авенс тва  (2.7) и (2.8) легко установить,  используя  п р е о б р а ­
зовани е  Л а п л а с а  для  решения уравнен ия  (2. 1).

О пу ск ая  дет ально е  д ок аза тел ьство ,  у к а ж е м  поведение сумм

i=i
А' (К,) (2.9)

при N  =  10, 20, 30.
П а р а м е т р ы  ур авне ни я  (2.1) были следующими:

а =  — 1,5; т =  1.
Поведение  р я да  (2.9) при N = 1 0 ,  20, 30 приведено на рис. 2.



1 — сумма (2 .9)  при N  =  10; II — сумма (2.9) при N  =  20; 
III  — су мма (2 .9)  при N  =  30. Р асче т  был проведен на Э Ц В М  
БЭСМ. ‘

3. Основная теорема о разложении

Пусть  р а з л а г а е м а я  в экспо ненциальный ря д  функция <p(v), 
[— T 5 ^ v ^  о] п р и н а д л е ж и т  пространству  С2 [— т, 0], то есть я в л я ­
ется непрерывной,  вместе с ее первыми дв ум я  производными,  ф у н к ­
цией.

В соответствии с (2.4) функции ф (v ) можно сопоставить  ряд
о о  X .vе i

Ф (v) ~  2  АПФ) ^ (0)-

где

lJi (°) Г (°) +  я I Ф М <TxM+v) d't.

(3.1)

(3.2)

Проин тегрируем д в а ж д ы  по частям интеграл  в равенстве (3 .2 ) .  
В результате  интегрирования  получим

»Ф (—•~)____у (0) | “V (—Ц
>ч h  ^  V

о
у, (0) =  " :  +

+  Т г |  ф (v) e “ V  d v. (3.3)

В силу равенства  (3 .3)  ряд  справа  в (3 .1)  за пише м следую­
щим образом:

/•• (V) = V  — —
1 ^  \  (А;)

1=0
У ;  ( 0 )  =  Ф  ( — ' )  ^

i=i
A '  ( Х г)

Ф (0) °° e \ (T+ v> Ц \ 00 A (2t+ v)V  П п  ]_ у (—~) чр g '
С1 А  ( А / )

С-- . 1
a А' (X,-)

1 = 0

i=l

Л,О TV-0

7 Щ ) УС.

Из четвертого п а р а г р а ф а  введения  следует,  что ряд

00 ФФY  L _
—  А ’ ( / . , - )
1 =  l

при t >  0 пр ед ста вляет  собой решение  уравнения
dx (?) 

dt
с на ча льны м возмущением 
18

ах  (/ — т)

(3.4)

(3.5)

(3.6)



‘ ' ' I 1 при v =  0.

Н а й д е м  значение функции F (х) при v =  0. 
Ис по льз уя  (2. 8) и (0. 3. 5) ,  получим

f ( o ) e ? ( - . , ) _ i f + i b ) ( i +<n)  +

+ 4 -  \ ф w  ^  _  ° v) dv- (3 .7)

(3 .8 )

Или, интегрируя  спр ава  в (3. 7),
F  (0) =  Т 0).

При v =  — т ряд  под знаком ин тег рала  в равенстве  (3.4) 
пре дс тавляет  собой функцию (2. 8).

Поэт ому
0  “  о о  . — X X

+  <•> 2(=i
А '  ( X , )

=  <р (0) —  ф ( — т),

и, в силу (2. 7) и (3. 4) ,

(3 .9 )

( 3 .1 0 )

Если v приним ает  любое  фиксированное  значение из п р о м е ж у т ­
ка  (— t < v < 0), на  основании (0. 3. 6) ,  ряд

i=i

1 при 1 0,
1 -f a (v— С) при - х + С < л .А '  ( * , )

Тогда , интегрируя  справа  в равенстве  (3. 4) ,  получим 

р  (,) =  ф ( _ , ) _ 1 ^  +  Н = 1 ) [ 1 + 0  ( ,  +  . ) , +

+  - L  j  ? (С) [1 +  а  ( С)] dz  +  ~ J Ф (С) dL =  у (v)
—т v

то есть
E(v)  =  ? (v), ( — т <  v <  0).

Таки м  образом,  из (3. 8) ,  (3. 10) и (3. 11)
/ ф (v) при — T< v +  0,

F  (v) =  !

(3. 1 1)

( 3 .1 2 )ф (0) +  аф (—т)
( 2а — Р =

Пусть р а з л а г а е м а я  в экспоненциал ьны й р я д  функц ия cp(v), 
- x ^ v ^ : 0 ]  уд овлет вор яет  условию
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ф ( 0 )  =  а ф ( — t) .  ( 3 .1 3 )

Тогда  ряд  спр ава  в (3. 1) всюду на отрезке  [— ( ^ с ходит ­
ся к р а з л а г ае м о й  функции cp(v) и имеет  место  следую ща я:

Теорема 3.1. Если функция ip(v), [— t ^Cv < ( 0], уд о влетво р яю ­
щ а я  условию (3.13), непреры вн ая  вместе  с первыми ее дву мя  про­
изводными,  то ря д  спра ва  в (3.1) равно мерно  сходится к ф у н к ­
ции ф (v) на всем интервале  [— t s ^ v ^  0]. В силу в ы ш еи зл о ж е н н о ­
го д ля  д о к аза тел ьс тв а  теоремы достаточно д о к а з а т ь  ра вно мерну ю 
сходимость.

Действительно,  если р а з л а г а е м а я  в ряд  функция удовлетворяет  
условию (3.13),  то в соответствии с (3. 1), (3 .4)

* м-2 етя 2
i = l  ' i = N + l

t = N + l
+4^ К) 2

И з (3. 14) следует,  что

Л' (М)У; {°)

д , (-+■—:) 

А '  ( Я , )
dl.

СВ ( v )

+

N
V
1 = 1

<: г (-Х)
11

01 Г
а J—

f II Ф (С) I! (т> У
i = N + 1

2
t = N + l

g'i(T+ v—-)

e?.,(2T +  v)

А' (>.,) 

dt.

(3.14)

-1- (3.15)

где

А '  ( / , )

ср (v) |j(-) =  sup | cp (v) | при v 0].

Номер N  в (3.14),  (3.15) выбираем  таким образом,  чтобы
сумма слева была  вещественной.

Д а л ее ,  т а к  как  (0. 2. 3)
А -е ' = -

то

i N+1

eT(2, + v)

А- О,) <  У

(3.16)

(3.17)
I А '  ( > , )  I 1 Л ,  I ■

(■=N+1
Пусть  N  настолько  велико,  что при i X ^ N  собственные з н а ч е ­

ния Хг характе ристического  кв ази пол инома ( 0 . 2 . 3 )  могут быть 
предста влены  асимптотическими ф о р м у ла м и  ( 0 . 2 . 9 )

л„ =  - I n ‘2т. ■ п
+  (2п +  - у  s ign а ) - ~ -  i +  0

^пТ 1 — Х„, 1 ”■ | 1 •
Ввиду того, что [— Т : \' .. 0], то

(3.18)
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I e V e V
. Ж И

А '  ( * , ) 1 1- Я ;Т «  ( 1  г Х ,- т)

и, следовательно,  при достаточно больших номерах  i

2
| а \  I '

Поэтому ря д  слева  в (3.17),  используя  (3.18),  .мажорируем 
рядом

4 1 а |
т жЛ с'2 '

Аналогично,  т ак  как

(3.20)

(3.21)

} L
а

при любом v на интервале  [— x < v = s O ]

V
£ = N  И ii= - \-+i i - c-

(3.22)

и, следовательно,  р яд  слева в (3 .22)  равномерно сходится при 
[— == — 6 <  0], где б сколь угодно м а л а я  ф ик си рованн ая  по­
ло ж и те л ь н а я  постоянная.  Но тогда,  на основании ( 2 . 8 ) ,  (3.21) и
(3 .22) ,  д л я  любого  наперед  за дан ног о  сколь угодно малого  по ло­
жительного  числа  е можн о выб рать  достаточно большой номер N,  
такой,  что д ля  любого  v на инте рва ле  [— т д б v 0] выполняются
неравенства:

еА.(2т-4-7)
V

£=N+1 
g X . ( - _ j - v _ C )

А' (X,)

А' (С)

£ при 

1 При - е < :  - о.

(3.23)

(3.24)

Из  неравенств (3.15), (3.23) и (3.24) получим

N с i'
"VФ (v)
£ =  1 

1 - || ср ( V )  | | < - )  [ Е  ( т —  е ) + е ] . (3.25)

Из неравенства  (3.25)  следует  ут вержде ние  теоремы 3 .1.  О т ­
метим,  что условия ,  н ал о ж ен н ы е  на функцию ср(v ), [— x ^ v = s O ]  
можно ослабить.  А именно, можн о полагать ,  что функция cp(v)
пр и н а дл е ж и т  пространству С}_^, oj

Схема д о к аза тел ьс тв а  в этом случа е  полностью сохранится ,  с 
той лиш ь разницей,  что интегрировать  по частям в равенстве  (3.2) 
необходимо один раз.
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Р а з л о ж е н и е  функций в экспо ненциальные р яды  по собствен­
ным решениям уравнения  с за п а зд ы в а н и е м  времени р а с с м а т р и в а ­
лось в ра бот е  [4].

В данн ом  п а р а г р а ф е  результат,  сфо рм ул и ро ван ны й теоремой 3.1, 
установлен суммиров ани ем ряда ,  с использованием конкретности 
ра зл о ж е н и й  С. Н. Ш ам а н о в а .

4. Дополнительные теоремы о разложении функций 
в ряды типа Фурье

Пусть некоторая  функция cp(pi), [— 0] п ри н ад леж и т  
пространству  Ci[— т, 0].
Тогда , в соответствии с теоремой 3.1, имеет место разл ож ен и е

00 e V
р< УОТУ  ( 4 Л )

1 = 1

где pi  — постоянные коэффициенты.
П р и  этом, если имеет место равенство

ср ( 0 )  =  а<р ( — т ) ,  ( 4 . 2 )

то ряд

1  >• Д Д Ц  < « >
i —  1

ра вно мерно  сходится к функции ср(ц) всюду на интервале  
[— 0].

В том случае,  когда равенство  (4. 2) не имеет  место, то ряд
(4.3) равном ерно сходится  к функции <р(р) на интервале  [— т й 
<Г §1^  р s=0], где 6i фиксированное ,  сколь угодно близкое  к — т 
число.

При значении pi =  — т в этом случае  ря д  (4. 3) сходится к в е л и ­
чине

Ф -(° ) _+ « , ( - ’ )  . ( 4 . 4 )

Д а л е е  полагаем

р = — т — V .  (4.5)
Тогда функция qpi(v)

ф  (  ̂ v) =  М ,  [ — * ■' <  0]
является  той ж е  функцией cp(pi), [— т ^ р ^ О ]  но «читаемой» в 
обратном порядке .  Р а с к л а д ы в а я  функцию cpi(v) в р яд  вида (4.1),  
получим

°э X̂v

ф1(у) =  2  ( 4 -6)1=1
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или

=  (47)
i =  1

Р а з л о ж е н и е  (4.7)  об ла д а е т  такими ж е  свойствами,  что и р а з л о ­
жение  (4. 1).

Пус  гь
А ( у ,  Ч). [ — т с  р. т , <  0] (4.8)

функция двух независимых переменных р и ip При любом фик си­
рованном значении г] из ин тервала  [— т, 0] функцию Л ( р ,  •)) м о ж ­
но р а ссм ат р и в ать  в качестве начального  возму щен ия уравнения  с 
за п а зд ы в а н и е м  времени.  Тогда  в соответствии с (3.2)  и (4.1)  
функция

К  (у, т))> [ — т !Т Ъ <
п ре дс тавим а в виде ряда

00 сТ1'-
К  (у, Д) =  V  Pl (у,) (4.9)

г= 1
где Pi( ri ) ,  (t =  1, 2, ...) — функция переменного т]

о
Pt (ч) =  К  (0, ч) -(- a J К  (у, ч) е Л/(-+ ") (4.10)

Р а с к л а д ы в а я  функции p ; ( r | ) ,  (i =  1, 2, ...), [— т 0] в ряд
вида (4. 1) и под ста вляя  в (4 .9 ) ,  получим

К  (а, ч) =  V  ■ ’ еХ‘Г| , (4.11)
ь  у = 1

где постоянные коэффициенты d;„ (i j  =  1, 2, ...) пре дста вл яю т  с о ­
бой кв ад рати чн ые  функционал ы

О  -  з д а и  <0 ' 0* +  “  1 .  *  < ь  °> г " М ' + Р ' *  +

+  а  f  А  (0, Ч) e- x/ t+,|) dr, +

+  а 2 J J /С ((х, г,) е- х/(т+ |1) e- x/ , + , | ) dydyi).  (4.12)

Аналогично теореме 3. 1 имеет место результат .
Теорема 4 .1.  Если функция /С(р,т]), [— у,  ч ^  0] неп рерыв­

на и ограничена вместе с частными производными
дК  (у, ф  дК  (у, г,) д^К  (у, у) 

дц ’ dri ’ дц д-i]

и удовлетворяет  условиям;
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dfidrj '  v ’’

то ря д  (4 .11)  равно мерно  сходится к функции К (ц ,ц) во всей 
области  [— т ^  (J-, V;д: 0].

Д л я  функции Л"(р, ц) ,  [— т ; ф  р., т,дС0] могут быть запи сан ы 
обратные р а з л о ж е н и я  вида (4. 7).

Теоре ма  4.1 мо же т  быть об общена  на случай многих н ез ав и ­
симых переменных.

5. Эквивалентные системы

В соответствии с (1.1) и (1.15) уравнению

=  а х  ( t —  т ) ,  ( 5 . 1 )

где а, х — постоянные ( т > 0 ) ,  эк вив ал ен тн а  система:

(i =  1, 2, .... N),  

dzi ,  (v) ,
(5 .2)

Но, в соответствии с теоремой 3. 1,

II z% (v) Ip) -> 0 при jV-> оо.

При достаточно большом номере  /V решения о п ера тор ­
ного уравнен ия

— 7̂ >  Л г* (V) (5.3)

будут уб ыват ь  сколь угодно быстро,  т ак  как  спектр оператора  Л 
в случае  (5 .3)  начинается  собственными значениями,  вещест вен­
ные части которых,  в соответствии с ( 0 . 2 . 9 ) ,  достаточно велики 
по модул ю и отрицательные.

Но  тогда  имеет  место оценка

| z (N  (v) | <  || z°N (v) |p> d,  (5 .4 )

где d  — постоянное,  полож ительно е  число (d <  cc; ), и, с л е до в а ­
тельно, уравнению (5 .1)  эк вив алент на  счетная система обыкно­
венных ди ф фер ен ц и ал ьн ы х  уравнений

аЖ р  »  \ i y i (t), ( / = 1 , 2 , . . . ) ,  (5.5)

где X; (t =  1,2,...) — корни кв ази по лин ом а  (0. 2. 9),
1/' (t) — линейные фу нкц ионалы
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Ui ( 0  =  X  (t) +  a j  x ( t  +  v) e x;(t+v) dv. (5.6)

П ри этом решение  ,v ( t  +  x) ,  t > 0, [— ts£Iv гф 0] представимо в в и ­
де ряда

»  еУ

* ( '  +  *) “ 2  F W » f t ( / ) ' <5 -7>
i= i

Аналогично,  системе ди ф фер ен ц и ал ьн ы х  уравнений с з а п а з д ы ­
ванием времени

^  ЛФб X) (/) +  ф7- ху (/ — х)], (5.8)
/==13

(s =  1, 2, . . . ,  ri)

на основании (1.25)  эк вив ал ен тн а  счетная  система обыкновенных 
диф фе ре нц иа льн ы х  уравнений

Т Г ' = П “ Д 0 .  ( / - 1 , 2 , . . . ) ,  <5.9)

где линейные фу нкц ионалы « , ( / )  (/ =  1, 2. ...) определены с к а л я р ­
ным произведением (1.22)

Uj (t) =  (х‘ (у)/"'у-, (у), (5.10)

а собственный вектор z/j(u) — равенством (1.23).
В соответствии с (1 .24)  решение  х ‘(х)  в этом случае  мо же т  

быть пре дставлено в виде ряда

х< (у) =  2  х /  (у) И; (/). (5.11)
0

Счетные системы обыкновенных д и ф фер ен ц и ал ьн ы х  уравнений
(5.5)  и (5.9)  являю тся  каноническими.

О д н ако  на основании (1.25)  мо же т  быть получена  и не к а н о ­
ническая система обыкновенных д и ф ф ер енц иа льн ы х  уравнений.

Напр и ме р,  если ЬН Ф  0, (г'=1, 2, н ) , т о  в соответствии с (1.25) 
и (5 .1)  — (5 .7) ,  производя  р азл о ж ен и е  по собственным решениям 
уравнений

Т Г Й Н Ц Л С - Л  Ю -  1.2........  я), (5.12)

получим п счетных не канонических систем обыкновенных д и ф ф е ­
ре нциальных уравнений.

П ри  этом, как и для  систем (5 .5)  и (5 .9) ,  искомое решение  с 
любой степенью точности может  быть найдено прибл иженно мето ­
дом редукции [5], то есть из систем конечномерных уравнений.
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Г л а в а  I I

В Ы Ч И С Л Е Н И Е  К В А Д Р А Т И Ч Н Ы Х  ФУ Н КЦ И О Н А Л О В
(Н. Н. Красовского)

В главе  р ассматр ив аетс я  з а д а ч а  о вычислении ква дратичных 
функционалов  для  уравнения  с з а п а з д ы в а н и е м  времени.

И з  работ ы [7] Н. Н. Кра совского  следует,  что для  системы 
диф фе ре нц иа льн ы х  уравнений с з а п а з д ы в а н и е м  времени ( 1 .5 .8 )

где aSj, в si, (s, /  =  1, 2 , ..., п)  — постоянные,  всегда можно н а й ­
ти функционал

прои зво дная  от которого по времени в силу системы (0 . 1) я в л я ­
ется з а д ан н ы м  ква дра ти чн ым функционалом  вида

В (0.2)  и (0.3)  Е ip С ij — постоянные,
F j (v ) ,  M j ( v ) .  A'ij(p, о) ,  N ( р, о) — некоторые функции (i./ =  l ,  
2, ■•., п) ,  [— rsgjv, р, 0 -<  0]. Очевидно,  для  того чтобы з а д ат ь  ф у н ­
кционал (0 .3 ) ,  достаточно з а д ат ь  постоянные С;,- и функции 
Afj(v) ,  Nij(Q,  0 ), а д ля  того, чтобы найти функц ионал  (0 ,2 ),  д о ст а ­
точно найти постоянные Е ц  и функции Fj (v) ,  К ц  (р., а ) .

(0. 1)

(s — 1, 2, ..., п),

П 0
V  — 2   ̂ EjjXj  (/) х j (/) -ф х j (t) \ Fj  (v) Xj {t -f- -/j ch

о 0
+  I  J Ki j  (p. °)  x i {t  4-  p) X j  (t +  o) do do , (0.2)

П 0

0 0
+  I  j N u  (p, 3) x-t (I +  rj) Xj (t +  a) do 00 . (0.3)
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В первых трех п а р а г р а ф а х  главы  р а ссм ат ри вается  з а д а ч а  о в ы ­
числении ква драти чных  функционалов  для  уравнения  с з а п а з д ы ­
ванием времени

i f j W  = а * ( * - т ) .  (0.4)
at

В первом п а р а г р а ф е  р а ссм ат рив ается  первый частный случаи,  
При этом полное решение  задачи  разб ито  на три частных случая,  

а именно, найден функционал

о
Vi  — А х 2 (t) х  (/) ] В  (v) х  (t -j- v) dv 4- 

0 о
+  J I  A (S A x  (/ +  'J) x  ( / + ' )  do da, (0.5)

 X —X

прои зво дная  от которого по времени в силу уравнения  (0.4)  я в л я ­
ется к в ад рато м  решения,  то есть

W] =  х 2 (0 . (0 .6 )

Во втором п а р а г р а ф е  решена  з а д а ч а  о вычислении функциона-
л а

о
V u  =  E x 2 ( t )  4 - х  ( / )  j  F  (v) x ( /  4 -  v) dv 4 -

 X

0 ?
+  J ) R  (p, з) x (/ f  p) x ( t  4-a )  dp da,  (0.7)

— X — X

прои зво дная  от которого по времени в силу уравнения  (0 .4)  я в ­
ляетс я  произведением решения на за д ан н ы й  линейный функционал

о
W u  =  ах ( t )  j  С (—х — v) х ( 4 4  v) dv. (0 .8)

В равенстве  (0.8) С ( — ■т— v), [— тгфу <4 0] — з а д а н н а я  функция.
Третий п а р а г р а ф  содерж ит  решение  задач и о вычислении к в а ­

дратичного  ф ун кционала
о

W i i i =  D x  ( t )  4- х  (/) j N  (v) х ( t  4-v) dv 4-

0 0
-j- i J j\4 (0 , a) x  ( /  4 -  p) ■*' "A3) Q9 (E  ( 6 .9 )

в том случае,  когда за дан ны й кв адрати чный функционал содержит
кратны й интеграл.
А именно:
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о
W i П =  Q ( 0 ,  0 ) x » ( t )  +  a x ( t ) j j Q ( - x - v ,  0) +

+  Q  ( 0 ,  — v)] X ( t + ч )  dv +
0 0

+  ° 2 S I Q ( — T— P. — " —-3) x  ( t  +  P) x  У  +  a) dpd.cs, ( 0 .1 0 )

где
Q ( — t — p, — 3)

з а д а н н а я  функция j r : p, с г ^  0].
Решение  ук а за н н ы х  частных за дач  полностью реша ет  общую 

за д ач у  о вычислении кв адратич ны х функционалов  в силу у р а в н е ­
ния (б. 4).

В четвертом п а р а г р а ф е  про изведено вычисление к в а д р а т и ч ­
ных функц ионалов  д ля  системы диф фе ре нц иа льн ы х уравнений с 
за п а зд ы в а н и е м  времени (0 .1)  в первом частном случае  при

asj =  0, (s, /  =  1, 2, ..., п).
Л и т е р а т у р а  к главе  содер жится  в ра бо тах  [7], [28], [29].

1. Вычисление квадратичного функционала  
в первом частном случае

Н а й д е м к в а д р а т ич и ы й ф у и х  ц и о и а л
о

Vi =  А х 2 (t) +  x  (t) j  В  (v) х  (t + v )  Lh +  

о 0
+  I j К  (p, 3) x  (/ +f>) x  (t -f -) do dn, (1.1)

прои зво дная  от которого в силу уравнения

=  ах (t  — -) (1.2)

пр едста вляет  собой к в а д р а т  решения,  то есть

IV, =  =  (1 .3 )

Уравнению (1 .2)  эк вива лентн а  счетная система обыкновенных 
д и ф фере нц иа льн ы х уравнений

Ч г - ' - х У Л П ,  ( * = 1 , 2 , . . . ) ,  (1.4)

где г//4 (t),  (k =  1, 2, ...) — линейные функцио налы
о

У к ( 0  =  А ( 0  +  а  ) А (  ̂ +  v) й А’( 1 ' ^ ’0  (1 -5 )
— т

а решение  x ( t  +  x ) ,  / > 0 ,  [— tsgiv  сД 0] может  быть представлено 
в виде ря да  
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:(* +  v ) = 2
" e V  (/ft (0

ft-l
А' (Aft)

( 1.6)

Но тогда,  очевидно,  искомый ква дра ти чн ый  функционал может  
быть записан следу ющи м образом:

V[
2  т , 7

Уj У к
(1 .7)ХА) Л' (Ху) Д' (Xft)j’

/, к— 1
так  как  прои зво дная  от (1 .7)  по времени в силу системы (1 .4)  я в ­
ляется ,  на основании (1 .6 ) ,  к вад р ато м  решения

2
Wi E m

Л (Ху)
( 1.8)

П о д с т а в л я я  в (1 .7)  аналитическое  вы р а ж е н и е  линейных ф у н к ­
ционалов  y h( l ) ,  (/г = 1 , 2 ,  ...) из (1 .5 ) ,  находим квад ратичный 
функционал (1 .1 ) .

П ри  этом

А
i, к= 1

() • +  Aft) Д' (Ху) A' (Aft) ’

В <*> " 2а Е  т г ~ л

с->-у (- -И

/, /е~ 1
у +  Aft) Д' (Ху) Д' (Aft) ’

e- ' 7(--rP) e-'ft(~ + =)

(1.9) 

( 1. 10)

Т ^ Г А '  (A;) A' (Aft) ■ ( L H )

Д л я  вычисления па раметро в  (1 .9 ) ,  (1 .10) ,  (1 .11)  фун кционала  
(1 .1)  р а з л о ж и м  дробную функцию

— ! _  =  1 (1.12)
Д (р.) (л —  ае [J'~

на простые дроби.  Та к  ка к  корни ква зи по лин ом а  ( 0 .2 .3 )  простые,  
то

1 1 + Е
1

A' (Aft) ((а -  Ад,) 
ft—1 *=l(л — ае ■"

Но, в соответствии с ( 0 .2 .3 )  и ( 1 . 2 . 8 ) ,

Д  1

,+2 А' (Xft) XftI T -  < 1 Л З >

ft i
A' (Aft) Aft т Е

поэтому

- Ц Т

а ^  A' (Aft) а ’
k=i

1
A' (Aft) ([а -  Аа)

А =  1
на всей плоскости комплексного переменного р.
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Ил и

*=i
Пусть  |л — — К), тогда

 _1______
Д О'к) О'к 1 Г)

Л -Д ( ! к) О’ k И )  A - j ив j 
f t = l  1

Так как  Я.,(/ =  1, 2, ...) являе тся  корнем квазипол инома
то

А,- у  аеКр «2
Х/ Г ТТ

J L  Г I  1------- 1____ 1
2 L Ху - ia 1 Ху —  ia J

В (1.16)  и д ал ее  i =  | — 1. 
Из  (1 .15) и (1. 16) следует

к=1
д' (Лл) ('*■* - И)

Г 1 I____ 1— 1
L X,- -к ia 1 Ху —  ia J

У м н о ж а я  равенство (1. 17) слева  и спр ава  на множит ель
1

у  ( у )

и суммируя  затем по индексу /, получим

1
^  Д '  (Xft) Д '  (Ху) (Xft у  Х; ) 

Л /г=1

/=1
(Ху) (/.у у  ia)

/ =  1
Д' (Ху) (Ху -  /а)

Но, в соответствии с (1. 14),
со

1

/  =  1
Д '  (Ху) (Ху +  ,-а) ia  J a e i<>-- '

Д ' (ХЛ (X: —  ш )
;=1

В  силу ( 1 . 1 8 )  и ( 1 . 1 9 )

оо

/,/г= 1
Д' (Xft) Д' (Ху) (Ху у  X»)

1
ia +  ае 1 2а (1 У  sin ах)
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R e X y< 0 ,  ( / = 1 , 2 , . . . ) .  

Из равенс тва  (1.8)  следует,  что
оо

Л =  — J x i 2 (t) dt ,
о

П у сть

(1.21)

г))* (v) <

( 1.22)

тием

(1.23)

еде X \ ( t )  — решение  уравнения  (1 .2)  с начальным  возмущением
0 при — т v <  О
1 при v =  0.

Найд ем  функцию В  (у),  [— 0],  используя  пр едположе
ние (1 .21) .

В соответствии (1 .21) ,  (1.22)  и (1.23)

e-A.y+ v)
В  (v) =  2а v

/. k =\

e- ч  У+"

Л '  ( X * )  А '  ( Х ; )  ( X *  +  Х у )

e~Xy(T + v)
^  А '  ( А . )  ( X ;  - i n )  А '  ( Х у )  ( Х у  -  1 й )

/ i У’1
СО

=  _  а  I [е'Хн +  е-'Х»] Лд  ( / — •:—  v) d t , (1.24)

где по-прежнему лд(/)  — решение  уравнения  (1.2) с начальным 
возмущением (1 .23) .

При этом

Л У ( - х )  
2 а

J  е'а1 Х\  (г*) df  +  J лд (/) d t

где в соответствии с (1. 18) и (1. 19)

^ е ш  Ху ( t )  d t
1

a [cos ах +  i ( l  ! sin а х ) ] ’ 
О

“  1
~  $ е~ Ш( Хх d t  +  а [cos ах -  £ (1 =  sin ах)] 

О
Пусть  в равенстве  (1.24)  ч ф  0.
Введем новую переменную

t  —  т —  v =  t \ ,
тогда

(1.25)

(1.26) 

(1.27)

В (у) ■ а )’ [е‘ 0( ' + n - v) +  e-i«(<+x+v>] Xl dty. (1.28)

Но при v y 0 ,  .г, ( —т— v ) =  0 за исключением точки v =  — т, 
где xi =  1, поэтому
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В  (v) = g i a p + v )  J  g i a / i  (л;х ( / i )  d ( i + e - t ‘ " < ' + ' )  )" e ~ ial  ̂X \  ( t ^ ) d t \  
0 0 

cos ач \- s in a ( t  -f- v)
1 +  sin az 

[ -  '  <  v У 0].
Аналогично найдем

—д ь(Ч'р) —).(: +  = ) e R e )
К  ( P ,  0) =  a 2 'V

A '  ( A y )  A '  ( A f t )  A y  - [  A f t )

У, ft= 1
- А Д т + р )  “  ° °  (Aft +  A, )(  - A  ( т - f  a )

a 2 V  e \ V  e  df  =
л - i  Д '  ( A f t )  з  ^  A '  ( > . , )

.£=1 0 /= 0
A f t ( T + P >

-a
4 d  A '  (A f t )  
ft=i о

Введем подстановку
t —  т —  о =  t\,

тогда (1 .30)  примет вид
oo  )v / -  p ) l~*~>

K i p ,  ?) =  -  a 8 ^  Г  ^ ^ {h+T+a)x 1 ( i 1) d t 1 >
k=\

=  — a 2
"Aft( - +  p)

^  A '  ( A f t )
£=1 0

так  как  x\  (v) =  0 при [— т ■<: v <  0].
И з  (1 .3 1 ) ,  в соответствии с (1 .2 9) ,  следует,  что

оо со а ( М  a - p )  “  I  tАН •>—-52 -^7—2 гЬ “‘
О £=1 /== 1

”  е-Д<р-°>
=  а* V  е

i a d  Д '  ( > , )  Д '  ( X f t )  (Ху +  Aft)
У, fc=l

a c o s а (р - -  а — т) Д- s i n  a  (р — о) 
2 1 +  s in  а х

(1.29)

^ e ki X i ( t — t — a ) d t .  (1.30)

^ e,-b{ti+r+°) X l ( t г) d t u (1.31)

( 1 .3 2 )

где a ^ p ,  т а к  к а к  в (1.29) [— т дУ v ^ 0 ] .
Аналогично,  меняя  в (1.30)  поряд ок  суммирования ,  получим 

a _cos a (a -  р -  х) +  sin a (a -  p) g
vr’ '  2 1 +  sin ax v '

при p^Ccr.
Таки м образом,  искомый ф ун кционал  Vi  м о ж е т  быть запи сан  

в виде 
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о
Vi  =  ~  К  ( - Т ,  — с )  А 2  (*) +  JL * (v’ +

+  К  V ) ]  л: (г' +  v)dv +
О о

+ 1 I (р, °) * +  р) х  ( t  Д- о) dp do, (1.34)

где

К ( р, ^  = 4 ( 1 .3 5 )

Получен ный  ква д ра ти чн ый ф ун кцион ал  позволяет  вычислить 
кв адрати чный интегральный критерий кач ества  переходного  п р о ­
цесса решения уравнен ия  (1 .2 ) .

Действительно,  на основании (1.3)

где cp(v) — нач аль ное  возмущение  ур авнен ия  (1.2). Раве нс тво  
(1 .36)  позвол яет  т а к ж е  при решении некоторых технических з а ­
дач  вы брать  номинальный режим дви ж е н и я  и, в частности,  в ы ­
брат ь  пар аме тр  а.

Кроме того, кв ад рати чн ые ф ун кционалы пре д ст ав ляю т  и н ф о р ­
мацию о распределении нулей соответствующих ква зиполиномов 
относительно мнимой оси комплексного переменного.  Боле е  под­
робно этот  вопрос р а ссм ат рив ается  в прилож ени и I.

2. Второй частный случай

В данн ом  п а р а г р а ф е  вычисляется  функционал

прои зводная  от которого в силу ур авне ни я  (1 .2)  пр ед ставляет  со ­
бой произведение  решения на за д ан н ы й  линейный функционал,

ОО

Vi  [? (v)] -  I  х 2 (t) К  ( — - Д  <f2 (0 )  +
о “

+ 4 -  *  ( ° )  J  ^  ( v> - т ) ( - т « v) ] ? w r f v +и  —X

0 0
+ I I К  (Р,  Д Ф (р) Ф (Д dp  do, ( 1 .3 6 )

—X —X

0
Vu  —■ Е х2 (t) х  (t)  J F (v) x ( t Д-v) d't Д-

o о

+  i  I R  (p, Д  A- (t  Д- p) A ( /  - f  a) dp do, (2 . 1)
—X
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dV  ^
W n  =  ~ ~  =  ах  (/) j С ( - z - V x ( t  +  , ) dv .  (2.2)

В (2.2) С (— т— v) — з а д а н н а я  функц ия [— t s y ) v 0].
Пусть функц ия С ( — т— v), [— t ^ v ^ O ]  п ри н адл еж и т  прост ­

ранству  С 1 [— т, 0].
Тогда ,  в соответствии с четвертым п а р а г р а ф о м  первой главы,

имеет место ра зл ож ени е

C ( - - - v )  =  (2.3)
i - i

где pi (i =  1, 2, ...) — постоянные коэффициенты.
При этом функция

C ( 0 = S f t * V ,  U > 0 )  (2.4)
i=i

пр едста вляет  собой решение  ур авне ния  (1 .2)  с начальным  воз м у­
щением

С (р), [— х s£ ul 0], p. =  — х — V. (2.5)

В соответствии с равенством (2.3)  функционал W  и запишем
следующи м об раз ам:

(X) 0
W п =  ах  (.t ) 2  Pj S * (* +  v) e- V ;T+v) dv. (2.6)

/ i - t
H a  основании равенств (1 .5)  и (1.6)  кв адрати чный ф у нк ц ио ­

нал (2. 6) представим в виде квадратичной формы линейных ф ун ­
кционалов  у  и ( к  = 1 , 2 ,  ...)

оо оо / С О  \  2

/ = 1  / - 1  4 - 1  /
/  СО \  ОО

<2-7>
i=i  /  i=i

Но функционал Уп,  прои зво дная  от которого в силу у р а в н е ­
ния (1 .2)  является  к в ад ра то м  решения,  у мно ж ен ны м на постоян­
ное число

о о  /  о о  \  2

т о  е с т ь

V/1 ■_ д.  V  п I V  -J2.
11 '  +  л п Л  P i  (  Z i  A '  ( ф )

i =  1 \ £ - l

j = - C ( 0 ) x 2 ( 0 ,  (2.8)

известен из первого п а р а г р а ф а  данной главы.
Поэт ому  для  решения р ассм ат рив аем ой в данн ом  п а р а г р а ф е  

з адач и  достаточно найти ква драти чн ый  ф ун кционал  V н , пр о и з­
водная  от которого в силу уравнен ия  (1.2)  предста ви ма на осно- 
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вании (1 .6 ) ,  в виде следующей кв ад ратично й формы линейных 
функционалов  уи ( к = 1 ,  2, ...):

/  СО \  с о

v " =  2 Л з )  <2 -9 >\,-=i /  /=i
В силу эквивалентности системы (1.4) ура внению (1.2),  на 

основании (2 .9 ) ,  искомый ква д ра ти чн ый функц ион ал  Уп пр ед ­
ставл яет  собой следую щую ква драти чн ую форму:

2 V  Р) tJi lJi
п  =  z

i, i - 1

Или,  в соответствии с (1 .5 ) ,

Л  -  2  л- (L>10»
t, /-1

О
/2Уп =  Q ( - " ,  - ' )  А2 (О +  ОА- (/) j_  [Q (V, - т )  +

+  Q — v)] X (t +  v) dv +
О о

+  а2 )' I Q (р> °) А У +  р) А У +  з) do do, (2.11)
где

Q(P,  (2.12)
/~1 т-1

[ — Т<р,  С1<с0].

П о л а г а я  вещественные части корней лк (к =  1, 2, ...) кв ази п о ­
лин ома (0.2.3)  отрицательными,  второй ря д  спра ва  в (2.12) пр ед ­
ставим следующим образом:

-С(Щ-а) “

2 д ' (1 ) Р ,  +  м = - $  - ' - » > ■ » ■  (2 л з >
Т-1 " о

где Х \ ( t )  — решение  уравнения  (1.2)  с на ча льны м возмущением
(1.23) .

Вводя новую переменную

t\ =  t — т —  о

и уч итывая  (1 .23) ,  получим
ОО СО
J еУ Xi (t  — Т — О) d t  =  е У т+з) I еУ  ад (/) dt .  (2.14)
о о

Из  равенс тва  (2.13) при а =  — т следует,  что
с о  о о

2  д Т т У т т о  -  “  У V  Л - <2 1 5 >
t = 1
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Но тогда  из равенств  (1. 15), (2. 12) — (2. 15) получим

Q (п з) = £  Pi
i = i

X .(а—р)е Г
Ху Д- aeV

(2.16)

[ — т < р ,  II].

И з  равенств  (1. 16) и (2. 16) следует
СО

Q (о, з) =  — |  cos a t (f-H-р) dt , (2.17)S  Р Д 7 
_; =  1

[ — t < p ,  3<Д0].

П о л а г а я  в равенстве  (2.17) / +  а — р =  /i и опуская  затем ин­
декс, на основании р а з л о ж е н и я  (2.4)  получим

ОО

Q  ( о ,  о )  =  — - )’ COS fl ( /  - j -  р —  a ) C ( t ) d t ,  (2.18)
С! — р

I — xsSp, зсСО],

где С (7) — решение  уравнен ия  (1 .2)  с на ча льны м возмущением 
(2 .5) .

Ра ве нс тво  (2. 18) можн о за пи сат ь  следующим образом:

Q (о, з) =  s in (о — о) а ) s in а /  С {/) dt
о

ОО

—- cos (р — а) а  J cos at  С (/) d /  - f

- f  ) cos а  (/ +  о — а) С (t) d t .  
о

В равенстве  (2 .19)  интеграл

J cos a (t -(-р — с) С (t) dt
о - p

(2.19)

(2.20)

определен начальным  возмущением (2 .5 ) .  За метим ,  что при 
о — р > 0 ,  [— т ^ р ,  ст;Д;0] в интеграле  (2.20) C ( t )  находятся  м е ­
тодом последовательного  интегрирования .  Д алее ,  из четвертого 
п а р а г р а ф а  введения  следует,  что:

5 cos at  С (t) d t  =  L ^  ^ ,
0

1 s in  at С (/) d i  =

(2 .21)

(2 .22 )

Но тогда на основании (2.19) и (2.11)  определен квад ратичный 
ф ункц ионал  V и и, следовательно,  квад ратичны й ф у н к ц и о н а л е н .  

Пример.  Вычислим интеграл
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/  [х°] =  а I d t , (2.23)

где Х \ ( t )  — решение  уравнен ия  (1 .2)  с началь ным  возмущением
(1 .23) .

Инт егри руя  равенство
d V
dt =  w ,

получим

/  [х°] =  -  [*°] =  -  V и  [Л' J -  VI, [Л '’].

В соответствии с п а р а г р а ф о м  2. 1

Ип [*°] =
cos ах

2а (1 у- sin ас)
Н а  основании равенс тва  (2. 18)

V n  [х°] =  — Q ( - ,  т - ф =  J cos а /  С (/) d/ ,

(2.24)

(2.25)

(2.26)

где С (7) — решение  уравнения  (1.2)  с на ча льны м возмущением 
С ( ; х ) =  1, [— е <  <  0J. (2.27)

И н тегрир уя  уравнение (1.2)  с на ча льны м возмущением (2 .27) ,  
получим

]  cos а /  С (/) dt  =  ( - “' I ,

где

Или

1 -f ае“'' J е‘ dt
L (ia)

i a  j- ae‘

“  1
J cos at  С (t) d t  — -----------.2 о

Но тогда из равенств (2 .24) ,  (2.25)  и (2.26) следует,  чн
1

1{х°  1 = 2а (1 г sin ас) 2а

3. Третий частный случай

В п а р а г р а ф е  р ассматр ив ается  з а д а ч а  о вычислении к в а д р а т и ч ­
ного функ ц ио на ла  в том случае,  когда прои зво дная  от искомого 
функц ион ала  в силу уравнен ия  с з а п а з д ы в а н и е м  времени содер­
жи т  кратны й интеграл,  а именно,  требуется  найти функционал
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о
Vin  =  D x 2 (t) +  x  (t) J N  (v) * ( f +  v) dv +

0 0
+  I I M  (p, a) x (/ -}-p) x  (t + o )  dp da, (3.1)

—  T   X

прои зво дная  от которого в силу уравнения  (1.2)  является  з а д а н ­
ным функц ионалом вида

W i n  — К  (0, 0 ) x * ( t ) + a x ( t )  J [/с (— т — V, 0) 4 -

+  К  (0, — х— v ) ]  х (t  - f  v) d v  +
о 0

+  й2 I I K  (— x— p ,  —x— a) а  ( f - f p )  x  (t  - f  o) dp do. (3.2)

Вос пользуемся  р а з л о ж е н и е м  ( 1 . 4 . 1 1 ) ,  тогда кратный интеграл  
ф ун кц ио на ла  (3. 2) м ож ет  быть за писан следующим образом:  

о о
fl2 I  I  к ( — X— р, — X— о )  А ( /  +  р )  х  ( t  - ( - a )  d o  d a  =

—  T  — X

=  а 2 £  d i k \ x ( t  +  p) e- V T+p) dp J x ( t  +  a ) e ~ x̂ + 3) da. (3.3)
j,  k —  1 —X —X

Но, в соответствии с (1 . 5 ) ,

— 7,4: t w„ _  Uk ~  X (t)|  x( t  -)- i»)e xft<T+e) ^

и, следовательно,  
о о

a2 ! I  К  — p, — X— a) X ( t  +  p) x  ( t  +  o) dp  do  =

0 0  . 0 0  CO

=  2  djk i j jyk A' ( t )  2  d j k i t / j W y д.) - f  a 2 (/) 2  d jk. (3.4)
/. k=\  j , ft=i /, fc=i
Н а  основании р а з л о ж е н и я  (1. 4. 11) второе  и третье слагаем ые 

справа  в(3.  4) могут быть зап и сан ы следу ющи м образом:

х 2 ( О  2  d j k  =  K ( 0 ,  0 )  a 2 ( t ) ,  
j, k— 1

о о

x  ( t ) 2  d j k ( i j j - \ - y k) —  2/C (0, 0) a 2 ( t )  -{-
),k = \

0
-)- clx ( t )  J \ K  ( — x — v, 0) -j- К  (0, — x — v)] x  ( t  4- v) dv. (3 .5 )

 X

Но тогда  из равенства  (3 .2 ) ,  (3.4)  и (3.5)  следует,  что
ОО

Wil l  =  2  dj k y j y k. (3.6)
i. k=i
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И ско мый  квад ратичный функционал V m  в силу ( 1. 6 ) т а к ж е  
м ож ет  быть представлен в виде ква дратичной формы линейных 
функц ион алов  у к (к. =  1, 2, ...).

И з  ( 1. 4 ) и (3 , 6) находим

* п -  £  <3 -7>
j . k= 1

П о д с т а в л я я  в (3 . 7) аналитическое  в ы ра ж ен и е  линейных ф у н к ­
ционалов  у к (к =  1, 2, ...) в соответствии с равенством ( 1. 5 ), иско­
мый квад ратичный функционал V ш представим в виде

о
V m = F ( 0 ,  0) л - «Ф +  fl.v (/) 0 )4-

+  F  (0 , — х — V)] X (t у- v) dv +
о о

+  а 2 I I F  ( — X — о, —-X— :) х (/ + 0) х (1 f  (3 .8 )

где
Й И + р )  _ ~ V + j)

Ц —  Г'. — > =  V  О .  - 4 ,  -  (3 .9)
У Ц-1

И з равенства  (3 . 8 ) следует,  что аналитическое  выражение  
функ ц ио на ла  Уш будет определено,  если будет определено ап кш- 
тическое вы р а ж е н и е  функции

F ( —  т — р, — т — о), [ - T S S P  ХХДО] .

П о л а г а я  вещественные части корней ?ч; (к =  1, 2 , ...) к в а з и п о ­
линома (0 . 2 . 3 ) отрицательными,  на основании разл о ж ен и я  
( 1.4 .11) искомую функцию F ( — т— р, — т о) в си л у ,  (3 .9 ) пред ­
ставим в виде

ОО

F ( —  х — р, — z —  3) = — l K ( t  — - — ' ' , t — - —  i ) d t ,  (3 . 10)
о

или
со

F  (м, 'О =  — ( Л М М -Щ  t +  r, )iU,  (3 . 11)
о

где

^ - 3==Yb (3 . 12)
I й Щ й sc 0 J.

Поясн им  сод ерж ан ие  равенства  (3 . 11) на с л е д у ю щ е м  ч а с т н о м  
случае:

К]{\>,  д ) f j  (:j-.) gj  (й). (3 . 13)
Тогда , в соответствии с (3 . 10), искомая  функция 

Fj  (р, V ,  т) <  0 J
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м ож ет  быть пр едс тавлена  следующи м образом:
CD

F j b ,  Ti ) =  - I  f j ( t  +  ? ) g j ( t  +  ri)dt , ( 3 . 14)

где, в силу р а з л о ж е н и я  (1.6),  функции f j ( t ) ,  q :j (t )  предста вляют  
собой решения уравнения  (1 .2)  с нач альн ыми возм ущени ями

/;([*), g j ( ri), [ — ' ^ 0 ] .  (3.15)
Вычислим интеграл в (3. 11)

о о

/  =  I  К  (t -j- р, t  + T j )  dt .  
о

В соответствии с р азл о ж ен и ем  (1. 4. 9)
со оо

' - 2  S
j — 1 О

A e + F )  р] (*  +  б) 
А' (*у>

d/ , (3.16)

где функции p j ( t  +  ц)  нах одятся  на основании равенства  (1.4.10). 
Р ассм отр и м  / - ое слагаем ое  ин тег рала  /.

(3.17)

ПуСТЬ Г) =  р.
Вводя новую переменную t\ =  t +  г] и опуская  затем индекс, 

функционал  I j з апи ше м в виде суммы

I j  =  / /  +  7 / ,  ( 3 . 18)
где

Мт- 0  0
/  "  !Л' (Ху) 5 е У< Р> W  d t ’

/ / :
Ми—Tj) оо e l

Щ Г  \ eV Pj {t) dL

(3.19)

(3.20)

Т а к  ка к  ps ^ r j ,  то ф ун кцион ал  /ф определен н а ч аль ны м  в озм у­
щением

К (р, г)), [— теДр,  т]<  ̂ 0]

в соответствии с равенством (1.4.  10).
Исполь зуя  равенство (0.4.  10), получим

о
Р) (0) +  аеХ}'  j  Pj  ( v ) c V v' d v

e i ' —i/ /  = A' (/;)

Да л ее ,  так  ка к  имеет  место равенство  (1. 16) 

1 . 1 . I   U -
l k _р a ^ k 1 2 (Ay. +  ia) 2 (Aft ia) ’

(3.21)

(3.22)
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то из (3..21) следует,  что 

Pi  ( 0 )/ / :
X ([X—rj)

е J
ь

X  ( i x — rj )

е 1

- 4 -  J р , (v)

А' Оу) ( / у  -+ i a )  г  Д' (/у) (Лу —  i a )

Л (т + V-)- ;>— 7|) X,(: 4-v - f - )
б I А

I Л 'Д' (Ay) (Ду +  ia) Д' (/у) (Aj — ia)
d'/. (3.23)

С ум мир уя  в равенст вах  (3.19)  и (3.23)  по индексу  j,  получим

I х =  S  I j 1 =  l  к  (v +  !'■ — ‘С v) rfv.
/=1

/2 =  2  / , 2 =  Q ( - - “C 0)4-
i=  i

+  a  J Q ( t  +  v +  p.— Y,, v) d>,

(3.24)

(3.25)

гд е

Q (i +  v +  [i— vj, v) =  J cos at  К  (^ + т  4 - v +  P — 4> v) dt .  (3.26) 
о

Вычисление интегр ала  (3.26)  производится  при помощи р а в е н ­
ства (0. 4. 10).

Н а  основании равенств  (3 .24) ,  (3.25)  и (3.26)  находится з н а ­
чение ф ун кц ио на ла  /  и, следовательно,  в силу равенства  (3.11)  
аналитическое  в ы раж ен и е  искомой функции Й(р ,  ц) ,  оп р е д е л яю ­
щей функционал V щ.

П ри р. уд т) получим аналогично
о

/  =  — F  (щ  Y j)=  J К  (v, v +  vj —  р) dv 4-

оо

4- $ cos a t  К  (0, t  +  г;— (a) d t  4 -

4 -  a  J J co s  a t  К  (v, ^ - f  т 4 ~ v 4~ 4 —  p) d t  dv.
— T 0

Пример. Пусть  требуется  вычислить интеграл

I  [.V 1 =  I
о

/  (0) х i (/) - f  a J /  ( — Т — V) X! (/ 4 -  v) dv

ение у 

а д " (v )

(3.27)

dt ,  (3.28)

где х 1 ( / )  — решение  уравнен ия  (1 .2)  с на ча льны м возмущением
( 0 при — 1 О.

| 1 При v =  О,

f ( — X— v) — з а д а н н а я  на отрезке  [— tsSAv ^O ]  функция.
В соответствии с равенством (3. 2)

(3.29)
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/  [A-О] =  — F  ( — X, — x), (3.30)

или в силу (3. 10)

(3.31)

где f ( t )  — решение  уравнения  (1 .2)  с начальным  возмущением

/ Ы .  [ — ■' 0 ] ,  р .=  — X— V.

В соответствии с первым п а р а г р а ф о м  данной главы  значение  
интеграла  ( 3 .3 1)  известно.  А именно:

S / М О d t

- /  ( 0 )  \  f  (V) [

2а (1 +  s in  ах) 

cos а:л +  sin а (х +  (л)

/м о ) -  

] ^

I  I D  (p., Tj) /  (;».) /  (т,)

где

Д р ,  Yi)

cos а ((л. х) +  sin а (ц — г,)

cos а (»] — (л
sin ax
х) +  s i n  а (t] — fi. )

1 f  sin <n

при T,  <  u, 

при |A <  r,.

(3.32)

(3.33)

4. Построение квадратичных функционалов 
для систем с запаздыванием времени

Метод вычисления кв ад ратичных  функционалов ,  изл ож енн ый в 
пре дыдущих п а р а г р а ф а х  главы  д ля  уравнен ия  с за п а зд ы в а н и е м  
времени (1 .2 ) ,  естественным путем можн о распр остранить  на си­
стемы д и ф фере нц иа льн ы х  уравнений с за п а зд ы в а н и е м  времени.  В 
данном п ар аграф е,  в частности,  дан о  решение  задачи,  аналогичной 
расс ма трив аем ой  в первом па раграфе ,  в том случае,  когда правые 
части системы диф фе ре нц иа льн ы х уравнений со д е р ж а т  ли ш ь с л а ­
гаемые с за п а зд ы в а н и е м  времени.

Пусть  движение  некоторой системы описывается ур авнен ия ми

5 ^  — bx 1 Х\  ( / — х) . ..  -f- b sn х„ ( t  х), (4.1)
d t

( S  =  1, 2, ..., а) ,
где bSi (s,  / =  1, 2, ..., n)  — постоянные коэффициенты.

т — з а п а з д ы в а н и е  времени (т =  Co ns t  >  0). 
П ре дп олож им ,  что корни цк (к =  1, 2, ..., п)  х ар акт ер ис ти ч ес­

кого полинома 
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A ([j.) =

b n — [a, b n ,

Ьц, b22  -

■ •■} b \ n

-[A, Ь2п

Jn 1, A i2 , 6 » n — !A

=  0 (4.2)

отличны от нуля,  простые и вещественные.
Пере йд ем к новым переменным y K(t) (к =  1, 2, ..., л) при по­

мощи подстановки

(0 =  2k=\
Hs Ы )  
А' (Щ) у  к (0. (4.3)

где А ' 1 (ик) — про из водная  от определителя  (4. 2) по р при 
р, =  р к, а Я 8, (p / J  — определитель  (4 .2)  у которого s -ый столбец 
зам ене н числами hi,

2  К  А  о.
1 = 1

Тогда система (4.1)  в новых переменных y K( t )  запишет ся  с ле­
дующ им образом:

diJk (О
dt V- к У к  — " ) >  ( ^  =  1 .  2 .  « ) •

О бозна чим через

X S (V) (V)> [ — X <  V <  0]

начальные  возмущ ения системы (4. 1).
Пуст ь  требуется вычислить функционал

оо

/  [ ф  (V)] =  I X x H t ) d t ,  ф  ( V )  =  { Ф Л Н } -

(4.4)

(4.5)

(4.6)

При вычислении функц ио на ла  (4.6)  предполагаем,  что р е ш е ­
ния системы (4. 1) асимптотически устойчивы.

Вычисление фу нкц ио на ла  (4.6)  будет произведено,  если будет 
вычислен ф ункц ион ал  У[ф(т)],  [— тдДчдРО] ,  прои зво дная  от к о т о ­
рого по времени,  в зя тая  в силу уравнений (4 .4 ) ,  является  к в а д р а ­
том решения,  то есть

dV хх МО- (4.7)W  =  - dt
Н а  основании (4. 3)

I а 2 (/) dt  -  2  сц \  hi (t) Уj ( 0  dt .
n i, j ~  1

(4,8)
0 i, j= 1 ’ 0

В силу пр еоб ра зо вани я  ( 4 . 3 ) ,  постоянные сц, (i, =  \ ,2, , . . ,n) и 
начальные возму щен ия

У к0 =  ' к (v)> [ — х <  v «S 0] (4.9)
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системы ( 4 . 4 ) ,  при известных воз мущ ен ия х (4 .5 )  системы ( 4 .1 ) ,  
определены.

Н о тогда  д ля  определения  ф ун кц ио на ла  (4.7) достаточно оп р е ­
делить  функционал

СО

/ ; * =  J У j (t) Ук (t) d t ,  (4.10)
о
[/, к =  1,2,...,«]

Б соответствии с ра зл о ж е н и е м  (1 .6)  функционал 

Ijk [?/  М .  <f* (v)l. t — т <  v ^  0] 
представим следу ющи м образом:

=  — х) f ;  (°) ? /Л°)  О
о

+  <Ру (0 )  р *  J К  4  <fk ( '0  d '  +

о
+  Ф* (0)  Ру I К  (v, — Т) ф ; (v) dv - f  

о о
+  м ч  I S /С (р. °) Фу (р) Ф* И  dp da, (4.11)

где
“ 00 -ХуДт+р) ->K5(t+H

V  а  . .  «■ (4Л2»

(4.13)

(4.14)

А/ (А/») Ак Ok'j)
о 0 , 3 = 1

В равенстве (4. 12) и 7 кэ корни ква зиполиномов 

Ду (Х;.) =Ху— ру е '}' = 0 ,  

д * (х*) =  х* —  I** =  0 ’
а Д у '  ( А / a )  И  Д*' ( X w )  суть 

А /  (^/«) =   ̂+  АуаТ,
Д /  ( 7 * в )  =  1  +

На й д е м  функцию
К (  р ,  О), [ - Т < р > а ^ 0 ] .

Из равенс тва  (4. 12) следует,  что
<т* о) “  ” >'/*(*—"-Р)

(4Л5)Р =  1 ' О я = 1

Но ряд  под знаком ин тег рала  в (4. 15) предста вляет  собой р е ­
шение уравнения

,4.16)
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с на ча льны м возмущением
( 0 при — t sg  и <" О,

у ?  W  -  Ъ '  М  -  j 1 „ р „  ^ _ 0 ,  '  ( 4 Л 7 )

гд е

Ч =  —  х — р, [ — т <  { V ,  Г, <1 0].

И спол ьзу я  равенс тва  (0. 4. 10) и (1. 15), из равенс тва  (4. 15) н а ­
ходим

*  ’ > -  - %  + » , . > • ( 4 ' 181р== 1 1— 1
Или,  п олагая  вещественные части корней отрицательными,

* ) - 2а=1 ‘ ‘ 0 3 =
dt .  (4.19)

В равенстве  (4 .19)  ряд  под зн ак ом  ин тег рала  т а к ж е  пр е д с та в ­
ляет  собой решение  уравнения

(4.20)

с на ча льны м возмущением
( 0 при — т ^ Т | < 0 ,

W  <>)” » ,*  < < ) - ( ,  при 1 =  0_ (4.21)

где г| =  р — о при а, т ак  к ак  [— т ^ т ^ О ] .
Но тогда,  воспольз овавшись  снова равенс твами (0. 4. 10) и 

(1. 15), при p=s6a получим

COS У  ( а  —  р —  т )  +  W  1 L  S i n  V V j A k  ( • — Р)

К ( Р ,  о)  =    ^  _ ^ =------------------- . (4.2 9;
Щ +  Р/г +  2 К н-yu* sin  у  т

Аналогично,  меняя  п ор яд ок суммир овани я  в равенстве  (4. 15), 
при о < р  получим

c o s  y V ;- |x f t  ( р  —  3  —  х )  - f  « /  s i n  / ( A y f i f t  ( р  —  о )

А (Р, 0) = ----------------------------------- - - у ! — &— 7 =  . (4.23)
Щ +  Щг +  2 у  s in  У  т

В силу равенств (4 .22)  и (4 .23)  определена  функция К( р ,  о) .  
[ — х <  р, а ^  0] и, следовательно,  искомый функц ион ал  (4. 11).

Получе нн ые  равенст ва  (4. 22) и (4 .23)  о боб щ аю т  соответствую­
щие равенс тва  первого п а р а г р а ф а .  Подобное  обобщение легко  
проводится т а к ж е  для  результат ов  второго и третьего п араграф ов.
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Г л а в а  I I I

О П ТИ М А Л ЬН Ы Е СИСТЕМЫ АВТОМАТИЧЕСКОЕО  
Р Е Г У Л И Р О В А Н И Я  С З А П А З Д Ы В А Н И Е М  ПО ВРЕМ ЕН И

В главе  рассмат ри вается  з а д ач а  аналитического  ко н струи ров а­
ния регул ято ра  д ля  систем с за п а зд ы в а н и е м  времени,  с ос то ящ ая  
в следующем.

Пусть  движен ие  некоторой системы автоматического регулир о­
вания  описывается  уравнениями

где asj, bSj, m s ( s , f — 1,2,..., n )  — постоянные, г  — з а п а з д ы в а н и е  
(т =  Co ns t  >  0) ,  |  — неизвестное воздействие  регулятора .

Пусть  з а д ан  критерий оптимальности переходного процесса  в 
виде

a:j, с, ( j  =  1,2,..., п ) — постоянные.
В равенстве  (0 .2)  по дин тег рал ьн ая  функция зиакоопр еделен ная .

З а д а ч а ,  р а с с м ат р и в а е м а я  в данной главе,  состоит в том, чтобы 
найти такое  упр авление  £ =  s*> при котором система (0. 1) стан овит ­
ся асимптотически устойчивой,  а интеграл  (0. 2) при нимает  н а и ­
меньшее  значение.  Будем предполагать ,  что допустимыми у р а в н е ­
ниями, из которых выбира етс я  оптимал ьно е  £*, являет ся  м н о ж ес т ­
во функционалов,  определенных на непрерывных кривых x s( t ) .  
t > 0, s = 1,2,..., п  и удовле твор яющ их  условиям К о ш и- Л ип ши ца

(0. 1)

ОО '  71

/ ( ! ) = !  2  «j X f ( t )  +  c ¥  dt ,  
О / =  1

(0.2)

\\Цх' (f  +  v ) ] - £  [ * ( *  +  *)] I I * '  (^ +  v) — x (t +  v) lj(T),

где .v(/ +  v) =  { A's( /  +  v)  }, а норма определена  равенством 
II X ( t  ф -v )  ||<т> =  sup [X  ( /  +  v ) j ,  [ т <  V <  0].
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Н. Н. К расовский п о казал  [7], что если система (0. 1) стаб и л и зи р у ­
ем ая  [11], то искомое управлени е  существует  и имеет вид

о
S*

Pi +  ( 0  +  I °s (V) Х О +  V) (0.3)

где ps — постоянные,, crs (v) — некоторые функции, (s =  1, 2,..., п) .  
Д л я  систем обыкновенных ди ф ф ерен ц и альн ы х  уравнений зад ач а  
вида (0. 1) — (0 .3 )  носит название зад ач и  А. М. Л ето ва  [16].

В главе  подробно рассм отрена  за д а ч а  аналитического  кон струи­
рования  р егулятора  или за д ач а  оптимальной стабили зации  для  
уравнени я  с зап азд ы в ан и ем  времени 

dx (/ )
d t

(0.4)

П ри  этом управление |  ищется из условия минимума интеграла

/ ( g )  = 4 “ ] и - 2 ( 0  +  Г“]<л. (0.5)
о

П ри решении указан ны х зад ач  возникаю т технические тр у дн о с­
ти. В связи с этим в главе  р азви вается  приближ енны й метод р е ­
ш ения задач .

И злож ен и е  в основном ведется по р або там  [24], [25] и [26], вы ­
полненным совместно с С. Н. Ш ам ан овы м .

З а д а ч а  (0 .1 ) ,  (0 .2 )  допускает  обобщение. Н апри м ер , к в а д р а ­
тичный интегральны й критерий качества  переходного процесса для 
системы (0. 1) м ож ет  быть зап и сан  в виде

/ ( g ) S Д/ + Uj +  c l 2
i, / =  1

(0 .6)

где
С ■ Hi Uj к в ад р ати чн ая  з н а к ооп р е де л е н н а я ф орма л и не й н ых

ф ункционалов  ик (к  =  1,2,..., п ) ,  
о

( / ) =  « А  ( 0  +  1 К  ( 0  x k ( t  +  v) dv. (0.7)

В равенстве  (0.7) «/, — постоянные, fC (v) — некоторые функции.

1. Некоторые замечания

Пусть движ ени е  некоторой системы автоматического  регули ро­
вания описывается  уравнением  (0. 4)

* L p . = a x { t - x )  + t ,  (1.1)

где а, т (х =  C onst  > 0 )  — постоянные,
ё — воздействие регулятора. П редп о л о ж и м  такж е , что управление  
I [ж сV)] ищется из условия минимума ин теграла  (0. 5).
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В соответствии с расщ еплением  ф ункционального  пространства , 
излож енном у в первой главе, уравнению  (1.1) м ож ет  быть сопо­
ставлен а  следую щ ая  система обыкновенных д и ф ф еренц иальны х 
уравнений

« 1 = Х ;Уг( 0  +  £, (1 =  1 , 2 , . . . ) ,  (1.3)

где y i ( t ) ,  (i  =  1,2,...,) — линейны е ф ункционалы
о

y.t (t) = х  (t) + а  I х (t  4- V) e_xl(T+ v) dv. (1.4)
— T

П ри этом координата  x ( t )  м о ж ет  быть п редставлена  в виде 
ряда

* ( о - 2 # &  (1-5»
i= i

Рассм отри м  зад ач у  А. М. Л е т о в а  для  усеченной по отношению 
к (1 .3 )  системы ди ф ф ерен ц и альн ы х  уравнений

^  =>■/&(O + E n ,  (t =  1, 2, ..., N).  (1.6)

П усть управление  gn  системы (1 .6 )  ищется из условия мини­
мума усеченного ин теграла  (1 .2 )

' < ы - т ? Г ( 2 Р $ Т + й ' ’к  < ‘ -7 >
о L i= i

С оставим  функцию

* - т ( 2 $ й ) ‘ + т в . +
' i= i

+  2  Zi { y t —  l i  y i  —  I n ), ( I - 8 )
i= i

тогда, в соответствии с вариационны м  методом решения задачи, 
получим следую щ ую  систему уравнений:

d- ^ - = h y i ( t )  +  2  zj  ( 0 .  at / = i

^ - = й д , ( , I  Ф ш ) ( 1-9)
(i, j =  1, 2 ,... ,  N).

Х арактеристический  определитель  системы (1 .9 )  м ож ет  быть 
зап и сан  в виде 
48



Ai (jj.) =

Xi—  (j., 0,

•(Xi— jx, 0,
1 i

0,
l 1 1

A' (Xi)’ A'(Xa)’ ‘ •’ A'Cn )
0, о, 0, ., o

Xn — (х, 0, 0, 0
1

A'(Xjv)’ — (Xi+(x),0, .., 0

0, (Xi-t-p), —■(> 2 +(x) .... 0

0, (Xl+|x), 0, ...
•>
—(XN+  |x)

( 1. 10)

Р а с к р ы в а я  определитель (1 .1 0 )  no элем ентам  первой строки 
и со к р а щ а я  на м нож итель

N

П (*,»_,»«),
1 = 1

получим
N

А2 (у) -  1 +  2  Л' а  л
N

i t !  1 А ' ( / / )  (С  (х) /  =  i А ' (X,) (Лу +  (j.) ’

О птим альное  управлени е  зад ачи  А. М. Л ето в а  имеет вид

&  =  1  Р« yt (t),
i= 1

( 1. 11)

( 1.12)

где pi  — постоянные коэффициенты,
p i ( t )  — линейные ф ункц ионалы  (1 .4 ) .

Т а к  к а к  управлени е  (1. 12) обеспечивает  асимптотическую  ус­
тойчивость реш ениям  системы ( 1 .6 ) ,  то корни полинома (1 .11) 
с R epj <  0, ( j  =  1,2,..., N )  явл яю тся  корн ям и  определителя

Xl +  P l  (X, Р2, ..., pN

Ха.+ ра— (х, ..., рж
Аз ((х) ;

И ли

Ръ

Pi. Ра, • ••, XjvfPN— (X

= 0 .

N  N  N  |

п  (хi — jx)-(- 2  pi а  (Ху— (х )= о .
i= i i= i  j = 1

(1.13)

(1-14)

Символ (I) означает, что в произведении П отсутствует сом но­
ж и тель  с номером i =  /. П усть  в (1 .11 )  А  оо . Т а к  как  корни
квази п оли н ом а  (0 .2 .3 )  простые, то (2. 1. 14)

1=1

1
А' (X,-) (Хг -  jx)

4—6777

(1.15)
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й, следовательйо, получим характеристический  квазиполином

Д4 (р) =  1 +  ((л— а е - ^ )  (— (1 — ае*') = 0 .  (1.16)

Р авен ство  (1. 16) запиш ем  в виде

и — а д  ;-  -------- — — . (1.17)(j. -f aev"

Если R ep отрицательно  и достаточно мало, а это возм ож но в 
силу ( 0 . 2 . 9 ) ,  то величина справа  в (1. 17) будет по модулю  мень­
ше лю бого  наперед  зад ан н о го  числа.

Вследствие этого асимптотические корни с R ep <  0 уравнения
(1 .1 6 )  сколь угодно близки, начиная с некоторого достаточно 
больш ого номера, к асимптотическим корням  квазиполинома 
( 0 . 2 . 3 ) .  П оэтому, при достаточно больш их номерах  к и N,  корни 
полинома (1. 13) могут быть представлены  в виде

=  \ k +  0 1 (Re /.fe-j-2— Re \ k) -1- 02 (Im  > .^ 2— Irn Ki,) P (1-18)
где

I e , - 1 s s  (/ =  1, 2 ), i = \  = T .

2. Основные неравенства

Из соотношения (1. 11) имеем

-V-n\n =

N

V Р; Hu 1 n
N

У^  A' (P )  ( P  Ku) A O j) Q'j Hn)
i — 1 / =  1

П о к а ж е м ,  что сум м а

N

V  I
A' (>■*) O-A-'Pi)

(2 . 1)

(2.2)

k*=* 1
ограничена при лю бом  сколь угодно больш ом п ( п  ^  N )  и s  <  2 
некоторым конечным числом d\,  не зави сящ и м  от вы бора N.  
Д ействительно,

N

V
к-1

1 I Рг "Ия I п
A' (>•*)

+ 2

■

П—1
V

-
k- \

1 К

Д'Ои)
I Рг—Ип I «

|А Д а)! 1 Hu 1
(2.3)

где, в соответствии с ( 0 . 2 . 9 ) ,  лк сопряж енны й с Хк корень к в а з и ­
полином а (0. 2. 3 . ) .

В силу равенства  ( 0 .2 .9 . )  второе сл агаем о е  в правой  части 
(2.3) конечно при лю бом п ( n ^ N ) .
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Это следует из того, что при достаточно больш ом п
| У ( Х „ ) | = |  Ц - Х „ т | > п .  (2.4)

Д а л ее ,  из равенства  (1 .18 )  следует, что модуль | ^ „ —■ р п | о г р а ­
ничен при лю бом  п, то есть

I К — V-n I X  Y. ( л =  1, 2, ..., N),
у = const  <  со, (2.5)

тогда  суммы в правой  части (2. 3) при лю бом N  м аж ори рую тся ,  н а ­
чиная с некоторого значения къ (7с2 =  C o n s t ) ,  в соответствии с (2. 4),
рядом

S

О Г» (2.6)
k (я — k)'

k
где я ф к  в силу разби ен и я  (2. 3).

Р я д  (2. 6) сходится при лю бом  целом я  н s <  2, а его сум м а  
равном ерно  ограничена по п. Д ействительно, так  к а к  п^=к,  то

N  ~  n - 1  -V о~

V  ■»» = V  I V
k  (п  —  к)  к  ( п  —  k)  ~k (п  —  k ) ‘

k=l k=\  fe — n-fl

В оспользуем ся  признаком  М аклорен а-К ош и
J S  s _

7  i* m

(2.7)

О тсю да следует, что сумма первых слагаем ы х  в (2 .7 ) ,  при д о ­
статочно больш ом  п  и s ,< 2, сколь угодно мала.

Д л я  второго слагаем ого  в (2. 7)

п + 1

Т а к  к а к  второе сл агаем о е  существует лиш ь при N  ^  п  +  1, то 
его сум м а сколь угодно м а л а  при достаточно, больш ом п  незави си­
мо от величины N.

С ледовательно , сумма (2. 2) равном ерно  ограничена  по п  неко­
торым полож ительн ы м  числом d\, не зави сящ и м  от вы бора числа 
N.  Аналогично пок азы вается  ограниченность суммы

у

Действительно,

A' (h)  Ч  +  I*» • (2,8)к=1
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N
1

k=\
П—1

sfe=l

+  2

+  2
1

A ' (K) Urt +  (An I
+

1
|A '  (X*) I +  Pn I

(2.9)
k = n + 1

Т а к  к а к  s  <  2 и |/.„ T  p J > l n  ATi то второе слагаем ое  пра-
1 ^ 1  У

вой части (2. 9) ограничено при лю бом  п. Д ал ее ,  слагаем ы е

п-1 -
V

I А' (Iк)
k= 1 I h V-u

N
V I 1

k—n+2
при лю бом N  м аж о р и р у ю тся  рядом

k | п — k | ’

сум м а которого равном ерно ограничена по п. П оэтом у  сумма 
(2. 8) т а к ж е  ограничена при любом п  и s <  2 некоторым п о л о ж и ­
тельным числом fife, н езави сящ им  от вы бора  числа N.  И з  ограничен­
ности сумм (2. 2) и (2. 8) и равенства  (2. 1) следует

I I -Т (ci =  const <  х:), (2.10)

где s  <  2, Ci =  fife fife.
Д а л ее ,  используя (1. 14), получим

N  iV ,  N  | N

п  (л,— р.) +  2 f! Pi п  0у —  f ) =  П  ( р . — р),
i= i  i= i  /=1 i= i

где р, (i =  1,2,..., N )  — корни характеристического
(1. 13). П ри  р =  равенство  (2. 11) примет вид

N  1 N

р п  (>•/ — >■/)= п  ((*«,— Ч)-
у=1

В водя обозначение
/г=1

I1-* — К  +  8к г

(2 .11)

уравнения

(2 .12)

(2.13)
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<’. - . д ! ( 1 + г р г , 1 -  <2Л 4>

И з равенства  (2. 14) следует, что
N

запиш ем  (2. 12) в виде

1 Р < К 1 « , | П  ( l  +  T T ^ l - r ) .  (2.15)

Но произведение справа  в (2 .1 5 )  ограничено при лю бом N,  
т ак  как  при достаточно больш ой разности (i  — j )  в силу (0 .2 .9 )

(2.16)

а |е , |  удовлетворяет  неравенству  (2. 10), то есть

П (1 + _ гт1 ^ _ г ) <  в и (Вх = COn s t < o o ) ,  (2.17)
/=1

где величина В } не зависи т  от вы бора N.
П оэтом у из (2. 15) и (2. 10)

I Pi \ <  -“ г ,  (В =  co n s t  <  со), (2.18)

где s <  2, а величина В  не зависи т  от вы бора N.
Отметим, что неравенства  (2. 10) и (2. 18) имеют место и при 

s  =  2 .
В частности, это будет следовать  из шестого п а р а г р а ф а  данной 

главы.

3. Ограниченность управления

Р ассм отри м  усеченную по отношению к (1 .3 )  систему у р а в н е ­
ний

dj^ T L = - h y i (t) +  l N, (t =  l, 2, ..., N),  (3.1)

где

bv =  2 P i 0 i ( 9 -  (3.2)i= l
В соответствии с (1 .4 )  н ачальны е значения  у х(0) о п р ед ел яю т­

ся из равенств

iji (0) =  ф (0) +  a J (<р (v) e~A<(' +v) dv.

Пусть н а ч аль н ая  кри вая  cp(v),[ — т v ^  0] ограничена
вместе с ее первой производной. Тогда, предварительн о  интегрируя
по частям, получим

| Ус (0) I <  2 i V (0) I +  I ф ( _ Т )  I е~е V  +

+11 V М  11(т) | - Ц ^ т г 1- 1 <  D  (II 11(х) +  II ? И  11<Х)Ь (3 -3 )
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где

|( ф (v)||<r )= s u p  |<р (v)j, [ — t < v < 0 ] ,  D  =  const < 00 .

И спользуя  преобразование  А. И. Л у р ье  [19], приведем систему 
(3. 1) к каноническом у виду

dz( (О
dt (о =  1 , 2 ........  N). (3.4)

Корни характеристического  уравнени я  (1. 13) щ, ( i  =  1,2,..,, N )  
п редполагаю тся  простыми. П р ео б р азо в ан и е  в этом случае осущ е­
ствляется  подстановкой

N
/А Hk (рр )

Р=1 р
(3.5)

где D 'i ( i i p )  — прои зводн ая  от определителя  (1.13), а
Я  к (Рр )•—определитель  (1. 13), у которого к-ый столбец заменен 

числам и /гг.
В дан ном  случае  полагаем

hi =  1, h i  =  0, ( ?  =  2,3,..., N ) .  (3 .6 )

П ерем енны е z p могут быть представлены  в виде
N

Zp =  н т ( |» ) 1 2  ( Р р ) У*> (3 -7)
а —  1

(р =  1,2,..., N ) ,
где D ат —  алгебраическое  дополнение элем ен та  из а-ой строки и 
к-то столбца  оп ределителя  (1. 13). О пределитель  (1.13) запиш ем  
следую щ им  образом:

P i  +  X i — Р ,  Р‘2, . . . ,  Ри
— ()■!— р), Х2— р, ..., О

- ( X i - P ) ,  О, . . . ,  )-N— р

=  0 . (3.8)

Тогда, п ол агая  в (3. 7) пг =  1, получим
N

P i
/  Jzj  — У 1 +

и, следовательно,

I Zj (0) | <  | У1 (0) | =

JmJi X;
1 =  2

к

Pi

У и

X,- Р/
Ус ( 0 )

(3.9)

( 3 . 10)

Н еравенство  (3. 10) запиш ем  в виде
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N  I

Zj | <  I Ух | +
Р)У1 + yi

;=1
где ( | ) означает, что в сумме 2  отсутствует слагаем ое  с номером
i =  j.

Н о

Pi
"1 '

Д ействительно, согласно (1. 14)
N

Pi

«£ k x, ( k y ~  const <  со).

Рк

k= 1 Н-у

Т ак  как  при достаточно больш ой разности  ( к  — j)

х 1 ) 1 <  1,
ки —  Ч  I

(3-11)

(3.12)

(3.13)

то сум м а справа  в (3. 12) при лю бом N  м аж о р и р у ется  сх о д я щ и м ­
ся на основании (2 .1 8 )  рядом

- S I P *  I (З-14)
к

и, следовательно, имеет место неравенство (3. 11). П ри этом вели­
чина К\ не зависи т  от вы б о р а  номера N.

Н а основании ( 3 .3 ) ,  (3. 11) и (3. 13) получим

I Zj (0) | «£ с3 { || Ф (Д ||(1> +  || ф (v) ||<т)}, cs = c o n s t < o o ,

где j  =  1,2,..,, N,  а величина с3 не зависи т  от вы бора номера N.
В силу (3, 4)

| Zj (t) | =s£ | Zj (0) | sg  c3 { II ф (v) ||<T> =  || ф (v) j|W}. (3.15)

И з равенства  (3, 8)

H k ( l . -   !---------------------  (3.16)
( Ир )

O n — и»)
N

2  I Tt— 1
Pi

Hp )2

P i

Н а основании (2.14)

N I
‘1 П  ( 1 -  

/=1
Н о  т а к  как  произведение справа  ограничено при лю бом сколь 

угодно больш ом  N.  то при достаточно больш их р, в соответствии 
с (2. 10), получим

Рр
(ХР — Ир )

<  k t f 2 % (&2 ф  0),
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где е — нап еред  зад ан н о е  сколь угодно-малое число. П оэтом у
N

2
i = 0

P i
(h -  мР )2

N

^2р2-£
{=1

Р;
(*/ -  Ир )а

( 3 .1 7 )

Н о так  к а к  при достаточно большом

I Н — !хр I ^  1> (*' ^  Р)>
то

N

2(=i О т  “  !х р ) 2

<  &з, (йз =  const <  о о ),

где /сз не зависи т  от вы бора номера N.  
П оэтом у  при к -,!= р

Ни (м-р)
D' (мр )

(3.18)

Если ж е  к  =  р, то величина слева в неравенстве (3 .1 8 )  остает­
ся ограниченной в силу (2. 18).

В соответствии с (3.5)
N

1 У и ( 0  I <

Но так  как

то
N

I Уи ( 0  I <  сз

р=1 

Zj  (t) I 

Hk (Мр )

я ,  (Мр ) 
Я '  ( М р  )

гр (() |. (3.19)

p= i
Я' (Мр )

г, (0) |,

{ | |9 ( v ) | |W  +  i l9 (v )  Г>}. (3.20)

С ум м а сп р ава  в неравенстве  (3. 20) на основании (3 .18 )  о г р а ­
ничена при лю бом iV, поэтому

I y k (t) I <  Аг  { II ф ,(v)l|W +  || ф (v) Г>}, Лх =  c o n s t< со, (3.21)

и величина А \  не зависи т  от ном ера N.
И сп ользуя  (3 .2 )  и (3. 21), получим

I I n ! <  2  I Pi 1 1 Vi I А х 2  I pi  I { II ф М  Н(т) + 1| ф (v) ||<т)}.
1=1 1=1

Н о так  к а к  ряд 2  i Ри I- сходится, то
k

I E v l « s  ^ { Ц ' р Н Г  +  И ф Н Г Ь  (3.22)
а постоянная  А  не зависи т  от ном ера  N.
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И з равенства  (1. 17) следует, что оптим альны е собственные з н а ­
чения усеченной задач и  ры ( j  — 1,2,...,  N )  уд овлетворяю т н ер авен ­
ству

R e p ^ - y ,  (3 .2 3 )

где у — постоянное, полож ительное число не зави сящ ее  от выбора 
номера N.

Но тогда, в силу (3. 5), имеет место неравенство

I ( / , ( / )  II Ф Н ) Р  + I I  ф ( v ) r > } e - T * .  (3 .24 )

и, следовательно, неравенство

\ ы  I А  { II ср (V)  | |М +  II ф (v) ||W} е-К.  (3 .2 5 )

4. Метод последовательны х приближ ений

Естественно предполож ить, что при приближ енном  определении 
оптимального управлен и я  g* д ля  уравнени я  (1 .1 )  достаточно р е ­
шить за д ач у  аналитического  конструирования  оптимального  у п ­
равления  gjv* для усеченной системы обыкновенных уравнений 
( 1. 6 )

dm (о
d t

■ h y t ( t )  4 -l.v , (i = 1 ,  2, ..., N).  (4.1)

П ри  этом искомое управление  %к* до лж н о  стабили зировать  си­
стему (4. 1) и обеспечивать минимум интегралу

I N =  l V N dt,  (4.2)
О

где V n  — ф орма вида

^ ' - г ( | Л з ) + х й -  ( 4 3 >

Допустим, что оптимальное управление £Лг* найдено. Оно имеет 
вид

&  =  I  p\N) Vi (0- (4.4)
1=1

В равенствах  (4 .3 )  и (4 .4 )  y i f t ) ,  ( i  =  1,2,..., N )  линейные 
ф ункционалы

о
у { ( о  — х  ( t ) + a  I х  (t +  V) dv. (4.5)

В силу (4. 5) ф ункционал g.-y* м ож ет быть представлен  следую ­
щим образом:

57



Г N

I n  =  2  Р;Л> * ( 0  +
.{=1

fi N

+  а S 2  Р;Л) е A/(T+v) x-(/ +  v)dv. (4.6)

Этот функционал  естественно р ассм атр и в ать  как  приближ енны й 
по отношению к оптим альном у ф ункционалу зад ач и  ( 1 .1 ) ,  (1. 2), 
имеющему, в соответствии с (0.3), вид-

о

С ледовательно, рассм атр и ваем ы й  приближ енны й метод решения 
зад ач и  (1. 1), (1 .2 )  состоит в следую щем.

П р и  приближ енном  решении зад ач и  вы бираем  N  первых к о р ­
ней характеристического  квази п оли н ом а  (0. 2 .3 )  и р а с с м а т р и в а ­
ем при этом систему обыкновенных диф ф ерен ц и альн ы х  уравнений

Д л я  системы (4. 1) реш аем  з а д ач у  аналитического  к о н струи рова­
ния регулятора  с критерием  качества  (4. 2).

Д опустим , что мы решили эту задачу .
О птим альное  управление задачи  (4. 1), (4 .2 )  имеет вид ( 4 .6 ) .  У п­
равление  (4 .6 )  р ассм атри ваем  как  приближ енны й оптим альны й 
ф ункционал  зад ач и  (1 .1 ) ,  ( 1 .2 ) .  Это возмож но, так  как  при д о ст а ­
точно больш их N  он будет, сколь угодно точно м иним изировать  ин­
теграл  ( 1 .2 ) ,  то есть величина и н теграла  (1 .2 )  будет сколь угодно 
б ли зка  к минимальной.

В частности имеет место результат .
Теорема 4.1. Если подставить в уравнение (1 .1 )  ф ункционал

(4 .6 ) ,  то величина и н теграла  (1 .2 )  при достаточно больш ом номе­
ре N  будет сколь угодно б ли зка  к минимальной, то есть имеет м ес­
то оценка

где 6 — сколь угодно м а л а я  полож и тельн ая  постоянная при д о ст а ­
точно больш ом номере N.

Д о к а за т е л ь ст в о  теоремы легко провести используя разлож ен и е  
(1. 1. 13) и оценку (3.25). П одробное  д о казател ьство  теоремы  п р и ­
ведено в работе  [26].

Точное решение зад ач и  ( 1 .1 ) ,  (1 .2 )  приводит на основании 
(1.14) к решению счетной системы алгебраических  уравнений

где |ij ( /= 1 ,2 . . . )  нули квази п оли н ом а  (1. 16) с отрицательной ве­
щественной частью.
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I *  = ? Х  (t) +  J о (v) х  ( t  —р v) d v . (4.7)

(4. 1).

I /  ( I n  ) - £ /  (6*) I <  4  || Ф (v) ||W + 1| ф (v) Г > ) ,

(4.8)
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Реш ен ие  системы (4. 8) затруднительно , поэтому при решении 
конкретных за д ач  удобно воспользоваться  у казан н ы м  выше при­
бли ж енн ы м  методом.

Пример. П усть движ ени е  некоторой системы автоматического 
регулирования  описывается  уравнением

^ Z T  =  - x ( t - 1)4-1, (4-9)

а управлени е  £ ищ ется из условия  минимума и н теграла

1 00
M S) =4- I [x2 ( t ) + i * ] d t .  (4.10)

z о

П ервы е  два  корня  характеристического  квази полин ома

Х =  — е~* (4.11)

п редставляю т собой следую щ ие величины:

+  =  — 0 , 3 5 + 1 , 3 2  i, 

Ха =  — 0 ,3 5 — 1,32 i,
(4.12)

где i =  У  — 1.
Реш и м  з а д ач у  (4 .9 ) ,  (4 .1 0 )  приближ енно. Рассм отри м  усечен­

ную систему

djb3 p -  =  h y x  (t ) +  Ь ,  d-^ -P  =  Къуг (t) +  | 2, (4.13)

где %i(i =  1,2) величины из (4. 12), а неизвестное управление £
ищется из условия минимума интеграла

/
1 00

« “> =  4 Л ( д % )  +  л п Ы  + И С" '  <414)

О птим альны е  собственные значения  р ь  р 2 задачи  (4. 13), (4. 14) 
уд овлетворяю т уравнению

( ,+  =  р8) ( М - р » )  +  (X, -  р) +  ^  ( о  -  р)] X

Х [ щ п )  ^ 2 +  +  Д7-Ь )  ^  +  =  ^  “  [Xl®X.»* +

+ Ы м + т а ) 1  + (XiXa)2+ ( т а > + т а ) =  °-

Или, в соответствии с (4. 12),
р 4 +  2,98р2 +  6,63 =  0. (4. 15)

И ском ы е корни полинома (4. 15) суть
р, =  — 0,74 +  1,420 р 2 =  — 0,74 — 1,420

Н о тогда
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Pi =  (jxi— Xi) ( l +  = - 0 , 3 9 +  0,038 1,
/  > ч (4.16)

p« — (H«— >•») ( l  +  - Г,1 _  xl  )  =  - 0 , 3 9 - 0 , 0 3 8  i,

и искомое приближ енное оптим альное  управлени е  примет вид
о

Ь *  = ( Р 1 +  Рг) *  ( 0  —  1 [p i e _Xl(1+ 1’) +  р 2е ~ Х2(1+ч) ] л: 0  +  v) dv =
- i

о
=  — 0,78 х  ( 0 + 1  [0,09 cos 1,32 v + 0,52 s in  1,32 v] x

- l
x  e°'35vx  O  +  v) dv.

5. М етод редукции

У каж ем  другой способ вычисления коэффициентов p t (i  =  1,2,...) 
искомого оптим ального  уп р авл ен и я  |*  задачи  (1 .1 ) ,  ( 1 .2 ) .  Д л я  
этого систему (4. 8) запи ш ем  в виде

0 - Р у ) ,  (5.1)
V  р> (>У ~  М  =

1 =  1 0  -  1Л;

(/ =  1, 2,...).
В системе (5. 1) р ;- (j  =  1,2,...) — корни квазиполинома

1 — ( р — а е ~ ^ )  (р +  а е ^ )  =  0 (5.2)

с отрицательны м и действительны ми частями.
Корни pf ( j  =  1,2,...) расп олож ен ы  в порядке убы ван ия  дей стви­
тельных частей.

П усть I2 комплексное пространство  числовых п оследовательно­
стей а =  {а,}, (7 =  1,2,...) с нормой

Н И  =  ] / '

Систему (5. 1) запи ш ем  в виде
( I  —  А ) Р  =  В,

где I — тож дественны й оператор,
А  — оператор, определенный матрицей

( 4 ~ ) '  «■ / = 1 .  2, ...), (V / ) . (5.3)

а свободный член В  и решение Р  образую т  последовательности

В =  {К} -  р +  ( / = 1 , 2 , . . . ) ,

/ > = { / > +  0 = 1 , 2 , . . . ) .
П о к а ж е м ,  что оператор  А  — ограничен, a B g / 2. Д ействительно, 

на основании неравенства  (2. 10) имеет место оценка 
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(5.4)

где постоянная d, (d  =  C o n s t  <  о о )  не зависи т  от номера к. 
Но тогда

Р я д  сп р ава  в (5.5) сходится и, следовательно, B g / 2. Д ал ее ,  
рассм отрим  р яд

где символ ( | )  означает, что у суммы 2  отсутствует слагаем ое  с 
номером к —  п.
В соответствии с равенством  (0. 2. 9) р я д  (5. 6). м аж орируется , 
начиная  с некоторого значения  к =  К\, сходящ им ся  по при знаку  
Маклорена-КоШ'И рядом

при лю бом выборе номера п.
Но тогда сходится и р я д  (2. 6) и имеет место неравенство

где постоянная с, (с  =  C o n s t  <  оо ) не зависи т  от вы бора номе­
ра п.

Н а  основании неравенств  (5.5) и (5.8) р яд

сходится и, следовательно, оператор А  ограничен. Т а к  к а к  решение 
зад ач и  (1. 1), (1 .2 )  единственно [7], то в силу теоремы  12.3. 1 р а б о ­
ты [5] при вычислении коэфф ициентов /г,- (7 =  1,2,...) оптимального  
управлен и я  (1 .8 )  д ля  системы (1 .1 1 )  мож но воспользоваться  м е­
тодом редукции.

6. Асимптотический ф ункционал

Вычисление искомых коэфф ициентов Pi (i  =  1,2,...) оп ти м ал ь­
ного управлени я  I* задачи  (1 .1 ) ,  (1-2) из системы (5 .1 )  з а т р у д ­
нительно.

О дн ако  м ож но у казать  аналитическое вы раж ен и е  д ля  в ы ч и с­
ления  достаточно дал ек и х  по номеру коэфф ициентов оптим ального  
управления.
И з равенств  (2. 13) и (2. 14) при N —>  с о  следует, что к о эф ф и ц и ­
енты pi ( i  — 1,2,...) оптим ального  у п равлен и я  зад ач и  ( 1 .1 ) ,  (1 .2 )  
могут быть представлены  в виде

(5 .5 )

(5 .7)
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Р‘ - ^  “ }' i} H i 1 +  . } ! ) ’ (6.1)/ = i  v ^  X,-
(*.= 1, 2,...),

где Яг (i  =  1,2,...) — корни квази полин ом а  (0. 2. 3),  а 
р , ( i — 1,2,...) — корни квази полин ом а (1. 16)

(р — а е г ^ )  (|х +  а е ^ ) — 1 = 0 .  (6.2)

С имвол ( | ) в (6. 1) означает, что в произведении П отсут­
ствует  сом нож и тель  с номером г =  /.

Д л я  разности

=  —  K  ( 6 . 3 )

на основании (2. 10) имеет место оценка
Вd

п 1 п2 ( 6 . 4 )

где е — ф икси рованная , п олож ительн ая , сколь угодно м а л а я  пос­
тоянная , В  — ограниченная  п остоян н ая  (В  — C o n s t  <  оо). Пусть 
р п корень квази полин ом а (6 .2 )  с достаточно больш ой по модулю 
вещественной частью. Это возм ож н о при достаточно б ольш ом  п  
в силу (2. 10). В дальн ейш ем , не н а р у ш а я  общности, полагаем  
т =  1. В оспользуем ся  (6 .3 )  и запи ш ем  квазиполином  (6 .2 )  при 
р  =  р та следую щ им образом:

^ n  +  d n— a e - 'K» - d«) ( — \ n— dn - ~ а е !А„) +  1 = = 0 .  ( 6 . 5 )

Т а к  к а к  при больш ом номере п  в силу  (6. 4) величина d n м ала , 
то со х р ан яя  в разлож ени и

e~d*

лиш ь слагаем ое  первого порядка  малости , из (6.5) получим
(kn +  dn— a e - x» +  a e - l» d n) ( — \ n — d n — a e ^ ) +  l = 0 ,  (6.6)

или

d n (1 + a e ~>■») К  ( l  +  - J j -  +  =  1, ( 6 , 7 )

т а к  к а к  Xn — корень квази полин ом а  (0. 2. 3).
Т а к  к а к  величина

А  . «

(6 .8)Х„ ^  X,

при достаточно больш ом п  сколь угодно м ал а  по сравнению с еди­
ницей, то, п рен ебрегая  ею, получим

d n = X„(l +  ое-х«) (6’9 )
И з  равен ства  (6.9), в частности, следует, что величину е в н е ­

равенстве  (6. 4) мож но полагать  равной нулю.
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Н а  основании (6 .5 )  — (б. 9) окончательно

где 0 ( d n) при достаточно больш ом  п  величина сколь угодно м а л а я  
по сравнению  с d n.

И з равен ства  (6. 1) следует, что
0 0  |

Рп = dn П  (1 +  1
к—1

или

Рп =  Ая е*ы

где Si„ — сумма ряда

(6 . 11)

(6.12)

С имвол ( | ) означает, что отсутствует сл агаем о е  с номером 
к  =  п.

Р ассм отри м  ряд

dk
*=i Л*

и разобьем  его на два  слагаем ы х
Нх
У

fc =  l ~  Лп
при этом К .  ( к =  /с, +  1, К] +  2,...) могут быть вычислены с з а д а н ­
ной погрешностью по асимптотическим ф о р м у лам  (0 .2 .9 ) .  Т ак  как  
п п редполагается  достаточно больш им, то м ож н о считать, что

п  >  >  К\ .  (6.15)

Но тогда, в силу (6.4) и (6.15),

dk

(6.13)

(6.14)

у  dk
*._! ^k

*1

Ж '  I h  -  >-n 1
Si (fi), (6.16)

где e i ( n )  — п олож ительн ая , сколь угодно м а л а я  при достаточно 
больш ом п  постоянная. Во второй сумме сп рава  в (6.14) на 
основании (0.2. 9).

I \ — К  \ > \ k — n \ ,
( к  — Ki +  1, К\ +  2,...). 

П оэтому, используя ( 6 .4 ) ,  получим
оо I

dk
k = k l + l  k с

у  D____
k J k x \  1 k [ k  —  n \  '

(k ф  n, В — const <  со).

(6.17)

(6.18)
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Но р яд  оправа  в (6.18) по п ри знаку  М акл о р ен а -К о ш и  сходит­
ся и при достаточно больш ом п  имеет суммой сколь угодно м алую  
величину, поэтому из (6. 18)

оо 1
2  ф

k - k + l  ' I t  ~ ~  к п

( п ) , (6.19)

где ё2( п )  — величина сколь угодно м а л а я  при достаточно б о л ь ­
шом п.

Из неравенств (6. 16) и (6. 19) следует, что

К  | <  £ l (rt) +  c2 ( л ) = е  (л). (6.20)

Рассм отри м  р яд  (6. 12). Т ак  как  при достаточно больш ом п
к а ж д а я  из величин

-т— ~~т— , (k  =  1, 2, ...), п Ф  к

в силу ( 0 .2 .9 )  и (6 .4 )  сколь  угодно м ал а  и так  как  ряд  в (6. 13)
абсолю тно сходящ ийся к сколь угодно малой величине при д о с т а ­
точно больш ом п на основании оценки (6.20), то, ограничиваясь  
при разлож ен и и  л о гар и ф м а  лиш ь величинами первого порядка  м а ­
лости, получим

Sin =  sn -f- 0 (s.,), (6.21)

где 0 ( s n)  — величина сколь угодно м а л а я  по сравнению  с s n при 
достаточно больш ом номере п.
Но тогда из (6. 10) и (6. 11)

Р п  Х „ Д '  ( h i )  Р п ^
(6 .22)

где О (р п)  — величина сколь угодно м а л а я  по сравнению  с р п при 
достаточно больш ом номере п.

И спользуя  для  вычисления коэфф ициентов /д ( i  =  1,2,...) в ы р а ­
ж ение (6 .2 2 ) ,  на основании равенства  (4 .6 )  при N — v те получим 
асимптотический ф ункционал  зад ачи  (1. 1), (1 .2 )

V х  ( 0  +  а I-1 ki Д" 0 :) 

или, в силу ( 0 .2 .3 )  и ( 1 .2 .8 ) ,

Ч е  1 

X, Л' (X,)

4 - J C ( 0  +  I  x ( t -  (-v)Pv.

* ( f  +  v)dv, (6.23)

(6.24)

7. Метод последовательных приближений 
для систем с запаздыванием времени

П усть дви ж ен и е  некоторой системы описывается  уравнениями



где aSj, bSj, tns, (s,  j  — 1,2,..., n)  — постоянные коэффициенты, 
g — искомое управление.

П у сть  в качестве  критерия оптимальности переходного процес­
са вы бран  интеграл

о о  j п  j

/ ( ! )  =  ] 2  asx sH t ) + d A d t ,  (7.2)
о IS-1 >

то есть рассм атр и вается  за д ан а  (0, 1), (0. 2 ) .  В соответствии с р а з ­
лож ени ем  ( 1 .1 .2 4 )  з ад ач е  ( 7 .1 ) ,  (7 .2 )  м ож но сопоставить задач у  
аналитического  конструирования  р егулятора  д л я  счетной системы 
обыкновенных д и ф ф ерен ц и альн ы х  уравнений вида

dUi (t)
_ ^ 2  =  Х/И>( 0  +  ЛД, (7,3)

(/ =  1, 2,...) .
П р и  этом искомое оптимальное управлени е  £* ищется из усло­

вия минимума ин теграла
j  п  Г с° ~\2

/ ( I )  =  П  2
L;=i

x Si (0) и, (t) +  cg3J dt .  (7,4)

Естественно предполож ить, что за д а ч а  (7. 1), ( 7 .2 ) ,  к а к  и з а д а ­
ча ( 0 .4 ) ,  (0. 5),  м ож ет  быть реш ена  с лю бой задан ной  точностью 
последовательностью  конечномерных з а д ач  А. М. Л етова .

Р ассм о тр и м  усеченную за д ач у  (7 ,3 ) ,  (7 .4 )  
dU; (А
— j j —  =  t - j U j  ( t )  +  k j l N , ( 7 . 5 )

(/ =  1, 2, N).

О птим альное  управлени е  I n *в э т о м  случае  ищется из условия 
минимума ин теграла

оо ( п  N  1 2  \

I n  ( Ы  =  1 2  2  (0) Uj (/) | 4 - c | n |  dt .  (7.6)
о l s = l  L7= 1  .1 1

И м еет  место следую щий результат .
Теорем а 7. 1. Если подставить в систему (7. 1) оптим альное уп­

равлен и е  I n * з ад ач и  ( 7 .5 ) ,  ( 7 .6 ) ,  то величина ин теграла  (7 .2 )  при 
достаточно больш ом  номере N  будет сколь угодно близ ка  к м ини­
мальной, то есть имеет место оценка

I / ( & ) — /(* * ) !  <i- s { ! ф (v )Р  +  ! | ф М Г )}’ 
где  6 — сколь угодно м а л а я  при достаточно больш ом номере N  п о ­
л о ж и те л ь н а я  постоянная, — оптим альное управление  зад ачи  
(7. 1), (7. 2),  ф(о) =
[— х s=; Ь == 0], ( s  =  1,2,..., п)  — н ачальное  возмущ ение, а норма 
оп ределен а  равенством

|| ф (v) ||Р> = s u p  | ф (v) |, [ — х <  v <  0],
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Пример. П усть движ ени е  регулируемой системы описывается  
уравнениями

^  =  * . ( 0 ,  (7.7)

dxг (0  _  *_ _  _ ■|*2 ( 0 + ^ 2  ( t  л)]— *1 ( 0  +  1>

где неизвестное уп р авл яю щ ее  воздействие £ д о лж н о  м иним изиро­
вать  интеграл

/  ( S ) = - 4 - T  [JC2 ( 0  \ - l ”] d t .  (7.8)
z о

Х арактеристический  квазиполином, соответствую щ ий системе 
(7. 7), имеет вид

Д (К) =  Х2 + - L  X +  1 +  - L  л е - -  =  0. (7.9)

П ервы е два  корня квази полин ом а  (7. 9) равны

,  (7.10)
у —  1.

В соответствии с р азл о ж ен и ем  решений, имеют место р ав ен ст ­
ва

2 X .V
е

x i  ( t  +  v) =  «/; ( 0  +  гТ  (v),

2 ,  X.v
he 1

x2 (/ +  v) =  2  1 % )  </i(0 +  z2' M -  (7.11)

Рассм отри м  зад ач у  ( 7 .7 ) ,  (7 .8 )  при (i  =  1,2) из (7. 11)
равны х нулю

dlJi = \ У ^ Ь ,  (t =  1 , 2 ) ,  (7 .12 )

2 /  ч \ 2
V  У‘ ( о +  &vi^ ,  Д' <>.,) I 1 fe2“ J (7ЛЗ)

П ерем енны е гд(Ф), (t =  1, 2), в (7 .12 )  и (7 .13) п редставляю т
собой линейные ф ункционалы

у .  ( / )  =  _ _ _ ф И 0  + л ,2 ( 0  _  1 f  * 2 ( t  —[- v  — 7т) e - v  dv . (7 .1 4 )
/ z о

З а д а ч а  (7 .1 2 ) ,  (7 .13) — за д а ч а  аналитического  кон струи рова­
ния регулятора  д л я  системы обыкновенных диф ф ерен ц и альн ы х  
уравнений.

Р е ш ая  ее, получим
^ * = - 0 , 1 6 * !  (/) — 0,56 х 2 ( t )—

 i -  J [0 ,1 6  sin  v — 0 ,5 6  cos v] X2 {t  +  v— тс) dv.
A о
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П р и л о ж е н и е  I

ЗА Д А Ч А  РАУСА-ГУ РВИЦА Д Л Я  К В А ЗИ П О Л И Н О М О В

К вадрати ч н ы е  ф ункц ионалы  Н. Н. Г р эсо вск о го  могут быть ис­
пользованы, в частности, для  реш ения известной из литературы  
[30] зад ачи  Р ау са -Г у р в и ц а  д ля  квазиполиномов. В прилож ении на 
конкретных прим ерах  приведена схема применения квадрати чн ы х 
ф ункционалов  для  реш ения упомянутой задачи .

1. Задачи Рауса-Гурвица для квазиполиномов

П усть д виж ени е  некоторой системы описывается  уравнением

2  +  2  (1)
/г— 1 р.=0 т: =  1

где с к, d m , т Г(—постоянны е ( т ц ^ О ) .  У равнению  (1) соответствует 
следую щий характеристический  квазиполином:

2  ЧР* +  S  S  d n  = 0 .  (2)
k=l  Д =  0 Tj =  l

З а д а ч а  Р а у с а -Г у р в и ц а  д л я  квази полин ом а  (2) состоит в том, 
чтобы найти условия, н ал агаем ы е  па коэффициенты  си, d v.4 и з а ­
пазды ван и я  тт, , при которых все корни рассм атри ваем ого  кв ази п о ­
линома имеют отрицательны е действительны е части. П ри  %ч =  0, 
(г) =  1, 2, ..., N ) квазиполином  (2) о б р ащ а е т ся  в полином, для  к о ­
торого решение р ассм атри ваем ой  зад ач и  известно.

Реш ение р ассм атри ваем ой  зад ач и  путем использования  прин­
ц и па  аргум ента  д ля  конкретных квази полин омов получено в р а б о ­
тах  Л. С. П онтрягина  [37], [38], Н. Г. Ч еботарева ,  Н. Н. М ейм ана  
[30] и др.

О днако  при решении зад ач и  Р а у с а -Г у р в и ц а  с успехом могут 
быть использованы  та к ж е  квадрати чн ы е ф ункц ионалы  Н. Н. Г р э ­
совского, построение которых в простейш их случаях  разви то  во 
второй главе.
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П ри  этом д л я  исследования  зад ач и  обычно достаточно вычис­
лить коэфф ициент при к в ад р ате  реш ения в ф ункционале V.

2. Задача Рауса-Гурвица  
в простейшем случае

Б  п а р а г р а ф е  р ассм атри вается  за д а ч а  Р ау са -Г у р в и ц а  д л я  к в а ­
зиполинома, соответствую щ его д и ф ф ерен ц и альн ом у  уравнению

d- ^ f ~ = i a x (t ) +  bx'(.t — *)> ( 3)

где а, b — постоянные, то есть д ля  характеристического  к в ази п о ­
лином а

д (Д) = — а — Ье~}л =  0. (4)

Д л я  реш ения р ассм атри ваем ой  задачи , состоящ ей в том, чтобы 
найти условия, н ал агаем ы е  на постоянные а, b и т, при которых 
все корни квази полин ом а  (4) имеют отрицательны е дей стви тель­
ные части, найдем  квад рати чн ы й  ф ункционал

о
V == А х 2 (/) -фх (t) j  В  (v) х  ( t -ф v) dv -f- 

o о
- +  J J  К  (p, a) x  (t  -j-p) x  ( t -f- o) dp da, (5)

прои зводн ая  от которого по времени в силу уравнени я  (3) я в л я е т ­
ся кв ад р ато м  решения

Г  = - 4 т - =  *«(*). (6)

В соответствии с расщ еплением  пространства , содерж ан и е  к о ­
торого и злож ено  в первой главе, уравнению  (2.1) будет э к в и в а ­
лентна счетная  система обыкновенных диф ф еренц иальны х  у р а в н е ­
ний

(t =  l , 2 , . . . ) ,  (7)

где U  (г =  1, 2, ...) — корни характеристического  квазиполинома
Дх (X) =  Х — &е-<а+Дт, (8)

a t j i ( t )  —-линейны е ф ункц ионалы
о

y l i t )  = x ( t ) e - at +  b J х  (/ +  v) e- 4 ^  dv. (9)

Корни квази полин ом а (8) предполагаю тся  простыми и р асп о ­
л ож енн ы м и в порядке  у б ы ван и я  действительных частей. П ри  этом 
решение уравнени я  (3) м ож ет  быть представлено в виде ряда

х (t  +  v) =  еа<Н-> J  у i (t), (10)
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где A' (Xj) — прои зводн ая  от характеристического  квази полин ом а  
(8) по Я при Я =  Яг.

И спользуя  построения первого п а р а г р а ф а  данной главы , н а х о ­
дим

V - e 2at У!  iAJP  (1П
(2а  +  X,-+  X,) Д'(X,-) Л ' ( X , )  • U  '

И ли, п одставляя  аналитическое в ы раж ен и е  линейных ф у н кц и он а­
лов у к(1) ( к — 1, 2, ...), искомый квадрати чн ы й  ф ункционал  п ред ­
ставим  в виде

2 а- а-< О

V  =  К  ( — с, - х )  *2 ( 0  +  V  *  ( 0  ] х [А' ( ~ Р  *) +

+  К  (у, — х)] х  (У- f  V) dv +
0 о
1 J А  (рг °) *  (У - f  р) х  (У - f a )  dp da, (12)

где
05 —̂ О+Р) —

УС (р, а ) = Ь Ч - 2“ -- _ ■ (2а  +  X,- +  Ху) Д '  (X,) Д ' (Х_,У ( 1 3 )

И спользуя  результаты  первого п а р а г р а ф а /  из равенства  (13), 
суммируя, получим а ^ р

К  (  \ —  ^ 2е а ( р + а )  b  s i n  Я  ( р — о )  +  а  s i n  Я  ( р — s — т )  +  fe c o s  fe ( р — я — - т )  , ,  . ,

A  ( Р >  2k  ь  +  a  c o s  k  ( р  —  г  —  т )  +  k  s i n  k  ( р  —  о  —  г )  ’  '  '

а при р ^  а
„  , .  6е ° ( р + ‘, )  6  s i n  Я  ( а — ? ) + а  s i n  fe ( я — р— т ) + / г  c o s  А: ( а  —  р — - т )  ,

А  ( р ,  о )    ^  fe +  а  ^ i T -( 5 — -  г )  +  k  s i n  ft ( я  -  р -  г )  • <15>

В равенствах  (14) и (15)

k  =  ] / о 2— а 2.

И з равенств (6) и (12) следует, что
2ат

V7 [ ф  ( v ) ]  = ~ V "  А  ( — х, - Т )  Ф 2  ( 0 )  +*2

ф (0) j  [А ( — х, v) +  * ( v ,  — T )]<p(v)dv-f
ai Ое

1 Ъ 
о о

+  I  j А (р, о) ф (р) ср (а) dp da =  — j  X2 (У) dt,
—т —т 0

где ф(о) — н ачальное  возмущ ение уравн ен и я  (3), а ф ункция
А  (р, о), [ — х"<[р, О < [ 0 ]

определена равенствам и  (14), (15).
Д л я  того, чтобы все реш ения уравнения  (3) были асимптотичес­

ки устойчивы, необходимо, чтобы квадрати чн ы й функционал
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V  [cp(v)] равенства  (16) при ним ал  на всех р ассм атр и ваем ы х  н а ­
чальны х возм ущ ен иях  ф (v ) , [— т Д  \ ' Д  0] отрицательны е значения 
У помянутое условие

будет т а к ж е  достаточным до первого изменения зн ака  неравенст­
ва. П оследнее  утверж ден ие  следует  из того ф акта ,  что увеличение 
з а п а зд ы в а н и я  м ож ет  привести лиш ь к уменьш ению области  а си м ­
птотической устойчивости на плоскости п арам етров  а и b у р а в н е ­
ния (2. 1).

Естественно, при этом предполагается , что при т =  0 область  
асимптотической устойчивости существует. Д л я  практического р е ­
шения р ассм атр и ваем о й  зад ач и  м ож но при влекать  Fie  весь к в а д р а ­
тичный функционал  E[<p(v)], а лиш ь его часть. Н апри м ер , пусть 
начальное  возмущ ение имеет вид

В силу (9) и (18) среди  начальны х возмущ ений переменных у и 
нет равны х нулю, так  как

о

Н о тогда, на основании (5) и (18) для  определения области

V [ф(у) ] < 0 (17)

0 при — т <с < <  0,

1 при v =  0.
(18)

Ук (0) =  ф* (0) -f b j  cp* (v) е - ("+ хк )(-+-> rfv =  1, ( k = \ ,  2, ...).



асимптотической устойчивости достаточно вычислить ко э ф ф и ц и ­
ент А.

В данном случае область  асимптотической устойчивости о п р е­
делится  неравенством

a cos k t — a sin k~ 
b 4- a cos кг -f k sin k~.

< 0  (19)

до первой смены знака . Н еравенство  (19) следует из (6) и (12).
О пуская  исследование неравенства  (19), приведем геом етри­

ческое изображ ен и е  области  асимптотической устойчивости р е ш е ­
ний уравнени я  (3) при т =  1 (рис. 3).

3. Задача Рауса-Гурвица для уравнения 
первого порядка с двумя запаздываниями

П усть движ ени е  некоторой системы описывается  уравнением

ЛХ} Р ' "=ах  +  Tl) +  ^2'v ”2)’ (20)

где a, b i, b2 — постоянные коэффициенты, 
t , i  т2 — зап азд ы в ан и я

(Т1, т2 =  'Const, Т2 >  Ti) .
Д виж ение , описываемое уравнением  (20), будет определено, 

если будет зад ан о  начальное возмущ ение

Ф (')> [ —"-2 <  v <  0].

У равнению (20) соответствует характеристический кв ази п о л и ­
ном

Д (> . )= Х — а — Ь ^ ' 1— 6 2е ~ Хта =  0. (21)

Корпи квази полин ом а  (21) предполагаем  простыми, р асп о л о ­
женны м и в п оряд ке  убы ван ия  действительны х частей.

К ратко  приведем р а зл о ж е н и е  С. Н. Ш ам ан о в а  в данном сл у ­
чае. С опряж ен ное  с (20) уравнение имеет вид

djLj p - =  — ay  (/) — b\iy (/ +  Д  —  b i y ( t  +  "j). (22)

О бозначим  через

л-; (v) =  ai e 'r  , yj  (v) =  b; e“ Y  , (23)

[ — to sT v "У 0), (i, j  =  1, 2, ...)

собственные вектора операторны х уравнений, соответствующих 
уравнениям  (20) и (22).

Их скалярн ое  произведение определим равенством

(Д (Д  Д  ('0) =  a-Pj
~1

1 -}-b i I Д  Tl1 e V' t/v - f



-j- b i  j  e A‘(v T2) e  V  d t

■ a,bj
—M l —Ml “ Ml --Х.Т»

1 + f t i -  -------- \ - b , - eЧ ч } - i  } . j

И з равенства  (24) на основании (21) находим

, 0 при i ф  /,
(М (v), у  j (v))

ai bi A' (X.) при i — / ,

Y K B

bi =  1,

(24)

(25)

где A'(X;) — производная  от квази полин ом а Л(/.) по л при л =  /,,-. 
П о л а гая

1

на основании (25) получим 

(Xi (v), I J j  ( v ) )

A' (A,)’

0 при I Ф  j,

1 при i — j.

(26)

(27)

Р ассм отри м  линейный функционал

u i ( 0  —  ( -V +  v )> г/; ( a ) )  =

о
=  A’ (0  +  6i j A- (/ - f  y) g ~ M (T1+ v> d't -f-

+  bi  j  A' 
—~2

(t  + v )  e_x' (';2+v)dv.

Л егко  показать , что 
du< (?) Д Ui ( t ), (t =  l. 2, ...),

Д ействительно,

M _ = ^  +  6 lX (/ +  v) e- ; '<"  + '',i0

(28)

(29)

4- 62 -v (/“ +  v) e
(-2+v)

+

+  ф  j a- (7 +  v) e 5 (T+v) c/v Д

■+b2 J A' ( t  -f- v) e A - + v) c/v = > . .  u . ( / ) .
— 7 2  J

Н о тогда уравнению  (20) эквивалентна  счетная система обы к­
новенных ди ф ф ерен ц и альн ы х  уравнений (29). П ри этом решение 
a  (7 +  v ) ,  [— т г Д Д Д  0], t >  0 представимо в  виде ряда
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П ерейдем  к нахож дению  условий, обеспечиваю щ их асим птоти­
ческую устойчивость решений уравнени я  (20).

Д л я  этого рассмотрим следую щ ую  квадрати чн ую  форму:

Очевидно, что

V  -  V ________________ ± 1 1 ________________

+  А/> Л' ( , )  Л' <

d V
dt

V  111
Г :  д ' 0 0

■ х 2 ( t ) .

(31)

(32)

П о д став л яя  в (31) вместо и к (i<= 1, 2, ...) их аналитическое 
вы раж ение , получим

о
П =  Лд'2 ( / )  4  А- ( / )  j /Д  (V) А (/ +  v) dv +

+  а ( П  j Въ (v) а  Д Д- v) dv Д- 
—'2

0 0
-г  i I K i  (p, ”) x  (t г  p) x Д 4 - c) 4p ch

— - 1  - - j

0 0
-f- j J ДЗ (o, Д x  ( t -f■ p) -V (/ -f- o) dp do +

-■! — tj 
U 0

+  j J D (p, о) X (t ± o )  x  (i 4-0) dp d-, (33)

где

v

B q (v) = 2/;, X
 X .(T -4-v)

e J ?
i .  ; — 1 (Д +  Д) A (Д) A (*.)y 

oo •' .О , ?•) —M Te+°)
■e-4 p  1 4  p  J  4

K q(o, и  ь ' ; Г л  Т З Г + Д д ' А '  (».,) Д' (Kj) ’

с о  — X ,(-1 Д - р )  — X ( - 2 - 4 - 3 )

Я ( р ,  о ) =  2 М . . 2  ‘г . ,  - Г -  А '  ( / . , )  \  ( Д )

(34)

П усть начальное возмущ ение уравнения  (20) з ад ан о  в виде 
f 0 при - - т 2 s£ v <  0,

Ф* (4  =  , п’ ( 1  при > — 0.
(35)

Тогда среди начальны х значений //ДО) нет равны х нулю, а 
именно, в соответствии с (28)

«ДО) =  1, ( / =  1, 2, ...)
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и, следовательно, д ля  исследован ия  р ассм атри ваем ой  зад ач и  дос­
таточно вычислить коэфф ициент А

Л (Ф +  ф (Д '(Ф )  
В соответствии с [43, 44}

(36)

1  (>■/ -  ••) А' ().,-) А С ) (37)1ЖЖ 1

на всей плоскости комплексного переменного X.
И ли

оо
V  L _  =    !___________
ш  1 ' г Л ф +  а +  bie ’j ' 1 д ьф'Г-

П о д ст а в л я я  (38) в (36), находим

(38)

А  =  V -------------------- 1  . (39,
)^1  (ф +  bi с > +  Ьге i ) A' ().j)

П редп олож им , что зап азд ы в ан и я  Т| и т2 кратны м еж ду  собой, 
а именно:

д  =  2тх =  2т. (4°(

Введем новое переменное

г =  Ф', (41)
ил и

?• = - Т  In г. (42)

Х арактеристический  квазиполином (21) запиш ется  в виде

А (г) = Д -  In г - a - h - -~  = 0 ,  (43)
при этом

А' (/.,) = т г ;-Д' <гф, (44)

где A '1 (гф — производная  от характеристического  квазиполинома 
(43) по z  при г  =  Zj-

И з равенств (3 .20) и (44) следует, что
оо

А --  X
М  ( ~ -  In Zj +  а +  b i Z j  +  b t Z j * j  -Zj A' (Zj)

  r ---------------- . (45)
j=
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Обозначим через а ш (к  =  1, 2 ,3, 4) корни полинома
b z z f  -j-  b\Zj3 -f- 2 яг  у2 b\Zj -f- b% = 0 .  ( 46)

П о л а г а я  корни полин ом а (46) простыми, на основании равен ст ­
ва (45) получим

Л = = ~ Г  2  ^  b, (г ,  — ад, (Д'  (Sjy  4̂ 7 )
k = \  j — i

где постоянные ск определены разл о ж ен и ем  функции

—   —з— Ẑ~~i---------------------  ( 48)
Ь‘22у - j” byZj  -f- 2 QZj  — biZj  -f“ ^2

на простые дроби.
Н а основании равенства , аналогичного  равенству  (37), из (3.28) 

получим

А — г ! V    £ *—  — . (49)bit
k =  \ —  in ak-x a k

Но тогда в силу (32) и (33) область  асимптотической устойчи­
вости решений уравнения  (20) найдется  из условия

,  4
-г-— У  — i — —г Т—  >  0. (50)6»Х ^  1 6l Ь-2 ’

к Л ----  In Яь— о — ------ —  STх * вА

В соотвествии с излож енны м  в преды дущ ем п а р а г ­
раф е  неравенство (50) рассм атр и вается  до первой смены зн ака
при увеличении зап азд ы ван и я .  Естественно, при этом п р ед п о л ага ­
ется, что при т =  0 область асимптотической устойчивости реш е­
ний уравнения  (20) существует.

О тметим, что при 6] =  0 неравенство  (50) совпадает  с соответст­
вующим неравенством  преды дущ его п а р а гр а ф а .

Р ассм о тр ен н ая  в данном п а р а г р а ф е  за д ач а  допускает  о б о бщ е­
ние на п запазды ван и й .

4. Частный случай задачи Рауса-Гурвица
для уравнения второго порядка

Д в и ж ен и е  некоторых технических систем м ож ет  быть описано 
уравнением

d̂ 1  =  b d- ^ p -  +  d x { t - z ) ,  (51)

где b, d  — постоянные, т — зап азд ы ван и е .
Введем обозначения

x ( t )  =  X\( t ) ,

dx (0 г , /А
Wt (-t ) -
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Тогда уравнение (51) может быть записано в виде системы 
двух ди ф ф ерен ц и альн ы х  уравнений,

В соответствии с расщ еплением  С. Н. Ш им анова , системе (52) 
эквивалентна счетная  система обыкновенных д и ф ф еренц иальны х 
уравнений

П ри этом реш ения x t ( t  +  v ) ,  x 2( t  +  v ) ,  / >  0, [— t ^ v ^ O ]  
системы (52) представимы  в виде:

где А'1 (/.,■) — производная от характеристического квазиполинома
(54) по X при X =  Xi-

Как и выше, корни квазиполинома (54) предполагаются про­
стыми, расположенными в порядке убывания действительных час­
тей. Рассмотрим следующую квадратичную форму

Производная по времени от формы V  в силу системы (53) 
представляет собой квадрат решения уравнения (51), го есть

Подставляя в (57) вместо у к (к  =  1, 2, ...) их аналитическое  
выражение, определенное равенством (55), получим 
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— — b x 2 ( t ) -j- d x i ( t —■х). (52)

(53)

где Xi — корни характеристического  квази полин ом а  
д ( \ )  =  ) * — Ьк— йе-''" =  0, 

а У г( 0  — линейные ф ункц ионалы

(54)

Ус (О - П ( 0 - Г  , *2 ( 0  +

(55)

ОО

(56)

оо

(57)

(58)



V  =  A x i 2 ( t ) -j- B x i  ( t ) ЛГ2 ( t ) -(- C x 2a (^) -j-

+  ЛД ( O J  D  (v )  X l ( t  +  V) d v  +  x 2 ( / ) J  £  ( v )  (7  +  v )  d v  +

+  I  I K  (p ,  3) A'l ( /  +  0 ) Л'1  ( f  +  a )  d p  d a ,  ( 5 9 )

где

V  ^  -  6) (■; -  b)
2 j  (X, +  Д )  Д ' (A ,) A ' (>.,■) ’
i, / 1

( 6 0 )

(  . :  V v  ( Д  A  ( •. , •)  ’  , 6 1 )

i, 7 =  1
oo

c  \ d  (A,. +  X,-) A ' ( / , )  A' Q . j)  ’ ( 6 2 )
i, / =  1

0 (, ) - 2 4 ^  . (д - Т 1 ^ ; '  (63)
i, /=1

V I  e"“Xi(T+ v)
£  (v) = 2 d  2 j  (x. +  >..) д , (X.) д '  (Xy, ’ (6 4 )

i, 7 =  1

- t y ' + p )  e - x/ - + AV I  e ^ " Г9> e~ Г " Г '
K  <P’ 3> = rf2 2 i ■(/, • >;T ~at '(M A 7"(>v) ’ (65)i. /=1

П о к а ж е м ,  что
оо

C =  — J л-x2 (0  dt,  (66)
0

где Ад ( I)  — решение системы (52) с начальны м  возмущ ением

{ О при — т sc v <  О,
1 п
1 при v = 0 .

Д ействительно, так  как

Hi ( 0 ) =  j j z r i '  V =  1 . 2 , . . . ) .  (б?)

то, на основании системы (53) решение x \ ( t )  системы (52) м ож ет
быть представлено в виде ряда

А! (О  = 2
е'У

А '  ( Х у ) '

/ =  1
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Но тогда

ад2 (7) dt
оо X.f
V  е '
ж  Л '  (А,) 
1=1

d t ,

и, п р едп олагая  вещественные части корней квази полин ом а (54) 
отрицательны ми, по луч им

С 1

1, /=л
(• ', И  • ';) Л '  ( А , )  Д '  ( Х у )

<>.,+>,. К г

£ ,  дч»,)А-С,)О ' — о

Вычислим коэфф ициент С.
В силу работ  [43, 44] имеет место равенство

1

i= i
(X,. -  X) Д ' ( / , ) Х2 —  ЬК  —  d e

на всей плоскости комплексного переменного X. 
Но тогда

оо

V  L_
Он +  Ч) А'/=1

(Ху) д;2 л_ 6А(. — Щ

Т ак  как д ; — корни уравнени я  (54), то

и, следовательно,

2/=1

А ле 1

1

d
Хр — ’

Х,а _  b l t

Он • Ху) Д ' (Ху) АН -  6-2Хг* -  Ц2

П о д ст а в л я я  (70) в (62), находим

X/2 -  К-С =

П о л а г а я
Л;2 —  6Х,-

1=1

Ai

[ А Л  —  b 2А(2 —  rf2 ] Д '  ( А , ) '

где
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Ар,:
Ь2

j /  - x + d2>

(68)

(69)

(70)

X л  —  Ь Щ  2 —  rf2 Xj +  Ад ' А; —  k l  А, -)- А О А; -  А» ’



получим

с

X

2*1 (А2а _  k f )

bk 1 — ар 
( А ;  —  * i )  Л '  ( X , - )

ул Ъкч А- *22
J . J  1 * 7  4- *2) Д ' (X,.) ■■ 

L 1=1

1
£
1 = 1

6*1 +  Ар 
~СЧ +  *1) А' (>■;) ■ ~ Ь

1
2*2 (*12 — *22) 

| 6*0  —  * 22

X

1=1
( X ;  —  * , )  Д '  ( X , )

Но тогда на основании (69)
*i sh * i t  — 6 ch * i t

c - 2 (*.,2 — /г!2) Id — Ai2 ch Aix -f- 6Ai sh *it] 
*2 sh Aot — 6 ch A2x 

2 ( * p  — A22) [d — A22 ch A2x -j- bk2 sh A2x]’

1 6 1

Puc. 4.

П о л а г а я  в равенстве  (72)
1/СоТ =  я

здесь и далее  г =  У  — 1 , получим
1 Г *i sh и. — 6 chu.

С ' 2 (*2а — Ар) ы  — ch t* + 6*1 sh ц d -f *г2
где

( 7 1 )

(72)

(73) 

6* 7  9



/г i тс

;l' ik ■> •

Ввиду того, что вес начальны е возм ущ ения  переменных у п 
(к  =  1, 2, ...) в соответствии с (67) отличны от пуля, то решения 
уравнения  (51) будут асимптотически устойчивы при 

k x sh  (а — Ь ch и Ь
Q kx* ch , b k i  s h  ;j. d  -■ У Д

>  o, (74)

так  как
лд2 — к | “ <5 0.

При этом неравенство  Q >  0 берется до первой смены знака . 
О пуская  д етальное  исследование неравенства  (74), приведем 

область  асимптотической устойчивости на плоскости п арам етров  
Ь и т i b < 0 )  I. рис. 4).

5. О решении задачи для уравнений  
более высокого порядка

В заклю чение прилож ения  приведем схему реш ения р а с с м а т ­
риваемой задач и  для уравнения  п-го  порядка

л-(">(/) +  а,**»-» (/) +  - . +  ап х  (/) +  «о л- ( ( - - . )  =  0, (75)
где ак (к  =  0, 1, ..., п),  т — постоянные (т >  0) .
Уравнение (75) может быть записано в виде системы:

A j  =  А Д

а „ - г = а „  (76)

х п =  — а ух п ( / )— ... — а„X1 (/) — Q0Ai (/ — т).

В соответствии с разлож ен и ем  С. Н. Ш им анова  системе (76) 
эквивалентна  счетная система обыкновенных диф ф еренц иальны х 
уравнений

y , ( t )  = U y i ( t ) ,  (t =  l, 2, ...) (77)

где 'м -  - корни квазиполинома
Л (к) =  / ( / . )  + А0е   0.

/  ().)=>." +  а 1Х " - Ч  ... +  я,„ 

a i j i ( i)  — линейные функционалы
■п-"2 и , / " - 3

Hi ( 0  -=Ai (/) ф х 2 (/) t . п—2
■ «V;

Ь . . . -l Х„ (/) - п_,- _ 2
г </,/

КО



-  ч = т t . . . .  ■ J  *  < ' + ' ) ' " + ’’ 1791

П ри  этом /-oe решение системы (76) мож ет быть представлено 
в виде ряда

м ы  •> -  v  - д й (0„ (80)
JrmA ' V'-i)f-1

где A'(Xj) — п рои зводн ая  от квази п оли н ом а  (78) по а .
П р едп олож и м , что исследование зад ач и  будем проводить путем 

вы числения квадрати чн ого  ф ункц и он ала  V, прои зводн ая  от кото ­
рого в силу системы (76) является  квад р ато м  решения уравнения  
(75 ) ,  то есть

^ L  =  W  =  x 1* ( t ) = x * ( t ) .  (81)

П о к а ж е м ,  что исследование в этом случае м ож ет  быть п рои зве­
ден о , если за д ан  полином /'(/.).

Действительно, в соответствии с (81) и (80) искомый к в а д р а ­
тич н ы й  ф ункционал  м ож ет  быть п редставлен  в виде

оо

к =  1  ( А : Ш Ш  О Т  у<‘> о д .  m
t , / = i

где ф (а) следую щий полином:

ф (а) — Л£ +  fli'.f -j- ... -j-й п —1. (83)
П о л а г а я  н ачальны е возм ущ ения равны ми

Ль ° ф ) = 0 ,  [ - т  д; v <  0], (I =  1 , 2 .........  / г - 1 ) ,

„ ( 0 П р и  — - гД v <  0
4 ( Д  =  , А (84)( 1  при v =  0,

сведем исследование зад ачи  к исследованию  суммы
ОО

Л== Ь  ; И (И) \  (-'.:) • (85)I, /=1
С ум м ировани е  справа  в (85) аналогично вы ш еизлож енны м.
Т ак  как  имеет место равенство

оо

V4 1 / ('■/)
('■/ г  ■ /) Д' СО /  (-->,/) /  (А/) -  «о2 ’ 

то, р а з л а г а я  на простые множ ители

/ п \ п п
' { >> у   _л"____ I У

ЛчяА I  j  -j- k  m  Аш А/ ( Д) / (Аф С02 .»■<« Ij -( /em 1 Ь — k„
m =  l m =  1
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и затем  повторно суммируя, найдем аналитическое вы раж ен и е  ко ­
эф ф ици ен та  А.

Естественно, при этом корни полинома f ( — K)f(X)  — а02 =  О 
п редполагаю тся  простыми.

Вычисление области асимптотической устойчивости решений 
уравнени я  (75) м ож ет  быть проведено с использованием  ан а л и т и ­
ческого вы р аж ен и я  коэфф ициента  А  на Э Ц В М .



Приложение II

ПРЯМОЙ СПОСОБ ВЫ ЧИСЛЕНИЯ
К В А ДРА Т И Ч Н Ы Х  Ф У Н КЦ И О Н А Л О В

П ри вычислении квадрати чн ы х ф ункционалов  д ля  линейных 
систем диф ф ерен ц и альн ы х  уравнений с зап азд ы ван и ем  времени 
м ож но использовать  способ, аналогичны й способу вычисления 
к вадрати чн ы х  форм д ля  линейных систем обыкновенных д и ф ф е ­
ренциальны х уравнений.

У к азанны й способ был применен в работе  [40] д ля  уравнения 
первого п орядка  в том случае, когда производная  от искомого 
к вадрати чн ого  ф ункц и он ала  в силу рассм атр и ваем о го  уравнения  
является  к в ад р ато м  решения. П риведем  схему применения его в 
простейш ем случае,

1. Схема вычисления квадратичного  функционала

П усть требуется  вычислить квадрати чн ы й функционал
о

V =  A x 2 (,t ) + x ( t ) j  5 ( v ) x ( /  +  v) dv +

0 0
4" J j К  (fo ~) X  ( t  -1- p) X  (/ -j-- a) do da, (1)

производная  от которого по времени в силу уравнения

— а х  (t  т), (2)

где а, х — Const, (т >  0), является  зад ан н ы м  квадрати чн ы м  ф у н к­
ци оналом  вида

«7 =  ML. =  Е х 2 ( 0  +  .V ( 0 F  (v) x ( t  +  v) dv +  

о о
“Ь I I М  (о, а) X (t  -f- р) X (t -j-a) d[a da. (3)

S3



П р ои звод н ая  от первого слагаем ого  ф ункц ионала  (1) в силу 
у равнени я  (2) суть

4 4*? ( 0 ... — 2а А х  ( t) х  (t — х). (4)
П роизводную  от второго слагаем ого  указан н ого  выше ф ункц иона­
л а  находим следую щ им образом:

d t [х (/) I  В  (v) X (/ +  v) dv ■ах ( t — r) |  В  (v) х  (t  +  v) dv +

+  * ( / )  J dv. (5)

И нтегрируя  по частям, второе сл агаем о е  равенства  (5) п р ед ста ­
вим в виде

о
x ( t )  J В  (v) d x  ( t  +  v) =  В  (0) X2 (/) — В  ( — X) X (t) X ( t — 1 ) —

х О  I ^ г х (* +  у) dv-

Аналогично
о о

dt S $ К  (р, 3) л- ( /  -ф р) л: ( /  -ф a) dp da  =

(6 )

= х ( 0  I [/с (0 ,  V) +  /С (V, 0 ) ]  * ( /  +  v) dv-

—  л : —  a) J [ / ( ( — т, v) + /С (V , —  т)] х  ( / 4 - v )  dv-

о о

ш
Р/б (р, а) . р/б (р, д)

д а  Ра
]  x ( t  +  р) х  ( t -ф о) dp do.

Но тогда  из (4), (5) и (6) получим 

Е  =  В (  0),

=  +  v) +  /C(v, 0),

М ( Р ,

(7)

(8 )

(9)

д а

При этом д о лж н ы  вы полняться  неравенства  
2аА = В  ( — т),

a f i ( v ) — Д ( — с, 'О — A" (v, — ") = 0 .

У к аж ем  схему решения системы (8) в том случае, когда задан ны й 
квадрати чн ы й функционал  имеет вид

W  =  — x 2( t )  (10)
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Тогда имеют место равенства:

В ( о ) = -  1

V)— / с (v, о ) = о , ( 1 1 )

до да

Из условий (9) и системы (11) следует, что
I о (о-— з) при о <  а

К ([>, — 1 /’ ч ^I ф (т — р) при о <  о,

где

дК  (р, о) | дК  (р, g) _ q

( 12)

Ф (С )= а В
(13)

[ — г ж  С, р, а ж  0] .

Д и ф ф ер ен ц и р у я  второе равенство системы  (11), получим у р а в н е ­
ние

И нтегрируя  (14), на основании первых равенств из (9), (11), а 
т а к ж е  (12), (13) найдем искомый квадрати чн ы й  функционал  V.

2. Некоторые зам ечан ия

Во второй главе  получено решение зад ач и  (1) — (3) и тем с а ­
мым решение системы (8) с условиям и (1.9). Это решение я в л я е т ­
ся в тож е врем я и единственным. Н еобходим о отметить, что ф у н к­
ция Л-(р, сг), [— I - у р, огфО ] м ож ет  быть менее гладкой  по отно­
шению к задан н ой  функции М { р, а ) .  В ы ш еск азан н ое  утверж ден ие  

непосредственно следует  из результатов  второй главы. В связи с 
этим метод решения задачи  (1) — (3), развиты й во второй главе, 
явл яется  более работоспособным. В частности, не вы зы вает  з а ­
труднений применение его в том случае, когда зад ан н ы е  функции 
F ( v ) ,  М (р ,  о) имеют разры вы . Д а л ее ,  мож но было бы искать  для  
уравнени я  (2) квадрати чн ы й ф ункционал  V в виде

(14)

о
у  =  А х 2 (Г) +  х  (/) J В  (v) с (/ +  v) (В +

о
4- У С н г Д /  ; v) dv +

0 О
+  У у к  ( / ,  С) л:(* +  р) * ( / + ■ - )  d o d o (15)

при следую щ ем задан ном  квадрати чн ом  ф ункц ионале  W: 
W  =  Ex* (t) +  N x  (t) х  (t  — т) +  Qx2 (t  — -) +
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+  X (t) J  F  (v) x ( t  +  v) dv +  X ( t - x )  J  P  (v) X (f +  v) dv +

+  I I M  (о, „и) Л' (/ -f- p) x  (/ + o )  dp da, (16)

то есть так  же, как  в работе  [40].
О днако  автор ограничился задачей  вида (1 )— (3) на основании 

следую щ его рассуж дения: уравнению  с зап азд ы ван и ем  времени 
экви вален тн а  счетная система обыкновенных д и ф ф еренц иальны х 
уравнений, д ля  которой при исследовании устойчивости решений 
необходимо строить квадрати чн ы е  ф орм ы  счетного числа перем ен­
ных. Т ак  как  переменные в соответствии с р азл о ж ен и ем  являю тся  
линейными ф ункц ионалам и , то, суммируя под знаком  интеграла, 
придем к зад ач е  вида (1) — (3).
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