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КОЛЕБАНИЯ ТОНКОСТЕННЫХ ОБОЛОЧЕК
С СОСРЕДОТОЧЕННОЙ МАССОЙ
ПРИ ВОЗДЕЙСТВИИ СЛУЧАЙНЫХ ПУЛЬСАЦИЙ

В газотурбинных двигателях корпуса основных и ф орсаж ­
ных камер сгорания, сопла, трубопроводы большого ди­
аметра и некоторые другие конструкции представляют собой обо­
лочки. В большинстве случаев оболочечные конструкции несут 
па своих поверхностях сосредоточенные включения масс в виде 
бобышек, штуцеров, мелких агрегатов. Основной динамической 
нагрузкой для таких деталей является пульсирующее давление в 
омывающем конструкцию потоке, которое в общем случае наибо­
лее полно можно описать случайными процессами.

Вынужденные колебания механических систем с распределен­
ными параметрами, подверженных случайным воздействиям, в 
том числе и тонкостенных оболочек, достаточно полно рассмотре­
ны в работах [1, 3, 7, 10, 11]. В указанных работах реше­
ние представлено в виде разложения по собственным функциям. 
Применительно к системам с дополнительной сосредоточенной 
массой такой метод требует предварительного решения громозд­
кой детерминистической задачи. Д ля  тонкостенных оболочек при­
меры решения таких задач приведены в работах [2, 5, 6. 12]. К а ж ­
дую собственную форму колебаний в этом случае представляют в 
виде разложения по собственным функциям системы без допол­
нительной массы, а собственные частоты определяют из решения 
громоздких трансцендентных уравненай.

Изложенный в данной статье метод основан на использовании 
функции Грина [9]. Этот метод, с одной стороны, позволяет из­
бежать решения трансцендентного уравнения, с другой, — полу­
чить решение в более компактном виде. Предлагаемый метод ока- 
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зывается значительно эффективнее не только при решении задач 
о вынужденных колебаниях систем с дополнительной сосредото­
ченной массой, но и в отдельных случаях применительно к систе­
мам без дополнительной массы (например, когда функцию Грина 
удается представить в замкнутом виде).

1 Рассмотрим оболочку, несущую сосредоточенную массу М, 
координаты срединной поверхности которой определяются векто­
ром х, а координаты места расположения сосредоточенной мас­
сы — вектором х м. Оболочка нагружена случайным пульсирую­
щим давлением, стационарным во времени, переменная составля­
ющая которого — р (х, -t). Д альш е будем учитывать только пуль­
сирующую составляющую давления.

Пульсацию давления в точке ху представим в виде интеграла 
Фурье

с о

р  (лу t) — | р ( х , (о) е ш  rf(«,
—  с о

где со — круговая частота,
/ — время.
i — мнимая единица.

Положим далее, что связь между реакцией оболочки R (переме­
щением, внутренним усилием, напряжением и т. п.). в точке с ко­
ординатой х  и радиальным усилием Р в точке Х\ на частоте <о оп­
ределяется зависимостью

R ( x ,  лу, <о, t) = P ( x 1, <о) 3^ (г, лу, ш) е ' ы1 ,

где од(х,  лу, со) — комплексная гармоническая функция влияния 
(функция Грина).

Тогда на основании принципа суперпозиции для линейных си­
стем можно записать:

с о  с о

R ( x ,  t) :л j | J  R (х,  лу, <о, t) d s 1 йш =  j | j j  р ( х и  со) х
—  с о  S  — с о  S

X ФДд-, лу, со) d s : + Mi»2w (лу,, со) ол (лу лу,, со) j e iu,tdm, (1)

где га (луь со) — радиальные перемещения точки хм поверхности 
оболочки,

S[ — элемент поверхности оболочки.
Используя соотношение (1), установим связь между спект­

ральными плотностями давления и функции R(x, t ) .
Спектральные плотности перемещения сосредоточенной мас­

сы, взаимные спектральные плотности пульсаций давления и пе­
ремещения сосредоточенной массы, а такж е взаимные спектраль­
ные плотности пульсаций давления в точках с координатами зу, 
х \  вводятся формулами [8]:

<да*(лу,, о) р (лу, и') >  =  F ^ p (.Гм, лу о) о ((.> _  со'),
<р*(ху, <о)w (лу,, 0)') >  =  F,w (лу„ лу, in) о (:!) ~ «>'), (2)
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< w * ( x M, m) w (x m, w')>  =  F w ( х м, c«) 5(c o  —  со' ) ,  

<  p *  ( л д ,  (o) p  ( x i , c o ' ) >  =  / Д ( х 1, X u  c o ) S ( ( o —  со') .

Здесь угловыми скобками обозначена операция осреднения, а 
звездочкой — комплексно-сопряженная величина, б (со—со') дель­
та-функция Дирака.

Функция F w (xс, о) обладает свойством спектральной плотности, 
функции F pw( x м, лд, со), F wp( x M, лд, со), /дДлд, лд, со) по частоте 
обладают свойством спектральной плотности, по координате — свой­
ством корреляционной функции.

Функции /Д, f pta /Др могут быть получены также интеграль­
ным преобразованием Фурье соответствующих корреляционных 
функций:

оо

F w P{x.м, лд, <о) =  ~  § < w * ( x M, со, /)/;(лд, си, /  +  т ) >
— оо

СО

F pw(x M, лд, со) =  1 < р * ( * ъ  ">. о  да (л*,„ со, / +  т ) >  е ~ 1Ш~ d- \  (3)
— оо 

оо

F w (x M, со) =  - дт  5 < а ’* ( л'м,  со, / ) ж > ( х м, /  +  т ) >  с/т.
—  ОО

После подстановки (!) в выражение (3) и несложных преобразо­
ваний, учитывающих (2), легко убедиться что:

Я М Л'1. И- "’) г'ш(х*’ Ае "0*6
Д а ) р ( л м , Л ] ,  с о )  —  2 -  ,

1 - - Л * < 0  Ою  (лсм , Л-м , о )

ЛФ "0 ' ° Л ЛМ' Ли М)* 1
/ * " (хм, .XJ], со) =    —-----------------------    ,

1 —  М<*2 b w  (  л -м , Х м , со)

М \\F iXxv ЛД> П' ) 5Ц лм. -Д. "') М л'м- л'ц ••')dF dsi
F* w  ( х м , со ) =  —-----------------------------------------------------   —--------------— .

(1 - м<»~ о* (л д , ,  л м , . . . ) ) ( !  - M F  aw ( . v m, v m, <■>))

(-)

Из полученных зависимостей можно установить, что величины 
F w P(Xn, лд, со) и F pw( x su лд, со) — комплексно-сопряженные, а вели­
чина Fw  (лд„ со) — действительная.
Аналогично, подставляя в равенство

оо

Д / Д л д  со) =  —  ^ < / Д ( л д  со, / )  /ф (лд  со, /  +  т ) >  и - ' 01' с / т
—  ОО
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формулу (1) и учитывая (2), получим общую зависимость, связываю­
щую спектральные плотности реакции оболочки и пульсаций давления

F r ( x ,  со )  =  J j  j  j  F p ( л у ,  л у ,  ( о ) о ^ ( л г ,  л у ,  ш )  л у  л у ,  о ) )ds ldSi~r
S  S'

+ УИсй - [ Off (л, Л'м, со) J j  Г  рю (ЛЦ,, ЛЦ, (o)Ciyj(.V, лу, c>)c/Si -ц
■S

+  0 ^ ( л у  Л м , < ■>)[! F Wp(x„.  л у ,  со)ол ( л у  л у ,  0 ) ) c / S i ]  +
S

+  м 2 ш4/щ0 (Лм, ш) Од (лу лу,, со)йл (х, лу,. со). (5)

П одставляя выражения (4) в (5) и учитывая, что F wp — F pW, 
окончательно получим:

F r (лу со) =  И И /у0 (лу, лу, о.) с|) (л, лу,, лу лу. со, М) d s x ds\.  (6)
Л

г д е  Ф  ( л ,  л у , ,  л у ,  л у ,  со, М )  =  С щ ( л у  л у ,  0 > ) 0 / э ( х ,  л у ,  со) У -

. n  п  , , , М Л - ' V  ‘'2  С?<Л , лу, со) (лу,, су, -у
- г  2  К е  iYJco-   ; г г л гл — 7 7 г

1 —  М(й2 0^  ( л ы , Л м . со)

д Щ -И -  -У,- “ ) * * ( * ■  Лм' ' " > Щ ,( л м, V,, л )  0ш (лу,, л ; ,  со)
-Г- IVг со    —--------------

|1 -  ЛЬД О У (л-м, лу,, со)] [1 -  МоД йш (лу,, су,, о,)]

Как следует из равенства (6), спектральная плотность реак­
ции оболочки с сосредоточенной массой на пульсацию давления со­
стоит из двух частей, одна из которых зависит от дополнительной 
сосредоточенной массы. Д ля  замкнутых круговых оболочек это 
свойство является весьма важным по следующей причине.

В неподвижной системе координат уравнения движения зам ­
кнутых круговых оболочек без дополнительной массы допускают 
две системы решения, с четными и нечетными функциями окруж ­
ной координаты. Поэтому такая оболочка потенциально обладает 
двумя спектрами частот. Однако, ввиду круговой симметрии,, соб­
ственная частота инвариантна к четности функции окружной 
координаты, и оба спектра оказываются одинаковыми. Сосредото­
ченная масса вносит окружную асимметрию, и если начало коор­
динат совместить с местом ее расположения, то станет очевид­
ным. что четной и нечетной функциям соответствуют два различ­
ных спектра. Причем один из них зависит от сосредоточенной 
массы, другой — не зависит. По густоте оба спектра в среднем 
равны, и, кроме того, густота каждого из них равна густоте спек­
тра оболочки без сосредоточенной массы. При воздействии на 
оболочку с сосредоточенной массой широкополосной нагрузки 
спектр ее реакции будет содержать в два раза больше максиму­
мов, и дисперсия реакции будет больше, чем у оболочки без до­
полнительной массы. Степень отличия дисперсий оболочек с до­
полнительной массой и без нее определяется величиной массы и



частотным диапазоном возбуждающей нагрузки. Из равенства (6) 
следует также, что и для незамкнутых оболочек дополнительная 
масса приводит к дополнительному нагружению.

Структуру равенства (6) можно интерпретировать следующим 
образом. Первое слагаемое соответствует реакции оболочки без 
сосредоточенной массы, второе слагаемое обусловлено работой 
пульсаций на перемещениях, вызванных действием сосредото­
ченной силы инерции, и работой сосредоточенной силы инерции 
на перемещении, вызванном пульсациями, третье слагаемое обу­
словлено работой сосредоточенной силы инерции на вызванном 
ею перемещении.

Равенство (6) легко обобщается на случай подсоединения к 
оболочке сосредоточенного осциллятора. В этом случае

Ф(лд лд,, ЛД, Х и  <0, М) = Ъ*к(х, лд, ш)Ъд(х, Xu to ) -h

где с — комплексная жесткость осциллятора.
П олагая в (6) М— >оо, получим реакцию оболочки, неподвиж­

но закрепленной в точке х м.
При действии на оболочку дельта-коррелированных и стацио­

нарных в пространстве пульсаций, спектральная плотность кото­
рых

2. Рассмотрим подробнее замкнутую цилиндрическую оболоч­
ку при воздействии стационарных в пространстве пульсаций. Д ля 
этого используем полученную в работе [4] систему гармониче­
ских функций влияния.

Д ля  радиального прогиба

+  2 Re(.'VW’—с)
ф Д л ь  лд,, Д  Х Д х ,  л-г  о,) 6да ( . V ,  Л Д . со) 

1 - ( , И . о * - О о ш(Л-м, ЛД„ со)

X

(АЬ> С *  )( . '■!  СО с'Р'лдлк ЛД,, 1о)Зд(л,  лд,, <о)х

Д |  ( - V  -Д . - )  bw  (л д , ,  лд, со)

Г р  (ЛД, лд, о) =  /Д(со)о(лД — ЛД),

спе ктр альн ая  плотность реакц ии вычисляется по формуле

Г н (лд <«) =  /Д(«>) ,И Ф(лд лд,, лд, со, M ) d s x.

8® (Ф Ф, ®i <•) \1Г] (®, хК Х ф  +



для функций напряжений

, !> - \ л S‘n Кт '  Sin >-т П ч/Ол (-, О, Cl, С5,, О)) =  А:!, >  >   л—--- X
л  ' 1 л  ’ A i  (1 ~ e - ’- - pi  ) d .

m =  1 j  — 1 J

X [ Е й  (cp, cp!)(cx +  /с;4 ) COS ay (y — y ^ X

+  E v  (y, ?i)(5X +  Zs*)sinoy- (y -  y,)], 

где Ем  (y, «?!) =  f>-p '  +*-*■> +  g- P/ (р-р.) .

£ .v (? , ?1) =  ^  (-  -  e - 9’ ;

9P3  /?3 ш /?
Л , =  л / а  +  - ^ ; А ; =  ^ 4 Г З ( 1 - ; % ; / . „ ,  =  т  , (m =  l , 2 , . . . ) ;

;, у — относительные координаты поверхности цилиндриче­
ской оболочки, отсчитываемые соответственно от ле­
вого края оболочки по ее образующей и от места 
оасположения сосредоточенной массы по окружности;
( ? < r i ) :

Eli3
D =  f.-> _П2у ~~ цилиндрическая жесткость;

I, 1R, h — соответственно длина, радиус и толщина стенки обо­
лочки;

Е,  у, v) — соответственно модуль упругости, коэффициент Пуас­
сона, коэффициент внутренних потерь материала обо­
лочки;

, W W W W ф ф ф ф
^7 ’ » РУ» аУ> ^гу» •> S r j i  S t /  i Ст/ t  C t j , S r / , S t f

функции номера члена ряда пг, частоты и параметров оболочки, зна­
чения которых определяются по рекуррентным зависимостям, приве­
денным в работе [4].

Функции влияния для внутренних усилий, Ту, Т% S, Му, М 2, М 12 
связаны с выражениями (7) и (8) известными зависимостями: 

для мембранных усилий
д 2 о,,. д 2 5. д 2 6,

т‘ R 2 и , - ' т- R 2 d l 2 ’ 's R 2 d l  d s  '

для моментных усилий
D ( \  +  ir,) /  рг г)2 у %



Заметим, что функции влияния (7), (8) зависят от разности 
углов ср—(рь Поэтому, не нарушая общности, положим ср =  0. 
Тогда функция влияния реакции оболочки может быть записана 
в общем виде

,  , , V \ 1  s i nXm £ s l n ) . m S1
Х?(?> Ч' ®i. «>) =  с4я ▼j 7 , —  ТХТТфY d 7

X [(fry +  i c f j ) E ly('pi)cos c- cpj (Srj +  iS t j ) E?j (yi) sin ay cpj]; (9)
2Rдля мембранных усилий A/? =  t

crj = C r j  ( p j  Oj ) 2sr/ pj oj ; Ctj = ctj (py ay) 2s^. p j о . ,

4  =  4  (Р/ -  Г  ) + 2 c ry ?J  °y ; S0  =  V < X  -  °y )  +  24  Ф/ °У :
2 I  Z  'V  Т . ,  '  2  Ф  т . ,  1 ^ _  V  .  * 2 '* -  •r j  — Лm r j » Ctj  =  £*,•» 5 r y — '"m S f . , 5/y ^m Sfj •>

-----------  f?
для моментных усилий A R = —\ у  3 (1 —p2) ^  ;

C r ‘j  =  (Cfy -  rtc7j  ) [ a  ( p ;  -  a } )  -  АД ] -  2  ( i f y  -  v t f }  ) a  P /  9 /  ;

4 *  =  ( ^ ’y +  Cf] ) [ p  (py -  ay ) -  A ' , ] -  2  (■>qs?f  +  Sf j  ) Щ  * j  ; 

s r j  =  ( 5 ry —  ris t j  ) Гх (py —  a J ) —  X n ]  +  2 ( c r j T)S<y ) p p y  ~j  >

s t j — ( y)s '?j +  % )  [ p ( p y  — ay )  —  /ф„]  +  2 ( д < Х у  +  f ? / )  *AP /  a  у ;

Crj  =  (c’ry rAY/) (py ~  ay 4 A m ) 2 ( s r y А Х у ) р у  Су ’

м.> / t £ ) ,  Ш \  / 2 2 - 2 \ О/  _cC' \
Ctj =  ( TtCrj  i Ctj  ) (py ay p A m ) 2  (ajSry -Г S /y )  Py 3y >

,sv’) =  ( ^ y  -  длфу ) ( p}  -  ay -  ЧАД)  +  2 ( ^ y  -  v f y  ) ? /  3 . ;

% '  =  ( r i-sVy +  X y H p y  —  ay —  p  A m ) X  2  (дСуу +  f / / )  Py a j  .

Спектральную плотность пульсаций давления представим в виде 

Ф, rf i ,  ® ь  со) =  С р ( с о ) / б ф ( ф ,  Ф ) / С Д ?  1, ®i),

г д е  / Ф Д ф ,  Ф ) =  c o s 3 y  (ф  —  ; i  ); ( 1 0 )

/С/у (да, tpj) =  А> <М c o s p  Ф (ср, —  cpj);

a y , аф , Зу , Зр — константы, характеризующие пространственную 
корреляцию пульсаций давления.
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Подставляя выражения (9) и (10) в (6), получаем формулу для 
определения спектральной плотности реакции замкнутой цилинд­
рической оболочки

0 0  ° °  9  D D

F r ( \ ,  ?„, ? м ,  =  2  I m n l A l l T n ^  ? м ,  Т м .  ?) +
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Значения коэффициентов р, о, с, s, d  с нижним индексом к  оп­
ределяются по формулам для вычисления соответствующих коэф­
фициентов с индексом /, заменяя в них i на к.
Значения N^fui, получаются из заменой в верхних

индексах соответственно w на R  и R  на w.
Интегралы типа /  тп> £*2jkv *̂3jK> 4̂jK МОЖНО П рбД С ТЯ В Й ТЬ В ВИ Д6 
суммы двух интегралов, например, 

ь  . _ a f z _.'N
I m n  =  I S i n  Ц f <2 * " COS %  ( A ™ ? ! )  S i n  >-m d-%i (l%i +

0 0

+ j s i n X m p J e  1 cos М м  — ; i ) s in  а„ Д  tfs-Lflfsi,
о Ел

каждый из которых выражается через табличные интегралы от 
произведения тригонометрических и показательных функций.
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