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В Ц И Л И Н Д Р И Ч Е С К О М  КАНАЛЕ С ПОДВОДОМ ТЕПЛА

У с л о в н ы е  о б о з н а ч е н и я

ср— удельная теплоемкость в изобарическом процессе, 
Д ж /кг-гр а д ;

F — площадь поперечного сечения потока, м2; 
k — показатель изоэнтропы; 
m — массовый расход газа, кг/с; 
р — давление, бар;

P=Pz/pi — отношение давления на выходе к  давлению на входе; 
у R — газовая постоянная, Д ж /кг-гр а д ;

S — энтропия, Д ж /К ;
Т — температура, К ;
и — внутренняя энергия, Д ж /к г ; i 4
v — удельный объем, м3/кг;
V — функция Ляпунова [1 ]; , 

y =  >nnltni — отношение массовых расходов (в Т Р Д Д  — степень двух

Л = Г 2 а/7 У  — степень повышения температуры в канале;
Я — приведенная скорость;
I  — коэффициент сопротивления;

Т j  П \ \  — отношение температур на входе в канал; 
л, q,z, х — газодинамические функции числа Я [2 ];

о — коэффициент восстановления полного давления; 
х — время, с;

бх—dxljc —  относительный дифференциал параметра х; 
о) =  (/]/© — комплексный параметр взаимодействия потоков;

контурности);
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И н д е к с ы .
* —  полный параметр;

1 , 2 —  вход и выход из канала;
1,11 —  I и 11 потоки

тр —  трение.

Проектирование нового и анализ работы существующего 
Т Р Д Д  с общей форсажной камерой („ТРДДФсм) выполняются в 
предположении, что на входе в камеру- газовые потоки основ
ного и наружного контуров полностью перемешались [3—5]. В 
действительности, вследствие ограничения п'о массе и длине в 
существующих конструкциях ТРДДФ см [6, 7], потоки из кон
туров, не перемешиваясь, сразу поступают в общую форсажную 
камеру. На режиме без подвода и сжигания топлива она час
тично является камерой смешения. При сжигании топлива (под
воде тепла) в камере два газовых потока имеют весьма различ
ные параметры. В связи с высокими степенями подогрева и 
большой разницей между повышениями температуры в одном и 
другом газовых потоках задача по изучению их совместного те
чения является актуальной.

В прикладной газовой динамике [2] рассматривается задача 
с подводом тепла в одномерный газовый поток при его движе
нии по цилиндрическому каналу. Устанавливаются соотношения 
для определения параметров газа и, в том числе, уменьшения 
полного давления в газовом потоке.

Рассматриваемая задача представляет собой более сложный 
случай совместного течения двух газовых потоков. С целью уп
рощения анализа и выяснения влияния степеней подогрева и на
чальных условий на входе в камеру на параметры на выходе 
будем рассматривать крайний случай, когда потоки движутся 
совместно без перемешивания. Такой подход является плодо
творным, например, при изучении совместного течения двух по
токов через общее реактивное сопло [8— 11].

Движение в цилиндрическом канале вначале рассматривает
ся без трения, а затем с учетом трения потоков с одинаковыми

Рис, 1. Схема совместного течения двух газовых пото
ков с подводом тепла на участке 1— 2
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газовыми постоянными и различными показателями изоэнтропы 
(&i и ku). Схема течения показана на рис. 1. Подвод тепла осу
ществляется на участке 1—2. Для упрощения параметры в сече
нии '2 будем записывать без индекса 2, например A,i и Яц.

Параметры потоков на выходе из канала определяются с ис
пользованием основных уравнений газовой динамики: уравнения 
энергии, уравнения неразрывности и уравнения количества дви
жения. Уравнение энергии устанавливает связь между полными 
температурами на входе 7П, Т ш , количеством подведенного 
тепла и полными температурами на выходе Т\* и Тц*. Решение 
этого уравнения для рассматриваемой задачи тривиально, по
этому будем предполагать температуры заданными 2Y и Тц*. 
Остальные два уравнения запишем с привлечением газодинами
ческих функций числа X.

Уравнение неразрывности для одного потока обычно исполь
зуется в виде [2] m— mP*Fqiy Т*. Решая это уравнение относи
тельно площади F, а также учитывая, что из условия цилиндри- 
чности течения справедливы равенства
Pi — Рп — Р> F1i Jr F l u  =  F 1 -\-F  п ,
для рассматриваемой задачи получим уравнение неразрывности 
в относительных параметрах:

( l  +  О  - Ы -  = - ! ~ х
q\ I V 1 1 1  Ti I /  ®i?i

-  X I  т  I I  \

1 1 - г - -  (1)х  I V & i  +  схш ]/д  Xl
UI I

Для одномерного потока уравнение количества движения 
представляет собой равенство

mw +  pF — ] / " k- ̂  1 RT* mz.

При совместном движении двух потоков по цилиндрическому 
каналу, без трения уравнение количества движения, исходя из 
этого равенства, преобразуется в соотношение:

z i  I +  2 ]  п  C j  ш  =  l / ^ A j  Z [  +  ] / Д ц  Z\\ .  (2 )

Итак, для определения трех независимых величин Хц Яи и 
Gi получены уравнения (1) и (2). Необходимо еще одно усло
вие для получения замкнутой системы уравнений. Такое поло
жение возникает всегда в задачах с совместным движением раз
личных материальных тел. В этих задачах граничные условия 
допускают существование нескольких форм совместного движе
ния, из которых, в действительности, будет реализоваться одна, 
наиболее устойчивая, форма движения. Значит, дополнительным 
условием для решения рассматриваемой задачи является усло
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вие устойчивости совместного течения двух газовых потоков. Для 
определения этого условия воспользуемся вторым законом тер
модинамики. Он устанавливает, что реальные, необратимые про
цессы протекают с максимально возможным приращением эн
тропии [12]. Действительно, подвод тепла в поток газа является 
необратимым процессом. В термодинамике [13] в качестве кри
терия необратимости устанавливается изменение энтропии As. 
Величина AS определяется через параметры газа следующим 
образом [13]:

2

AS =  I (du - f  pdv)/T.
i

Преобразуем это соотношение, переходя к  полным парамет
рам и предполагая, что газ совершенен, т. е. что его параметры 
удовлетворяют уравнению состояния pv — RT, а удельные тепло
емкости не зависят от температуры и давления. В результате 
получается равенство
ASf =  ср In ( П  /Т { )  +  R In {р\ Ip l) ,  (3)

Для рассматриваемой системы двух газовых потоков величи
на суммарного приращения энтропии AS*,  исходя из формулы
(3), будет определяться выражением:

(1 +  у) ASj -  R ( - ^ - = n ~ ln A i Aft# — In ej о^). (4 )

Определим максимум функции ASs , учитывая, что в равенстве
(4) величины Ах и Ац являются заданными, а переменной вели
чиной является комплекс
У =  а1аУу ' (5)

Комплекс (5) можно назвать, энтропийной функцией в связи с 
тем, что он определяет изменение энтропии-потоков.

Используя известные соотношения

°i =  P i /P i  I =  P{*i i/^ i ); оц =  ~Р ( * 1  и/*п)» ■
получим выражение для комплекса V, удобное для последующе
го анализа:

V ^  ( Л и .  с\+у. ' (7)
V :* П  )  1

Максимуму приращения ASs соответствует минимум функции V 
(в реальном движении У < ;1 ). Данный вывод справедлив и для 
течения при наличии сил трения. В этом случае в величины (6) 
должны входить затраты полного давления на преодоление сил 
трения.

Следует подчеркнуть, что выражение для энтропийной функ
ции получено, опираясь на второй закон термодинамики, и оно
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справедливо настолько, насколько справедлив этот закон, кото
рый и устанавливает качественную сторону (направленность) 
процессов, происходящих в физических системах [5].

Таким образом, для. определения трех неизвестных величин 
A . I ,  Лц и а ! получены уравнения (1), (2) и условие минимума 
энтропийной функции V. Для использования этого условия полу
чим соответствующее уравнение, которое определяется при диф
ференцировании формул (7) и приравнивании результата нулю:

( о т : ,  —  8 т :, !  —  Зтгп  +  о т :,  п )  -J- 8 а ,  =  0 .  (8 )
1 +  У

В это уравнение входит относительный дифференциал бсц. Для 
него устанавливаем выражение, исходя из дифференциального 
уравнения расхода, получаемого из равенства (1):

A, Ci® V Ь и хп (2 — * 1  ) 8Д — Ti (2 — тц) ®Хц=  —    А
II ^ 1  V \  +  Cl® / А П _ Д  —

A I I  Т 1

I  C i ®  T 1 И  ( 2  T i  i )  I  —  Т 1 1  ( 2  —  Т 1 и )  8 А , I I

Хч ‘ *1 п  1 + C i ®  N - i . A l L .
X i И  T i  I _

— bqi+bqu.  (9)
Формулы для дифференциалов bq и 6я, необходимые в последу
ющих преобразованиях, получаются в виде:

b q  =  1 -  х-2-  5А; =  —  —  [(10) ̂ х k +  1 х ”V '
Используя соотношения (9) и (10), преобразуем уравнение (8): 

A j  C i ®  У А ц  '’• и  T i   ̂ ® ^ i  T i  ( 2  x i i )  8 ^ n

X"  TI / д Г + С 1 ® У д ^ Xl T"
* 1 1

* 1  i  C l ®  T 1 I I  ( 2  T 1 1 )  5 * i  i  — 1 T i  i  ( 2  ~  T i  I i )  s * i I I

Xi n  * i i  i  +  C i ®  - ^ L L
*i и

+

+
1 +  У

2 ^n  ( У  xi 11 л  ^ 2ki ( * i
& * ll ;   ^ 1  II ~  U I I  T-

A ? ,
- L L -  8 Xi i

* i i  +  1 V * n Ti и / ' * i + 1 \  ^

1 -  XI щ  +  1 ~ XU- oX, , «  0. (H)
4  I

Для определения связи между относительными дифференци
алами Ыи и bXi, а также бХш и 6Хц используем уравнения воз
мущенного движения. При определении устойчивости предпола
гается, что возмущенные движения происходят под действием
тех же внешних сил, которые учитывались при определении не-
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возмущенного движения [1, 14, 15]. В данной задаче невозму
щенное движение в окрестности рассматриваемого сечения опи
сывается уравнением количества движения

+  Схш У  Дхf zu =  const. (12)

На основании этого равенства получаем уравнение возмущенно
го движения

V (2i +  d2 [ ) +  CjW У Д п (гп - f  dzn ) =  const. • (13)
Из соотношения (13) вычитаем равенство (12) и, используя со
отношение:

dz =  — X2

получаем искомые связи между дифференциалами'

,Ыи п 1 - Х 2

T i 1 — X
SXI .

II

SX, п =
XI

Сщ>
I I I

4 i
 ̂ ~  !
1 —  X] л

8ХI I .

(14)

(15)

Выражение (15) получено из соотношения (14) при значениях 
Д ц =  1 и Д ц 1 = 1 .

Преобразуем уравнение (11), используя формулы (14) и 
(15):

2у
1 +  У

X

kl -j- 1
i L L
Ti i

+
kn +  1

j n  I I  

TI I I

6Xn M I Ml

X

X

5Xi

X

*1 +  1 

1 -  q
1 — x?i

T  "T I

2 — V 'l l
T  I I

“HI

X

• и

1
C l  Ш

[11
Сцо

T  I I  

A11

Y ~ -

T  I I

Z11

2 —  т11 +
T  I I

C l ®

Cl<0
T  I I  

* 1 1

T  I I  

H i 
x i  i

ri и

l - * n
- -  *i n BX

I  I

BX.

T I 2 — x.

+

+

2 ~ J l
hi

1 — x f ! BX11

2 — x 

1 +  

1 -

+
I I Ci® l / ;

+

T I

T i

Ci<i

x2Ai

V
=  0 .

T I

T I

1 - x ?11
1 - x 2

L X
i ti i 2

Д I I
X

*?
i xf i +

(16)
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В это уравнение входит отношение 6 A ii /бАц для определения ко
торого делим формулу (15) на (14):

оХ, II   /  Ац X, л \  1 — Х1 I 1 — X?j 8Х, I
8 Х п  , V х п  V i  1 - х ?  1 _ Х ? П  8Х, • U / )

Индексы I и I I  равноправны по отношению к исследуемым 
потокам. Отсюда следует, что отношения 6 А1 1 / 6 А1  и Ькщ/Ь/.ц;

а) должны быть инвариантны к  индексам, т. е. переходить 
одно в другое при взаимной замене индексов, так как это — 
формальная операция, не изменяющая физическую картину;

б) должны удовлетворять уравнению связи (17);
в) должны равняться единице при Ai— Ащ  и Ап— Аш, так 

как это случай идеального теплоизолированного течения, в кото
ром нет изменения скоростей.

Нетрудно убедиться, что выражения, установленные на осно
ве уравнения связи (17):

и  1 I а , !  /  A l  X I I  А 11 ' 11—  Х 1 1 Х 1 I I V  / , т

1  +  V  V n  *г~  т л ? 7  т л 7 | 7 ) '  • ^
\ (< , •, /  Д 1 * 1 , Х , 1  1 - Х

л

B X 1 I I  1 / 4 , 1 /  X 1 I I  Х 1 1 —  Х 1 I  1 —  Х 11

вх,

+   _
B Aj j  2 \  ^  у  Д ,  X t I  X

I I  X1 I 1 —  XI  1 —  X 1 I I

(19)

удовлетворяют сформулированным условиям.
Используя формулу (18), преобразуем уравнение (16):

2 у ( fti И I  xu i  11 xi п 1 Х 1 I/  * i____ Х 1 I
V *i +  1 Ti I1 +  У V * i  +  1 ^ 1 1 * п  +  1 Т1 ц  Cl<0 x i 1 1 —  х? I I

T 1 I I  2  “  I  , 1 X1 I I  1 ~~  Х1 I

2 —Тц! ^ 1  2 -  т, п Сх* хи  1 - Х ? „  1 - X ?  t

1 Х1 I I

X

Сцч X. . т

х 1 +

I I  МП

д 1 Хц  Х 1 I  1 ~  Х1 1 ~  Х 1 I I

Ац Xj ц Xj 1 —■ х 1  — X?
I I

2y  (  * 1  Xi , * 1 1  Xn 1 N/
I h j _ "  1 7  г  ь j _ i  т r , m л

1 + У  \  *1 +  1 T i  * i i + 1 т ц  C l “

X 1 f  AI V... 1 ~ .) +  1 _
X  V  дп XI 1 ~ X?I j  "XI

X
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2  Ti 1 •, /Л Ai 4 i  1 — Xi

X h - Y~ i  2 —  t i i  C 1“  V a i i  X i  1 - ^ 1 I I

- 1 ]  /  — 1
’i« V  Дц

x i i

Cl“  V Aa \  hi 

 -  о. (20)

Это уравнение совместно с уравнением (2) образуют систему 
для определения величин 7л и Ап. Из уравнения (1) определя
ется коэффициент gi. При A i = l  и А п = 1  получается частное 
решение системы уравнений (2) и (20) A i= A n  и A ii= A in , кото
рое отражает известное положение, что при движении двух по
токов в цилиндрической трубе без трения и взаимного смешения,” 
а также без теплоподвода не происходит изменения параметров. 
В общем случае после определения величин Ai и Аи из уравне
ния (1) определяется величина щ. Структура уравнений (2 ) и 
(2 0 ) такова, что их решение возможно методом последователь
ного приближения.

Представляют интерес предельные величины степеней повы-’ 
шения температуры, соответствующие значениям:
А! =  1 и А „ =  1. (21)

Определим их в случае

X, i =  Xt п =  А* и k\ — k\\ =  k. (2 2 )

Из равенства (2) получаем первое соотношение для определе
ния искомых величин

] /A i  +  со V Ли =  — (1 +  ш)- (23)

Второе соотношение устанавливаем, используя уравнение (20),
которое при условиях (2 1 ) и (2 2 ) преобразуется в равенство:

1 +
/ - ч г ) -k +  1 1 +  у  0

- т Ы 1 +  ^ - / ^ г )  +  1 “ 0 ' (24>
Из уравнений (23J и (24) получаем предельные величины 

z i  (1 + у У г ~в)  12
Аи = 2 { У  V  9 +  di) (2 5 )

A I = = A  n d \ ,  ( 2 6 )
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у  в

При X i = l  получаем d i = l ,  а из формул (25), (26) A i=  
— Д ц = 1 , что вполне соответствует физическому смыслу. При 
у— 0 и у — оо вместо двух потоков имеем один поток, для кото
рого как из формулы (25) при у = 0, так и из формулы (26) при 
у = оо получаем одно и то же выражение для величины Д, что 
также соответствует физическому
смыслу задачи. Единая формула 
для величины Д получается также 
при 0 = 1 .

0=0

0 0,6

Рис. 2. Зависимость коэффициента Рис. 3. Зависимость предель-
d\ от числа X, и отношения темпе- ных величин Ai и А п  от числа

ратур 0 X, и соотношения массовых
расходов у:

0 = 0 ,  3;  1, 4 — (1 + У ) ~ 1 * *  1; 
2, 5 — (1 + у ) _1==0,5; 3, 6 -  

(1 +г/)-*=о

На рис. 2 приводятся графики зависимостей dl — i(Xu 0), 
рассчитанных по формуле (27), а на рис. 3 — графики величин 
Дг и Дц, рассчитанных по формулам (25) и (26). Видно, что пре
дельные величины Дх и Дц существенно различны.

Рассмотрим течение газовых потоков с трением. Учитывая, 
что потери давления на преодоление сил трения определяются 
соотношениями
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уравнение количества движения, в отличие от уравнения (2 ), за
пишется в виде:

„      р
2 j х +  CjUiZj и =  )/"A i z{ - f  C1 u) ~\f Дп 2 ц - j - -------   . p 1 = ---------- h

+

mi

P тр  I I

V ^ r RT‘ >

"  /  ̂ г - е т -
m

где сила трения Р тр — ДР^р Р.
Используя формулу для массового расхода m — pwF, полу

чаем окончательное выражение уравнения количества движения:

( k  \г11.+ C-^Zy п =  V^Ai ( Z\ +  k  ̂  ̂ ixp i Xi j'4-

+  CjU) V An ^Zn - f  ~ &n +  i t̂ p и ^п ) • (28)

Дифференцируем правую часть этого уравнения для того, чтобы 
установить связь между относительными дифференциалами, 
аналогичную зависимости (14) и необходимую для определения 
величин Xi, Хи, ai при течении потоков с трением. В результате 
дифференцирования и преобразований получаем

1 / " * Д Г  1 ~  I 1 +  * i  +  1 ?тр ! ) ^  * п
-  -  - & г \ /  - 7  V — Ь  - т г  8X1 • (29)

1 I 1 +  йц +  1 £тр 11) Лп

Преобразуем уравнение (11), используя формулы (15) и (29):

2 У
1 + У

 ^  I ^11 .̂1 II 1 ^ 1 II 1 Хд I \

* 1  +  1 T1 I ' * 1 1 + 1  г ! I I  ^ 1 “  *11 1 —  *1 п  I '

ч, 6 * 1  I _ *1_____ ^1 *11 ХП  1 v
Х  8Xj * 1 + 1  Т 1 * П  +  1 TII  Cl(B

v , /  _ A l  ' ~ ( ' + v + t ^ p i ) I
I /  Д,Т *т /  k

11 1 - l \ -I- 11 £ Ь 2
1 +  Ап +  1 ^  П ) П

2  л
- - — - X
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+

MI Ml
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(30J

M M

Д л я  определения о тнесени я  6Я1 i / d K i ,  входящего в уравнение 
(3 0 ), выполним преобразования, аналогичные тем, с помощью 
которых была получена формула (18 ) для потоков без трения: 
делим формулу (15 ) на (29 ) и на основе полученного результа
та и рассуждений, которые были изложены при выводе форму
лы (1 8 ), приходим к  искомой формуле:

6 А1 I

6 А,

X

1 +

1 — Xi I I

л / ~  A l  X I IV А 11 А 1 I I

1-  И
М I

' kl + 1  Мгр I А

1 - 1
Ml

Аи

X

(31)

* „  +  1 TP HJ
Используем формулу (31 ) для окончательного преобразования 
уравнения (30 )

2у А2
1 I +

А21 I I 1 I I
X2 ' 
A 1 1

М I

М I I

М  I I  

Х 1 1
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C1 I I
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1 I I
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A 1 I I
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2у I k{ _ j _  kU Xil
1 +  У \  k x +  1 - TX 1 k u -{  1 T l t  C l»
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! ~ ( 1 +  k x +  1 £ r p I  ) XIx  - ;•> '■■■: l  . 1 z l ! l l x

I  At ¥ \ +  Т.. X
1~ ( 1 + 'Л 7 Г Г  трП) xn

k\
2 ~ TI , 1 i  /  A l  — K± l  ‘ * V " ‘ A l

Cx» J / A TI
> , i .

„  w -  Г h  , _ ( 1 + _ i n  s V ,

X
* n+ i

xi i

l - X *
=  0. (32)

1

Уравнение (3 2 ) совместно с уравнением (28 ) позволяет опре
делить числа и Яц при течении потоков с трением. Затем  из 
уравнения (1 )  определяется величина оi.

Т аки м  образом, в результате использования второго закона  
термодинамики получены соотношения для определения п ара
метров совместного течения газовых потоков в коротком цилин
дрическом канале.
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А. Н. Печенкин, Б. Д. Фишбейн

РАСЧЕТ ТРЕХМЕРНОГО ТЕЧЕНИЯ ИДЕАЛЬНОГО ГАЗА 
В КАНАЛЕ МЕТОДОМ КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ

Метод конечных элементов (М КЭ ) получает в инженерной прак
тике все большее распространение для решения задач механики 
жидкости [ 1 ] благодаря простоте аппроксимации сложных гео
метрических поверхностей и большой гибкости алгоритмов и про
грамм на основе этого метода. В связи с этим представляет ин
терес сопоставление .результатов расчета трехмерного течения в 
каналах с помощью М КЭ  и результатов, полученных ранее дру
гими методами, обеспечивающими высокую точность, но приме
нение которых для конкретных разнообразных геометрических 
сложных устройств затруднено.

Трехмерное безвихревое поле течения при расчете М КЭ  [2] 
определяется через потенциальную функцию скорости <р с векто
ром скорости W выражением iF=V<p.

Уравнение неразрывности для установившегося течения име
ет вид:

V (РУФ) =  0, (1)

где р = р 0 ( 1  — ( ( k— l ) / ( f e + l ) )  ( V<p/a)2) 1/(h-1) — плотность сжи
маемой среды, выраженная через плотность заторможенного, 
потока ро и критическую скорость а для газа с постоянным по
казателем изоэнтропы k согласно [3].

Метод конечных элементов включает дискретизацию области 
решения, интегральную постановку задачи и локальную аппрок
симацию функции в каждом элементе [4—6]. Неизвестное ре
шение для потенциала скорости ср в каждом элементе аппрок
симируется выражением

ф е = [ Ы ] . { с р К  , .  (2)

где {ф}е — вектор-столбец значений потенциальной функции cpj 
в узлах элемента е; [W] — вектор-строка интерполяционных 
функций формы 1V;.

Согласно методу Галеркина, требуется в пределах рассмат
риваемой области D свести к нулю взвешенное среднее значение 
погрешности, возникающей при подстановке (2 ) в ( 1 ). Заметив,

54


