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мер в теории графов, теории автоматов, теории
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Введем следующие обозначения
 ´ � µ0,1¶-  множество логических
 |·|-  мощность множества
 2¸-  булеан над множеством

 · � ¹ � µ�º, »�│º ∈ ·˄»
 2¸�¾- множество бинарных отношений
 º�»- альтернативная запись
 2¸�¸- множество бинарных отношений
 1¸�¾ � · � ¹- универсальное
 0¸�¾ � ∅- пустое бинарное отношение
 �̧ �¸ � µ�º, º�|º ∈ ·¶ ∈ 2¸
 �� � µ�º�, º*�|�º�, º*� ∉ �¶
� ∈ 2¸�¸; 
 �� ∪ �* � µ�º�, º*�|	�º�, º
бинарных отношений ��, �
 �� ∩ �* � µ�º�, º*�|	�º�, º
бинарных отношений ��, �
 �p� � µ�º*, º��|�º�, º*� ∈� ∈ 2¸�¸; 
 �� ⊆ �* ⇌ �� ∩ �* � �� ⟺��, �* ∈ 2¸�¸; 
 �� ∘ �* � µ�º�, º*�|∃ºe ∈ ·
бинарных отношений ��, �
 ÈÉ � µº�|∃º* ∈ ·	�º�, º*�
отношения � ∈ 2¸�¸; 
 ÊÉ � µº*|∃º� ∈ ·	�º�, º*�
отношения � ∈ 2¸�¸; 
	� ∈ 2¸�¾- функционально функция
�¾�¾; 
	� ∈ 2¸�¾- тотально, если и только
	¹¸ ⊆ 2¸�¾- множество тотальных
	´¸�¸- множество двуместных
 ËÌ � µ�º�, º*�|��º�, º*� �
� ∈ 	´¸�¸; 
 ÍÉ�¸�¾� � 〈2¸�¾ , �∪,∩�〉- 
отношений из · в ¹; 
 ÐÉ�¸�¾� � 〈2¸�¾ , �⊆�〉- ограниченное
бинарных отношений из ·
 ÑÉ�¸�¾�� � 〈2¸�¾ , �∪,∩, 0¸�
полукольца (идемпотентные
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следующие обозначения и определения. 
ество логических значений; 

множества ·; 
множеством ·; 

∈ ¹¶- декартово произведение множеств
бинарных отношений из · в ¹; 

альтернативная запись для �º, »� ∈ � ∈ 2¸�¾; 
множество бинарных отношений на ·; 

универсальное бинарное отношение из · в ¹; 
пустое бинарное отношение из · в ¹; 

¸�¸- тождественное бинарное отношение
¶ ∈ 2¸�¸- дополнение к бинарному

º*� ∈ �� 	∨ �º�, º*� ∈ �*¶ ∈ 2¸�¸- 
�* ∈ 2¸�¸; 
º*� ∈ ��	˄�º�, º*� ∈ �*¶ ∈ 2¸�¸- 
�* ∈ 2¸�¸; 

� �¶ ∈ 2¸�¸- обратное к бинарному

⟺�� ∪ �* � �*- включение бинарных

·	�º�, ºe� ∈ ��	˄�ºe, º*� ∈ �*¶ ∈ 2¸�
�* ∈ 2¸�¸; 
� ∈ �¶ ∈ 2¸- область определения

� ∈ �¶ � ÈÉwf ∈ 2¸- область значений

ционально (функция из · в ¹), если и только если

тотально если и только если ÈÉ � ·; 
множество тотальных функций из · в ¹; 

множество двуместных предикатов на ·; 
� � 1¶ ∈ 2¸�¸- множество истинности

�〉  ограниченная дистрибутивная решетка

ограниченное решеточно упорядоче
· в ¹; 

�¾ , 1¸�¾�〉, 	ÑÉ�¸�¾�* � 〈2¸�¾ , �∩,∪, 1¸
идемпотентные) бинарных отношений из · в ¹. 

“Advanced Information Technologies and Scientific Computing” PIT 2017 

произведение множеств · и ¹; 

 

бинарное отношение на ·; 
бинарному отношению 

объединение 

пересечение 

бинарному отношению 

включение бинарных отношений 

�¸- произведение 

определения бинарного 

область значений бинарного 

если и только если �p� ∘ � ⊆

истинности предиката 

дистрибутивная решетка бинарных 

упорядоченное множество 

¸�¾ , 0¸�¾�〉- 
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 ÓÉ�¸�¾� � 〈2¸�¾ , �∪,∩, 			��〉
решетка с дополнением) бинарных

Нетрудно показать, что�e ∧ �� ∩ �e ⊆ �* ∩ �e ∧ �〈2¸�¾ , �∪, ⊆�〉, 〈2¸�¾ , �∩,⊆
полугруппы, вообще говоря решеточно

При изучении бинарных
алгебраических систем Í
учитывают существование дополнения
многие свойства бинарных
понятие дополнительного
бинарного отношения �̧ �¸
антисимметричности его дополнения

Рассмотрим алгебраическую, ⊆�〉. 
Напомним логические следования
логики предикатов, которые потребуютсяÕº���º�� ⟺ Õº*��º*�,  Õº*��º�� ⟺ ��º��,   Õº�Õº*��º�, º*� ⟺ Õº*Õ∃º���º�� ⟸ ��º��,   ∀º���º�� ⟹ ��º��,   ∃º�∀º*��º�, º*� ⟹ ∀º*∃º∃º�}���º�� ∨ �*�º��� ⟺ }∃∃º�}���º�� ∨ �*�º*�� ⟺ }∃º�}���º�� ∧ �*�º��� ⟹ }∃∀º�}���º�� ∧ �*�º��� ⟺ }∀º�}���º�� ∨ �*�º*�� ⟺ }∀º�}���º�� ∨ �*�º��� ⟸ }
где �, ��, �* ∈ ´¸�¸, Õ ∈ µ∃

Также напомним, что
���º�� ⟺ �*�º��, если и только

Из (7), (9) и характеристического
операции композиции бинарных
дистрибутивности  относительно

�� ∘ ���* ∪
и свойство полудистрибутивности

�� ∘ ���* ∩
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��〉- булева алгебра (ограниченная дистрибутивная
дополнением) бинарных отношений из · в ¹; 

показать, что ∀��, �*, �e ∈ 2¸�¸	�� ⊆ �* →�� ∘ �e ⊆ �* ∘ �e ∧ �e ∘ �� ⊆ �e ∘ �*� ⊆�〉, ÙÉ�¸�¸� � 〈2¸�¸, �∘,⊆�〉- 
вообще говоря, решеточно упорядоченные. 

изучении бинарных отношений обычно оперируют
ÍÉ�¸�¾�, ÐÉ�¸�¾�, ÑÉ�¸�¾�� , ÙÉ�¸�

существование дополнения в структуре ÙÉ�¸�¸
бинарных отношений удобно формулировать

дополнительного элемента. В частности, свойство

¸ ∪ � ∪ �p� � 1¸�¸ удобно определять
антисимметричности его дополнения �� ∩ ��p� ⊆ �̧ �¸, или наоборот

алгебраическую структуру ÚÉ�¸�¸� � 〈2
логические следования и равносильности операций квантификации

предикатов которые потребуются нам в дальнейшем. 
�        

      
Õº���º�, º*�,      

      
      

º���º�, º*�,      
� }∃º����º��� ∨ }∃º��*�º���,   
� }∃º����º��� ∨ �*�º*�,    
� }∃º����º��� ∧ }∃º��*�º���,   
� }∀º����º��� ∧ }∀º��*�º���,   
� }∀º����º��� ∨ �*�º*�,    
� }∀º����º��� ∨ }∀º��*�º���,   

µ∃, ∀¶. 
напомним что ���º�� ⟹ �*�º��, если и только, если

если и только, если ���º�� ⟹ �*�º�� и �*�º�
и характеристического условия, определяющего

композиции бинарных отношений, непосредственно следует
относительно : 

��* ∪ �e� � ��� ∘ �*� ∪ ��� ∘ �e�, ∪ �e� ∘ �� � ��* ∘ ��� ∪ ��e ∘ ���, 
полудистрибутивности  относительно : 

��* ∩ �e� ⊆ ��� ∘ �*� ∩ ��� ∘ �e�, ∩ �e� ∘ �� ⊆ ��* ∘ ��� ∩ ��e ∘ ���. 
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ограниченная дистрибутивная 

→ ��� ∪ �e ⊆ �* ∪�, то есть 
упорядоченные 

обычно оперируют терминами 

� �¸�, то есть не 

¸�. Тем не менее, 
формулировать, используя 

тности свойство линейности 
удобно определять, как свойство 

или наоборот. 
〈2¸�¸, �∪,∩, 			�, 	p�,∘

равносильности операций квантификации 

  (1) 
  (2) 
  (3) 
  (4) 
  (5) 
  (6) 
  (7) 
  (8) 
  (9) 
 (10) 
 (11) 
 (12) 

и только, если ËÌf ⊆ ËÌ&, а 
� �� ⟹ ���º��. 

определяющего результат 
непосредственно следует, свойство 
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Также очевидно, чтоR�. Таким образом, 
полукольцо. 

Введем бинарную операцию2¸�¸ по правилу: �� ⋆ �* � ��� ∘ ��*��������� � µ�º�, º
 Легко понять, что одновременно�� ∘ �* � ��� ⋆ ��*��������� �

∈ 2¸�¸, �
��* ∩�� ⋆ ���* ∪

�� ⋆ 1¸�¸ �
1¸�¸ ⋆ �� �

�� ⋆ � ̧̅ �¸
� ̧̅ �¸ ⋆ ��

Кроме того,  

R� ⋆ �R* ⋆ Re� � R� ⋆ }��* ∘�����
� �R�� ∘ ��*� ∘ ��e������������������ � q��� ∘ ��*��������������������������

Таким образом, установлено
идемпотентное полукольцо
полукольцу ÑÉ�¸�¸�e . 

Далее, рассмотрим произвольные
можем записать 
�� ⊇ �* ⟺ ��� ⊆ ��* ⟹⟺ ∀�e	�� ⋆

Аналогично, устанавливается
�� ⊇

Из чего следует, 
полугруппа, вообще говоря решеточно
двойственной к полугруппе

Исходя из характеристически
операций  и , можем записать
º��� ∘ ��* ⋆ �e�º* ⟺ ∃ºe�
 (13) 

Из (1)-(3), (6), (7), (10), (13) 
предикатами следует, что 
º��� ∘ ��* ⋆ �e�º* ⟹ º��	�
∧ q∀ºy}∃ºe�º���ºe ∧ ºe�*
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очевидно что 0¸�¸ ∘ R� � R� ∘ 0¸�¸ � 0¸�¸, для
образом ÑÉ�¸�¸�e � 〈2¸�¸, �∪,∘, 0¸�¸, �̧ �¸�〉-

бинарную операцию , двойственную к операции

� º*�|∀ºe ∈ ·	�º�, ºe� ∈ �� 	∨ �ºe, º*� ∈
понять что одновременно 

�� µ�º�, º*�|∃ºe ∈ ·	�º�, ºe� ∈ �� 	∧ �º�� ⋆ ��* ∩ �e� � ��� ⋆ �*� ∩ ��� ⋆ ��e� ⋆ �� � ��* ⋆ ��� ∩ ��e ⋆ ���, ��* ∪ �e� ⊇ ��� ⋆ �*� ∪ ��� ⋆ �e�, �e� ⋆ �� ⊇ ��* ⋆ ��� ∪ ��e ⋆ ���, 
� ��� ∘ 1�¸�¸������������� � ��� ∘ 0¸�¸������������� � 0�¸�¸ � 1¸
� 1�¸�¸ ∘ ���������������� � 0¸�¸ ∘ ���������������� � 0�¸�¸ � 1¸
¸ � ��� ∘ � ̧̅̅ �¸������������ � ��� ∘ �̧ �¸������������ � �ß� � ��,
� � �̧̅̅ �¸ ∘ ��������������� � �̧ �¸ ∘ ��������������� � �ß� � ��.

} � ∘ ��e������ � R�� ∘ q��* ∘ ��e������������������t������������������
=R�� ∘ ���* ∘ ��e������������������

� �*����t ∘ ��e��������� � �R� ⋆ R*����������� ∘ ��e������������������ � �R� ⋆ R*�
образом установлено, что Ñ�É�¸�¸�e � 〈2¸�¸, �

полукольцо, которое будем называть двойственным

рассмотрим произвольные ��, �*. В предположении

� ∀�e	��� ∘ ��e ⊆ ��* ∘ ��e ⟺ ∀�e	��� ∘ ���������
⋆ Re ⊇ �* ⋆ Re 

Аналогично устанавливается, что 
⊇ �* ⟹ ∀�e	Re ⋆ �� ⊇ Re ⋆ �*. 

следует, что 		ÙÉ̅�¸�¸� � 〈2¸�¸, �⋆, ⊇�〉-
вообще говоря, решеточно упорядоченная, которую будем

полугруппе ÙÉ�¸�¸�. 
из характеристических условий, определяющих
можем записать 

�º���ºe� ∧ �∀ºyºe�*ºy ∨ ºy�eº*�. 
(3), (6), (7), (10), (13) и свойств логических

� �� ∘ �*� ⋆ �eº* ∧  

*ºy�� ∨ ∃ºe�º���ºe�t.   
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для произвольного 
�〉- идемпотентное 

к операции  на множестве 

� ∈ �*¶ ∈ 2¸�¸.
�ºe, º*� ∈ �*¶�e�, 

¸�¸, 
¸�¸, 
, 
. 

� � ��� �  

� ⋆ Re. 
�∩,⋆, 1¸�¸, � ̧̅ �¸�〉- 

называть двойственным к 

предположении, что �� ⊇ �*, 
� ��e��� ⊇ ��* ∘ ��e��������� ⟺

�〉  упорядоченная 
упорядоченная которую будем называть 

определяющих результат 

�   

логических операций над 

 (14) 
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Кроме того, очевидно

��� ⋆ �*�p� � }��� ∘ ���������
1�àáf�¸ � ÈÉf � ·���������� � â�º�

� â�º�, º*�ã	º� 1¸�àáf . 
Введем унарную операцию
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и свойств операции  следует, что ºe ∧ ºe�*ºy�� ⟹ ∃ºe�º���ºe ∧ ºe�*� ��ºe� ∧ ∃ºe�ºe�*ºy� ⟹ ∃ºe�º���ºe
получаем, что ∀ºy}∃ºe�º���ºe ∧ ºe�*ºy�� ∨

следовательно, �º* ⟹ º��	�� ∘ �*� ⋆ �eº* ∧ ∃ºe�º��º��	�� ∘ �*� ⋆ �eº* ∧ º� ∈ ÈÉf . 
� ⋆ �e ∩ â�º�, º*�ãº� ∈ ÈÉfå � �	�� ∘ �

Аналогично используя (1)-(4), (6), (7), (9), (10), (12), можно
⋆ �	�e ∘ ��� ∩ 1¸�æáf � �* ⋆ �	�e ∘ ��
��* ∘ �e� ⊇ �	�� ⋆ �*� ∘ �e ∪ 1à�á�f�¸ , ∘ �	�e ⋆ ��� ∪ 1¸�æ�á�f � �* ∘ �	�e ⋆ ��
дно, 

} � ��*����p� � ���� ∘ ��*�p���������������� � }��*p� ∘ ���p��������������� �
� , º*�ã	º� ∉ ÈÉf ∨ º* ∉ ·å � â�º�, º*�ã
�ã º� ∈ È�Éfå � 1à�áf�¸, 1àáf�¸p� � }ÈÉf �

унарную операцию на множестве 2¸�¸ по правилу
�ç � 1¸�àá . 

сказанного, представляет интерес изучение алгебраической
�¸, �∪,∩, 			�, 			è, 	p�,∘,⋆, ⊆�〉. 
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