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ВВЕДЕНИЕ

О п т и ч е с к и м  с и г н а л о м  называется комплексная 
функция двух переменных. Оптический сигнал — это световое 
поле, распространяющееся в свободном пространстве и подчиня­
ющееся дифференциальному уравнению Гельмгольца. Вычисле­
ние светового поля на плоскостях, перпендикулярных направле­
нию его распространения, осуществляется с помощью интеграла 
Кирхгофа.

Прохождение светового поля через плоские диафрагмы и 
тонкие оптические элементы (линзы) сводится к умножению 
функции поля на их функции пропускания.

Цифровое моделирование оптических сигналов — это числен­
ные эксперименты, в которых рассчитываются распределения 
амплитуды, интенсивности и фазы световых полей с помощью 
вычислений соответствующих дифракционных интегралов — ин­
тегралов Кирхгофа, Френеля, Фурье и Ханкеля. Прямое вычисле­
ние таких двумерных интегралов занимает достаточно много 
машинного времени, и поэтому возникает интерес к  разного рода 
приближениям, с помощью которых в обмен на точность вычис­
лений можно повысить их скорость.

Один из способов получения явных аналитических выражений 
— это сведение общей задачи дифракции к сумме частных простых 
задач. Например, задача дифракции сложной световой волны на 
отверстии сложной формы в непрозрачном экране сводится к 
задаче дифракции плоской волны на прямоугольной апертуре, так 
как любое световое поле можно приближенно рассматривать как 
суперпозицию конечного числа плоских волн, и апертуру любой 
формы можно приближенно заполнить без пересечений прямоу­
гольными субапертурами или заменить эту сложную апертуру на 
отверстие, ограниченное многоугольником, вписанным в нее.

Еще один подход для увеличения скорости вычислений в 
задачах прикладной оптики — это сведение интегральных преоб­
разований к преобразованию Фурье, для быстрого вычисления 
которого имеется хорошо отлаженный алгоритм. В данном посо­
бии этот подход использован при вычислении интегрального 
преобразования Ханкеля, которое необходимо для численного 
моделирования оптических полей с круговой симметрией. Задача 
рассеяния плоской волны на рельефной поверхности с конечной 
проводимостью также представлена в форме, которая позволяет 
применять алгоритм быстрого преобразования Фурье.
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1. ДИФРАКЦИЯ СВЕТА НА ПЛОСКИХ АПЕРТУРАХ

При анализе свойств скалярной дифракции когерентного света 
на отверстиях в плоском экране общая задача сводится к решению 
ряда частных задач. Исходя из того, что любое световое поле может 
быть эффективно представлено как суперпозиция подходящего 
числа плоских волн, можно ограничиться рассмотрением дифрак­
ций плоской волны на некоторых избранных апертурах. Диафраг­
му любой формы можно приближенно рассматривать как диафраг­
му с границей в виде многоугольника или любую диафрагму можно 
приближенно составить из малых прямоугольных диафрагм. П о­
этому общая задача о дифракции произвольной волны на диафраг­
ме с произвольной границей сводится к решению частной задачи 
о дифракции плоской волны на диафрагме с прямоугольной 
границей.

В этом разделе получены простые аналитические формулы, 
связанные с дифракцией плоской волны на избранных апертурах: 
эллиптической, синусоидальной и полиномиальной в различных 
приближениях: Френеля и Фраунгофера. Наличие таких формул 
позволяет проводить цифровое моделирование задач дифракции 
более эффективно, чем использование общего двумерного интег­
рала Кирхгофа.

1.1. ДИФРАКЦИЯ ФРАУНГОФЕРА

На рис.1 показана оптическая схема, которую мы анализируем 
в данном разделе. На непрозрачный плоский экран, расположен­
ный в плоскости (х, у) с отверстием формы £ , контур которого 
описывается кривой Г , падает плоская световая волна с длиной 
X =2п /  к  , где к — волновое число. Плоскость наблюдения (q ,r|) 
расположена на расстоянии z  от экрана в зоне дифракции Фраун­
гофера (или в дальней зоне дифракции):

z>- j - ,  d )

где L — максимальный линейный размер отверстия (апертуры) 
в экране.
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Рис 1 Оптическая схема

Условие дифракции Фраунгофера (1) означает, что средний 
период модуляции амплитуды светового поля в плоскости наблю­
дения Т  = /,<;/ L больше максимального размера апертуры L . 
Дифракция Фраунгофера наблюдается также в фокальной плос­
кости сферической линзы.

Особенность этого типа дифракции света в том, что комплек­
сная амплитуда света в плоскости наблюдения U ( \ , л )  выражается 
как преобразование Фурье от функции апертуры Р(х,у):

и  (4, ?7) = ехрl7tZ
i k z + j ^ i f  + TJ2 ) S(u,v) ,  (2)

5 (и, v ) = |  |  P ( x , y )  exp[-/' (xu + y v )]cfc d y , (3)

где u = k£ /  z, v = ki] /  z ,  2 — форма апертуры. Цель последу­
ющих рассуждений и выкладок заключается в том, чтобы свести 
двумерное преобразование Фурье (3)
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S(M=JJex P[- i ( x u  + y v ) ] d x d y  (5)
V

к криволинейному интегралу по замкнутому контуру Г , 
охватывающему область I .

Теорема о дивергенции позволяет свести двумерный интеграл 
по области от дивергенции некоторого векторного поля к криво­
линейному интегралу по граничной кривой этой области:

j \ v } c t X d y = \ f d j ,  (6)
£ г

где f { x , y )  —f \  { х , у) р +f2 ( x , y ) q ,

л, - д  - дV= р ~  + q-^~,  а х  ду

d i  = n d l , d f  — { d x , d y )  =  d x p  +  dyq ,

d i d ?  = 0 , d l  = { d у d x ) ,
f { x , y ) — векторное поле, p и q — единичные векторы, на­

правленные соответственно по осям х и у, d / — дифференциаль­
ный вектор касательной к кривой Г, Я — единичный вектор 
нормали к кривой Г, v  — обозначение градиента.

С учетом обозначений, приведенных выше, вместо выражения 
(6) можно записать следующее равенство:

оу

Можно показать, что из-за независимости двух скалярных 
полей ]\  (х ,у ) и / 2 (х ,у) равенство (7) эквивалентно двум следу­
ющим неравенствам:

JJ A ^ dxdy = \fl(x,y)dy, (8)
£ Г

i i ^ d x d y  = \ f i A y ) d x .
£  Г

Применяя формулы (8) к скалярному полю S (и, v)> получим 
следующую цепочку равенств:

\ \ \ ^ +^ i \ d x d y = \ { f A y ~ f 2 d x l  (?)
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5(m,v) = j je x p [ - / ( x «  + y v)]d x d  y  = j{ ^ ~ - \ e ~ i[xu+yv)}d x d  y  =
z s ' x

= ̂ J exp[-/(jf«  + y v)]rfy = - ^ J exp [ - /(xw + yv)]arjc. (9)
г г

Проверим полученные соотношения: следуя из (9) и используя 
(6), получим (5). Для этого сложим два последних выражения в (9) 
и добавим к ним еще одно выражение, тождественно равное нулю:

^  (М., V) = j j i  J ехр [ -  / (х и + у  V)] d у  +

+ 2v  j  СХр[“ ^ Х 14 + у v ^ d x  + Svг

(и2 -  У2)
S  -  0 -  , jv

2 u v \ u  + vz)
J ехр[- i ( x u  + у  i')] d (х и + у  v).

(Ю)

( 1 1 )

Из (10) и (11) следует выражение

S  (и, v) = -j j  ехр [- / (х и + у  v)] d у  d  х (и2 - v 2) u d х

(и2 -  v2) v d у 

и v \u 2 + г2)

11 v uv[u2 + V2)

= ^ г ~ т  I ехр[- ' ( х и  +>'v)l(- Vd x  Mid у). (12) 
и ~ + v  J

Выражение (12) можно записать в векторных обозначениях

S(u,  v) = j e'wr ad/\ a = up + vq , r = xp + y q .
\a ■ ( 1.

С другой стороны рассмотрим векторное поле

/  -  Г Т  ехр[-йг],
\а\



выражения для дивергенции которого имеют следующий вид:

JJ V /  dxdy =

-и

[ iu д -/(хи+vv) iv д •■/(xm+vv)] 1
|  и2 + v2 сЬс

С
+ и2 +v2 ду 1)

i{xu +yv) dxdy =S(u,v) . (14)

Окончательно имеем цепочку равенств, подтверждающих пра­
вильность выражений (9):

S(u,v) = J j  V /  dxdy = j f  d l  = ~ у  J e"'r d d l . (15)

ft/c. 2. Эллиптическая апертура (a) 
и картина дифракции (б)

Итак, полученные выражения 
(9) сводят двумерное преобразова­
ние Фурье от плоской апертуры 1, 
к криволинейному интегралу по 
границе апертуры Г.

Применим формулы (9) для 
получения аналитических соотно­
шений, описывающих дифракцию 
Фраунгофера плоской волны на 
эллиптической, полиномиальной 
и синусоидальной апертурах.

1. Эллиптическая апертура. 
Пусть отверстие в плоском непро­
зрачном экране имеет форму эл­
липса (рис.2,а), уравнение которо­
го имеет вид

Л'2 у 2 
а2 Ь2 1. (16)

Введем эллиптические координаты

х = a cos в  , \ и - е р  cos <р 
у  = са sin (в  , {v = р  sin (р ( 17)
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где е =b /  а — эксцентриситет эллипса. Тогда, используя 
соотношения (9), получим цепочку равенств:

2п

5j (и, v ) = ■■■ |  ехр [- /  a spcos (в - <р)] (-asin#) d&-

с п
/ a f
sin т }р sin <р

ia
р  sin (р

2 ка  
р  sin (р " 1

1 п г , . -1 ( pie _ Ш \
ехр [-  / a cos (в  -  <р)j

{  2 ,  )0
de=

е><р
~э

L л

И 'о
с еш dv ( O C O S D  „ - I V

/ ,  (а)
, i«> _  е lip

27

2 /

2 7га 
Р

»

Г  Г
о

/ , ( £ а р )  , а  = гетр, (18)

I n

J ] (л ')~ у ^  Jexp[-/x  cos?-//] d t . (19)

где J ] (x) — функция Бесселя первого порядка. 
Окончательно вместо (18) получим выражение для комплекс­

ной амплитуды света при дифракции Фраунгофера плоской волны 
на эллиптическом отверстии в экране:

5 ,  (и,  у) ^ i a b [ 2 J x {Ьр) /  ( А р ) ] -

n a b
2 / ,  J ( a и)~ +(Ь\'У

yf{au)2 +{bv)2
(20 )

где n a b  — площадь эллипса. На рис. 2, б показан вид 
минимального дифракционного пятна: эллипс в плоскости наблю­
дения вытянул перпендикулярно вытянутости эллипса в плоскос­
ти экрана.

2. Полиномиальная апертура. Уравнение прямой линии между 
двумя соседними точками полиномиальной апертуры (рис. 3)
записывается в виде
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(21)
X -  Х„.  1 у -  у „ _ ,

1 Тя '  JV 1 
из которого следует уравнение 

прямой в канонической форме
У =Рп х  ~̂Яп > (22)

где

Уп-Упуп ■'п-1
X - X , п п 1

Рис. J. Полиномиальная диафрагма у . х  - у  х  . В - 1 п п п ‘
Л- -  Л' .П П- 1

Тогда с помощью выражения (9) комплексная амплитуда в 
плоскости наблюдения при дифракции плоской волны на полино­
миальной апертуре (рис. 3) может быть получена в виде

2̂ V= IT X  J СХР [”' Х + V Рп Х + V Чп )] d Х =
ПЛ

. Л xi
= —' X  е ' v J ехр[ - /  (м + V Рп) х] d X =

л-i
(23)

_ 1 •у-' е
V ' и + V 

л-1

N ■< \ л \ + V v j

л  = 1

^л-1 ~ Рп
откуда = "(м + v J) (м + V рп) ’ ( 24>

где N — число сторон многоугольника, ограничивающего 
полиномиальное отверстие в экране.

Выражение (23) показывает, что комплексная амплитуда света 
в дальней зоне дифракции плоской волны на полиномиальной
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апертуре является суперпозицией вкладов от вершин многоуголь­
ника, ограничивающего апертуру, с соответствующими весами Ап.
3. Синусоидальная апертура. На рис. 4,а показана синусоидальная 
диафрагма в плоском экране, уравнение верхней кривой которой 
имеет вид г, =а, cosx +6,, а уравнение нижней кривой имеет вид 
У2 = cos х - Ь 2. Тогда амплитуда света в дальней зоне при дифрак­
ции плоской волны на такой апертуре будет равна:

При получении выражения (25) мы воспользовались извест­
ным разложением:

Соотношение (25) показывает, что по оси и в плоскости 
наблюдения имеют место порядки дифракции, которые нумеру­
ются номером п и амплитуды которых пропорциональны значени­
ям функций Бесселя соответствующего порядка (рис. 4,6).

С

S 3 [и, г) = -  Г схрГ- i ( u x  +vaxcosx +t\ v ) d x -

J exp[- i{u x  +va2 cosx - b2 v)]*/x~и x  +va~, cosx -
С

-ex -C
С

- С

(25)

or-

(26)



а

ISs(u,v)l

±1 1±
-3-2-1 0 1 2  3 u 

£
Рис. 4. Синусоидальная апертура (а) и дифракционные порядки (б)

1.2. ДИФРАКЦИЯ ФРЕНЕЛЯ

При анализе дифракции Френеля плоской волны на диафраг­
ме в плоском непрозрачном экране следует использовать интег­
ральные соотношения, получающиеся при решении уравнения 
Гельмгольца

S72 U {х,у,  z) + k 2 U {х,у,  z) = 0, (27)

1 с 2 с 2 с 2
ГДе V = л Г 3' + ̂ Т + Л Т  ~ лапласиан-

Можно показать, что комплексная амплитуда света U ( x , y , z )  
в плоскости z наблюдения связана с комплексной амплитудой 
света О 0 (х ,у) в плоскости z =0 экрана интегральным преобразо­
ванием вида

U ^ \ { а , 0 )  ехр / к z f i ^ c c 7 - р2 -
-ас

- i k ( a x  + /Зу) ] d a d /З ,
где (28)

A , ( a , /3 h k 2 J }  U0(x, y )  е i k { a x ' d x d y  . (29)
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Если апертуру £ разбить на прямоугольники размером 
[ -а ,а ]- [ -й ,Ь), то общая задача сводится к частной задаче о 
дифракции Ф ренеля плоской волны на прямоугольной апертуре. 
При этом задача факторизуется:

U {x, y , z )  =D{ x , z ) B( y , z ) .  (30)
В данном случае в приближении Френеля вместо уравнений 

(28) и (29) можно записать следующие соотношения для одной из 
переменных:

а
А „ (а) = к J е ,ках dx -  — sin (aka) , (31)

- а

A (a,z)  =А 0 (а)ехр -ikzo? /  2j = — sin(foxajexpj^-f/cja'2 /  2 , (32)

D ( x ,  z ) =  2  J
г sin (a  £ a)

e x p [- /  к z a2 / 2  -  i к a  jc] rf a . (33)

После удобного переобозначения:

« =Л a  a , s =х /  а , М  =2па 2 (к z ) ' X,
где Л/ — число Френеля, вместо уравнения (33) получим

выражение

п / ч ,  Г sin и D(s)  = 21 - - - - -  ехр . и
2 М (34) ,

Чтобы получить аналитическое выражение, удобное для ана­
лиза свойств френелевской дифракции света, продифференциру­
ем обе части уравнения (34) по переменной S.  Тогда получим 
выражение

d D(s 
d s =  - 2 /i J sin и exp 2 M -  i и s d u  . (35)

Интеграл (35) является гауссовым интегралом и вычисляется в 
явном виде

d D(s)  
d s

= 2 y f 2 i n M  e ' A// 2 s in ( M s ) e ' Ms / 2 . (36)
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При получении выражения (36) мы воспользовались извест­
ным интегралом

оо

! ■ -—со

Итак, чтобы рассчитать комплексную амплитуду света при 
дифракции Френеля плоской волны на прямоугольной апертуре, 
эффективнее воспользоваться формулой (36) и следующим соот­
ношением:

DU)  = 0 (0 ) + j  d r  .
О

Чтобы найти поле D(s) в N точках $,к , к = /  , N  по формуле (34), 
следует N  раз вычислить интеграл, например , по методу Симпсо­
на, а по формуле (38) с учетом (36) следует вычислить всего один 
интеграл.

Аналогично в радиальном случае, если исходное световое поле 
можно аппроксимировать кусочно-постоянной функцией, зави­
сящей только от радиальной переменной г , то общая задача 
анализа френелевской дифракции сводится к частной задаче о 
дифракции Френеля плоской световой волны на круглой апертуре 
радиуса R.  В этом случае вместо формул (31) — (33) используются 
следующие выражения:

R
4 ) Ы  = |  J0{kpr )  r d г -  р  Ч { ( k p R ) ' (39)

о

A(p, z)  = 4 ) (р )ех р [-/& гр ’2 /2 ]  , (40)

оо

U (г л )  = J и
о

где

k ( a x + f i y )  = kprcos ( (p-e ) ,  s - r  /  a, u - k p R , M  = k R 2 / г ,

Ч  . ( « ) /  „ (us)  exp . и
2 М и dip (41)

ах- + Ьх \ b2 "
V a  СХР 4 а (37)
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j a = p  cos <p , 
\P= p  sin <p ,

x = rsin  в, 
у = r sin в .

Используя формулу для производной функции Бесссля 

d J  (ах)
- a J  (ах), (42)d х  1

получим явную формулу для производной комплексной ам­

плитуды (41)

d U (s)
d s J  (и s) exp - / 2 M u d  и =

=M J, ( M  ,v)cxp . M . M  s l
i —  + /-------i  -> (43)

При использовании явной формулы для производной светово­
го поля (43) сама комплексная амплитуда света в зоне Френеля 
находится простым однократным интегрированием

d U ( s ’)
U(s)  = (7(0) + f - ^ 7  ds'  J d s’ (44)

Выводы. В данном разделе получены аналитические явные 
формулы, позволяющие эффективно организовать цифровое мо­
делирование оптических сигналов для изучения свойств дифрак­
ции света на плоских апертурах. При этом общая задача дифрак­
ции Френеля и Фраунгофера произвольного светового поля сво­
дится к частным задачам дифракции плоской волны на апертурах: 

эллиптической (формула (20)); 
полиномиальной (формулы (23), (24)); 
синусоидальной (формула (25)); 
прямоугольной (формулы (36), (38)); 
крутовой (формулы (43), (44)).
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2. ДИФРАКЦИЯ СВЕТОВОГО ПОЛЯ 

С КВАНТОВАННОЙ ФАЗОЙ

В данном разделе получены явные аналитические формулы для 
расчета дифракции Фраунгофера от светового поля с квантован­
ной фазой. Рассмотрение ограничено о д н о м е р н ы м  и 
р а д и а л ь н ы м  с л у ч а я м и .

Световые поля с квантованной фазой появляются при анализе 
дискретных полей цифровыми методами, что связано с конечной 
разрядностью аналого-цифровых преобразователей, а также при 
исследовании дифракции света на элементах плоской оптики, 
фазовый профиль которых является ступенчатой функцией из-за 
технологии его изготовления с помощью многоступенчатого трав­
ления в фотолитографическом процессе.

2Л. ОДНОМЕРНЫЙ СЛУЧАЙ

В этом разделе будет получена формула, связывающая в явном 

виде амплитуду поля с непрерывной функцией фазы ехр[/ср(х)] и

амплитуду поля с той же фазой, но квантованной ехр[/'<р (х)] При
этом связь между самими этими фазами задастся следующим 
выражением:

<р{х) =

О , - л /  N  < <р(х) < л  /  N  
2 п /  N  , л /  N  < (р{х) < Ъл /  N ,
4 л /  N  , 2>л/  N  < <р{х) < Ъл/  N  .

(45)

[2N - 2 ) л /  N , {2N ~ i ) n  /  N < (р{х) < ( 2 N - \ ) / r f  N .

Из (45) следует, что квантование используется равномерное, то 
есть отрезок задания фазы [о ,2 тс] разбивается на N равных 

частей, и если величина функции фазы ф(х) попадает в отрезок 
значений

(2А; -  1) л  /  N  < (р(х) < (2к + I ) л  /  N  ,

то она полагается равной следующей величине: ф(х) =2ктх /  N .
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Для дальнейшего примем модель квантования светового поля, 
показанную на рис.5. Пусть на вход схемы квантования (рис.5)
подается сигнал coscp(x) . В к -м канале сначала происходит

фазовая задержка на величину 2 к п  /  N  . Поэтому на выходе из
блока фазовой задержки в к -м канале будет иметь место сигнал

у к =cos[^ ф (х) - 2пк /  iVj. (46)

Рис. 5. Блок-схема модели квантования

Этот сигнал далее попадает на блок ограничителя наклонов 
(рис. 5), функция пропускания которого задастся выражением:

(47)Д  , )  =  J 1 ’ у к >  c o s  N ) ■

8 'Ук = |0  , ук < cos ( л / N )
В аналитическом виде функция (47) представима через знако­

вую функцию
1
2

Из (48) имеем
' {}’к ) = j [s 8  п {ук  ~ c o s ( К / N  + 1 ] (48)

/ ч j 1, х > 0 , 
0..v<0. (49)

Используя известное соотношение для преобразования Фурье 
от знаковой функции

( 50)
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функцию g (y t ) =gk можно представить через преобразование 
Фурье в следующем виде:

Исключая из рассмотрения общую константу 1/2 в уравнении 
(51) и используя разложение вида

Чтобы найти коэффициенты С „ суммы (54), рассмотрим час­
тный случай линейной фазы: ср(л) =2 п а  х,  8 этом случае выраже­
ния (46) и (54) примут соответственно вид 

у к =со&^2л(ал - к /  7V)j ,

Вид функций (55) показан на рис. 6. Из рисунка видно, что 
функция (55) представляет собой эквидистантно расположенные

прямоугольные импульсы шириной (a  N)  1 и следующие с пери­

одом а ' 1.
Чтобы найти коэффициенты в этом случае, надо вычислить 

преобразование Фурье от функции g k {х ) в рамках одного периода:

gk = J е х р [- /£  cos (л■/ п) + Ц  cos*

(51)
Соотношение (51) получено с учетом равенства

— Г Е ПГ\С ( тг / И ) t w\
(52)

ехр (/£  co s0) = ' ^J i n J п (с) exp [in 0) , (53)

получим вместо выражения (51) следующее равенство.

s

(54)

gk (х) = ^ С псхр[/2 л п ( а х - к  /  N ) \ (55)
-00

is



с п = ае-хр[-/2  як  /  N \ ^ e ' lnanx d x  =
С

s i n ( / T « / j V )  j
~п N s in c ( / T«  /  ,V), ( 56)

где с =к /  ( а N) -  (2 а  N)  1, d -к /  (а  N)  +(2а N)
Из (54) и (56) следует окончательное выражение для сигнала на 

выходе k-ro канала схемы квантования (рис. 5):

gk ( x ) =N ~ l У  sin с (яп j  N ) e in[ip{x]~ 2тл/Л'у (57)

Тогда сумма сигналов на выходе всех каналов схемы квантова­
ния будет иметь следующий вид:

/V - 1
, i i p \ x )  _  у  гт „ П я к / Ы  _

к =. О

X X ^ s i n c  (яп /  N ) e in*[x] е Пя{п =
Л I

I
к О

(58)

У '  sin с {яп /  N )c 'nipl'x
Л' 1 -12 п{п - \ )к/N
кя. О

Выражение в квадратных скобках в уравнении (58) равно 
единице при п-  1 =0, ± N , ±2 TV,.,. и равно нулю при других 
значениях номера п. Поэтому введя переобозначение

N
— =т =0. ±1, ±2.......

вместо равенства (58) получим искомое соотношение 

е‘*'х) = У ^ т с [ я ( т  + \ /  .¥ )]r ,ijVm+1Wl). (59)

Формула (59) связывает световое поле с квантовой фазой

ехр[/ф (Л')] с полем непрерывной фазы exp[/cp(x)l.
Если от обеих частей равенства (59) вычислить преобразование 

Фурье, то получим связь между комплексными амплитудами 
пространственного спектра квантового и непрерывного полей:
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со
Н у) -  | ехР [ /^ (х )  + /2  rrxy)id x  =

00

= ^ s i n c  [тг(/и + 1 /  ЛГ)] J e x p [ / ( jV /7 !  + \)(p{x) + i2 тгх v \ d х  =

= ] T s in c [ / r («  + l /  Л/)] £Я Ы , (60)

где

S,

j

Ду) = J ехр[/(/V /и + 1 )<р{х) + i l x x y ^ d x  .

gk<x>

-

0
- t - ■ *х

. N o r  «

-4-М |
к —1-М

I 1 I 
N«

Из соотношения (60) видно, что 
квантование фазы исходного непре­
рывного поля приводит к появлению 
в Фурье-плоскости (в плоскости про­
странственного спектра) кроме ос­
новного изображения g 0 (у) многих
дополнительных изображений g (у), 
m О,

Проанализируем, к чему приво­
дят формулы (59) и (60) в частном 
случае. Пусть исходное световое поле 
является сдвинутым прямоугольным 
импульсом (рис. 7, а) и описывается 
формулой

g(y) -rect{y- у0 ) .
Тогда поле в плоскости Фурье следует вычислять по формуле 

С(л-) = sin с ( тгА" >’0) е ' 1пху» --

= | sin с (я-ху0) | ехр [/ <рх {х) -  /2 л х у0] , (61)

где ф) (х) — бинарная фаза (рис 7,6, сплошная линия)

функции sine (рис. 7,6, пунктирная линия).
Рассмотрим, к чему приведет бинаризация фазы светового 

поля G[ x ) .  Пусть /V =2, тогда с учетом, что фаза ф, (х) — 
бинарная, поэтому имеет место равенство 
20
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e i{2m ~ l)^  (х) _  /р, (дг)

получим выражение для амплитуды дополнительных изобра­

жений, которые появляются из-за квантования фазы в плоскости 
исходного поля:

ё т(у) = J" jsill С ( ЛГ „V >'() )| ехр

• [i{2 m + \)<px (х )  -  / 2 л-(2 т  + 1) Л‘у0 + / 2 п х у] d x

J* si ii с ( п .V у0 ) ехр / 2 п х  {у -  (2 т + 1) у0 } 

r e c t { y - {  2 т + 1)>’0] .

d x  =

(62)

g(y>

U Vo 2y0 V 
a

Puc. 7. Квантование ноля, формирующего смещенный r e c  t -импульс

Из уравнения (62) следует, что если проквантовать фазу Фурье- 
образа прямоугольного поля g (x ) (рис.7,а) по уровню N=2,  то в 
объектной плоскости появится множество дополнительных объ­
ектов g m(x), которые по форме тождественны исходному, но 
отличаются от него амплитудой, и общее световое поле в объек­
тной! плоскости при этом будет иметь вид

= sinc[^ (w  + l /2 ) ]  r e c t  [ у - ( 2 т  + l)y 0] . (63)
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Можно показать, что при квантовании по уровню 2 дополни­
тельные изображения не накладываются на основное, если оно 
смещено от центра на расстояние, большее половины своей 
ширины (см. рис.7.а).

Заметим также, что из уравнения (60) следует, что при стрем­
лении числа уровней квантования N к бесконечности интенсив­
ность дополнительных изображений убывает согласно асимптоти­
ческой формуле

I т N)  2, (64)
где т — номер дифракционного порядка или дополнительного 

изображения.

2.2. РАДИАЛЬНЫЙ СЛУЧАЙ

Рассмотрим задачу дифракции 
светового поля на оптическом эле­
менте с радиально-симметричной 
фазой. Пусть эта фаза задана в кусоч­
но-постоянном виде, что является 
обычным при изготовлении такого 
оптического элемента по технологии 
фотолитографии.

На рис. 8 показана радиально-

симметричная фаза ф (г ), г~ =д-~ +у~ . 
которая задается своими значениями 
на выбранных радиусах:

(65)

Комплексная амплитуда света в плоскости пространственного 
спектра светового поля с радиальной фазой выражается с по­
мощью интегрального преобразования Ханкеля нулевого порядка

R
F (р) = J е " р{г} / 0 { к г р / / )  r d r  . (66)

о

ф(г)

Рис. S. Кусочно-постоянная 
фаза

<рх , 0 </•</•
,/)< /•< г2,
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где У0 (х) — функция Бесселя, R  — радиус фазового оптичес­
кого элемента, к — волновое число света, /  — фокусное рассто­
яние линзы, формирующей в фокальной плоскости простран­
ственный спектр.

Подставив в уравнение (66) выражение для фазы (65), получим

F ( p ) = £  е " р”-> j " '  J 0 ( к г р / f ) r d  г =
п О

У  f J {) {к г р /  f ) r d  г -  [ г J  { к г р /  f ) r d r
ГГ, Jo Jo

= 2 е1 [г р  1 / ,  (к р Г 1 г +, ) - r np~l J l (.к р Г 1 гп)], (67)
п О

где У, (х) — функция Бесселя первого порядка, р и г — 
радиальные координаты в плоскостях пространственного спектра 
и оптического элемента соответственно (рис.9).

олемент линза

Рис. 9. Оптическая схема

Выражение (67) показывает, что световое поле в фокальной 
плоскости линзы от фазового оптического элемента с радиальной 
кусочно-постоянной фазой будет равно суперпозиции дифракци­
онных картин плоской волны на круглой апертуре. После подхо­
дящего переобозначения получим вместо (67) следующее выраже- 
нне:
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= у Х с Л , й л г Ч ) .  (68)
Г и-1

где

С л = / ; ( е ' > »

Сл, = Л ехр^ />  J .  (69)

Заметим, что на основе формул (68) и (69) можно сформули­
ровать задачу синтеза фазовых радиально-симметричных оптичес­
ких элементов с кусочно-постоянной фазой, Для этого по произ­
вольно заданному радиальному распределению интенсивности в
фокальной плоскости линзы / 0 (р) требуется найти набор отсчетов

фазы {ф^ }, к =\,N. Формально такая задача сводится к решению 
интегрального уравнения

2

п=1
( 70 )

Введя обозначения F(p) = р ^ ( р ) /  7, вместо (68) получим вы­
ражение

F ( p )  =  ' £ dc „ J \ ( r n P / & ) -  ( 71 )
«=-1

где у„ — корни функции Бссссля: У, (у,,) =0. Из сравнения (68) 

и (70) следует равенство, с помощью которого выбираются отсчеты 

V

г„  = / у „ ( к Л У  ( 7 2 )

Уравнение (70) может быть приближенно решено итерациями. 

Выбирается оценка комплексной амплитуды F (р), с помощью 

которой ищутся коэффициенты суммы (71) по формуле

R
С n =-An \ F { p ) J {{prn / R ) p d P. (73)
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Из (73) имеем
~2

a = 2 K W 4  ■ ( 7 4 )

где J { (л) — производная функции Бесселя.
При выводе формулы (73) используется соотношение ортого­

нальности для цилиндрических функций

\ J m (Гр x )J m (г ,  x ) x d x  = Sp4 [ / ,  (yp)J  /  2. (75)

Рассчитанные по формулам (73) коэффициенты используются 
далее для нахождения искомых фаз из следующих рекуррентных 
соотношений:

<P„ = x-<Pn. l -2acgCn, <p^=argCN , п = ( N - l \ ( N -2)........1. (76)

Для получения следующей оценки амплитуды / ’(р) вычисля­
ется сумма (71) с коэффициентами, фазы которых сохраняются, а 
амплитуды заменяются в соответствии с выражением (69) на 
следующие:

|С j = 2 r  | s m [ ( ^ - ^ , i ) / 2 ] .  (77)

3. МЕТОД КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 
ДЛЯ РАСЧЕТА КАРТИН ДИФРАКЦИИ

3.1. ПРЯМОУГОЛЬНЫЙ РАСТР

В общем случае задача анализа картин дифракции при прохож­
дении света с комплексной амплитудой E(u,v)  через тонкий

амплитудно-фазовый транспарант с пропусканием (и,  v)cводит­
ся к вычислению двумерного интеграла Кирхгофа

e i k[ f +z )  с г p i k S
W { x , y , z )  = -----77 J j  Е ( и , v)T {и, v) —  d u d  v , (78)

где

S -  = ( /  +z)2 + (м - х)~ + ( v - y ) ;
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W  (x , y , z ) — комплексная амплитуда света в окрестности 
плоскости наблюдения, которая отстоит от транспаранта на рас­
стоянии /  (рис. 10), 11 — форма апертуры транспаранта.

Метод конечных элементов заключается в том, что апертура 11 
разбивается без пересечений на N  малых субапертур Тогда, 
если амплитуда освещающего пучка изменяется быстрее, чем 
изменяется функция пропускания транспаранта, то в рамках 
каждой субапертуры можно считать функцию Т [и,у) неизменной 

T i‘i,v) = 1„ , («- v) е 1п
и вм есто  вы раж ения (78) в п ри б л и ж ен и и  Ф р ен еля  

( /  » z  и /  » L , где L — максимальный линейный размер 
апертуры И) можно записать следующее равенство:

w  (х,у, Z) = X '». JJ Е v)*I А п I

< ехр i k  

-  S„
{(«„ - и) (2х -  и-  и„) +(v„ - v)(2y- v- v„)} d u d  v, (79)
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где tn — п остоян н ое  п роп ускан и е n -й субапертуры , 

S 2 = ( /  +z)~ +(*- и„У +(>'- v„)‘ — расстояние от центральной 

точки субапертуры Е„ с координатами (и„ ,v„) до точки наблюде­

ния с координатами

Переход от сферических волн е х р (/^ б ’) в уравнении (78) к 
параболическим волнам в уравнении (79) следует из соотношений:

,2'Г 1 л  i l l / 2
5  = | ( /  + г) +(и~х)  +(v~y)

nl/2

1 / 2  ~

( f + z ) 2+{u - X  + l < - u Y + ( v  - у  + V -  V )2 ]W 7 ' 71 п' ' п J J

( f  + Z?  +{i<-i<n){u + itn - 2 x ) + ( v - v n)(v + vn - 2 y)

с (и „ -и )(2 л г -и -и  ) (v -  v ) (2 у -  v -  v )
-------------- 2 5 --------------+ ------------ 2 S ---------- “ • <80>71 71

В знаменателе формулы (79) было использовано приближение 

1
-S'-  5 ?П

В случае, если субапсртура £„ имеет вид прямоугольника и 
освещается сходящейся (или расходящейся) сферической волной 
или плоской волной, то интеграл (79) факторизуется и может быть 
вычислен в явном виде через функции Ломмеля.

3.2. КОЛЬЦЕВОЙ РАСТР

Если задача имеет круговую симметрию, то есть освещающее 
поле зависит только от радиальной переменной E { u , v ) =Е(г),  и 
ф ункция пропускания зависит от радиальной перем енной 
Т (m ,v) = Т { г) =tn при < г < /•„ ^ то в качестве субапер­
тур естественно выбирать кольцевые апертуры (рис. 11). Тогда 
переходя в полярные координаты
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X = P  COS (р , j u  = г COS 0 ,
у  = р  sin <р , [v = г sin 0 

и ввод я  о б о зн а ч е н и я  р а д и у с о в  ц ен тр о в  колец : 

= ( 'V i + /и ) / - >  получим вместо выражения (79) следующее 
уравнение для комплексной амплитуды в окрестности плоскости 
наблюдения:

W
п О

i к L +п
2Р Г п ' Г2" 

2 L

2 л

Е(г)  Jcxp
О

. к г 2 . к г р  cos(<9-p)l
2 L

/Vf. U. Кольцевой растр

Здесь

Ln = ( /  +z ) 2 + ( / • „  - р) 2 1 1/2 (82)

Переход от расстояния S в формуле (78) к расстоянию Ln в 
формуле (82) задается следующим выражением;
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s  = f( /  + Z? + (u -  x f  + (V -  y f

7 2 ч21,/2
( f  + z) + (/*cos 0 —pco§(p) +(/-sin в - р т к р )

( f  + z f  +{i'2 +/J2 - 2  rpcos(<p-  <?))| =

= f ( /  + ^)? +( / ;  ~ p f  -{?„ ~ p f  + ( ' "  +P2- 2r pc os ( ( p -  в)) 

= [ Z.; + 12 /; p -  r 2) г (/-2 -  2 r  pcos  ( <p -  6/))] ‘ ~

1 /2

L + '■?nP ~ rn rl -2rpcos(<p-e) (83)2 L 2 LП П
Используя интегральное представление функции Бесселя (19), 

вместо (81) получим следующее выражение:

W ( a z ) = - i k ( f  + z )Y^t nBn L 2 ехр
п-0

. к г 2

i k  L
г 2 -  2 рг

П  ^  П

2 L

cxpj ii//{r) + i ~ -  J0( k r p /  Ln) r d r , 

где E(r)  с' l,,irl, rn_ , </'</•„.

(84)

В случае падения на транспарант (см. рис. 11) сходящейся 
сферической волны, фаза которой в приближении Френеля опи­
сывается выражением

и которая сходится в фокусе, расположенном в центре плоскости 
наблюдения на расстоянии L0 = f + Z  от транспаранта, интегра­
лы, стоящие под знаком суммы в выражении (84), вычисляются 
через формулы Ломмеля:
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к

I ехр i ц/{г к г2
Т С J0{ k r p / L ) r d r  =

к

\ ехр к г 2 к г 2
Т Е  + Т Еи п

J Q{ k r p /  Ln) r d r

Гк У к 1 ехр

i r 2qk l ехр
' sla k l -  ,S5)

Здесь

u „ M - ' ? ) = £ ( - i ) s
s-0

v j ^ ' t ) = £ ( - i r
s -0

2 s - m

J 2 s - n M

2 s - m ( 86)

где также qs =k r ;  [Zy 1 - E 1 j; ps =* rs p(L„) , s =1,2,

^  m ( - .л )  и H,„(s,Ti) — функции Ломмсля.
Если на транспарант падает плоская волна ц/ (/*) =о, то интег­

ралы, стоящие под знаком суммы в выражении (84), также легко 
вычисляются:

/ Г" i к r 2 r /exp
■4 i 2 L ‘Я

J0(k г р / Ln) r d r -

/ к r 2 
2 l

r d  r -

- 2 i  Ln k  1 sin
L. n

/ A:
Т Е (r» +rn |) J , { kpr n / Ln). (87)
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Заметим, что при условии Ln -  Lf) - f  + z формула (84) с учетом 
результата (87) примет вид

N

( 88)
п=О

W  (р, г) = £ с п Уо (* Рг„ /  А ,) ехр[/ Л:/>гп /  ],

,  Л

где

С » =/« й»*'п 4 Г ^ ' /'«-|) СХР ' ^ " ' 2 f + / 4 r k 2 + ^

Можно получить формулу для расчета амплитуды fV(p,z)  для

произвольной фазы \|/ (/*), если она слабо меняется на кольцевой

субапертуре шириной S=rn ~rn 1((гп. В этом случае интегралы, 
входящие в сумму (84), приближенно вычисляются по следующим
формулам: 

/ ( с . ,

-ех р

t ( ) '

J ехр • ^ 1 vKn+i
С п _

j A k r p /  L ) r d r -

' X е) +i y i  j

/,(*< :/> / Ln)c + i J 0 ( k c p / L n)c [ ^  + ^ y d’ / 2 } ,  (89)

Последнее выражение (89) получено при использовании сле­
дующих приближений:

ехр [/ ц/(г)}~ ехр[/ у/(с)] j  l + i ^ y

ехр 1 к г
2 L

i k e 2

у г^ и
^ с х р  -т- j— {

S0 ( k r p / L n) = J0{ k p c / L n) 

-dV , [ к р с  /  Ln) , ‘ALA*'1d х  “ 1

Приведенные формулы — (79), (85), (88), и (89) — являются 
упрощающими аналитическими выражениями при расчете интег­
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рала Кирхгофа в приближении Френеля. Их использование более 
эффективно, чем прямой расчет интеграла Кирхгофа, например, 
по методу Симпсона.

4. ИНТЕГРАЛЬНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ХАНКЕЛЯ

Примеров световых полей с радиальной симметрией много — 
это лазерные пучки света, гауссовые и бесселевые моды и т.д. Их 
распространение в пространстве в рамках скалярной теории 
дифракции описывается с помощью преобразования Ханкеля. 
Поэтому для численного моделирования на компьютерах световых 
полей с радиальной симметрией требуются эффективные (быст­
рые и точные) процедуры для вычисления этого преобразования.

Ниже рассматриваются несколько приемов, с помощью кото­
рых можно увеличить скорость вычисления преобразования Хан- 
ксля и связанных с ним функций.

4.1. ВЫЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ БЕССЕЛЯ И ЭРМИТА

Функцию Бесселя первого рода n-го порядка обычно програм­
мируют с помощью аппроксимации первыми членами ряда Тей­
лора. При этом вычисляются с помощью многочлена только
функции У0 (х) и У( (х), а остальные функции Бесселя вычисля­
ются с помощью рекуррентных соотношений

Уп я О ) = —  У„ М  - У„ 1 (х)  . (90)
.V

Можно быстрее рассчитывать функцию Бесселя n -го порядка 
без формулы (90), а с помощью алгоритма быстрого преобразова­
ния Фурье (БПФ). В этом случае исходят из известного интеграль­
ного представления

( . / Г  "г
J„(x)  = -------  f е cos( mt ) ' d t  . (91)

л J
о

После замены переменных

: =cos(f) , d t  = -s in  { t ) d t ,  d t  =- 1 -4 ‘ j X̂ 2 d% (92)

вместо равенства (91) получим выражение вида

п



(— /V
J п{.x) = — —  J ĵ l - £ 2J cos [л arccos%]e ,x;; d (9 3 )

-1
Из уравнения (93) видно, что функция Бесселя И-го порядка 

равна Фурье-образу от функции
/ Л И

/ л(<?) = — — r e c t (^ )  cos[/7 а г с с о s <5 ] -̂ /1 — ф'2 , (94)

,\п 1

J n (x ) =  J 1п( 4 ) е ‘** d c  .

Аналогичным образом можно вычислять многочлены Эрмита 
сразу П -го порядка и использовать при этом также алгоритм БПФ, 
и не использовать рекуррентные соотношения

НпМ(х)  = 2 х Н „ ( х ) -  2 п И пЛ (х) , (95)

где Н0 (х)  =1, Н }{х) =2 х .
Воспользуемся представлением многочленов Эрмита через 

производную

Нп {х) А -  1)” с ' х~ (96)
d x n

и представлением гауссовой экспоненты через преобразование
Фурье

/

е = (2Ап)  х |  е * e i x ‘ d х  . (97)

Тогда /7-я производная от гауссовой экспоненты представима 
в виде

J
d

-  г ( 2 уГп ) ' j  А  е е ‘х ‘ d c .  (98)
... rfx

Используя соотношения (96) и (98), получим окончательное 
выражение для многочлена Эрмита n -го порядка
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(99)

Равенство (99) позволяет, используя алгоритм БПФ, эфф ек­
тивно вычислять многочлены Эрмита любого порядка. Причем 
скорость расчета не будет зависеть от номера порядка многочлена.

Преобразование Ханкеля n-го порядка в оптическом смысле 
связывает комплексную амплитуду света /  (/•) радиально-симмет­
ричного поля в плоскости объекта с комплексной амплитудой 
света F (р ), также радиально-симметричной, в фокальной плос­
кости сферической линзы

позволяет перейти от одностороннего интегрирования в выраже­
нии (100) к двустороннему интегрированию по переменным 
д- и у;

Применим к обеим частям уравнения (103) преобразование 
Фурье и получим равенство 

34

4.2. ВЫЧИСЛЕНИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ХАНКЕЛЯ 
ЧЕРЕЗ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ

( 100)
о

Экспоненциальная замена переменных
/• = r0 схр(л') , Р = Р0 ехр (у) ( 101 )

J0 < г < х  , 
| 0  < р  < х

J -X  < X < х  ,
1 -  X < у  < X , ( 102)

а также свести интеграл (100) к интегралу типа свертки. 
Действительно, введя обозначения

/ ( * )  = /• /( /•)  , F(y)  = p f ( p )  , j { x + y )  = r p j „ ( г р ( ,
вместо (100) получим следующее выражение:

(103)
т



j  F [у)е~^у d y  = j  j f ( x ) e i x i j ( x  + y ) e ‘4(x+y>d x d y .  ( Ю4)
■J' - X'

Выражение (104) можно представить в более сжатой форме

'} [ ? ]= ’}  ■'[/].•/ [ 4  (105)

где ч и Ч 1 — обозначение прямого и обратного преобразо­
ваний Фурье. Из (105) следует равенство

F = ‘J  l [ i [ j } d  '[ / ] ] .  (106)

И в окончательном виде получим выражение для вычисления 
преобразования Ханкеля

F(p)  = P' l J [ v  { j ) ‘J 1 ( / ) ] е х р [ /^ In(/> //>„)/2]rf<f. (Ю7)
г

Из уравнения (107) следует, что для выполнения преобразова­
ния Ханкеля следует осуществить экспоненциальную замену пе­
ременных (101), затем выполнить прямое преобразование Фурье 
от функции Бесселя и обратное преобразование Фурье от исход­
ной функции, полученные функции перемножить и вычислить от 
произведения третье преобразование Фурье.

Вычисление преобразования Ханкеля через БПФ более эфф ек­
тивно, чем с помощью прямого интегрирования методом Симпсо­
на.

4.3. ВЫЧИСЛЕНИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ХАНКЕЛЯ 
ЧЕРЕЗ ТЕОРЕМУ ОТСЧЕТОВ ДИНИ

На основе теоремы Котельникова функция F(%) с ограничен­
ным спектром, что есть представленная в виде

а

F(g) = j / ( - v ) e  ixi  d x ,  (108)
a

может быть определена однозначным образом через счетный 
набор своих отсчетов в эквидистантных точках:

F($)  = sine (109)
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где -  Л п, \ ~ а  1 — пространственная частота Найквиста. 
Аналогичная теорема имеет место для радиально-симметричных 

функций. Это теорема Дини, согласно которой радиально-сим­
метричная функция с ограниченным спектром, то есть представ­
ленная в виде

F(p)  =j f ( r ) J 0 { r p ) r d  г,  
о

может быть выражена также рядом

Г (р) = 2 J^ P)- X  F (рп)■/,,[рп) ' \~{pn / p f
у  л = О  1

1 1 0 )

( 111 )

где р{) -  0, рп — корни функции Бесселя первого порядка:

J ]{pn) = 0, F ( p J  — отсчеты функции F(p)

Проверим, что при Р=Рп формула (111) приводит к тождеству

F( pn) - F ( p n). Действительно, так как вблизи корня р„ верна 
следующая аппроксимация:

Л  ( р )  '~J l к )  +  ^ [ У 1 ( Р ) ] \ р .  ( Р - Р п  ) '

и производная функции Бесселя в точке ри удовлетворяет рекур­
рентному соотношению

d_ 
d p

то получим линейную зависимость бесселевой функции вблизи 
корня Р„

J\(p) ~ Jo(pn) {р-р„) ■ (112)
Подставив (112) в (111), получим следующее выражение при

р  => Р п

F (р) = X  2 Р  ̂ Jo W *
т - 0

*  ip-"  Рп  )  V 1 ( р т )  F  ^Рт  )  1 -  (рт /  p f  j (113)

з в



В уравнении (113) слагаемые, для которых рт * рп, равны 
нулю, а слагаемое с номером т,  равным я, имеет вид

2  4  W ^ W - v 1 W ( 2 ^ J  1 =

Далее покажем, как с помощью теоремы отсчетов Дини (111) 
можно вычислить преобразование Ханкеля нулевого порядка
(ПО). Из (110) следует выражение для отсчетов функции F(p>) :

1

W V  k b 2'» 'k> J / ( ' К Ы r d r  . 14)

Представим функцию /  (/•) в виде конечной суммы по четным 
степеням переменной к :

/<<•>. t  с / ' .
р -  о

(115)

Тогда отсчеты функции Т(р) согласно уравнениям (114) и 
(115) можно вычислить по формуле

П р. К  ' k b z  с
Р-0

2J,о' 1М \ г2р Уо (r P„)r d r

= У  С S  ./  П р-\.п
Р 0

Здесь

S  - = 2 J np i n  О

1
W J J 0{ r p j r d r .

(116)

(117)

Функции S p ^ n можно вычислить через функции Бовина вида

1
,4р , (г) = 2{р + \) J г2'1 J 0( r z ) r d r

о
(118)

Для функций Бовина (118) справедливы следующие рекуррен­
тные соотношения:

Ap (z) +
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где л ж(г) = / 0 (г) , A^(z) = 2 z  ' / , ( г )
Функции (117) и (] 18) связаны между собой очевидным соот­

ношением

У Ар* М  
г*1-" "  (Р + 1) ^  У  ' (120)

из которого следует рекуррентное выражение для вычисления 
функций

5  = [l
Я + 1 . л  ^  Л Л =  0  • ( 1 2 1 !

Итак, окончательно получим, что для вычисления преобразо­
вания Ханкеля нулевого порядка (110) следует использовать фор­
мулу

Т Ы  = 2 л Ч Ы  X  i c , S H (122)
л - 0  />=0 L -1

где функции определены соотношением (121), а

коэффициенты Ср находятся из (115).
Рассмотрим два предельных случая для формулы (111).
1. УЗКАЯ КОЛЬЦЕВАЯ ЩЕЛЬ В Э К РА Н е ' В этом случае

функция / ( г )  имеет вид

f { r )  = 6 { r - 1) . (123)
Тогда в фокальной плоскости линзы получим следующее 

выражение для комплексной амплитуды:
1 1

F{p)  = J f{r)Jо (r p ) r d r  = |  S ( r - \ ) J 0 ( r p ) r d r  = / 0Ы  . (124) 
о о

С другой стороны, используя разложение Дин и (111), получим 
интересную формулу для разложения функции Ьесселя нулевого 
порядка по корням функции Бесселя первого порядка:

(р) = 2 р '  J {(p) ]Г  !~1- {рп /  р) 1 ( i 25)
и=о >- J

2. КРУГЛОЕ ОТВЕРСТИЕ В ЭКРАНЕ В этом предельном 
случае исходная функция имеет вид /  (г) =1, и в фокальной
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плоскости линзы получим выражение, описывающее дифракци­
онную картину Эйри:

1
F (p) = J J0{ r p ) r d r  = p~l Jx{p) . (126)

о
С другой стороны, в формуле (111) остается отличным от нуля 

только первое слагаемое, так как при я >1 имеют место равенства

р (рщ) = Рщ~х J \ k )  = ° '
а при п =0 верно следующее соотношение:

F(0) = к -  -  1 / 2 ,

Оставшееся в (111) первое слагаемое как раз равно выражению 
(126), описывающему дифракционную картину Эйри — дифрак­
цию Фраунгофера плоской волны на круглой апертуре.

4.4. ВЫЧИСЛЕНИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ХАНКЕЛЯ 
ЧЕРЕЗ МНОГОЧЛЕНЫ ЛАГЕРРА

Радиально-симметричную комплексную амплитуду света в 
объектной плоскости представим в виде ряда по ортогональным 
функциям Jlareppa

/ W  = t c „ 4 > „ ( r ) .  ( ,27)
я=0

Здесь
„2 1 , ,

М г2)’ (128)'1; ( ' Ь ~ т схр
Г*-

где функция Лагерра, М * )  —- многочлен Лагерра.
Для его расчета удобно использовать рекуррентную формулу

L„t\ (x )=(2n + l - x ) L„(x ) - n2 Ln i ( x X <129)
L0 (x) = 1, £,(л:) = 1-д:.
Многочлены (129) удовлетворяют следующему условию орто­

гональности:
\2

] e - r2 Ln{r2)Lm{r2) r d r = ^ - S nm. (130)
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Функции Лагерра (128) являются собственными функциями 
преобразования Ханкеля нулевого порядка

j V r’/2 Ln{r2) j 0( r p ) r d r  = {-  l ) V ^ 2 Ln{ f? \ (131)

Поэтому, используя соотношения (127) и (131), комплексную 
амплитуду Z7 (р) в фокальной плоскости линзы можно представить 
в виде суммы функции Лагерра

ас

f ( p ) =  \ f ( r ) J Q{ r p ) r d r  =
о

= Z  С J Г ) ' / 0 ('гр)'r d Г = Z Сп (■- 1)" (р).
п-0 о п=0

(132)

Коэффициенты в сумме (127), а также и в сумме (132), 
находятся из соотношения

ос
с  n = \ f ( r )  v n{r )rdr . (133)

После замены переменных Г*~х, f ( r ) - f { x )  вместо выраже­
ния (133) можно записать равенство

X
^  л “ 1 /  2 J"/ ( х ) ¥ п i x ) d х.  ( ,34)

о
Коэффициенты (134) можно быстро, но приближенно найти с 

помощью преобразования Фурье, которое реализуется на компь­
ютере как алгоритм БПФ от функции

/ ( * )  = / ( * )  г(х). (135)
Здесь

г ( л - ) = 1 / 2 ^ >  {х)е 'Ха\  а , < а 2 < ...< «  (136)
п=0

При этом будет иметь место приближенное равенство
■У:

|  / (лг) т(х)с 1X4 d х  =
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N *
У'  1 /  2  J /  ( х ) (х)е * а^ х d х  -
П;:°

N

= Z  CM t ~ aJ  ■ (137)
о

Из формулы (137) следует, что коэффициенты суммы (132) 
будут равны знначениям отсчетов функции, являющейся резуль­
татом преобразования Фурье от функции (135), в точках с коорди­
натами а п .

Равенство (137) будет выполняться тем точнее, чем больше 
будут значения пространственных несущих а„ , или чем меньше 
будет вклад в сумму (137) слагаемых вида

со

1 тп = j  К  (* )% (* )  ех р [/* (« „ -« „ ) ]  d x .
о

(138)

Интеграл (138) можно представить как отсчет вточке (а„ - а т) 
свертки Фурье-образов от функций Лагерра

7™ = , / W ® ? [ V m]L с (139)т г

Из (139) имеем

j e - * '7 LHU h d х -
о

= [/ 1 /  2]" [/£+1 /  2] - " * 1 (140)

где — Фурье-образ от функции Лагерра.
При получении уравнения (140) был использован справочный

интеграл

J е рх Jo(hyf* )МСХ) dx =

= ( p - с)" p  n 1 exp r 1 I
4 P " ) 4 р с - 4 /> 2 J ■ ( 1 4 l )

6 2
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Из (140) следует, что квадрат модуля функции ? [ у/„] при 

стремлении аргумента q к бесконечности убывает как 2

I J  W  Г = ] /  4 +*2 " 1 • ( 142)
Поэтому при выборе разности между двумя последующими

несущими | а„ +1 - а„ j большей 10 значение интеграла ^  „

будет, согласно (139) и (142), около 0.01, и их вкладом в сумму (137) 
можно пренебречь.

Итак, шаги алгоритма выполнения преобразования Ханкеля 
через многочлены Лагерра следующие: выполняется квадратичная 
замена переменных; выполняется преобразование Фурье (137) от 
функции (135) и вычисляется сумма (132).

5. ДИФРАКЦИЯ СВЕТА ПРИ ОТРАЖЕНИИ 
ОТ РЕЛЬЕФНОЙ ПОВЕРХНОСТИ

Расс мотрим одномерный 
вариант дифракции Фраунго­
фера плоской линейно пол­
яризованной волны при отра­
жении от поверхности с рель­
ефом. Обозначения, исполь­
зуемые в дальнейшем, показа­
ны на рис. 12.

Пусть на поверхность, опи­
сываемую функцией z =5(-v) , 
падает плоская волна под ут­
лом 0, и с волновым вектором

к \ , а рассеянное поверхностью излучение наблюдается под углом

9 2 и определяется своим вектором к 2 ■

j кх j = I к2 | = к = 2 л  / 1 .

Комплексный показатель поверхности т состоит из двух 
слагаемых

г = г, + / г2 , (143)

Рис. 12 Схема отражения 
от поверхности
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где г, = Г| (б*) — коэффици­
ент поглощения поверхности, 
зависящий от диэлектрической
проницаемости е , и т2 = г2(сг)
— коэффициент отражения, за­
висящий от проводимости ма­
териала а  .

Приближение Фраунгофера (дальняя зона) будет выполняться 
при условии, что точка наблюдения Р (рис. 12) находится далеко 
от поверхности, т.с. имеет место равенство (рис. 13)

Рис. 13. Векторы наблюдения 
при отражении

к R = к к2 г . (144)

Угол между вектором падающей волны кх и единичным векто­
ром нормали к поверхности п представлен как

0=0Х-/7=0, -arctg[<f(A-)], (145)

где У (х) — производная от функции рельефа поверхности. 
Согласно скалярной теории дифракции Кирхгофа комплекс­

ная амплитуда Е (Р) рассеянного излучения в точке Р связана с 
комплексной амплитудой Es вблизи поверхности выражением

Рп d s.

Здесь
е,к R

ч> = - R
/ к1 г

(146)

(147)

где ц/ — сферическая волна.
Падающая на поверхность волна описывается выражением

£0 -  А е к' г , а граничное условие Бекмана для поля вблизи повер­
хности имеет вид

Es -  Е{) + Q Е() = (l t Q ) £ 0, (148)

где £2 = £2(г) — френелсвский коэффициент отражения, кото­
рый связан с комплексным коэффициентом поверхности т .

Из соотношений ( 147) и (148) можно получить выражения для 
производных по нормали, входящих в интеграл (146)
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д Е
- ^ ■  = i { l -S i ) [kv n)E0, (149)

= tp,n)~-  i [kr n) ут (150)

где (x ,у) — скалярное произведение двух векторов, у  — вектор 
градиента.

Из соотношений (149) и (150) получим вид подынтегрального 
выражения в уравнении (146)

у/ -сп СП

(151)= ~'-Ще' кК" е‘Г[к> *'*["(*1 +Л2) -О я (£ , - к 2)

Введем обозначения (рис. 13):

к \ -  k 2 = v = \>х р + V. q =к (sin -  sin 02) р -  к (cos вх + cos 02)q,  

iк. + k 2 = й - и  p + u. q = k (  sin 0, т sin 02) p  + k (cos 02 -  cos 0] )q, 

^  = A: sin вхр - к cos 6̂  <?,

&2 -  к sin в2 p + k cos d2 cj.
Тогда вместо уравнения (151) будем иметь выражение

г  дц/ i А е' к . _г Г?1 \ J.1£■ .. ^  X =   <?,r i  *cos/?[<f(.x)a-*|. (152)6/7 ( fl Ay
Из (152) находим

а = sin 0, (1 -  Q ) + sin #2 (1 + Q) ,
b = cos #2 (1 + О) -  cos б», (l -Q )  , (153)
v f  = v ж а 4 v 2 f(x-) .

Итак, окончательно получим выражение для комплексной 
амплитуды отраженного от поверхности излучения, распростра­
няющегося под углом (Ь :

Е( Р)  = J [* (* )£ '(* )  -  * ( * ) ] < • ' ,*м ' ' J x , ( 154)
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где [- L , L ] — отрезок, ограничивающий участок освещенной 
поверхности.

Выражение для френелевского коэффициента Q для случая 
ТЕ-волны, когда электрический вектор светового поля перпенди­
кулярен плоскости (х, z), имеет вид

cos в - Jr .  + / г, -  sin2 Оо  -  5LJ I_______
ТЕ  /---------------- --------'cos 0+ J  г, + / г, - sin2 О (155)

‘ I ‘ ‘2

где в =в{ -a rc  tg[<f (эс)].
Коэффициенты Френеля (155) можно представить в форме, 

удобной для разделения на реальную и мнимую части:

L lj  г  = □ !  +/' Q 2 =

где

cos 0- yfw cos(v /  2) -  / Vw sin (v /  2)

cos 0 + yfw cos( v /2 ) + / •Jw sin (v /  2) (156)

г, -s in 2 О
IV

=  Г Н Г 1 ~
sin2 о) .

Удобнее рассматривать угловой спектр р[02) рассеянного
излучения. Для этого выражение для комплексной амплитуды 
(154) следует поделить на амплитуду света, зеркально отраженного 
от безрельефной поверхности. Для безрельефной поверхности 
параметры принимают вид

ех = 0г  \>х =0, <fU) = 0. b = 2 r c o s в1.
Тогда зеркальная амплитуда будет равна выражению

rf  i k A e ikR" . ,Е =— т— й— 4 L rcos в,, 
4 л  1 (157)

а выражение для углового спектра рассеяния будет иметь вид 

Е{Р)  ■ L
Р ( о 2 ) =

_  I
4 / cosЕ

/XV (л) i i i x  iv (о. )X ■ 1 О х ' X ’

] [ а { х ) ? (дс)-А(л)]:

• с  ' е d х.  (158)
В частном случае идеально отражающей поверхности, т. е. при 

бесконечно большой проводимости материала, получим
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c r= > o o ,  t j + / r 2 = > / r 2 = > / o o ,  S T E ^> - 1 .

В этом случае френелевские коэффициенты Sp  £ не зависят от 
координат поверхности, и вместо уравнения (158) получим

р М  = "Г2 L
1 + cos ( +  02) 

cos Oj (cos 0 + cos в2

ЛJ

JexpjV в. £{x)+i  vx д-j d х

Далее, введя функцию зрачка поверхности

J  1 . N s i >I ( х )  = r e c t ( х  /  L)
О , х > L ,

(159)

(160)

преобразуем выражение (158) к виду, удобному для вычисления 
с помощью алгоритма быстрого преобразования Фурье. Для этого 
перепишем (158) в виде

p {°j )
1

2' 4 L cos 0, j ^ ( x ) f y( x ) e iG{x^ ] d x

sin 02 
4 L cos 0. j i : ( x ) f 2(X )el 0 l x ^  d x (161)

cos 02 
4 L cos в, j  E (x ) / ,( x )e i G  [ x ,  ) d x

где / ,  (x) = [ l - Q ( - x ) ]  [<f ( - x)sin 0y + cos6 ]̂ ,

/ 2(x) = [l + n ( - x ) ]  ( - a ), / , ( x )  = l + Q (-x )  .

Вводя обозначения для Фурье-образов от соответствующих 
функций

f , - f [  / ,] .  F7 - r \ f 7 ], F, = ? [Л 1- 

I . - ' }  [S] = 2 s in c { iv i ). /  = (v j=  i I V  .  C (  X  !

(162)

и пользуясь обозначением операции свертки (vA =у)
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( у ) ® #  W =  j G ( y -  у') H ( y ' ) d у ' ,
-оО

получим вместо выражения (161) более компактное уравнение

х [ е ©  / |  © /  + sin в 2 Е® F2® I - c a s e 2 l ® F 3®l] .  (163)
В уравнении (163) первые свертки в каждом слагаемом можно 

вычислить с помощью алгоритма быстрого преобразования Фурье. 
Обозначим эти первые свертки следующим образом:

K l (y) = y @ F v K 2(y) = I ® F 2, K } {y) = I @ F y  (164)

Интеграл / (vx ) в общем случае нельзя вычислить с помощью 
БПФ, т. к. функции v- и vx зависят от угла рассеяния 02 и не 
могут рассматриваться независимо. Однако в случае периодичес­
кого профиля поверхности

f ( - x )  = c/cos(gx), (165)

где d  — амплитуда рельефа поверхности, 2 ng  1 — период 
рельефа, можно воспользоваться разложением в ряд по функциям 
Бесселя

от
ехр j"/ у. d  co s (g x )j = im J m(v_d)  e x p [ /m g x ] .

- с о

В этом случае интеграл I  может быть легко вычислен:
оо

/ ( v j  = J ехр [z'y.(<92k ( - - v) “ /у* W * ]  d x  =
-со

= 2  /m Jт (Vr d) J ехР [' т & X -  i vx х] d X =
-ОС’

=  Z  , m J m  ! v -  d )  Л у д - m g ) .  ( l 6 6 )
-00

Окончательно получим следующую формулу для углового 
спектра в случае отражения света от поверхности с синусоидаль­
ным рельефом:
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р{вЛ = -== — У  ^ х' 2' 4 L cos О. р1 /5 1

1

Z  J m  [ V;  W ^ ]  К р  [ V* W  -  W s ] > ( 167 )

А = где р

1 , /7 = 1 ,
sin в7 , / ?  = 2 ,

- COS &2  , /7 =  3 .

Дифракционные порядки отраженного от периодической по­
верхности излучения будут распространяться под углами 0->т  , 
определяемыми уравнениями

= (168)

k. (sin в, -  sin в , )' 1 2т/ mg.

'20 ” 1̂при т =0, + 1, + 2, ... ; в2

На рис. 14 показаны схематично дифракционные порядки,
возникающие при отражении све­
та от поверхности с синусоидаль­
ным рельефом.

Заметим, что интеграл / ( vv) 
можно вычислить с помощью 
БПФ для поверхности с произ­
вольным рельефом, если исполь­
зовать разложение в ряд по углу 
рассеяния 02 :

ехр [/ V. (tf2) £ (-* ) ]  = ехр[-  / к cos 0, £ ( -  х) -  / k c o s 0 2 £ (-* )]  =

оо
= ехр [ - i к £{ - х)  cos ] £  im J т[к £ { - х)\ е‘тв> . ( i69)

—оо

Тогда вместо выражения (166) получим следующее уравнение:

^ (x )-d  cos(gx)
Рис 14. Дифракционные порядки
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no

z ( v j  = J  exp [/ v. (в2) ^ ( - х )  -  / Vx x] d x  =
-C O

'f f
= im е,тв- |  J m [Л £ ( -x ) ]e x p [ - /  к £ (-x )c o s  вх -  iv x x] d x  =

-=n - c/>

= Z  /me<mej 7» W -  (170)
-  QO

Итак, формулы (163) с учетом (170) более аффективны для 
численного анализа дифракции света на рельефной поверхности, 
чем прямое вычисление интеграла Кирхгофа (146).

6. ДИФРАКЦИЯ ГАУССОВОГО ПУЧКА НА ЛИНЗЕ 
С КОНЕЧНОЙ АПЕРТУРОЙ

Получим ниже простые и удобные для вычис­
ления формулы, описывающие скалярную диф ­
ракцию гауссовою пучка на сферической линзе с 
конечной апертурой. Г а у с с о в  ы е  п у ч к и  
— это световые пучки на выходе лазерных источ­
ников. Пусть линза находится в перетяжке гаус- 
сового пучка (рис. 15), то есть в плоскости, в 
которой пучок имеет плоский волновой фронт. В 
этом случае комплексная амплитуда поля сразу за 
тонкой сферической линзой будет иметь вид

Ц Л р )  = /4У "1 ехр - { p / w f  -  i k f (171)

Рис. 15 
Оптическая 

схема

где /  — фокусное расстояние линзы, W — эффективный 
радиус перетяжки гауссового пучка.

Согласно принципу Гюйгенса-Френеля поле на расстоянии 
S  от исходной плоскости вычисляется с помощью интеграла 
Кирхгофа
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U { P )  = ~ T ^  J J  Uo { p ) ^ - d x d y  , (172)

где P — точка наблюдения на оптической оси, 1 — форма
апертуры линзы, S — расстояние. Оно вычисляется по формуле 
(рис. 16)

•S’2 = Р2 + ( г  + V / 2 -  Р2 ) • (173)

На рис. 16 изображен участок сферической поверхности ради­
уса / .

Рис 16 Сферический волновой фронт

В приближении Френеля расстояние S , определенное выра­
жением (173), вычисляется по следующей формуле

S  = yj(z + f f  -  Z p 1 / /  -  ( z  + f )  -  J f \ Pf , z ) (174)

и тогда вместо выражения (172) можно записать

У (р)
i к A e ' kz 
/ ( /  + г)

а

|  р  б1/»)2 ехр .- Z k ^
2 / ( /  + г) p d  р  * (175)

а . л

где было использовано, что d x d  у  = p d  p d  <р и = 2 /г.

а  — радиус линзы.
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В выражении (175) интеграл по радиальной переменной р 
легко вычисляется. Введем удобные обозначения:

-I?.
а. (176)

а  — безразмерный параметр, характеризующий степень усече­
ния гауссового пучка апертурой линзы;

N  = 4 i .  (177)
Я /  '

N  — фрс не леве кое число;

и = TtN — ,
f  + Z (178)

U — безразмерный параметр.
В этих обозначениях выражение (175) после взятия интеграла 

примет следующий вид:

U ( p )
i TtN А

/  L г N >\пехр | / к /  - и

L
1

а  + т (179)n N  -  и

Из уравнения (179) следует выражение для интенсивности 
света в точке Р  на оптической оси

п2 g ( a , u )1(р) -  \ U (р)\ -- 1(F)  

Здесь

1 TtN

g(a,u)  ■= 2 е а
а +и

[ с h(a)  -  cos (г/)]

1(F)  = I ( z  = 0,и = 0) = Г TtN А I 2 е
. /  J а

(180)

(181)

(182)

гас 1(F)  — интенсивность в точке геометрического фокуса 
линзы.

Точка реального фокуса на оптической оси может быть найде­
на, если приравнять производную от функции / (р)  по расстоя­
нию z к нулю. Точка фокуса — это точка максимальной 
интенсивности на оси
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d z  du d z  v-“-/
Из уравнения (178) следует, что имеет место равенство

d u  _ d_ 
d z  ~ d z

nN z
f  + Z

* 0 ,

(f  + z f
и поэтому точку реального фокуса следует искать из уравнения 
d I (и)
— = ' " 8 4 )

После подстановки соотношения (180) в уравнение (184) 
получим

а2 + nN и 1 \
n N  _ и £0 («.«)  = sin и ,  (185)

где

, - c A (a )-c o s ( t/)
g0 (a,u) = 2  5 j . (186)

а + и

Введя удобное обозначение и■ = - a 2(nNY , получим оконча­
тельный вид трансцендентного уравнения для поиска точки реаль­
ного фокусного расстояния

и -  и , . .
 — gn (ar,«) = sin (г/)
j _  « _  0 (187)

ш
Пусть ит — главное решение уравнения (187), при котором 

имеет место глобальный максимум выражения для интенсивности 
/ (р) , тогда абсолютное смешение фокуса из геометрического 
положения находится с помощью выражения (178):

г» ‘  т г г + г  " Л /  ■ <188>т

а относительное смещение фокуса определяется формулой 

Л f  ит
- Г  = ^ 7 Г -  089)

В общем случае трансцендентное уравнение (187) не имеет 
аналитического решения. Поэтому рассмотрим его приближен­
ные решения.



1. Слабое усечение гауссового пучка. В этом случае имеет место 

условие a » w  или а =( а  /  wj2 »  1 , которое означает, что
радиус круглой апертуры линзы намного больше эффективного 
радиуса перетяжки гауссового пучка. При этом имеет место 
предельное соотношение

l i m  g { a , u )  = х> ,
а  => ао

с учетом которого из уравнения (187) следует, что

и = и =т с
а
n N

Подставляя последнее соотноше­
ние в формулу (189), получим для 
относительного смещ ения фокуса 
следующее выражение:

А /  = 1
/  \ + 7 ? G 2 ' (190)

где <7 = гауссовое

Рис. 17. График смещения 
фокуса

N  _ w 
а Я /  

френелевское число.
На рис.17 показан вид зависи­

мости относительного смещения фокуса от величины гауссового 
френелевского числа. Из формулы (190) и рис. 17 видно, что 
смещение всегда отрицательно, то есть реальный фокус всегда 
ближе к линзе, чем положение геометрического фокуса.

2. Сильное усечение гауссового пучка. В этом случае имеют 
место неравенства: а «  w , а «  1 , а величина функции g ( а,и)

при этом равна: g ( a  = 0,u) = sine 2 ( и / 2 )  .
Тогда из соотношения (187) следует упрощенный вид уравне­

ния

tg (и /  2) , и
и / 2 7Г N (191)

где и е [ -  я-,0] .
Уравнение (191) решается в двух предельных случаях
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1-й случай. При vV » 1  слева в уравнении (191) возникает 
неопределенность «ноль на ноль», которая раскрывается, если 
разложить тангенс в ряд до третьего слагаемого

t g(u/2)  - и / 2  + j  {и /2)' .

При этом вместо уравнения (191) получим выражение

и /  2 ' л  N
из которого следует, что

(192)

Подставив (192) в (189), получим выражение для величины 
относительного смещения точки геометрического фокуса

А /  . . ._______ 1 _____
/  “ 1 + т? N 2 /12  ' (193)

Формула (193) верна с точностью до 1% при N  ) 12 .
2-й случай. При N  « 1  уравнение (191) выполняется при 

ит = - л , и поэтому из уравнения (189) следует выражение для 
относительного смещения фокуса

А /  1
f  ~ 1 ^ TV ' <194)

Формула (194) верна с ошибкой 1% при N  <0,1 .
Итак, из полученных выражений (190), (193) и (194) следует, 

что во всех случаях реальный фокус находится ближе к линзе, чем 
точка идеального геометрического фокуса. Прогнозирование сме­
щения фокальной точки гауссового пучка является актуальным 
для задач лазерной диагностики поверхностей, а также при 
считывании и записи информации с оптических дисков.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данном учебном пособии рассмотрены несколько характер­
ных задач прикладной оптики, для которых получены простые 
аналитические соотношения, позволяющие более эффективно и 
быстрее проводить численное моделирование. При этом исходные 
дифракционные интегралы Кирхгофа, Френеля, Ханкеля, вычис­
ление которых и есть основа модельных экспериментов в оптике, 
сводились либо к явным аналитическим выражениям, когда это 
представлялось возможным, либо к  сумме из таких явных выраже­
ний. Кроме того, показано, как с помощью алгоритма быстрого 
преобразования Фурье можно вычислять некоторые интегральные 
выражения и функции.

Данное пособие может помочь студентам специальностей 
«Обработка изображений» и «Компьютерная оптика» более эф ­
фективно организовать численное моделирование задач приклад­
ной оптики, которое от них требуется при курсовом и дипломном 
проектировании. Кроме того, сравнение вычислительных затрат и 
точности вычислений при прямом вычислении дифракционных 
интегралов и при их аналитической аппроксимации может стать 
интересной темой для будущих курсовых и дипломных работ.
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