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ВВЕДЕНИЕ 

Государственные стандарты всех специальностей технических 

вузов по дисциплине «Высшая математика» и соответствующие 

рабочие программы в обязательном порядке включают изучение 

методов аналитического, приближенного и численного 

интегрирования дифференциальных уравнений первого порядка. 

Задачи, в которых необходимо решить дифференциальное уравне-

ние или систему из нескольких дифференциальных уравнений  

с несколькими искомыми функциями часто встречаются в техни-

ческих дисциплинах. 

Цель данного практикума – помочь студентам в формировании 

математического мышления, в выработке практических навыков 

решения и исследования дифференциальных уравнений, в том числе 

с применением современных математических пакетов. 

В практикуме изложены необходимые теоретические 

сведения и разобраны алгоритмы приближенного и численных 

методов интегрирования дифференциальных уравнений первого 

порядка: интегрирование с помощью разложения в ряд Тейлора, 

метод Эйлера, метод Рунге-Кутты четвертого порядка. Приведены 

примеры численного интегрирования в математических пакетах 

Mathcad, Maple и офисной программе Excel. Также рассмотрены 

методы интегрирования систем дифференциальных уравнений 

первого порядка с помощью разложения в ряд Тейлора и методом 

Рунге-Кутты четвёртого порядка. 

В части курса «Высшая математика», посвященной изучению 

дифференциальных уравнений, рассматриваются методы, 

позволяющие выразить решение дифференциального уравнения 

через элементарные функции, либо представить его при помощи 

квадратур от элементарных функций. Эти методы называются 

точными. Классы уравнений, для которых применимы точные 
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методы, сравнительно узки и охватывают только малую часть 

возникающих на практике задач. 

Приближенные методы решения дифференциальных 

уравнений – методы, в которых решение получается как предел 

некоторой последовательности функций, причем каждый член 

этой последовательности выражается через элементарные 

функции или квадратуры. Эти методы удобны, когда большую 

часть промежуточных выкладок удается осуществить точно.  

В практикуме в качестве приближенного метода приведён метод 

разложения в ряд Тейлора. 

Численные методы – это алгоритмы вычисления 

приближенных значений функции на некотором конечном 

множестве точек. Решение при этом получается в виде таблицы. 

Численные методы не позволяют найти общее решение 

дифференциальных уравнений. С их помощью можно определить 

лишь частное решение задачи Коши, но они применимы  

к широким классам уравнений и всем типам задач. Также 

численные методы решения дифференциальных уравнений имеют 

несомненное преимущество перед аналитическими  

и приближенными методами – большую универсальность  

и удобство программирования. 

Численные методы применимы только к задачам, имеющим 

единственное решение (корректно поставленным). В некоторых 

случаях условий корректности может оказаться недостаточно. 

Необходимо, чтобы задача была хорошо обусловлена (устойчива), 

то есть малые изменения в задании начальных условий приводили 

к достаточно малым изменениям искомого решения. 
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1 РЕШЕНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ 

ПЕРВОГО ПОРЯДКА С ПОМОЩЬЮ РАЗЛОЖЕНИЯ  

В РЯД ТЕЙЛОРА 

Одним из методов приближенного решения 

дифференциальных уравнений является метод разложения в ряд 

Тейлора. 

Пусть дано дифференциальное уравнение 1-го порядка 

( , )y f x y   

при начальном условии 
0 0( )y x y . 

Если функция f(x,y) дифференцируемая достаточное число 

раз, то коэффициенты  
( )

0( )

!

ky x

k
 

ряда Тейлора 

2 3

0 0 0 0 0 0 0

1 1
( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ...

2! 3!
y x y x y x x x y x x x y x x x         

можно получить последовательным дифференцированием данного 

дифференциального уравнения: 

( ) ( , ),

( ) ( , ),

........................

y x f x y

f f f f
y x y f x y

x y x y

 

   
    

   
 

и последующей подстановкой  

0 0 0, ( ) .x x y y x y    

Для тех значений x, для которых ряд Тейлора сходится, он 

представляет решение исходного дифференциального уравнения. 

Замечание. Ряд Тейлора сходится и его сумма при k   

равна функции y(x), если для остаточного члена формулы Тейлора  
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1
( 1)0

0 0

( )
( ) [ ( )], 0 1

( 1)!

k
k

k

x x
R x f x x x

k
 




    


 

выполняется условие 

lim ( ) 0.k
k

R x


  

Пример 1. Найти приближенное решение дифференциального 

уравнения 

sinxy y e x    

с начальным условием (0) 1y   на отрезке [ ; ] [0;1]a b  , вычислив 

три и четыре отличных от нуля члена ряда Тейлора. Сравнить с 

аналитическим решением. Построить график. 

Решение. Вычисления производных ( ) (0)ky  производим, 

последовательно дифференцируя исходное уравнение: 

(0) 1,y   

( ) sin , (0) 1,xy x y e x y     

( ) sin cos , (0) 0,x xy x y e x e x y       

( ) 2 cos , (0) 2,xy x y e x y       

(4) (4)( ) 2 cos 2 sin , (0) 4.x xy x y e x e x y      

Тогда, учитывая формулу для ряда Тейлора, имеем 
3 4 3 42 4

( ) 1 ... 1 ... .
3! 4! 3 6

x x x x
y x x x           

Решим данное дифференциальное уравнение аналитически. 

Уравнение вида 

( ) ( ),y p x y f x     

называется линейным дифференциальным уравнением первого 

порядка. 

Коэффициенты линейного дифференциального уравнения в 

примере 1 имеют вид 

( ) 1,p x      ( ) sin .xf x e x   
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Они являются непрерывными функциями при ( ; )x   , 

поэтому существует единственное решение задачи Коши на 

интервале ( ; )x   . 

Найдём общее решение данного уравнения по методу 

Бернулли. 

Положим y=uv, где u=u(x), v=v(x) и подставим uv вместо y в 

исходное уравнение. 

Получим: 

sin ,xu v v u uv e x      

  sin .xu v u v v e x      

Функции v и u найдем, приравняв выражение в скобках к 

нулю: 

0,

sin .x

v v

u v e x

  

  

 

Решением первого уравнения с разделяющимися 

переменными 

dv
dx

v
  

является функция .xv e  

С учётом найденной функции 
xv e , второе уравнение систе-

мы примет вид: 

sinx xu e e x    

или 

sin ,u x    

откуда  

cos .u x C    

Функция 

 cosxy e x C   

является общим решением исходного уравнения. 
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Чтобы найти частное решение задачи Коши, подставим в об-

щее решение, согласно начальному условию (0) 1y  , значения 

 0 00, 1: 1 1 1 0.x y C C       

Подставляя 0C   в общее решение, получим частное реше-

ние задачи Коши: 

cos .xy e x  

На рисунке 1 изображены графики точного решения (кривая 

 y x ) и решения с помощью разложения в ряд при использовании 

трёх и четырёх ненулевых членов ряда (кривые    3 , 4y x y x , 

соответственно). Для построения графиков функций был исполь-

зован математический пакет Mathcad 15. 

 
Рисунок 1. Сравнение точного решения и приближенного решения  

с использованием степенных рядов  
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Проилюстрируем возможности использования математи-

ческого пакета Maple при решении данной задачи.  

Для некоторых дифференциальных уравнений можно найти 

аналитическое решение с помощью математического пакета Maple. 

Для нахождения аналитических решений дифференциальных 

уравнений в Maple применяется команда dsolve(eq,var,options), где 

eq – дифференциальное уравнение, var – неизвестные функции, 

options – параметры. Параметры могут указывать метод решения 

задачи, например, по умолчанию ищется аналитическое решение: 

type=exact. При составлении дифференциальных уравнений для 

обозначения производной применяется команда diff. Скриншот 

программы представлен на рисунке 2. 

 

Рисунок 2. Аналитическое решение дифференциального уравнения 

первого порядка в Maple 

Для поиска приближенного решения в виде степенного ряда, 

необходимо использовать ту же  функцию dsolve(eq,var,options), 

где в options необходимо выбрать type= series. Преварительно 

можно указать порядок разложения с помощью команды 

Order:=n. Поскольку в разложении учитываются члены, начиная  

с нулевого, то получим разложение до x в степени n-1. Скриншот 

программы представлен на рисунке 3. 
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Рисунок 3. Решение дифференциального уравнеия первого порядка  

с помощью разложения в ряд Тейлора в  Maple 

Для графического сравнения точного решения и решения  

с помощью разложения в ряд Тейлора при использовании трёх  

и четырёх ненулевых членов ряда используется функция plot. 

Аналитическое решение обозначено функцией y3. Результаты 

представлены на рисунке 4. 
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Рисунок 4. Графики аналитического решения и приближенного решения  

с использованием степенных рядов в Maple 
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 ЗАДАНИЕ ДЛЯ ЛАБОРАТОРНОЙ РАБОТЫ №1 

Тема работы: Аналитическое и приближенное решение 

обыкновенных дифференциальных уравнений. Знакомство с мате-

матическим пакетом Maple.  

Цель работы: Научиться находить приближенное решение 

дифференциального уравнения с помощью разложения в ряд Тей-

лора. Сравнить полученное решение с аналитическим решением. 

Задание: Согласно своему варианту (приложение 1) самосто-

ятельно найти аналитическое решение дифференциального урав-

нения ( , )y f x y  , удовлетворяющее начальным условиям 

0 0( )y x y , указать его тип. 

Решить данное уравнение методом разложения в ряд Тейлора. 

Сравнить с точным решением.  

Найти аналитическое решение данного дифференциального 

уравнения с использованием математического пакета Maple. Найти 

приближенное решение данного дифференциального уравнения 

методом разложения в ряд Тейлора с использованием математиче-

ского пакета Maple. Построить на одном графике интегральные 

кривые аналитического решения и для трёх и четырёх отличных от 

нуля слагаемых разложения в ряд Тейлора. Сделать выводы о схо-

димости. 
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2 РЕШЕНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ 

ПЕРВОГО ПОРЯДКА МЕТОДОМ ЭЙЛЕРА  

Метод Эйлера является численным шаговым методом, 

позволяющим вычислить приближенные значения решения 

дифференциального уравнения ( , )y f x y   с начальным  

условием 
0 0( )y x y . 

Пусть ( )y x  есть искомое решение. Геометрически это 

искомое решение будет представлять собой интегральную кривую, 

проходящую через точку 
0 0( , )x y . В плоскости Oxy построим 

i+1 0x x ih  , (i=0, 1,…, N-1), h – шаг интегрирования, N – число 

шагов интегрирования (рисунок 5). 

 

Рисунок 5. Иллюстрация к методу Эйлера 

В точке 
0 0( , )x y  производная 

0 0 0( , ) tg( )y f x y    . Заменим 

ее приближенным равенством 

0
0 0 0 0

0

( , ) или   ( , ) ,
y yy

f x y f x y
x x x


 

 
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в точке 
1 1( , )x y  имеем 

1 0 0 0 1 0 1 0 0 0( , )( ) или   ( , ) ,y y f x y x x y y hf x y      

аналогично  

2 1 1 1

1

( , ) ,

( , ) , ( 0,1,..., 1).i i i i

y y hf x y

y y hf x y i N

 

   
 

Полученная ломанная будет приближенным решением 

( )y x . При уменьшении шага разбиения h погрешность 

вычисления уменьшается. 

Локальной погрешностью обрыва называется погрешность, 

которую делают при переходе от jx  к 1jx   , если заменяют 

дифференциальное уравнение конечным выражением. 

Погрешностью обрыва или погрешностью метода 

называется погрешность, возникающая при сложении 

(аккумуляции) локальных погрешностей обрыва при некотором 

фиксированном j. 

Погрешностью округления называется доля погрешности, 

возникающая при фактическом проведении вычислений, а также 

вызванная этими округлениями нарастающая неустранимая 

погрешность. 

Локальная погрешность обрыва метода Эйлера имеет порядок 
2( )o h . Знание порядка локальной погрешности не имеет 

практического значения для прямой оценки фактической 

погрешности обрыва. Поэтому для управления величиной шага 

широко применяется принцип Рунге, согласно которому 

погрешность при шаге h/2 выражается через приближенные 

значения при шагах h и h/2:  

( , / 2) ( , )
( ) ( , / 2) ,

2 1k

y x h y x h
y x y x h


 


               (2) 

где y(x,h/2) – приближенное значение y(x), вычисленное в точке x с 

величиной шага h/2;  
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y(x,h) – приближенное значение y(x), вычисленное в точке x с 

величиной шага h; k – порядок локальной погрешности обрыва.  

При использовании метода Эйлера, учитывая, что 

погрешность метода имеет порядок 2( )o h , обычно шаг выбирают 

из условия ,h  где   – заданная точность. Проводят 

вычисления при шаге h. Затем проводят вычисления при шаге h/2 

и сравнивают в одинаковых точках jx  значения ( , )jy x h  и 

( , / 2)jy x h . Если выполняется неравенство  

2

( , ) ( , / 2)
max ,

2 1

j j

j

y x h y x h


  
 

  

  (3) 

то приближенное решение ( , / 2)jy x h  удовлетворяет заданной 

точности  , в противном случае проводят вычисления с 

уменьшенным еще в два раза шагом и проверяют выполнение 

условия (3). Вычисления повторяются до достижения заданной 

точности. 

2.1 Решение дифференциального уравнения 

первого порядка методом Эйлера в Mathcad 

Найдём решение дифференциального уравнения  

sinxy y e x   с начальным условием (0) 1y   на отрезке 

[ ; ] [0;1]a b   и заданной точностью 0,01   методом Эйлера с ис-

пользованием математического пакета Mathcad 15. Все необходи-

мые примечания написаны в самой программе. Важно обратить 

внимание, что в данном пакете строчные и заглавные буквы вос-

принимаются за разные обозначения. Также данный математиче-

ский пакет сразу проводит вычисления, используя только ту ин-

формацию, что написана выше, потому важно следить за порядком 

ввода (см. Приложение 2). На рисунке 6 представлен скриншот, на 
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котором введены начальные условия, само дифференциальное 

уравнение и итерационные формулы Эйлера. 

 

Рисунок 6. Ввод начальных условий, дифференциального уравнения 

и итерационных формул Эйлера  

 

На рисунке 7 представлен скриншот, на котором показан вы-

вод результатов первого приближения. 
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Рисунок 7. Первое приближенное решение дифференциального уравнения 

методом Эйлера 

  

На рисунке 8 представлен скриншот, на котором производит-

ся интегрирование методом Эйлера с уменьшенным в два раза ша-

гом. На рисунке 9 приведены графики численных решений 

дифференциального уравнения методом Эйлера (первое и второе 

приближение) и точного решения. 
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Рисунок 8. Решение дифференциального уравнения методом Эйлера,  

поиск второго приближения 

  
Рисунок 9. Графики решений дифференциального уравнения методом Эйлера 

(первое и второе приближения) и точного решения 
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На рисунке 10 приведено вычисление погрешности по 

правилу Рунге. 

 

 

Рисунок 10. Вычисление погрешности по правилу Рунге 

 

Рисунок 11. Решение дифференциального уравнения методом Эйлера, 

третье приближение 
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Как видно из рисунка 10, приближенное решение отличается 

от точного на 0,03. Погрешность по правилу Рунге с учетом 

округления равна 0,01. Поскольку необходимо, чтобы 

выполнялось строгое неравенство 0,01  , производится 

увеличение числа интегрирования в два раза. На рисунке 11 пред-

ставлен скриншот поиска третьего приближения. На рисунке 12 

приведены графики второго и третьего приближений решений 

дифференциального уравнения методом Эйлера и точного 

решения. На рисунке 13 приведено вычисление погрешности по 

правилу Рунге. 

 

 
Рисунок 12. Графики решений дифференциального уравнения методом Эйлера 

(второе и третье приближения) и точного решения 
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Рисунок 13. Вычисление погрешности по правилу Рунге 

 

Как видно из рисунка 13, приближенное решение отличается 

от точного на 0,01. Погрешность по правилу Рунге меньше 0,01. 

Следовательно, последнее решение можно считать приближенным 

решением с точностью до 0,01.  

2.2 Решение дифференциального уравнения 

первого порядка методом Эйлера в Maple 

Решим пример, рассмотренный в предыдущем разделе с ис-

пользованием математического пакета Maple 17. Важно обратить 

внимание, что в данном пакете строчные и заглавные буквы вос-

принимаются за разные обозначения. Данный математический ис-

пользует только ту информацию, что была введена в память по-

средством нажатия клавиши Enter или восклицательного знака на 

панели управления, при этом порядок написания не столь важен, 

но следует принимать во внимание, что при построчном вводе ин-

формации, он опирается только на введённую ранее. Для очистки 

памяти от предыдущей информации используется команда restart. 
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Черным цветом на экране отображается информация, введённая 

пользователем, а синим – информация, обработанная математиче-

ским пакетом (см. Приложение 2). На рисунках 14 – 18 представ-

лены скриншоты кода программы решения дифференциального 

уравнения первого порядка sinxy y e x   с начальным условием 

(0) 1y   на отрезке [ ; ] [0;1]a b   и заданной точностью 0,01   ме-

тодом Эйлера. 

 

 

Рисунок 14. Процедура интегрирования методом Эйлера  
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Рисунок 15. Процедура оценки погрешности методом Рунге, 

путём сравнения значений, полученных при исходном шаге интегрирования h  

и при шаге интегрирования h/2   

 

Рисунок 16. Ввод дифференциального уравнения 

и параметров интегрирования 
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Рисунок 17. Сравнение полученной оценки погрешности  

с требуемой точностью и при необходимости дальнейшее уменьшение шага 
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Рисунок 18.  Графики аналитического и численного решений 
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ЗАДАНИЕ ДЛЯ ЛАБОРАТОРНОЙ РАБОТЫ №2 

Тема работы: Численное решение дифференциального урав-

нения первого порядка методом Эйлера. Знакомство с математиче-

скими пакетами Mathcad и Maple.  

Цель работы: Научиться находить численное решение диф-

ференциального уравнения первого порядка методом Эйлера. 

Сравнить и проанализировать полученное решение с точным ре-

шением. 

Задание: Согласно своему варианту (приложение 1) решить 

дифференциальное уравнение методом Эйлера с использованием 

математического пакета Mathcad (Maple). Требуемая точность 

0,01. 

Используя метод Эйлера, решить заданное дифференциальное 

уравнение ( , )y f x y  , удовлетворяющее начальным условиям 

0 0( )y x y  на отрезке  ;  a b , с шагом h. Уменьшить шаг в два раза, 

произвести оценку точности согласно правилу Рунге. Если точ-

ность не достигнута, повторить уменьшение шага. 

Результат сравнить с точным решением. Построить инте-

гральные кривые. На одном графике привести интегральную кри-

вую, полученную аналитически и 2 интегральные кривые, полу-

ченные методом Эйлера с различным шагом.  
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3 МЕТОД РУНГЕ-КУТТЫ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА 

Описанный выше метод Эйлера является частным случаем 

численных методов интегрирования дифференциальных 

уравнений первого порядка, которые носят общее название 

«Методы Рунге–Кутты». Существует множество методов  

Рунге-Кутты различного порядка, рассмотрим наиболее популяр-

ный метод Рунге-Кутты, имеющий порядок погрешности 4( )h . 

По методу Рунге-Кутты, для уравнения ( , )y f x y   

вычислению значения 
1iy 
 предшествуют четыре итерации по 

формулам: 

1 ( , ),i iq h f x y   

1
2 , ,

2 2
i i

qh
q h f x y

 
    

 
 

2
3 , ,

2 2
i i

qh
q h f x y

 
    

 
 

 4 3, ,i iq h f x h y q     

1 1 2 3 4

1
( 2 2 ),

6
i iy y q q q q       

( 0,1,..., 1).i N   

h – шаг интегрирования, N – число шагов интегрирования. 

Согласно правилу Рунге, оценка точности в этом случае 

определяется неравенством 

4

( , ) ( , / 2)
max .

2 1

j j

j

y x h y x h


  
 

  
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Для этого случая в формуле (2) взят коэффициент k=4, что со-

ответствует методу Рунге-Кутты 4го порядка точности. 

Отметим также, что при интегрировании с постоянным шагом 

на конечном интервале интегрирования , 2 , ,h h nh , где n  – чис-

ло шагов интегрирования ( 1sn h  - целое число), оценка глобаль-

ной методической погрешности является немалой относительно 

 h  величиной. Методика выбора величины постоянного шага ин-

тегрирования при использовании явных методов Рунге-Кутты 

описана в работе Любимова В.В., Подклетновой С.В. «О зависи-

мости глобальной погрешности численного решения дифференци-

ального уравнения методом Рунге-Кутты от величины шага инте-

грирования». 

3.1 Решение дифференциального уравнения 

методом Рунге-Кутты четвёртого порядка в Mathcad 

Найдём решение дифференциального уравнения 

sinxy y e x   с начальным условием (0) 1y   на отрезке 

[ ; ] [0;1]a b   и заданной точностью 0,01   методом Рунге-Кутты 

четвёртого порядка с использованием математического пакета 

Mathcad 15. Все необходимые примечания написаны в программе. 

На рисунке 19 представлен скриншот, на котором введены началь-

ные условия, дифференциальное уравнение и итерационные фор-

мулы Рунге-Кутты. На рисунке 20 представлен скриншот, на кото-

ром показан вывод результатов первого приближения. 
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Рисунок 19. Ввод начальных условий, дифференциального уравнения 

и итерационных формул Рунге-Кутты 
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Рисунок 20. Первое приближенное решение дифференциального уравнения 

методом Рунге-Кутты 

На рисунке 21 представлен скриншот, на котором произво-

дится интегрирование методом Рунге-Кутты с уменьшенным в два 

раза шагом. На рисунке 22 приведены графики численных реше-

ний дифференциального уравнения методом Рунге-Кутты и точно-

го решения. На рисунке 23 приведено вычисление погрешности по 

правилу Рунге. 
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Рисунок 21. Решение дифференциального уравнения методом Рунге-Кутты, 

поиск второго приближения  
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Рисунок 22. Графики решений дифференциального уравнения 

методом Рунге-Кутты и точного решения 

 

Рисунок 23. Вычисление погрешности по правилу Рунге 

Как видно из рисунка 23, приближенное решение отличается 

от точного на 0,00000009. Погрешность по правилу Рунге меньше 

0,01. Следовательно, последнее решение можно считать 

приближенным решением с точностью до 0,01. 
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Поскольку метод Рунге-Кутты четвёртого порядка очень рас-

пространён, прикладные математические программы имеют соот-

ветствующие встроенные функции. Рассмотрим функцию rkfixed. 

Схема её использования следующая: вводятся начальное значение 

функции, начальное значение аргумента, конечное значение аргу-

мента, число шагов, правая часть дифференциального уравнения 

(рисунок 24). На рисунке 25 приведены графики решений. 

 

Рисунок 24. Решение дифференциального уравнения встроенной функцией 

интегрирования с фиксированным шагом rkfixed 

 

Рисунок 25. Графики решения дифференциального уравнения встроенной 

функцией интегрирования с фиксированным шагом rkfixed 

и аналитического решения  
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Как видно из рисунка 25, результаты расчётов с использова-

нием встроенной функции полностью совпадают с результатами, 

полученными ранее. 

3.2 Решение дифференциального уравнения 

методом Рунге-Кутты четвёртого порядка в Maple 

Далее приведено решение дифференциального уравнения ме-

тодом Рунге-Кутты четвёртого порядка с использованием матема-

тического пакета Maple 17. Cкриншоты кода программы представ-

лены на рисунках 26–30.  

 
Рисунок 26. Процедура интегрирования методом Рунге-Кутты 

четвёртого порядка  
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Рисунок 27. Процедура оценки погрешности методом Рунге,  

путём сравнения значений, полученных при исходном шаге интегрирования h  

и при шаге интегрирования h/2   

 

Рисунок 28. Ввод дифференциального уравнения и параметров интегрирования 
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Рисунок 29.  Сравнение полученной оценки погрешности с требуемой точностью 

и при необходимости дальнейшее уменьшение шага 
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Рисунок 30.  Графики аналитического и численного решений  

Система Maple также имеет встроенную процедуру реализа-

ции метода Рунге-Кутты. Для того, чтобы ее использовать в каче-

стве одного из параметров функции dsolve надо указать значение 

numeric. Результат будет выведен на экран в виде 

F:= proc(x_rkf45) … end proc 
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Для того, чтобы увидеть конкретные значения функции в точ-

ках, можно вводить F(0.1), F(0.2) и т.д. или задать вывод значений 

в цикле, как показано на рисунке 31. 

 

 

Рисунок 31.  Решение дифференциального уравнения встроенной процедурой 

реализации метода Рунге-Кутты  

Стоит отметить, что в Maple используется метод Рунге-Кутты 

4-5 порядка, потому значения, полученные встроенным методом  

и методом, запрограммированным самостоятельно могут не  

совпадать. 
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3.3 Решение дифференциального уравнения 

методом Рунге-Кутты четвёртого порядка в Excel 

Найдём решение дифференциального уравнения 

sinxy y e x   с начальным условием (0) 1y   на отрезке 

[ ; ] [0;1]a b   с использованием методов Эйлера и Рунге-Кутты в 

программе Excel (Microsoft Office Excel). Способ реализации с не-

обходимыми примечаниями показан на рисунках 32 – 35. 

 

Рисунок 32.  Результаты точного решения дифференциального уравнения 

Функция точного решения табулируется.  

При интегрировании методом Эйлера в соответствующие 

ячейки вводятся следующие формулы: 

 в ячейку F16: =$B$9+$B$11*E16; 

 в ячейку F17: =$B$9+$B$11*E17; 

 в ячейку F18: =$B$9+$B$11*E18; 

 в ячейку G16: =$B$10; 



 42 

 в ячейку G17: =G16+$B$11*H16; 

 в ячейку G18: =G17+$B$11*H17; 

 в ячейку H16: =G16-EXP(F16)*SIN(F16); 

 в ячейку H17: =G17-EXP(F17)*SIN(F17); 

 в ячейку H18: =G18-EXP(F18)*SIN(F18),  

 далее аналогично. 

На рисунке 33 приведены результаты интегрирования мето-

дом Эйлера. 

 

Рисунок 33.  Результаты интегрирования методом Эйлера 

При интегрировании методом Рунге-Кутты четвёртого поряд-

ка в соответствующие ячейки вводятся формулы: 

 в ячейку B31: =$B$9+$B$11*A31; 

 в ячейку B32: =$B$9+$B$11*A32; 

 в ячейку C31: =$B$10; 

 в ячейку C32: =C31+$B$11*H31; 

 в ячейку D31: =C31-EXP(B31)*SIN(B31); 

 в ячейку D32: =C32-EXP(B32)*SIN(B32); 

 в ячейку E31: =C31+$B$11*D31/2-

EXP(B31+$B$11/2)*SIN(B31+$B$11/2); 
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 в ячейку E32: =C32+$B$11*D32/2-

EXP(B32+$B$11/2)*SIN(B32+$B$11/2); 

 в ячейку F31: =C31+E31*$B$11/2-

EXP(B31+$B$11/2)*SIN(B31+$B$11/2); 

 в ячейку F32: =C32+E32*$B$11/2-

EXP(B32+$B$11/2)*SIN(B32+$B$11/2); 

 в ячейку G31: =C31+F31*$B$11-

SIN(B31+$B$11)*EXP(B31+$B$11); 

 в ячейку G32: =C32+E32*$B$11/2-

EXP(B32+$B$11/2)*SIN(B32+$B$11/2); 

 в ячейку H31: =(D31+2*E31+2*F31+G31)/6; 

 в ячейку H32: =(D32+2*E32+2*F32+G32)/6,  

 далее аналогично. 

На рисунке 34 приведены результаты интегрирования мето-

дом Рунге-Кутты четвёртого порядка. На рисунке 35 приведено 

сравнение решений дифференциального уравнения методами  

Эйлера и Рунге-Кутты с точным решением. 

 

Рисунок 34.  Интегрирование методом Рунге-Кутты четвёртого порядка 
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Рисунок 34 (окончание) 

 

Рисунок 35.  Сравнение решений дифференциального уравнения  

методами Эйлера и Рунге-Кутты с аналитические решением 
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 ЗАДАНИЕ ДЛЯ ЛАБОРАТОРНОЙ РАБОТЫ № 3 

Тема работы: Численное решение дифференциального урав-

нения первого порядка методом Рунге-Кутты четвёртого порядка. 

Знакомство с математическими пакетами Mathcad и Maple.  

Цель работы: Научиться находить численное решение диф-

ференциального уравнения первого порядка методом Рунге-Кутты. 

Сравнить полученное решение с точным решением. 

Задание: Согласно своему варианту (приложение 1) решить 

дифференциальное уравнение методом Рунге-Кутты четвёртого 

порядка с использованием математических пакетов Mathcad и Ma-

ple. Требуемая точность 0,01. 

Используя метод Рунге-Кутты четвёртого порядка, решить за-

данное дифференциальное уравнение ( , )y f x y  , удовлетворяю-

щее начальным условиям 
0 0( )y x y  на отрезке  ;  a b , с шагом h. 

Уменьшить шаг в два раза, произвести оценку точности согласно 

правилу Рунге. Если точность не достигнута, повторить уменьше-

ние шага. 

Результат сравнить с точным решением. Построить инте-

гральные кривые. На одном графике привести интегральную кри-

вую, полученную аналитически и 2 интегральные кривые, полу-

ченные методом Рунге-Кутты с различным шагом.  

Сделать окончательные выводы по работе. 

Оформить отчет (пояснительную записку) по лабораторным 

работам №1-3. При оформлении пояснительной записки приводить 

необходимые теоретические сведения. Таблицы расчетов и графи-

ки приводить в печатном виде. На графиках чётко обозначать  

кривые.  
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4 РЕШЕНИЕ СИСТЕМ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 

УРАВНЕНИЙ ПЕРВОГО ПОРЯДКА  

С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ СТЕПЕННЫХ РЯДОВ 

Одним из методов приближенного решения системы 

дифференциальных уравнений является метод разложения с ис-

пользованием рядов Тейлора. 

Пусть дана система дифференциальных уравнений первого 

порядка 

    

    

1

2

; ; ,

; ;

x f t x t y t

y f t x t y t

  

 

 

при начальных условиях    0 0 0 0,x t x y t y  . 

Если функции    ,x t y t  дифференцируемы достаточное 

число раз, то коэффициенты  
( )

0( )

!

kx t

k
, 

( )

0( )

!

ky t

k
 

ряда Тейлора для системы уравнений 

2 3

0 0 0 0 0 0 0

2 3

0 0 0 0 0 0 0

1 1
( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ...

2! 3!

1 1
( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ...

2! 3!

x t x t x t t t x t t t x t t t

y t y t y t t t y t t t y t t t


         


          


 

можно получить последовательным дифференцированием данных 

дифференциальных уравнений: 

1 2( ) ( , ( ), ( )), ( ) ( , ( ), ( )),x t f t x t y t y t f t x t y t  

1 2( ) ( , ( ), ( ), ( ), ( )), ( ) ( , ( ), ( ), ( ), ( )),x t F t x t y t x t y t y t F t x t y t x t y t        

........................  

и последующей подстановкой  

   0 0 0 0 0, , .t t x t x y t y    
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Для тех значений t, для которых ряды сходятся, они 

представляют решение исходной системы дифференциальных 

уравнений. 

Пример 2. Найти приближенное решение системы дифферен-

циальных уравнений 

2 5 3

5 6 1

x x y

y x y

   

   

 

с начальными условиями    0 6, 0 5x y  , вычислив четыре и 

пять отличных от нуля члена ряда Тейлора. Сравнить с аналитиче-

ским решением. Построить график. 

Решение. Вычисления производных ( ) (0)kx , ( ) (0)ky  произво-

дим, последовательно дифференцируя исходные уравнения: 

   0 6, 0 5x y  , 

( ) 2 5 3, ( ) 5 6 1,x t x y y t x y        

   0 10, 0 1x y    , 

( ) 2 5 , ( ) 5 6 ,x t x y y t x y          

   0 25, 0 56x y     , 

( ) 2 5 , ( ) 5 6 ,x t x y y t x y          

   0 230, 0 211x y   , 

( ) 2 5 , ( ) 5 6 ,IV IVx t x y y t x y        

   0 595, 0 116IV IVx y    . 

Тогда, учитывая формулу Тейлора, получаем: 

   

   

2 43

2 43

25 595230
( ) 6 10 ...

2! 3! 4!

56 116211
( ) 5 ...

2! 3! 4!

t tt
x t t

t tt
y t t

  
     




 
     



 

или 
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2 3 4

2 3 4

25 115 595
( ) 6 10 ...

2 3 24

211 29
( ) 5 28 ...

6 6

x t t t t t

y t t t t t


     


      


. 

Решим данную систему дифференциальных уравнений анали-

тически. 

Система дифференциальных уравнений вида 

   

   

( ),

( )

x k x t l y t f t

y m x t n y t g t

     

     

  

называется линейной неоднородной системой дифференциальных 

уравнений первого порядка. 

В качестве функций ( ), ( )f t g t  в примере 2 выступают кон-

станты: 

( ) 3, ( ) 1f t g t  . 

Найдём общее решение данной системы дифференциальных 

уравнений, используя метод исключения. 

Продифференцируем по t  любое, например, первое уравне-

ние: 

2 5x x y    . 

Подставим 5 6 1y x y     в полученное равенство: 

 2 5 5 6 1x x x y     , 

2 25 30 5x x x y     . 

Составим систему уравнений: 

2 5 3,

2 25 30 5.

x x y

x x x y

   

    

 

Из первого уравнения системы выражаем y  через x  и x : 

2 3

5

x x
y

 
 . 

Подставляем y  во второе уравнение системы: 
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2 3
2 25 30 5

5

x x
x x x

  
      

 
, 

2 25 12 18 6 5x x x x x       , 

4 13 13x x x    .  

В результате получили линейное неоднородное уравнение 

второго порядка с постоянными коэффициентами.  

Найдем общее решение соответствующего однородного урав-

нения: 

4 13 0x x x    . 

Составим и решим характеристическое уравнение: 
2 4 13 0    , 

16 52 36D   , 

1,2

4 6

2

i


 
 , 

1,2 2 3i    . 

Получили сопряженные комплексные корни, поэтому общее 

решение линейного неоднородного уравнения запишем в виде: 

    2

1 2
ˆ cos 3 sin 3tx e C t C t  . 

Частное решение линейного неоднородного уравнения ищем в 

виде:  
*x A . 

Найдем первую и вторую производную: 

   * *0, 0x x
 
  . 

Подставим 
*x ,    * *,x x

 
 в левую часть неоднородного 

уравнения: 

0 4 0 13 13,

13 13,

1.

A

A

A

   




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Таким образом: * 1x  . 

В результате получаем:  

      * 2

1 2
ˆ cos 3 sin 3 1tx t x x e C t C t     . 

Найдём функцию  y t . Сначала находим производную от уже 

найденной функции  x t : 

       2

1 2cos 3 sin 3 1tx t e C t C t 
    

           2 2

1 2 1 2cos 3 sin 3 cos 3 sin 3 0t te C t C t e C t C t       

         2 2

1 2 1 22 cos 3 sin 3 3 sin 3 3 cos 3t te C t C t e C t C t       

        2

1 2 1 22 3 cos 3 3 2 sin 3 .te C C t C C t       

Подставим       2

1 2cos 3 sin 3 1tx t e C t C t    и 

          2

1 2 1 22 3 cos 3 3 2 sin 3tx t e C C t C C t        в уравнение 

   
1

2 3
5

y t x x    : 

   
1

2 3
5

y t x x      

         2

1 2 1 1 2 2

1
2 3 2 cos 3 3 2 2 sin 3 5

5

te C C C t C C C t       

   2 1 2 1 24 3 3 4
cos 3 sin 3 1

5 5

t C C C C
e t t      

      
    

. 

Общее решение системы: 

      

     

2

1 2

2 1 2 1 2

cos 3 sin 3 1,

4 3 3 4
cos 3 sin 3 1,

5 5

t

t

x t e C t C t

C C C C
y t e t t





   

      

       
    

 

где 
1 2,C C const . 
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Найдем частное решение, соответствующее начальным усло-

виям    0 6, 0 5x y  : 

 

 

1

1 2

0 1 6,

4 3
0 1 5,

5

x C

C C
y

   

 

  


 

1 5C  , 

2
2 2

20 3
4 20 3 20 0

5

C
C C


      . 

Подставляем найденные константы в общее решение системы: 

      

     

2

2

5cos 3 0 sin 3 1,

20 0 15 0
cos 3 sin 3 1.

5 5

t

t

x t e t t

y t e t t





    

      

       
    

 

Окончательно, частное решение: 

   

      

2

2

5 cos 3 1,

4cos 3 3sin 3 1.

t

t

x t e t

y t e t t





  


  

 

Найдём аналитическое решение данной системы с помощью 

математического пакета Maple. Также как и при решении 

дифференциального уравнения первого порядка применяется 

команда dsolve(eq,var,options), при этом дифференциальные 

уравнения указываются в фигурных скобках через запятую и после 

них указываются сами функции тоже в фигурных скобках через 

запятую. При составлении дифференциальных уравнений для 

обозначения производной применяется команда diff. Скриншот 

программы представлен на рисунке 36. 
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Рисунок 36.  Аналитическое решение системы дифференциальных уравнений 

первого порядка в Maple 

Аналогично задаче, разобранной в примере 1 для поиска 

приближенного решения в виде степенных рядов, используется  

функция dsolve(eq,var,options), где в options необходимо выбрать 

type= series. Скриншот программы представлен на рисунке 37. На 

рисунке 38 показан ввод полученного ранее аналитического 

решения. Графики точных решений и решений с помощью разло-

жения в ряд Тейлора при использовании трёх и четырёх ненулевых 

членов ряда приведены на рисунках 39, 40. Красной линией пока-

зано аналитическое решение. 
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Рисунок 37. Решение cистемы дифференциальных уравнений первого порядка  

с помощью разложения в ряд Тейлора в Maple 

 
Рисунок 38. Ввод полученного ранее аналитического решения 
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Рисунок 39. Графики аналитического и приближенного решений  

с использованием степенных рядов в Maple для функции х(t) 

 
Рисунок 40. Графики аналитического и приближенного решений  

с использованием степенных рядов в Maple для функции y(t)
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ЗАДАНИЕ ДЛЯ ЛАБОРАТОРНОЙ РАБОТЫ № 4 

Тема работы: Аналитическое и приближенное решение си-

стемы дифференциальных уравнений первого порядка. Знакомство 

с математическим пакетом Maple.  

Цель работы: Научиться находить приближенное решение 

системы дифференциальных уравнений первого порядка с помо-

щью разложения в ряд Тейлора. Сравнить полученное решение с 

аналитическим решением. 

Задание: Согласно своему варианту (приложение 1) самосто-

ятельно найти аналитическое решение системы дифференциаль-

ных уравнений 
    

    

1

2

; ; ,

; ;

x f t x t y t

y f t x t y t

  

 

, удовлетворяющее началь-

ным условиям    0 0 0 0,x t x y t y  . 

Решить данную систему дифференциальных уравнений мето-

дом разложения в ряд Тейлора. Сравнить с точным решением.  

Найти аналитическое решение системы дифференциальных 

уравнений с использованием математического пакета Maple. 

Найти приближенное решение системы дифференциальных урав-

нений методом разложения в ряд Тейлора с использованием мате-

матического пакета Maple. Построить на одном графике инте-

гральные кривые аналитического решения и для трёх и четырёх 

отличных от нуля слагаемых разложения в ряд Тейлора. Сделать 

выводы о сходимости. 
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5 РЕШЕНИЕ СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 

УРАВНЕНИЙ ПЕРВОГО ПОРЯДКА  

МЕТОДОМ РУНГЕ-КУТТЫ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА 

Метод Рунге-Кутты, описанный выше, легко обобщается на 

системы уравнений путем формальной замены скалярных величин 

 ,   ,y f x y  на векторы  , ,xy f y . Для системы уравнений  

     1 2 1 2, ,     , , , ,     , , ,
T T

m mx y y y f f f   y f y y f   

расчетные формулы имеют вид:  

 1 ,i ih x q f y  , 

1
2 ,

2 2
i i

h
h x

 
    

 

q
q f y  , 

2
3 ,

2 2
i i

h
h x

 
    

 

q
q f y  , 

 4 3,i ih x h   q f y q ,  

 1 1 2 3 4

1
2 2

6
i i     y y q q q q .  

В частности, для системы двух дифференциальных уравнений  

    

    

, ,

, ,

x f t x t y t

y g t x t y t

  

 

 

развернутая запись формул схемы Рунге-Кутты имеет вид:  

   1 , , , ,q t x y h f t x y  , 

   1 , , , ,k t x y h g t x y  ,  

1 1
2 , ,

2 2 2

q kh
q h f t x y

 
     

 
, 
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1 1
2 , ,

2 2 2

q kh
k h g t x y

 
     

 
,  

2 2
3 , ,

2 2 2

q kh
q h f t x y

 
     

 
, 

2 2
3 , ,

2 2 2

q kh
k h g t x y

 
     

 
,  

 4 3 3, ,q h f t h x q y k     , 

 4 3 3, ,k h g t h x q y k     ,  

 1 1 2 3 4

1
2 2

6
i ix x q q q q       , 

 1 1 2 3 4

1
2 2

6
i iy y k k k k      . 

Здесь через ,x y  обозначены приближенные сеточные функции, 

соответствующие функциям    ,x t y t  соответственно.  

Оценку точности в этом случае можно произвести по правилу 

Рунге так, как это было показано в разделе 3. При этом следует 

выбирать максимальное значение модуля разности среди всех 

функций. 

5.1 Решение системы дифференциальных уравнений  

методом Рунге-Кутты четвёртого порядка в Mathcad 

Найдем приближенное решение системы дифференциальных 

уравнений 

2 5 3,

5 6 1

x x y

y x y

   

   

 



 58 

с начальными условиями    0 6, 0 5x y  , на отрезке  [0;1]t  и 

заданной точностью 0,001   методом Рунге-Кутты четвёртого 

порядка с использованием математического пакета Mathcad 15. 

Все необходимые примечания написаны в программе. На рисунке 

40 представлен скриншот, на котором введены начальные условия, 

система дифференциальных уравнений. На рисунке 41 представ-

лен скриншот, на котором введены итерационные формулы Рунге-

Кутты.  

 

Рисунок 40. Ввод начальных условий и системы дифференциальных уравнений 
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Рисунок 41. Ввод итерационных формул Рунге-Кутты 

На рисунке 42 представлен скриншот, на котором показан  

вывод результатов первого приближения. На рисунке 43 показан 

ввод начальных условий и системы дифференциальных уравнений  

для поиска второго приближения. На рисунке 44 введены итераци-

онные формулы Рунге-Кутты для уменьшенного шага. На рисун-

ках 45, 46 приведены графики численных решений системы 

дифференциальных уравнений методом Рунге-Кутты и 

аналитического решения. 
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Рисунок 42. Первое приближенное решение системы дифференциальных 

уравнений методом Рунге-Кутты 

 

Рисунок 43. Ввод начальных условий и системы дифференциальных уравнений 

для поиска второго приближения   
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Рисунок 44. Ввод итерационных формул Рунге-Кутты 

для поиска второго приближения 

 

Рисунок 45. Графики решений дифференциального уравнения 

методом Рунге-Кутты и точного решения для функции x(t) 
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Рисунок 46. Графики решений дифференциального уравнения 

методом Рунге-Кутты и точного решения для функции y(t) 

На рисунке 47 производится оценка погрешности по правилу 

Рунге. 

 

Рисунок 47. Вычисление погрешности по правилу Рунге 
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Как видно из рисунка 47, приближенное решение отличается 

от точного на 0,000002. Погрешность по правилу Рунге меньше 

0,001. Следовательно, последнее решение можно считать 

приближенным решением с точностью до 0,001. 

Также рассмотрим встроенную функцию Odesolve. Схема её 

использования приведена на рисунке 48. Для её использования 

необходимо задавать дифференциальные уравнения через блок 

Given, как при решении уравнений. 

 

  

Рисунок 48. Решение системы дифференциальных уравнений встроенной 

функцией интегрирования Odesolve  

На рисунке 49 показаны графики решения системы 

дифференциальных уравнений встроенной функцией 

интегрирования Odesolve. 
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Рисунок 49. Графики решения системы дифференциальных уравнений 

встроенной функцией интегрирования Odesolve  

 

5.2 Решение системы дифференциальных уравнений 

методом Рунге-Кутты четвёртого порядка в Maple 

Решим пример, рассмотренный в предыдущем разделе с ис-

пользованием математического пакета Maple. Cкриншоты кода 

программы численного интегрирования системы дифференциаль-

ных уравнений первого порядка методом Рунге-Кутты четвёртого 

порядка представлены на рисунках 50–56. 
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Рисунок 50. Процедура интегрирования методом Рунге-Кутты 4го порядка   
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Рисунок 51. Процедура оценки погрешности методом Рунге,  

путём сравнения значений, полученных при исходном шаге интегрирования h  

и при шаге интегрирования h/2   

 

Рисунок 52. Ввод дифференциальных уравнений  

и параметров интегрирования 
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Рисунок 53.  Сравнение полученной оценки погрешности  

с требуемой точностью и при необходимости дальнейшее уменьшение шага 

 

Рисунок 54.  Преобразование данных для построения графика  

и ввод полученного ранее аналитического решения 
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Рисунок 55.  Графики аналитического и численного решений функции x(t) 

 

Рисунок 56.  Графики аналитического и численного решений функции y(t) 
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ЗАДАНИЕ ДЛЯ ЛАБОРАТОРНОЙ РАБОТЫ № 5 

Тема работы: Численное решение системы дифференциаль-

ных уравнений первого порядка методом Рунге-Кутты четвертого 

порядка.  

Цель работы: Освоить и применить алгоритм численного ин-

тегрирования системы дифференциальных уравнений первого по-

рядка методом Рунге-Кутты четвёртого порядка. Сравнить полу-

ченное решение с точным решением. 

Задание: Согласно своему варианту (приложение 1) решить 

систему дифференциальных уравнений методом Рунге-Кутты чет-

вёртого порядка с использованием математического пакета 

Mathcad (Maple). Требуемая точность 0,001.  

Используя метод Рунге-Кутты четвёртого порядка, найти ре-

шение заданной системы дифференциальных уравнений 

    

    

1

2

; ; ,

; ;

x f t x t y t

y f t x t y t

  

 

, удовлетворяющее начальным условиям 

   0 0 0 0,x t x y t y   на отрезке  ;  t a b . Уменьшить шаг в два 

раза, произвести оценку точности согласно правилу Рунге. Если 

точность не достигнута, повторить уменьшение шага. 

Результат сравнить с точным решением. Построить инте-

гральные кривые. На одном графике привести интегральные кри-

вые, полученные аналитически и интегральные кривые, получен-

ные методом Рунге-Кутты с различным шагом для каждой 

функции по отдельности.  

Решить задачу Коши с использованием встроенной функции 

Odesolve системы Mathcad. Убедиться, что это решение совпадает 

с полученным ранее решением.  

Сделать окончательные выводы по работе. Оформить отчет 

(пояснительную записку) по лабораторным работам № 4, 5. Таб-

лицы расчетов и графики приводить в печатном виде. На графиках 

чётко обозначать кривые.  
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ПРИЛОЖЕНИЕ 1 

 Задания для выполнения лабораторных работ № 1 – 3 

Вариант 1         

   1 , 0 1
1

xy
y e x y

x
    


,

 0;1,8x . 

 

Вариант 2          

 32 , 1 1xy y x y    ,  1;1,6x . 

Вариант 3     

 2(1 ) 1, 0 1x y y y    , 

 0;0,55x .  

 

Вариант 4          

  2 , 0 0xy y e y    , 

 0;0,55x .  

Вариант 5  

cos sin cos ,y y x x x  

   0 1,  0;0,6y x  . 

 

Вариант 6          

 2 , 0 0xy e y y    ,  

 0;1,2x .  

Вариант 7          

  3, 1 0xy y y    , 

 1;1,55x . 

  

Вариант 8          

  3 2 , 1 1y y x y     , 

 1;1,65x .  

Вариант 9          

 
cos

, 1
2

y x
y y

x x

 
    

 
, 

;
2

x



 

 
 

. 

Вариант 10          

2 1
tg cos ,

4 2
y y x x y

 
    

 
, 

5
;

4 6
x

  
 
 

.  

Вариант 11  

  , 1 1xy y x y    , 

 1;1,7x .  

 

Вариант 12          

  
2

2 , 0 1xy xy xe y    , 

 0;0,6x . 
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Вариант 13            

 ctg 2 sin , 0
2

y y x x x y
 

    
 

, 

3
;

2 4
x

  
 
 

. 

Вариант 14            

 
1

sin , ( )
y

y x y
x




    , 

3
;

2
x



 

 
 

. 

Вариант 15  

  
2

3 , 1 1
3

y y x y
 

     
 

, 

 1;1,6x . 

Вариант 16          

  2 , 1 0
y

y x y
x

    ,  1;1,55x . 

Вариант 17          

 
2

2 2

2 2 2
, 0

1 1 3

x x
y y y

x x
   

 
, 

 0;1,6x .  

Вариант18          

  2 , 1 1
2

y
y x y

x
    ,  1;2,5x .  

Вариант 19          

  3( 2) , 1 2x y y x y    , 

 1;2,3x .  

Вариант 20          

  
32 33 , 0 1xy x y x e y    , 

 0;0,7x . 

Вариант 21  

  2 3
2 , 1

2 2

y
y x x y

x
     


, 

 1;0x  .  

Вариант 22          

  1 , 1 1xy y e y     , 

 1;1,6x .  

Вариант 23          

  , 1xxy e y y e    , 

 1;2,3x .  

Вариант 24          

   21 3 , 1 0,xxy x y x e y    

 1;1,8x . 

Вариант 25            

  
sin 2

, 1 0
y x

y y
x x

    , 

 1;1,55x . 

 

Вариант 26            

  
2 1

1 , 1 1
y

y y
x x

     , 

 1;2,4x . 
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Вариант 27          

  2 2 3, 1 1x y xy y     , 

 1;1,8x .  

Вариант 28          

   
32 1

1 , 0 ,
1 2

y
y x y

x
    



 0;1,8x . 

Вариант 29            

  
2

2 0 , 1xy
y e y e

x
     , 

 1;1,55x . 

Вариант 30            

  
1

, 1xy x
y e y e

x x


    , 

 1;2,1x . 

Задания для выполнения лабораторных работ № 4, 5 

Вариант 1         

2 4,

4 ,

x y x

y y x t

    


   
 

   0 1, 0 1,x y    0;1,8 .t  

Вариант 2          

2 4 ,

9 4 ,

x x y

y x y

  

   

 

   0 1, 0 2,x y   0;1,6 .t  

Вариант 3     

,

4 ,

x x y

y x y

  

   

 

   0 2, 0 1,x y   0;1,55 .t  

Вариант 4          

2 5 4,

5 6 2 ,

x x y

y x y t

   

   

 

   0 1, 0 1,x y   0;2,4 .t  

Вариант 5 

5 2 2,

4 6 ,

x y x

y x y t

   

    

 

   0 1, 0 2,5,x y  

 0;1,1 .t  

Вариант 6          

6 2 2,

10 2 ,

x x y

y x y t

   

   

 

   
3 1

0 , 0 ,
2 2

x y   0;2,5 .t  

Вариант 7          

3 ,

2 4 ,

x x y

y x y

  

  

 

   
1

0 , 0 3,
2

x y   0;1 .t  

Вариант 8          

2

2 5 ,

,

x x y

y x t

  


  
 

   0 1, 0 1,x y   0;2,4 .t  
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Вариант 9          

6 4 4,

5 2 2 ,

x x y

y x y t

    

    

 

   0 1, 0 1,x y    0;1,8 .t  

Вариант 10          

3 2 1,

5 5 ,

x x y

y x y t

    


    
 

   0 2, 0 1,x y   0;1,55 .t  

Вариант 11  

4 2 ,

4 6 ,

x x y

y x y

  


  
 

   0 1, 0 3,x y   0;1,7 .t  

Вариант 12          

2 3 1,

4 5 ,

x y x

y x y t

   

    

 

   0 1, 0 1,x y    0;1,8 .t  

Вариант 13            

6,

3 ,

x y x

y x y t

   

    

 

   0 1, 0 2,x y   0;1,6 .t  

Вариант 14            

2,

3 ,

x x y

y x y t

   

   

 

   
1

0 , 0 3,
2

x y   0;1 .t  

Вариант 15  

2 8 4 ,

2 6 1,

x x y t

y x y

   


   
  

   0 1, 0 1,x y   0;2,3 .t  

Вариант 16          

,

2 ,

x x y

y x y

  

   

 

   0 1, 0 2,x y   0;1,7 .t  

Вариант 17          

,

,

x y

y x

 


 
 

   0 1, 0 1,x y   0;2,3 .t  

Вариант18          

,

5 3 ,

x y x

y x y

  

   

 

   0 1, 0 2,x y   0;1,6 .t  

Вариант 19          

2 ,

3 4 ,

x x y

y x y

   


  
 

   
3 1

0 , 0 ,
2 2

x y 

 0;0,95 .t  

Вариант 20          

5 5,

13 ,

x y x

y x y t

   

    

 

   0 1, 0 2,5,x y    0;1,45 .t  
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Вариант 21  

2 ,

5 3 ,

x y x t

y x y

   


   
 

   
1

0 1, 0 ,
2

x y  

 0;1,65 .t  

Вариант 22          

,

3 ,

x y x

y x y

  

   

 

   
1

0 1, 0 ,
2

x y    0;2,6 .t  

Вариант 23          

3 ,

10 2,

x x y t

y x y

   

    

 

   
1

0 1, 0 ,
2

x y    

 0;1,65 .t  

Вариант 24          

2 5 ,

,

x x y

y x y

   


  
 

   0 1, 0 2,5,x y    0;1,1 .t  

Вариант 25            

8 3 ,

2 ,

x x y

y x y

  


  
 

   
1

0 , 0 3,
2

x y   0;1 .t  

Вариант 26            

2 3 ,

4 ,

x y x

y x y

  


   
 

   0 1, 0 1,x y   0;2,4 .t  

Вариант 27          

3 ,

3 ,

x x y

y x y

  


  
 

   
1

0 1, 0 ,
2

x y  

 0;2,6 .t  

Вариант 28          

2 8 ,

2 6 ,

x x y

y x y

  


  
 

   
1

0 , 0 1,
2

x y    0;1,5 .t  

Вариант 29            

2 ,

4 ,

x y x

y y x

   


  
 

   0 1, 0 1,x y    0;1,8 .t  

Вариант 30            

7 11 ,

4 ,

x x y

y x y

  


  
 

   0 1, 0 2,x y   0;1,7 .t  
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ПРИЛОЖЕНИЕ 2 

Некоторые приёмы работы в системе Mathcad 

Документ программы Mathcad называется рабочим листом. 

Он содержит объекты: формулы и текстовые блоки. В ходе 

расчётов формулы обрабатываются последовательно, слева 

направо и сверху вниз, а текстовые блоки игнорируются. 

Ввод информации осуществляется в месте расположения 

курсора. Программа Mathcad использует три вида курсоров. Если 

не один объект не выбран, используется крестообразный курсор, 

определяющий место создания следующего объекта. При вводе 

формул используется уголковый курсор, указывающий текущий 

элемент выражения. При вводе данных в текстовый блок 

применяется текстовый курсор в виде вертикальной черты. 

Ввод формул в Mathcad 

Формулы – основные объекты рабочего листа. Новый объект 

по умолчанию является формулой. Чтобы начать ввод формулы, 

надо установить крестообразный курсор в нужное место и начать 

ввод букв, цифр, знаков операций. Для управления порядком 

операций используют скобки, которые можно вводить вручную. 

Уголковый курсор позволяет автоматизировать такие действия. 

Чтобы выделить элементы формулы, которые в рамках операции 

должны рассматриваться как единое целое, используют клавишу 

ПРОБЕЛ. При каждом её нажатии уголковый курсор 

“расширяется”, охватывая элементы формулы, примыкающие к 

данному. После ввода знака операции элементы в пределах 

уголкового курсора автоматически заключаются в скобки. 

Элементы формул можно вводить с клавиатуры или с 

помощью панелей управления. Панели управления открываются с 

помощью меню View (Вид). 

Введённое выражение обычно вычисляют или присваивают 

переменной. Знак присваивания изображается как “: =”, а вводится 
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путём нажатия сочетания клавиш SHIFT+: или кнопки 

соответствующей панели управления. Знак вычисления вводится 

символом “=”. 

Ввод текста в Mathcad 

Текст, помещённый в рабочий лист, содержит комментарии и 

описания и предназначен для ознакомления, а не для 

использования в расчётах. Программа Mathcad определяет 

назначение текущего блока автоматически при первом нажатии 

клавиши ПРОБЕЛ. Если введённый текст не может быть 

интерпретирован как формула, блок преобразуется в текстовый и 

последующие данные рассматриваются как текст. Создать 

текстовый блок без использования автоматических средств 

позволяет команда Insert - Text Region (Вставка - Текстовый блок). 

Иногда требуется встроить формулу внутрь текстового блока. Для 

этого служит команда Insert - Math Region (Вставка - Формула). 

Построение графиков в Mathcad 

Чтобы построить двумерный график в координатных осях  

X-Y, надо дать команду Insert - Graph - X-Y Plot (Вставка -  

График - Декартовы координаты). В области размещения графика 

находятся заполнители для указания отображаемых выражений и 

диапазона изменения величин. Граничные значения по осям 

выбираются автоматически, но их можно задать и вручную. 

В одной графической области можно построить несколько 

графиков. Для этого надо у соответствующей оси перечислить 

несколько выражений через запятую.  

Разные кривые изображаются разным цветом, а для 

форматирования графика надо дважды щёлкнуть по области 

графика. Для управления отображением построенных линий 

служит вкладка Traces (Линии) в открывающемся диалоговом 

окне. Текущий формат каждой линии приведён в списке, а под 

списком расположены элементы управления, позволяющие 
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изменять формат. Поле Legend Label (Описание) задаёт описание 

линии, которое отображается в графической области только при 

сбросе флажка Hide Legend (Скрыть описание). Список Symbol 

(Символ) позволяет выбрать маркеры для отдельных точек, список 

Line (Тип линии) задает тип линии, список Color (Цвет) – цвет. 

Список Type (Тип) определяет способ связи отдельных точек, а 

список Width (Толщина) – толщину линии. 

Некоторые приёмы работы в системе Maple 

Ввод формул и команд-процедур в Maple 

При загрузке программы Maple автоматически загружается 

новый рабочий лист (worksheet) c приглашением для ввода 

команды > (prompt). В командную строку можно записать любое 

алгебраическое выражение, команду-процедуру, можно также 

присваивать имена вводимым в командную строку выражениям 

при помощи оператора присваивания “:=”(двоеточие со знаком 

равно). В конце команды должен стоять символ команды “;” 

(точка с запятой) или “:” (двоеточие). Если поставлена точка с 

запятой, то при нажатии клавиши Enter команда будет выполнена 

и результат будет выведен на экран с дисплеем. Если после конца 

команды стоит двоеточие, то при нажатии клавиши Enter 

результат не будет выведен на дисплей, а сохранится в памяти 

компьютера.   

Ввод текста в Maple 

Командную строку можно преобразовать в текстовую строку, 

нажав кнопку с изображением буквы T на панели инструментов 

или отметив пункт Text в разделе Insert строки меню. Тогда с того 

места, где находится курсор, будет вводиться текстовая 

информация, которая не будет восприниматься командным 

процессором при вводе команды. Для ввода комментариев к про-

грамме в начале строки ставится символ #. 
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Построение графиков в Maple 

Программа Maple имеет большое количество функций и 

опций настроек для построения как двух-, так и трёхмерных 

графических объектов. Помимо команд plot и plot3d основной 

библиотеки имеется несколько специализированных пакетов для 

этих целей. Отметим пакет plots, содержащий около пятидесяти 

команд для построения различного рода графиков и анимации, и 

пакет DEtools, содержащий команды построения графиков 

решения дифференциальных уравнений, фазовых портретов, полей 

направлений. 

Решение обыкновенных дифференциальных уравнений  

в Maple 

Для решения обыкновенных дифференциальных уравнений и 

систем используется команда dsolve (уравнения, переменные, 

опции), где уравнения – заданные дифференциальные уравнения, 

переменные – те переменные, по отношению к которым ищется 

решение, опции – необязательные опции, задаваемые в виде: 

ключевое слово=значение.  

Кроме численного решения, команда dsolve способна решать 

аналитически большое количество различных типов 

дифференциальных уравнений.  
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