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Введение 

В данном пособии рассматриваются последовательности и ря-

ды, членами которых являются не числа, а функции, определенные 

на некотором фиксированном множестве. Такие последовательно-

сти и ряды широко используются для представления и прибли-

женного вычисления функций.  

Вводятся понятия функциональной последовательности и 

функционального ряда, приводятся основные определения и тео-

ретические факты, связанные с равномерной и неравномерной 

сходимостью функциональных последовательностей и рядов, рас-

смотрены теоремы о предельном переходе, о почленном интегри-

ровании и дифференцировании равномерно сходящихся функцио-

нальных последовательностей и рядов. В пособии также уделено 

внимание степенным рядам: приведены основные теоремы, свя-

занные с их сходимостью, разобраны типовые задачи и методы их 

решения. 

Пособие предназначено для обучающихся по основным обра-

зовательным программам высшего образования по направлениям 

подготовки 01.03.02 Прикладная математика и информатика, 

02.03.01 Математика и компьютерные науки, 02.03.03 Математи-

ческое обеспечение и администрирование информационных си-

стем, 01.03.03 Механика и математическое моделирование. 
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1. Функциональные последовательности  

 

1.1 Сходимость и равномерная сходимость  

функциональной последовательности 

Определение. Пусть функции ( ), 1, 2, 3,nf x n   определены на 

множестве  E  и пусть 0x E . Будем говорить, что последова-

тельность функций  ( )nf x  сходится в точке 0x , если сходится 

числовая последовательность  0( )nf x . 

Если последовательность  ( )nf x  сходится в каждой точке 

множества E , то будем говорить, что она сходится на множестве 

E . В этом случае на множестве E  определена функция ( )f x , за-

данная соотношением 

( ) lim ( ),n
n

f x f x x E


   .  (1.1) 

На языке кванторов формула (1.1) означает, что x E   выполня-

ется следующее условие 

0 ( ) : ( ) ( )nN N x n N f x f x          .  (1.2) 

Функцию ( )f x  называют предельной функцией последовательно-

сти  ( )nf x  на множестве E  [1]. 

 

Определение. Пусть функции ( ), 1, 2, 3,nf x n   определены на 

множестве  E  и пусть ( )f x  – предельная функция последова-

тельности  ( )nf x . Будем говорить, что последовательность функ-

ций  ( )nf x  сходится равномерно к своей предельной функции 

относительно x E , если выполняется следующее условие 
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0 : , ( ) ( )nN N n N x E f x f x            .  (1.3) 

В соотношении (1.3), в отличии от (1.1), номер N  не зависит от x . 

Применяют обозначение ( ) ( )nf x f x

x E







.  

 

Теорема 1.1. Пусть функции ( ), 1, 2, 3,nf x n   определены на 

множестве  E  и пусть ( )f x  – предельная функция последова-

тельности  ( )nf x . Для того чтобы последовательность  ( )nf x  

сходилась равномерно к своей предельной функции относительно 

x E , необходимо и достаточно, чтобы выполнялось следующее 

условие 

limsup ( ) ( ) 0n
n x E

f x f x
 

   (1.4) 

Доказательство необходимости.  

Зафиксируем 0  . Пусть выполнено условие (1.4). Введем в 

рассмотрение вспомогательную числовую последовательность 

sup ( ) ( )n n
x E

a f x f x


  . Тогда в силу условия (1.4) 

: nN N n N a       .  

В силу определения точной верхней грани выполняется условие 

( ) ( )n nx E f x f x a     . 

Тогда получим, что , ( ) ( )n nn N x E f x f x a         .  

Таким образом ( ) ( )nf x f x

x E







. 
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Доказательство достаточности. 

Зафиксируем 0  . Пусть ( ) ( )nf x f x

x E







.  

Тогда : , ( ) ( )
2

nN N n N x E f x f x


         . Тогда 

sup ( ) ( )
2

n
x E

n N f x f x





      . То есть соотношение (1.4) вы-

полняется. 

Теорема доказана. 

 

Теорема 1.2. (Критерий Коши равномерной сходимости функцио-

нальной последовательности) [2]. Пусть функции 

( ), 1, 2, 3,nf x n   определены на множестве  E . Для того чтобы 

последовательность функций  ( )nf x  сходилась равномерно к сво-

ей предельной функции относительно x E , необходимо и доста-

точно, чтобы выполнялось следующее условие 

0 : , , ( ) ( )n p nN n N p x E f x f x              .  (1.5) 

(Условие (1.5) называют условием Коши). 

 

Доказательство необходимости. Зафиксируем 0  . Пусть по-

следовательность функций  ( )nf x  сходится равномерно к своей 

предельной функции ( )f x  относительно x E . Тогда 

: , ( ) ( )
2

nN n N x E f x f x 


        . 

Пусть n N , тогда одновременно выполняются неравенства  
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( ) ( )
2

nf x f x


   и ( ) ( )
2

n pf x f x


    сразу x E  . 

Тогда получим 

( ) ( )n p nf x f x   ( ) ( ) ( ) ( )n p nf x f x f x f x    

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

n p nf x f x f x f x
 

       , x E  .  

То есть условие (1.5) выполняется. 

 

Доказательство достаточности. Пусть последовательность функ-

ций  ( )nf x  удовлетворяет условию Коши. Зафиксируем 0x E  . 

В силу условия (1.5) числовая последовательность  0( )nf x  удо-

влетворяет условию Коши для числовых последовательностей, 

тогда, в силу критерия Коши для числовых последовательностей, 

последовательность   0( )nf x  сходится. То есть существует конеч-

ный придел 
0 0( ) lim ( )n

n
f x f x


 . В силу произвольности точки 0x  

на множестве E  определена предельная функция ( ) lim ( )n
n

f x f x


 . 

Осталось доказать, что  ( ) ( )nf x f x

x E







. 

Зафиксируем 0  . Так как последовательность  ( )nf x  

удовлетворяет условию Коши, то 

: , , ( ) ( )
2

n p nN n N p x E f x f x 


          . 

Зафиксировав x E  и n N , перейдем в неравенстве 

( ) ( )
2

n p nf x f x


    к пределу при p  . Получим, что  
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, ( ) ( ) .
2

nn N x E f x f x


         

То есть последовательность функций  ( )nf x  сходится равномер-

но к своей предельной функции ( )f x  относительно x E .  

Достаточность доказана. 

Теорема доказана. 

1.2 Почленный переход к пределу, непрерывность  

предельной функции равномерно сходящихся  

функциональных последовательностей 

Теорема 1.3. Пусть последовательность функций  ( )nf x  сходится 

равномерно к своей предельной функции ( )f x  относительно 

x E . Пусть 0x  – предельная точка множества E . Пусть n  су-

ществует конечный предел 

0

lim ( )n n
x x

f x b


 .  (1.6) 

Тогда функция ( )f x  имеет в точке 0x  конечный предел, причем 

0

lim ( ) lim n
x x n

f x b
 

 .       (1.7) 

 

Замечание. Нетрудно заметить, что последнее соотношение мож-

но записать в виде 

0 0

lim lim ( ) lim lim ( )n n
x x n n x x

f x f x
   

 . 

То есть при выполнении условий теоремы можно переставлять 

местами предельные переходы [3]. 
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Доказательство теоремы. 

Докажем сначала, что предел, стоящий в правой части формулы 

(1.7), существует. Для этого зафиксируем 0  . Так как после-

довательность функций  ( )nf x  сходится равномерно  относи-

тельно x E , то в силу критерия Коши 

: , , ( ) ( )
2

n p nN n N p x E f x f x 


          . 

Зафиксировав p  и n N , перейдем в неравенстве 

( ) ( )
2

n p nf x f x


    к пределу при. 0x x . Получим, что 

, , .
2

n p nn N p b b


         

Тогда в силу критерия Коши для числовых последовательностей, 

последовательность  nb  имеет конечный предел. Пусть  

lim n
n

b A


 .  (1.8) 

Осталось доказать, что  

0

lim ( )
x x

f x A


 .  (1.9) 

Зафиксируем 0  . Так как последовательность функций 

 ( )nf x  сходится равномерно к своей предельной функции ( )f x  

относительно x E , то  

1 1: , ( ) ( )
3

nN n N x E f x f x 


        . 

В силу (1.8) 
2 2: ,

3
nN n N b A 


      . 

Пусть  3 1 2max ,N N N   . Зафиксируем 3N N . Тогда 
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( ) ( )
3

Nf x f x


  , 
3

Nb A


  . 

В силу  (1.6) 

00 : : 0 ( )
3

N Nx x x f x b


          . 

Тогда получим, что   

0: 0 ( ) ( ) ( ) ( )N N N Nx x x f x A f x f x f x b b A            

( ) ( ) ( )
3 3 3

N N N Nf x f x f x b b A
  

          . 

То есть соотношение (1.9) выполняется. 

Теорема доказана. 

 

Теорема 1.4. Пусть функции ( ), 1, 2, 3,nf x n   непрерывны на 

отрезке  ,a b . И пусть последовательность функций  ( )nf x  схо-

дится равномерно к своей предельной функции ( )f x  относительно 

 ,x a b . Тогда ( )f x  непрерывна на  ,a b . 

 

Доказательство. 

Зафиксируем  0 ,x a b  . В силу непрерывности функций ( )nf x  

имеем 
0

0lim ( ) ( )n n
x x

f x f x


 . Так как выполнены все условия преды-

дущей теоремы о предельном переходе, то получим 

0 0 0
0 0lim ( ) lim lim ( ) lim lim ( ) lim ( ) ( )n n n

x x x x n n x x n
f x f x f x f x f x

     
    . 
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То есть функция ( )f x  непрерывна в точке 0x . В силу произволь-

ности 0x  ( )f x  непрерывна на отрезке  ,a b . 

Теорема доказана. 

1.3 Почленное интегрирование и дифференцирование 

равномерно сходящихся функциональных  

последовательностей 

Теорема 1.5. Пусть функции ( ), 1, 2, 3,nf x n   дифференцируе-

мы на отрезке  ,a b . И пусть последовательность функций  ( )nf x  

сходится в некоторой точке  ,a b  . Пусть  последовательность 

производных  ( )nf x  сходится равномерно к своей предельной 

функции относительно  ,x a b . Тогда последовательность функ-

ций  ( )nf x  сходится равномерно к своей предельной функции 

( )f x  относительно  ,x a b , ( )f x  дифференцируема на  ,a b , и 

справедливо соотношение 

( ) lim ( )n
n

f x f x


  .  (1.10) 

 

Замечание. Нетрудно заметить, что последнее соотношение мож-

но записать в виде 

   lim ( ) lim ( )n n
n n

d d
f x f x

dx dx 
 . 

То есть при выполнении условий теоремы можно переставлять 

местами предельный переход и операцию дифференцирования. 
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Доказательство теоремы.  

Докажем сначала, что  ( )nf x  сходится равномерно относительно 

 ,x a b . Зафиксируем 0   и 0p  . Рассмотрим выражение 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n p n n p n p n p n n nf x f x f x f f f f f x             . 

Зафиксируем n  и введем в рассмотрение вспомогательную функ-

цию ( ) ( ) ( )n p nt f t f t   . Тогда 

( ) ( )n p nf x f x   ( ) ( )x    ( ) ( )n p nf f   . 

Так как  ( )nf   сходится, то по критерию Коши 

1 1: , , ( ) ( )
2

n p nN n N p f f


         . 

В силу условий теоремы функция ( )t  удовлетворяет всем 

условиям теоремы Лагранжа о среднем значении. Тогда существу-

ет точка  , лежащая строго между x  и  , такая что 

( ) ( ) ( )( ) ( ( ) ( ))( )n p nx x f f x        
        . 

Так как  ( )nf x  сходится равномерно, то по критерию Коши 

2 2: , , [ , ] ( ) ( )
2( )

n p nN n N p x a b f x f x
b a



          


. 

Пусть 1 2max{ , }N N N . Тогда  

, , [ , ] ( ) ( )
2 2

n p nn N p x a b f x f x x
 

             . 
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Таким образом, по критерию Коши  ( )nf x  сходится равномерно 

относительно  ,x a b . Через ( )f x  обозначим предельную функ-

цию  последовательности  ( )nf x . 

Зафиксируем 0 ( , )x a b  . Пусть x  – приращение точки 0x , 

причем 0a x x b    . Введем в рассмотрение множество 

0{ } { : }x x a x x b       . Введем на множестве { }x  функцио-

нальную последовательность  ( )n x  , определяемую соотноше-

нием 

0 0( ) ( )
( ) n n

n

f x x f x
x

x

  
  


. 

Покажем, что последовательность  ( )n x   сходится равно-

мерно относительно { }x x   . Зафиксируем 0  , 0.p   Рас-

смотрим выражение 

0 0 0 0
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
n p n p n n

n p n

f x x f x f x x f x
x x

x x

 



     
      

 

0 0 0 0

1
( ( ) ( )) ( ( ) ( ))n p n n p nf x x f x x f x f x

x
         


 

0 0

1
( ) ( )x x x

x
    


 

при фиксированном n . 

Тогда по теореме Лагранжа о среднем значении 

0 0 0( ) ( ) ( )x x x x x x          
 

0 0( ( ) ( ))n p nf x x f x x x 
        , 

где (0,1)  . 
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Так как  ( )nf x  сходится равномерно, то по критерию Коши 

3 3: , , [ , ] ( ) ( )n p nN n N p x a b f x f x 
           . 

Очевидно, что 

(0,1),   0{ } [ , ]x x x x a b       . 

Тогда 

3 , , { } ( ) ( )n p nn N p x x x x            

0 0( ) ( )n p nf x x f x x  
        ,  

то есть  ( )n x   сходится равномерно относительно { }x x   . 

По теореме о перестановке предельных переходов получим 

0 0
lim lim ( ) lim lim ( )n n
x n n x

x x
    

     .  (1.11) 

0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )
lim ( ) lim n n

n
n n

f x x f x f x x f x
x

x x 

     
   

 
, 

0 0
0

0 0

( ) ( )
lim ( ) lim ( )n n

n n
x x

f x x f x
x f x

x   

  
   


. 

Тогда соотношение (11) можно записать в виде 

0 0
0

0

( ) ( )
lim lim ( )n
x n

f x x f x
f x

x  

  



. 

То есть функция ( )f x  дифференцируема в точке 0x  и справедливо 

равенство 
0 0( ) lim ( )n

n
f x f x


  . В силу произвольности 0x  функция 

дифференцируема в интервале  ,a b , и справедливо соотношение 
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(1.10). Случай, когда 0x a  или 0x b  рассматривается аналогич-

но. 

Теорема доказана. 

 

Теорема 1.6. Пусть функции ( ), 1, 2, 3,nf x n   интегрируемы на 

отрезке  ,a b . И пусть последовательность функций  ( )nf x  схо-

дится равномерно к своей предельной функции ( )f x  относительно 

 ,x a b . Тогда ( )f x  интегрируема на  ,a b , причем последова-

тельность ( )

b

n

a

f x dx
 
 
 
  сходится, и справедливо равенство 

( ) lim ( )

b b

n
n

a a

f x dx f x dx


    (1.12)  

 

Замечание. Нетрудно заметить, что последнее соотношение мож-

но записать в виде 

 lim ( ) lim ( )

b b

n n
n n

a a

f x dx f x dx
 

  . 

То есть при выполнении условий теоремы можно переставлять 

местами предельный переход и операцию интегрирования. 

 

Доказательство теоремы. 

Покажем сначала, что функция ( )f x  интегрируема на  ,a b .  За-

фиксируем 0  . Пусть   –  разбиение отрезка  ,a b  точками 

0 1 ma x x x b     . Обозначим через ( )i f  – колебание 

функции ( )f x  на отрезке  1,i ix x , то есть 

 1, ,

( ) sup ( ) ( )
i i i i

i i i
x x x x

f f x f x
 

   . 
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Пусть ( )i nf  – колебание функции ( )nf x  на отрезке  1,i ix x . За-

фиксируем произвольные  1, ,i i i ix x x x
   и рассмотрим выражение 

( ) ( )i if x f x  . 

По условию теоремы последовательность функций  ( )nf x  схо-

дится равномерно к своей предельной функции ( )f x  относительно 

 ,x a b . Тогда 

: , [ , ] ( ) ( )
4( )

nN n N x a b f x f x
b a


       


. 

Зафиксируем номер n N . Получим  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i n i n i n i n i if x f x f x f x f x f x f x f x                 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i n i n i n i n i if x f x f x f x f x f x           . 

Тогда 

 1, , , ( ) ( ) ( ) ( )
2( )

i i i i i i n i n ix x x x i f x f x f x f x
b a




            


. 

Таким образом 

   1 1, , , ,

sup ( ) ( ) sup ( ) ( )
2( )i i i i i i i i

i i n i n i
x x x x x x x x

f x f x f x f x
b a



     

      


. 

То есть ( ) ( )
2( )

i i nf f
b a


  


. 

Умножим последнее неравенство на 1i i ix x x     и просум-

мируем по :1i i m  . Получим 

1 1 1 1

( ) ( ) ( )
2( ) 2

m m m m

i i i n i i i n i

i i i i

f x f x x f x
b a

 
  

   

       


    . 
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Пусть ( )l   – мелкость разбиения  , то есть 
:1

( ) max i
i m

l x   . Так как 

функции ( ), 1, 2, 3,nf x n   интегрируемы на отрезке  ,a b , то в 

силу критерия интегрируемости  

1

0 : : ( ) ( )
2

m

i n i

i

l f x


    


       . 

Тогда  

1

: ( ) ( )
2 2

m

i i

i

l f x
 

    


       . 

То есть по критерию интегрируемости ( )f x  интегрируема на от-

резке  ,a b .  

Осталось доказать соотношение (1.12). Зафиксируем 0   и 

рассмотрим выражение 

( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( )

b b b b

n n n

a a a a

f x dx f x dx f x f x dx f x f x dx        . 

По условию теоремы последовательность функций  ( )nf x  схо-

дится равномерно к своей предельной функции ( )f x  относительно 

 ,x a b . Тогда 

: , [ , ] ( ) ( )
2( )

nN n N x a b f x f x
b a


       


. 

В результате получим 

( ) ( )
2( ) 2

b b b

n

a a a

f x dx f x dx dx
b a

 
   

   . 

То есть соотношение (1.12) справедливо. 

Теорема доказана. 



19 

1.4 Примеры 

Пример 1.1. Исследовать функциональную последовательность 

2

( )n

nx
f x

x n



  (1.13) 

на равномерную сходимость на множестве [1, ]E   . 

Решение. 

Через ( )f x  обозначим предельную функцию последовательности 

( )nf x . Тогда 

2 2
2( ) lim ( ) lim lim

1
n

n n n

nx x
f x f x x

xx n

n

  
   




. 

Зафиксируем произвольный номер n  и рассмотрим выраже-

ние 
2 3

2( ) ( ) , [1, ]n

nx x
f x f x x x

x n x n
      

 
. 

Пусть ,N n x n  . Тогда  

3 3 2

( ) ( ) 2, 2
2

N

x n n
f x f x n

x n n n
      

 
. 

Таким образом,  

0 2 : 2 , : ( ) ( ) 2Nn N n x n f x f x          , 

то есть функциональная последовательность (1.13) сходится не-

равномерно относительно [1, ]x  . 

 

Пример 1.2. Исследовать функциональную последовательность 
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1
( )nf x

x n



  (1.14) 

на равномерную сходимость на множестве [1, )E   . 

 

Решение. 

Через ( )f x  обозначим предельную функцию последовательности 

( )nf x . Тогда 

1
( ) lim ( ) lim 0n

n n
f x f x

x n 
  


. 

Зафиксируем произвольное 0   и рассмотрим выражение 

1 1 1
( ) ( ) 0 , [1, )nf x f x x

x n x n n
       

 
. 

Выберем N  из условия 
1

N
 , то есть 

1
N


 . Пусть 

1
1N



 
  
 

. 

Тогда  

1 1
, [1, ) ( ) ( )nn N x f x f x

n N
          , 

то есть функциональная последовательность (1.14) сходится рав-

номерно относительно [1, )x  . 

 

Пример 1.3. Исследовать функциональную последовательность 

1( ) n n

nf x x x     (1.15) 

на равномерную сходимость на множестве (0,1)E  . 
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Решение. 

Через ( )f x  обозначим предельную функцию последовательности 

( )nf x . Тогда 

 1( ) lim ( ) lim 0n n

n
n n

f x f x x x 

 
    . 

Рассмотрим выражение 

1 1( ) ( ) 0 , (0,1)n n n n

nf x f x x x x x x         . 

Введем в рассмотрение функцию ( ) ( ) ( )ng x f x f x  , тогда 

1( ) n ng x x x   . Найдем 
(0,1)

sup ( )
x

g x


. Найдем производную функции 

( )g x . Получим 

1 1( ) ( 1) ( ( 1) )n n ng x nx n x x n n x        . 

Имеем, что ( ) 0g x   при 
1

n
x

n



, ( ) 0g x   при 

1

n
x

n



, 

( ) 0g x   при 
1

n
x

n



. Тогда 

1

n
x

n



 – точка максимума функ-

ции ( )g x . При этом 

1

( )
1 1 1

n n
n n n

g x g
n n n



     
        

       
 

1
1

1 1 1 1

n n
n n n

n n n n

     
         

        
. 

Вычислим предел 

1 1 1 1
lim lim lim 0 0

1 1 1 11
1

n

n
n n n

n n
g

n n n n e

n

  

   
        

        
 

 

, 
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то есть 
(0,1)

lim sup ( ) ( ) 0n
n x

f x f x
 

  .  

Тогда в силу теоремы 1.1 функциональная последовательность 

(1.15) сходится равномерно относительно (0,1)x . 

 

Пример 1.4. Исследовать функциональную последовательность 

2( ) n n

nf x x x    (1.16) 

на равномерную сходимость на множестве (0,1)E  . 

Решение. 

Через ( )f x  обозначим предельную функцию последовательности 

( )nf x . Тогда 

 2( ) lim ( ) lim 0n n

n
n n

f x f x x x
 

    . 

Рассмотрим выражение 

2 2( ) ( ) 0 , (0,1)n n n n

nf x f x x x x x x        . 

Введем в рассмотрение функцию ( ) ( ) ( )ng x f x f x  , тогда 

2( ) n ng x x x  . Найдем 
(0,1)

sup ( )
x

g x


. Найдем производную функции 

( )g x . Получим 

1 2 1 1( ) 2 (1 2 )n n n ng x nx n x nx x        . 

Имеем, что ( ) 0g x   при 
1

2
nx  , ( ) 0g x   при 

1

2
nx  , 

( ) 0g x   при 
1

2
nx  . Тогда 

1

2
nx   – точка максимума функции 

( )g x . При этом 
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2

1 1 1 1 1 1
( )

2 2 2 2 4 4

n n

n n ng x g
     

          
     

. 

Вычислим предел 

1 1
lim

2 4
n

n
g



 
 

 
, 

то есть 
(0,1)

1
lim sup ( ) ( ) 0

4
n

n x

f x f x
 

   .  

Тогда в силу теоремы 1.1 функциональная последовательность 

(1.16) сходится неравномерно относительно (0,1)x . 

 

Пример 1.5. Исследовать функциональную последовательность 

2 2

2
( )

1
n

nx
f x

n x



  (1.17) 

на равномерную сходимость на множестве [0, )E   . 

 

Решение. 

Через ( )f x  обозначим предельную функцию последовательности 

( )nf x . Тогда 

2 2

2
( ) lim ( ) lim 0

1
n

n n

nx
f x f x

n x 
  


. 

Рассмотрим выражение 

2 2 2 2

2 2
( ) ( ) 0 , [0, )

1 1
n

nx nx
f x f x x

n x n x
      

 
. 
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Введем в рассмотрение функцию ( ) ( ) ( )ng x f x f x  , тогда 

2 2

2
( )

1

nx
g x

n x



. Найдем 

[0, )

sup ( )
x

g x
 

. Найдем производную функ-

ции ( )g x . Получим 

   

2 2 2 2 2

2 22 2 2 2 2 2

2 2 (1 ) 2 2 1
( ) 2

1 1 1

nx n n x nx n x n x
g x n

n x n x n x

     
     

   
. 

Имеем, что ( ) 0g x   при 
1

x
n

 , ( ) 0g x   при 
1

x
n

 , 

( ) 0g x   при 
1

x
n

 .  

Тогда 
1

x
n

  – точка максимума функции ( )g x . При этом 

2

2

1
2

1
( ) 1

1
1

n
ng x g

n
n

n


 

   
   

. 

Вычислим предел 
1

lim 1
n

g
n

 
 

 
, то есть 

(0,1)

lim sup ( ) ( ) 1 0n
n x

f x f x
 

   . 

Тогда в силу теоремы 1.1 функциональная последовательность 

(1.17) сходится неравномерно относительно [0, )x  . 

 

Пример 1.6. Исследовать функциональную последовательность 

2

2 2
( )

2 3
n

n
f x

n x



  (1.18) 

на равномерную сходимость на множестве [ 2,1]E   . 
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Решение. 

Через ( )f x  обозначим предельную функцию последовательности 

( )nf x . Тогда 
2

2 2

1
( ) lim ( ) lim

2 3 2
n

n n

n
f x f x

n x 
  


. 

Зафиксируем произвольное 0   и рассмотрим выражение 

2 2

2 2 2 2

1 1 3
( ) ( )

2 3 2 2 2 3
n

n x
f x f x

n x n x
     

 
 

2 2

1 3 4 3
, [ 2,1]

2 2
x

n n


      . 

Выберем N  из условия 
2

3

N
 , то есть 

3
N


 . Пусть 

3
1N



 
  
 

. Тогда  

2 2

3 3
, [ 2,1] ( ) ( )nn N x f x f x

n N
          , 

то есть функциональная последовательность (1.18) сходится рав-

номерно относительно [ 2,1]x  . 

  

Пример 1.7. Исследовать функциональную последовательность 

2 2 1
( )n

n x
f x

n


    (1.19) 

на равномерную сходимость на множестве ее сходимости. 

 

Решение. 
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Через ( )f x  обозначим предельную функцию последовательности 

( )nf x . Зафиксируем ( , )x    .Тогда 

2 2
2

2

1 1
( ) lim ( ) lim limn

n n n

n x
f x f x x x

n n  


     . 

При этом промежуток ( , )   является множеством сходимости 

ряда (1.19). 

Зафиксируем произвольное 0   и рассмотрим выражение 

2 2
2 2

2

1 1
( ) ( )n

n x
f x f x x x x

n n


        

2 2

2 2

2 2

2 2

1 1
1

, ( , )
1 1

x x
n n x

n
x x x x

n n

 

      

   

 

Выберем N  из условия 
1

N
 , то есть 

1
N


 . Пусть 

1
1N



 
  
 

. 

Тогда  

1 1
, ( , ) ( ) ( )nn N x f x f x

n N
           , 

то есть функциональная последовательность (1.19) сходится рав-

номерно относительно ( , )x   . 

 

Пример 1.8. Исследовать функциональную последовательность 

( )n n

nx
f x

x n



  (1.20) 
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на равномерную сходимость на множестве (0,1)E  . 

 

Решение. 

Через ( )f x  обозначим предельную функцию последовательности 

( )nf x . Тогда 

( ) lim ( ) limn nn n

nx
f x f x x

x n 
  


. 

Зафиксируем произвольное 0   и рассмотрим выражение 

1
( ) ( ) , (0,1)

n

n n n

nx x
f x f x x x

x n x n n
      

 
. 

Выберем N  из условия 
1

N
 , то есть 

1
N


 . Пусть 

1
1N



 
  
 

. 

Тогда  

1 1
, (0,1) ( ) ( )nn N x f x f x

n N
         , 

то есть функциональная последовательность (1.20) сходится рав-

номерно относительно (0,1)x . 
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2. Функциональные ряды 

2.1 Сходимость и равномерная сходимость  

функционального ряда 

Пусть функции ( ), 1, 2, 3,nf x n   определены на множестве  E . 

Формально написанную сумму  

1 2

1

( ) ( ) ( ) ( )n n

n

f x f x f x f x




      (2.1)  

будем называть функциональным рядом [6]. 

Введем в рассмотрение функциональную последовательность 

 ( )nS x , где 
1

( ) ( )
n

n k

k

S x f x


 , которую называют частичной сум-

мой ряда (2.1).  

Если для каждого x E  последовательность  ( )nS x  сходит-

ся, то будем говорить, что функциональный ряд (2.1) сходится на 

множестве  E .  

Если ( )S x  – предельная функция последовательности  ( )nS x , 

то будем говорить, что ( )S x  – сумма ряда (2.1). 

Множество всех точек, для которых ряд (2.1) сходится, назы-

вают множеством сходимости ряда (2.1). 

 

Определение. Пусть функции ( ), 1, 2, 3,nf x n   определены на 

множестве E  и ( )S x  – предельная функция последовательности 

 ( )nS x . Будем говорить, что функциональный ряд (2.1) сходится 

равномерно на множестве E , если последовательность функций 

 ( )nS x  сходится равномерно к ( )S x  относительно x E . 



29 

На языке кванторов это означает, что выполняется следующее 

условие  

0 : , ( ) ( )nN N n N x E S x S x            ,  (2.2) 

которое может быть записано в виде 

0 : , ( )k

k n

N N n N x E f x 




          . 

Если ряд (2.1) сходится, но условие (2.2) не выполняется, то 

говорят, что ряд сходится неравномерно. 

 

Теорема 2.1. (Критерий Коши равномерной сходимости функцио-

нального ряда). 

Пусть функции ( ), 1, 2, 3,nf x n   определены на множестве E . 

Для того, чтобы функциональный ряд (2.1) сходился равномерно 

относительно x E , необходимо и достаточно, чтобы выполня-

лось следующее условие 

1

0 : , , ( )
n p

k

k n

N n N p x E f x  


 

           . (2.3) 

(Условие (2.3) называют условием Коши равномерной сходимости 

функционального ряда). 

 

Доказательство необходимости. Пусть ряд (2.1) сходился равно-

мерно относительно x E , тогда последовательность частичных 

сумм 
1

( ) ( )
n

n k

k

S x f x


  сходится равномерно относительно x E , 

то есть выполняется условие Коши равномерной сходимости 

функциональной последовательности: 
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0 : , , ( ) ( )n p nN n N p x E S x S x              .  (2.4) 

Нетрудно заметить, что условие (2.4) эквивалентно условию (2.3). 

Необходимость доказана. 

 

Доказательство достаточности. Пусть выполняется условие (2.3), 

значит выполняется (2.4), тогда, в силу критерия Коши для функ-

циональных последовательностей, последовательность  ( )nS x  

сходится равномерно к своей предельной функции относительно 

x E , то есть выполняется условие (2.2), а значит, что ряд (2.1) 

сходился абсолютно и равномерно  относительно x E . 

Теорема доказана. 

2.2 Достаточные признаки равномерной сходимости 

функционального ряда 

Теорема 2.2. (Признак Вейерштрасса равномерной сходимости 

функционального ряда). 

Пусть функции ( ), 1, 2, 3,nf x n   определены на множестве E  и 

существует числовая последовательность  nc , такая, что 

1, 2, 3,n   выполняется условие  

( ) ,n nf x c x E   ,  (2.5) 

и числовой ряд 
1

n

n

c




  сходится. 

Тогда функциональный ряд (2.1) сходился равномерно относи-

тельно x E . 
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Доказательство. 

Зафиксируем произвольное 0  . Так как ряд 
1

n

n

c




   сходится, то 

в силу критерия Коши сходимости числового ряда  

1

: ,
n p

k

k n

N n N p c  


 

       (2.6) 

Тогда, в силу условий (2.5), (2.6), получим  

1 1 1

, , ( ) ( )
n p n p n p

k k k

k n k n k n

n N p x E f x f x c 
  

     

            .  

То есть ряд (2.1) сходится равномерно относительно x E  в силу 

критерия Коши равномерной сходимости функционального ряда. 

В процессе доказательства было получено условие  

1

, , ( )
n p

k

k n

n N p x E f x 


 

        , 

которое означает абсолютную сходимость ряда (2.1). 

Теорема доказана. 

 

Теорема 2.3. (Признак Дирихле равномерной сходимости функци-

онального ряда). 

Пусть функции ( ), ( ), 1, 2, 3,n na x b x n   определены на множестве 

E  и удовлетворяют следующим условиям 

1) 
1

0 : , ( )
n

k

k

C n x E b x C


       ;  

2) x E   последовательность  ( )na x  монотонна; 

3) ( ) 0na x

x E







.  



32 

Тогда функциональный ряд  

1

( ) ( )n n

n

a x b x




  (2.7) 

сходился равномерно относительно x E . 

 

Доказательство. 

Покажем, что ряд (2.7) удовлетворяет критерию Коши равно-

мерной сходимости. Зафиксируем произвольное 0  . Введем в 

рассмотрение функциональную последовательность 

1

( ) ( )
n

n k

k

B x b x


 . Нетрудно заметить, что  

1( ) ( ) ( )k k kb x B x B x   при 1k  . 

Получим 

1

1 1

( ) ( ) ( )( ( ) ( ))
n p n p

k k k k k

k n k n

a x b x a x B x B x
 



   

      

1

1 1

( ) ( ) ( ) ( )
n p n p

k k k k

k n k n

a x B x a x B x
 



   

     

Рассмотрим вторую сумму  

1 1 1

1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n p n p

k k n n k k

k n k n

a x B x a x B x a x B x
 

  

   

   . 

Введем замену индекса 1, 1s k k s    . Получим  

1 1

1 1 1

2 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n p n p n p

k k s s k k

k n s n k n

a x B x a x B x a x B x
    

  

     

     
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Тогда 
1

1

1 1

( ) ( ) ( ( ) ( )) ( )
n p n p

k k k k k

k n k n

a x b x a x a x B x
  



   

     

1( ) ( ) ( ) ( )n p n p n na x B x a x B x    . 

В силу условия 1)  

1

1

1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n p n p

k k k k k n p n p

k n k n

a x b x a x a x B x a x B x
  

  

   

    

1

1 1 1

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n p

n n k k n p n

k n

a x B x C a x a x a x a x
 

   

 

 
     

 
 . 

В силу условия 2) последовательность  ( )na x  монотонна, для 

определенности  будем считать, что она монотонно убывает. 

Тогда  
1 1

1 1 1 1

1 1

( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( )
n p n p

k k k k n n

k n k n

a x a x a x a x a x a x
   

   

   

      . 

Получим  1

1

( ) ( ) 2 ( ) ( )
n p

k k n p n

k n

a x b x C a x a x


 

 

  . 

Так как ( ) 0na x

x E







, то : , ( )
4

nN N n N x E a x
C




        . 

Тогда

1

, , ( ) ( ) 2
4 4

n p

k k

k n

n N p x E a x b x C
C C



 




 

 
          

 
 . 

То есть ряд (2.7) сходится равномерно относительно x E  в силу 

критерия Коши. 

Теорема доказана. 

 

Теорема 2.4. (Признак Абеля равномерной сходимости функцио-

нального ряда). 



34 

Пусть функции ( ), ( ), 1, 2, 3,n na x b x n   определены на множестве 

E  и удовлетворяют следующим условиям 

1) 
1

( )n

n

b x




  сходится равномерно  относительно x E ;  

2) x E   последовательность  ( )na x  монотонна; 

3) 0 : , ( )nC n x E a x C       . 

Тогда функциональный ряд  

1

( ) ( )n n

n

a x b x




  (2.8) 

 сходится равномерно относительно x E . 

 

Доказательство. 

Покажем, что ряд (2.8) удовлетворяет критерию Коши равномер-

ной сходимости. Зафиксируем произвольное 0  . 

Введем в рассмотрение функциональную последовательность 

1

( ) ( )
n j

n

j k

k n

B x b x


 

  , 
0 ( ) 0nB x  . Так как ряд 

1

( )n

n

b x




  сходится рав-

номерно, то в силу критерия Коши равномерной сходимости вы-

полняется условие  

1

: ,
3

n p

k

k n

N n N p b
C

 



 

      . 

Рассмотрим сумму 
1

( ) ( )
n p

k k

k n

a x b x


 

  . Введя замену индекса 

j k n  , получим 
1

( ) ( )
p

n j n j

j

a x b x  



 . 

Так как 1( ) ( ) ( )n n

n j j jb x B x B x   , где 1, ,j p , то 
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1

1

1

( ( ) ( )) ( ) ( ) ( )
p

n n

n j n j j n p p

j

a x a x B x a x B x


   



   . 

Тогда получим  

1

1

1

( ( ) ( )) ( ) ( ) ( )
p

n n

n j n j j n p p

j

a x a x B x a x B x


   



     

1

1

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
p

n n

n j n j j n p p

j

a x a x B x a x B x


   



       

1

1

1

( ) ( ) ( )
3

p

n j n j n p

j

a x a x a x
C

 

   



 
   

 
 . 

Для определенности положим, что последовательность  ( )na x  

монотонно убывает. Тогда 

 
1

1

1

( ) ( ) ( )
3

p

n j n j n p

j

a x a x a x
C






   



 
    

 
  

   1 1( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( )
3 3

n n p n p n n pa x a x a x a x a x
C C

 
          . 

Таким образом 

1

, ( ) ( )
n p

k k

k n

n N p a x b x 


 

     , 

тогда ряд (2.8) сходится равномерно по критерию Коши. 

Теорема доказана. 
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2.3 Почленный переход к пределу, непрерывность суммы 

функционального ряда, почленное интегрирование  

и дифференцирование равномерно сходящихся рядов 

Теорема 2.5. Пусть функциональный ряд 
1

( )n

n

f x




  сходится рав-

номерно относительно x E , а ( )S x  – сумма ряда. Пусть 0x  – 

предельная точка множества E . Пусть n  существует конечный 

предел 

0

lim ( )n n
x x

f x b


 . 

Тогда функция ( )S x  имеет в точке 0x  конечный предел, причем 

0 1

lim ( ) n
x x

n

S x b





 . 

Замечание. Нетрудно заметить, что последнее соотношение мож-

но записать в виде 

0 01 1

lim ( ) lim ( )n n
x x x x

n n

f x f x
 

 
 

  .   (2.9) 

То есть при выполнении условий теоремы можно перестав-

лять местами операцию суммирования и предельный переход. 

 

Доказательство теоремы. 

Пусть 
1

( ) ( )
n

n k

k

S x f x


  – частичная сумма ряда 
1

( )n

n

f x




 . 

Тогда для последовательности ( )nS x  выполнены все условия тео-

ремы о перестановке предельных переходов, и справедливо соот-

ношение 

0 0

lim lim ( ) lim lim ( )n n
x x n n x x

S x S x
   

 .  (2.10) 
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1

lim ( ) ( ) ( )n n
n

n

S x S x f x





  . То есть левая часть формулы (2.10) 

совпадает с левой частью формулы (2.9). 

0 0 01 1

lim lim ( ) lim lim ( ) lim ( )
n

n k n
n x x n x x x x

k n

S x f x f x


    
 

   . 

Теорема доказана. 

 

Теорема 2.6. Пусть функции ( ), 1, 2, 3,nf x n   непрерывны на 

отрезке  ,a b . И пусть функциональный ряд 
1

( )n

n

f x




  сходится 

равномерно относительно [ , ]x a b , а ( )S x  – сумма ряда. Тогда 

( )S x  непрерывна на  ,a b . 

 

Доказательство. 

Пусть 
1

( ) ( )
n

n k

k

S x f x


  – частичная сумма ряда 
1

( )n

n

f x




 , то есть

( )S x  – предельная функция последовательности ( )nS x . 

Тогда для последовательности ( )nS x  выполнены все условия 

теоремы о непрерывности предельной функции, то есть ( )S x не-

прерывна на отрезке  ,a b . 

Теорема доказана. 

 

Теорема 2.7. Пусть функции ( )nf x , 1, 2, 3,n   дифференциру-

емы на отрезке  ,a b . И пусть ряд 
1

( )n

n

f x




  сходится в некоторой 
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точке  ,a b  . Пусть функциональный ряд 
1

( )n

n

f x




  сходится 

равномерно относительно  ,x a b . Тогда ряд 
1

( )n

n

f x




  сходится 

равномерно к своей сумме ( )S x  относительно  ,x a b , функция 

( )S x  дифференцируема на  ,a b , и справедливо соотношение 

1

( ) ( )n

n

S x f x




   . 

Замечание. Нетрудно заметить, что последнее соотношение мож-

но записать в виде 

 
1 1

( ) ( )n n

n n

d d
f x f x

dx dx

 

 

 
 

 
  . 

То есть при выполнении условий теоремы можно перестав-

лять местами сумму и операцию дифференцирования [6]. 

 

Доказательство теоремы.  

Доказательство следует из аналогичной теоремы для функцио-

нальных последовательностей. 

Пусть 
1

( ) ( )
n

n k

k

S x f x


  – частичная сумма ряда 
1

( )n

n

f x




 , то есть

( )S x  – предельная функция последовательности ( )nS x . 

Тогда для последовательности ( )nS x  выполнены все условия тео-

ремы 1.5, то есть ( )S x
 
дифференцируема на отрезке  ,a b  и спра-

ведливо соотношение 
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1 1

( ) lim ( ) lim ( ) ( )
n

n k n
n n

k n

S x S x f x f x


 
 

       . 

Теорема доказана. 

Теорема 2.8. Пусть функции ( ), 1, 2, 3,nf x n   интегрируемы на 

отрезке  ,a b . И пусть ряд 
1

( )n

n

f x




  сходится равномерно относи-

тельно  ,x a b  к своей сумме ( )S x . Тогда функция ряда ( )S x  

интегрируема на  ,a b , причем справедливо равенство 

1

( ) ( )

b b

n

na a

S x dx f x dx




    

Замечание. Нетрудно заметить, что последнее соотношение мож-

но записать в виде 

1 1

( ) ( )

b b

n n

n na a

f x dx f x dx
 

 

 
 

 
   . 

То есть при выполнении условий теоремы можно интегрировать 

функциональный ряд почленно. 

 

Доказательство теоремы. 

Доказательство следует из аналогичной теоремы для функцио-

нальных последовательностей. 

Пусть 
1

( ) ( )
n

n k

k

S x f x


  – частичная сумма ряда 
1

( )n

n

f x




 , то есть

( )S x  – предельная функция последовательности ( )nS x . 

Тогда для последовательности ( )nS x  выполнены все условия тео-

ремы 1.6, то есть ( )S x
 
интегрируема на отрезке  ,a b  и справед-

ливо соотношение 
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1 1

( ) lim ( ) lim ( ) ( )

b b b bn

n k n
n n

k na a a a

S x dx S x dx f x dx f x dx


 
 

       . 

Теорема доказана. 

2.4 Примеры 

Пример 2.1. Исследовать функциональный ряд 

1

n

n

x

n n





   (2.11) 

на равномерную сходимость на множестве [ 1,1]E    с помощью 

признака Вейерштрасса. 

 

Решение. 

Очевидно, что 
3/2

1
, [ 1,1]

nx
x

nn n
    . Числовой ряд 

3/2
1

1

n n





  схо-

дится, тогда по теореме Вейерштрасса ряд (2.11) сходится равно-

мерно относительно [ 1,1]x  . 

 

Пример 2.2. Исследовать функциональный ряд 

2

1

1

2

n

n
n

x




   (2.12) 

на равномерную сходимость на множестве [ 1,1]E    с помощью 

признака Вейерштрасса. 

 

Решение. 
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Очевидно, что 
21 1

, [ 1,1]
2 2

n

n n

x
x


    . Числовой ряд 

3/2
1

1

n n





  

сходится, тогда по теореме Вейерштрасса ряд (2.12) сходится рав-

номерно относительно [ 1,1]x  . 

 

Пример 2.3. Исследовать функциональный ряд 

 
1 2

1

1

2 1

n n

n

x

n









  (2.13) 

на равномерную сходимость на множестве [ 1,1]E    с помощью 

признака Абеля или Дирихле. 

 

Решение. 

Пусть 2( ) n

na x x , 
 1

( )
2 1

n

nb x
n





.  

Очевидно, что 2 1, [ 1,1],nx x n     , при этом последова-

тельность  ( )na x  монотонно убывает при [ 1,1]x  . 

Последовательность 
1

2 1n

 
 

 
 монотонно убывает и стремится 

к нулю, тогда по признаку Лейбница знакочередующийся ряд 

 
1

1

1

2 1

n

n n









  сходится. Так как члены ряда не зависят от x , то дан-

ную сходимость можно считать равномерной относительно 

[ 1,1]x  . Тогда ряд (2.13) сходится равномерно относительно 

[ 1,1]x   по признаку Абеля. 

 

Пример 2.4. Исследовать функциональный ряд 
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 

1

1

3 1

n

n n x







 
   (2.14) 

на равномерную сходимость на множестве [1, )E   . 

 

Решение. Пусть  ( ) 1
n

nb x   , 
 1

( )
3 1

n

na x
n x




 
.  

Введем в рассмотрение вспомогательную последовательность 

 
1

( ) 1
n

k

n

k

B x


  . Рассмотрим члены последовательности nB . 

Нетрудно заметить, что 

1, если четное
( )

0, если нечетное
n

n
B x

n

 
 


, 

тогда ( ) 1, , [1, )nB x n x     .  

При фиксированном x  введем в рассмотрение вспомогательную 

функцию 
1

( )
3 1

f y
у x


 

. Найдем производную. 

3/21
( ) ( 3 1) 0, [1, ], [1, )

2
f y у x x y             

Таким образом, функция ( )f y  монотонно убывает при [1, )y 

, тогда убывает последовательность ( )na x . 

Нетрудно заметить, что 
1

( ) , [1, ],na x x n
n

     . Число-

вая последовательность 
1

n

 
 
 

 сходится, тогда функциональная 
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последовательность  na  сходится равномерно на множестве 

[1, )E   . 

Таким образом, ряд (2.14) сходится равномерно относительно 

[1, )x   по признаку Дирихле. 

 

Пример 2.5. Исследовать функциональный ряд 

2

1

nx

n

x e






   (2.15) 

на равномерную сходимость на множестве [0, )E   . 

 

Решение. 

Пусть 2( ) nx

nf x x e . Найдем 
[0, )

sup ( )n
x

f x
 

. Найдем производную 

функции ( )nf x . Получим 

2( ) 2 ( ) (2 )nx nx nx

nf x xe x e n xe nx          . 

Имеем, что ( ) 0nf x   при 
2

x
n

 , ( ) 0nf x   при 
2

x
n

 , 

( ) 0nf x   при 
2

x
n

 . Тогда 
2

x
n

  – точка максимума функции 

( )nf x . То есть  

2
( ) , , [0, )n nf x f n x

n

 
     

 
. 

При этом числовой ряд 
2

1

nx

n

x e






  сходится. Тогда функцио-

нальный ряд (2.15) сходится равномерно относительно [0, )x   

по признаку Вейерштрасса. 
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Пример 2.6. Исследовать функциональный ряд 

3
1

1

1 ( )n nx



 
   (2.16) 

на равномерную сходимость на множестве (0,1)E  . 

Решение. 

Пусть 
3

1
( )

1 ( )
nf x

nx



. Очевидно, что (0,1)x   ряд (2.16) схо-

дится. С помощью критерия Коши докажем, что сходимость не-

равномерная. Для этого докажем, что выполняется условие: 

0 0

1

0 : , , (0,1) : ( )
N p

k

k N

n N n p x f x 


 

         . 

 Зафиксируем n  и рассмотрим выражение  

3 3
1 1

1
( )

1 ( ) 1 (( ) )

n p n p

k

k n k n

p
f x

kx n p x

 

   

 
  

  . 

Пусть 
1

, ,N n p n x
n

   . Тогда  

33
1

1
( ) ,

1 (( ) ) 9 91
1 2

N p

k

k N

p n n
f x n

N p x
n

n



 

    
   

  
 

 . 

То есть 

0 0

1

1 1
: , , : ( )

9

N p

k

k N

n N n p n x f x
n

 


 

          . 

Тогда в силу критерия Коши функциональный ряд (2.16) сходится 

неравномерно в множестве (0,1)E  . 
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Пример 2.7.  Определить область определения функции 

2 2
1

1
( )

n

f x
n x








   (2.17) 

и исследовать ее на непрерывность. 

Решение. 

Нетрудно заметить, что ряд (2.17) сходится при любом фиксиро-

ванном ( , )x   . То есть областью определения функции яв-

ляется промежуток ( , )  .  

Так как  

2 2 2

1 1
, , ( , )n x

n x n
     


, 

а числовой ряд 
2

1

1

n n





  сходится, то функциональный ряд (2.17) 

сходится равномерно относительно ( , )x    по признаку Вей-

ерштрасса. 

Зафиксируем произвольную точку 0 ( , )x    .  

Очевидно, что  

00 :r r x r         . 

Так как функциональный ряд (2.17) сходится равномерно относи-

тельно [ , ]x r r  , то по теореме 2.6 функция ( )f x  непрерывна на 

отрезке [ , ]r r , а значит, ( )f x  непрерывна и в точке 0x . В силу 

произвольности точки 0x  функция ( )f x  непрерывна в интервале 

( , )  . 
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Пример 2.8.  Определить область определения функции 

2

1

( ) nx

n

f x x e






    (2.18) 

и исследовать ее на непрерывность. 

 

Решение. 

Нетрудно заметить, что ряд (2.18) сходится при любом фиксиро-

ванном [0, )x  . То есть областью определения функции явля-

ется промежуток [0, ) . В примере 2.5 было показано, что функ-

циональный ряд (2.18) сходится равномерно относительно 

[0, )x  . 

Зафиксируем произвольную точку 0 [0, )x   . Очевидно, что  

00 : 0r x r      . 

Так как функциональный ряд (2.18) сходится равномерно относи-

тельно [0, ]x r , то по теореме 2.6 функция ( )f x  непрерывна на 

отрезке [0, ]r , а значит, ( )f x  непрерывна и в точке 0x . В силу 

произвольности точки 0x  функция ( )f x  непрерывна в  промежут-

ке [0, ) . 

 

Пример 2.9. Найти предел 

20
1

5 1
lim

2 1

n

nx
n

x

xn









 .  (2.19) 

 

Решение. 

Рассмотрим функциональный ряд 
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2
1

5 1

2 1

n

n
n

x

xn








    (2.20) 

при [ 1,1]x  .  

Так как   

2

5 1 6
, , [ 1,1]

22 1

n

nn

x
n x

xn


    


, 

а числовой ряд 
1

6

2n
n





  сходится, то функциональный ряд (2.20) 

сходится равномерно относительно [ 1,1]x   по признаку Вейер-

штрасса. Тогда по теореме 2.5 о почленном переходе к пределу 

получим 

2 20 0
1 1 1

1
5 1 5 1 1 2lim lim 1

122 1 2 1 1
2

n n

nn nx x
n n n

x x

xn xn

  

 
  

 
   

  
   . 
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3. Степенные ряды 

 

3.1 Степенной ряд и множество его сходимости 

Определение. Пусть 0x  – вещественное число,  na  – числовая 

последовательность. Степенным рядом с центром в точке 0x  

называется функциональный ряд вида 

0 0

1

( )n

n

n

a a x x




  , то есть 

2

0 1 0 2 0 0( ) ( ) ( )n

na a x x a x x a x x        , 

 

где числа , 1, 2, 3,na n   – коэффициенты ряда [5]. 

Нетрудно заметить, что каждый степенной ряд сходится в 

точке 0x . При 0 0x   получим ряд 

0

1

n

n

n

a a x




 ,  (3.1) 

с которым для удобства будем работать далее. 

Составим с помощью коэффициентов na  следующую число-

вую последовательность 

 , 1, 2, 3,n
na n  .  (3.2) 

Возможны две ситуации: 1) последовательность (3.2) является 

неограниченной; 2) последовательность (3.2) является ограниченной. 

В случае 2) последовательность (3.2) имеет конечный верхний 

предел, который мы обозначим через L . Нетрудно заметить, что 
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данный предел неотрицателен, так как все члены последователь-

ности (3.2) неотрицательны. 

Таким образом, могут представиться следующие три случая 

[5]: I) последовательность (3.2) является неограниченной; II) по-

следовательность (3.2) является ограниченной и 0L  ; III) после-

довательность (3.2) является ограниченной и 0L  . 

 

Теорема 3.1 (Коши-Адамара). 

I. Если последовательность (3.2) является неограниченной, то сте-

пенной ряд (3.1) сходится лишь в точке 0x  . 

II. Если последовательность (3.2) ограничена и имеет верхний пре-

дел 0L  , то ряд (3.1) абсолютно сходится для значений x , удо-

влетворяющих неравенству 
1

x
L

  и расходится при 
1

x
L

 . 

III. Если последовательность (3.2) ограничена и имеет верхний пре-

дел 0L  , то ряд (3.1) абсолютно сходится для всех значений x . 

 

Доказательство теоремы. 

I. Пусть последовательность (3.2) является неограниченной. 

Тогда при  0x  последовательность 

, 1, 2, 3,nn n
n nx a a x n   

также является неограниченной, то есть у данной последователь-

ности присутствуют члены со сколь угодно большими номерами, 

удовлетворяющими неравенству 

1nn
na x   или 1n

na x  . 

 Это означает, что для ряда (3.1) не выполняется необходимое 

условие сходимости, то есть ряд (3.1) расходится при 0x  . 
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II. Пусть последовательность (3.2) ограничена и имеет верх-

ний предел 0L  . Докажем, что ряд (3.1) абсолютно сходится для 

значений x , удовлетворяющих неравенству 
1

x
L

  и расходится 

при 
1

x
L

 . 

а) Зафиксируем произвольное число x , удовлетворяющее не-

равенству 
1

x
L

 . В силу свойства плотности вещественных чисел 

существует 0   такое, что 
1

x
L 




. По свойству верхнего пре-

дела 

:
2

n
nN n N a L


      . 

Тогда 

2 1n nn
n n

L
n N a x x a

L






     


, 

то есть ряд (3.1) абсолютно сходится по признаку Коши. 

б) Зафиксируем произвольное число x , удовлетворяющее не-

равенству 
1

x
L

 . В силу свойства плотности вещественных чисел 

существует 0   такое, что 
1

x
L 




. По определению верхнего 

предела из последовательности (3.2) можно выделить подпоследо-

вательность , 1,2,k

k

n
na k  , сходящуюся к L . Это означает, что 

0 0: k

k

n
nk k k L a L         . 
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Тогда 

0 1kk k

k k

nn n
n n

L
k k a x x a

L






     


, 

Тогда 
0 1k

k

n

nk k a x    , то есть не выполнено необходи-

мое условие сходимости ряда (3.1) и этот ряд расходится. 

III. Пусть последовательность (3.2) ограничена и имеет верх-

ний предел 0L  . Докажем, что ряд (3.1) абсолютно сходится для 

всех значений x . 

Зафиксируем произвольное число 0x  . Так как верхний пре-

дел 0L   и последовательность (3.2) не может иметь отрицатель-

ных предельных точек, то число 0L   является единственной пре-

дельной точкой последовательности (3.2), а значит является пре-

делом данной последовательности. 

Тогда для положительного числа  
1

2 x
  

1
:

2
n

nN n N a
x

     , 

 

то есть  

1
1

2

n nn
n nn N a x x a      , 

а значит ряд (3.1) абсолютно сходится по признаку Коши. 

Теорема доказана. 

 

Замечание. Теорема Коши-Адамара справедлива и для ряда 

0 0

1

( )n

n

n

a a x x




  .  (3.3) 
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Введем обозначение 
1

lim n
n

n

R
a



 , причем, если lim 0n
n

n
a


 , то 

положим R   , если limn
n

n
a


  , то положим 0R  .  

Число R  называют радиусом сходимости степенного ряда. Из 

теоремы Коши-Адамара следует, что 

1) при 0R   ряд (3.3) сходится только в точке 0x ; 

2) при 0 R    ряд (3.3) сходится в интервале 

0 0( , )x R x R  ; 

3) при R    ряд (3.3) сходится в интервале ( , )  . 

Интервал 0 0( , )x R x R   называют интервалом сходимости 

степенного ряда. 

На концах интервала 0 0( , )x R x R   ряд (3.3) может как схо-

диться, так и расходиться. В данных точках ряд нужно исследо-

вать отдельно. 

3.2 Непрерывность суммы степенного ряда.  

Почленное дифференцирование и интегрирование  

степенных рядов 

Теорема 3.2. Пусть степенной ряд 

0

1

n

n

n

a a x




 ,  (3.4) 

имеет радиус сходимости 0R  . 

Каково бы ни было положительное число r , удовлетворяю-

щее неравенству r R , ряд (3.4) сходится равномерно на отрезке 

[ , ]r r . 
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Доказательство. 

По теореме 3.1 ряд (3.4) сходится абсолютно при x r , то есть 

сходится ряд 

0

1

n

n

n

a a r




 . 

Нетрудно заметить, что 

[ , ] n n

n nx r r a x a r     . 

Тогда ряд (3.4) сходится равномерно по признаку Вейерштрасса. 

Теорема доказана. 

 

Следствие. Пусть выполнены все условия теоремы 3.2, тогда сум-

ма ряда (3.4) непрерывна на отрезке [ , ]r r . 

 

Доказательство. 

Утверждение следствия вытекает из теорем 3.2 и 2.6. 

 

Теорема 3.3. Пусть степенной ряд (3.4) имеет радиус сходимости 

0R  . Тогда сумма ряда (3.4) непрерывна в интервале ( , )R R .  

 

Доказательство теоремы.  

Пусть ( )S x  – сумма ряда (3.4). Зафиксируем произвольную точку 

( , )x R R  . В силу свойства плотности вещественных чисел  

:r x r R   . 

По следствию из теоремы 3.2 функция ( )S x  непрерывна на отрез-

ке [ , ]r r , а значит, ( )S x  непрерывна и в точке x . В силу произ-

вольности точки x  функция ( )S x  непрерывна в интервале 

( , )R R . 

Теорема доказана. 
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Теорема 3.4. Пусть степенной ряд (3.4) имеет радиус сходимости 

0R  , а x  удовлетворяет условию x R , тогда ряд (3.4) можно 

интегрировать почленно на отрезке [0, ]x . Полученный в результа-

те почленного интегрирования ряд имеет тот же радиус сходимо-

сти R , что и исходный ряд. 

 

Доказательство теоремы. 

Нетрудно заметить, что для любого x , удовлетворяющего усло-

вию x R
 

:r x r R   .
 

Согласно теореме 3.2 ряд (3.4) сходится равномерно на отрез-

ке [ , ]r r , а значит, и на отрезке [0, ]x . Тогда в силу теоремы 2.8 

данный ряд можно почленно интегрировать на [0, ]x . 

Проинтегрируем ряд (3.4) почленно, получим степенной ряд 

2 31 2 1
0

2 3

nna a a
a x x x x

n

     .  (3.5) 

Пусть R  – радиус сходимости ряда (3.5). Тогда 

1 1

1 1

lim limn nnn

n n

R
a a

n n

 

 

  . 

Так как lim 1n

n
n


 , а 

1

1

lim n
n

n

R
a 



  [5], то R R . 

Теорема доказана. 

 

Теорема 3.5. Пусть степенной ряд (3.4) имеет радиус сходимости 

0R  , тогда ряд (3.4) внутри интервала сходимости можно диффе-
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ренцировать почленно. Ряд, полученный в результате почленного 

дифференцирования, имеет тот же радиус сходимости R , что и 

исходный ряд. 

 

Доказательство теоремы. 

В силу теорем 3.2, 2.7 и свойства плотности вещественных чисел 

ряд (3.4) можно дифференцировать почленно.  

Продифференцируем ряд (3.4) почленно, получим степенной 

ряд 

2

1 2 3 12 3 ( 1) n

na a x a x n a x      .   (3.6) 

Пусть R  – радиус сходимости ряда (3.6). Тогда 

1 1

1 1

lim ( 1) lim ( 1)n n
n n

n n

R
n a n a 

 

 
 

. 

Так как lim 1 1n

n
n


  , а 

1

1

lim n
n

n

R
a 



  [5], то R R . 

Теорема доказана. 

 

Теорема 3.6. Cтепенной ряд внутри его интервала сходимости 

можно дифференцировать почленно сколько угодно раз. Ряд, по-

лученный в результате n  – кратного почленного дифференциро-

вания, имеет тот же радиус сходимости, что и исходный ряд. 

Доказательство теоремы.  

Доказательство следует из теоремы 3.5.  

Теорема доказана. 

3.3 Ряды Тейлора 

Пусть степенной ряд  

0 0

1

( )n

n

n

a a x x




  .  (3.7) 
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имеет радиус сходимости 0R   и ( )f x  – его сумма, то есть в ин-

тервале 0 0( , )x R x R   справедливо равенство 

2 3

0 1 0 2 0 3 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )n

nf x a a x x a x x a x x a x x           . 

Вычислим коэффициенты na . Подставим в соотношение вы-

ше 0x x , получим 

0 0( )a f x . 

Продифференцировав соотношение выше, получим 

2 1

1 2 0 3 0 0( ) 2 ( ) 3 ( ) ( )n

nf x a a x x a x x na x x           . (3.8) 

Подставим в (3.8) 0x x , получим 

1
1

( )

1!

f x
a  . 

Продифференцировав соотношение (3.8), получим 

2

2 3 0 0( ) 2 3 2 ( ) ( 1) ( )n

nf x a a x x n n a x x           .  (3.9) 

Подставим в (3.9) 0x x , получим 

2
2

( )

2!

f x
a


 . 

Продифференцировав соотношение (3.9), получим 

3

3 4 0 0( ) 3 2 4 3 2 ( ) ( 1)( 2) ( )n

nf x a a x x n n n a x x               

Подставим 0x x , тогда 3
3

( )

3!

f x
a  .  

Продолжая данный процесс, получим 

( )
, 1,2,

!

n
n

f x
a n

n
  .  (3.10) 
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Определение. Пусть функция ( )f x  дифференцируема сколько 

угодно раз в интервале 0 0( , )x R x R  , 0R  . Степенной ряд  

( )

0
0 0

1

( )
( ) ( )

!

n
n

n

f x
f x x x

n





    (3.11) 

называют рядом Тейлора функции ( )f x  с центром в точке 0x . 

 

Пусть  ( )nS x  – последовательность частичных сумм ряда (3.11), а  

 ( )nR x  – остаток ряда (3.11), то есть  

( )

0
0 0

1

( )
( ) ( ) ( )

!

kn
k

n

k

f x
S x f x x x

k

   , 

( )

0
0

1

( )
( ) ( )

!

k
k

n

k n

f x
R x x x

k



 

  . 

Нетрудно заметить, что ( )nS x  – это формула Тейлора функции 

( )f x  с центром в точке 0x , а ( )nR x  – остаточный член формулы 

Тейлора функции ( )f x . 

Если функция ( )f x  в интервале представима своим рядом 

Тейлора, то справедливо равенство 

( )

0
0 0

1

( )
( ) ( ) ( )

!

n
n

n

f x
f x f x x x

n





   , 

тогда ( ) ( ) ( )n nR x f x S x  и из свойств числовых рядов вытекает 

следующая теорема. 

 

Теорема 3.7. Пусть функция ( )f x  дифференцируема сколько 

угодно раз в интервале 0 0( , )x R x R  , 0R  . Для того, чтобы 
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( )f x  в интервале 0 0( , )x R x R   была представима своим рядом 

Тейлора (3.11), необходимо и достаточно, чтобы остаточный член 

формулы Тейлора стремился к нулю в интервале 0 0( , )x R x R  . 

 

Теорема 3.8. Пусть функция ( )f x  дифференцируема сколько 

угодно раз в интервале 0 0( , )x R x R  , 0R  . Если  

( )

0 00 : ( , ) ( ) , ( ) , 1,2,nL x x R x R f x L f x L n          ,  

то ( )f x  в интервале 0 0( , )x R x R   была представима своим ря-

дом Тейлора (3.11).  

 

Доказательство теоремы.  

Пусть ( )nR x  – остаточный член в форме Лагранжа, то есть 

1
1

0

( )
( ) ( )

( 1)!

n
n

n

f
R x x x

n


 


. 

Пусть 0 0( , )x x R x R   . Тогда получим 

11 1
1 0

0

( )
( ) ( )

( 1)! ( 1)! ( 1)!

nn n
n

n

x xf R
R x x x L L

n n n


 

 
     

  
. 

Рассмотрим числовой ряд 
1

1 ( 1)!

n

n

R

n



 
 . Исследуем его на сходи-

мость с помощью признака Даламбера.  

2

1

( 2)!
lim lim 0 1

( 2)

( 1)!

n

n
n n

R

Rn

R n

n




 


  





, 
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тогда по признаку Даламбера ряд 
1

1 ( 1)!

n

n

R

n



 
  сходится, а значит, 

его n -й член стремится к нулю. Тогда lim ( ) 0n
n

R x


 , и по теореме 

3.7 функция ( )f x  в интервале 0 0( , )x R x R   представима своим 

рядом Тейлора (3.11).  

Теорема доказана. 

 

Замечание. Ряд Тейлора с центром в точке 0 0x  , то есть ряд 

( )

1

(0)
(0)

!

n
n

n

f
f x

n





 , 

называют рядом Маклорена.  

 

Далее найдем разложение некоторых элементарных функций 

в ряд Маклорена. 

1) Рассмотрим функцию ( ) sinf x x . Нетрудно заметить, что 

( ) ( )( ) (sin ) sin
2

n n n
f x x x

 
   

 
,  (3.12) 

тогда 
( ) ( ) sin 1, ( , )

2

n n
f x x x

 
       

 
. 

По теореме 3.8 функция ( ) sinf x x  в интервале ( , )    пред-

ставима своим рядом Маклорена. Так как 
( ) (0) sin

2

n n
f

 
  

 
, то 

справедливо соотношение 

2 1

0

( 1)
sin

(2 1)!

n
n

n

x x
n










 . 
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2) Аналогичным образом можно получить, что функция 

( ) cosf x x  в интервале 0( , )x    представима своим рядом 

Маклорена и справедливо соотношение 

2

0

( 1)
cos

(2 )!

n
n

n

x x
n






 . 

3) Рассмотрим функцию ( ) xf x e . Нетрудно заметить, что 

( ) ( )( ) ( )n x n xf x e e  .   (3.13) 

Зафиксируем произвольную точку ( , )x   . Очевидно, что  

0 :R R x R     . 

Нетрудно заметить, что тогда ( )( ) , ( , )n x Rf x e e x R R      . По 

теореме 3.8 функция ( ) xf x e  представима своим рядом Макло-

рена в интервале ( , )R R , а значит в точке x . В силу произволь-

ности точки x  ( ) xf x e  представима своим рядом Маклорена в 

интервале ( , )  . Так как ( )(0) 1nf  , то справедливо соотно-

шение 

0 !

n
x

n

x
e

n





 . 

4) Рассмотрим функцию ( ) ln(1 )f x x  , которая определена 

при 1x   . Нетрудно заметить, что 

( ) ( )

1

!
( ) (ln(1 )) ( 1)

(1 )

n n n

n

n
f x x

x 
   


,   (3.14) 

тогда ( )(0) ( 1) !n nf n   и разложение в ряд Маклорена имеет вид 

1

1

( 1)
n

n

n

x

n






 . (3.15) 
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Ряд (3.15) сходится для ( 1,1]x  , что легко проверяется по при-

знаку Даламбера, поэтому функцию ( )f x  имеет смысл исследо-

вать только на промежутке ( 1,1] . 

Пусть сначала [0,1]x . Рассмотрим остаточный член форму-

лы Тейлора в форме Лагранжа 

( 1)
1( )

( ) , (0,1)
( 1)!

n
n

n

f x
r x x

n





 


, 

то есть 

11
( ) ( 1) , (0,1)

1 (1 )

n
n

n

x
r x

n x






   
 

. 

Так как [0,1]x , то 
1

1
(1 )

nx

x






, а значит 
1

( )
1

nr x
n




, то есть 

lim ( ) 0n
n

r x


 , и по теореме 3.8 функция ( ) ln(1 )f x x   в интерва-

ле [0,1]  представима своим рядом Маклорена. 

Пусть теперь ( 1,0)x  . Рассмотрим остаточный член форму-

лы Тейлора в форме Коши 

( 1)
1( )

( ) (1 ) , (0,1)
!

n
n n

n

f x
r x x

n


 


   , 

то есть 

1

1

(1 )
( ) ( 1) , (0,1)

(1 )

n
n n

n n
r x x

x











   


. 

Тогда 

1

1
( )

1 1

n n

n

x
r x

x x







 
  

  
. 
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Так как ( 1,0)x  , то 1 1x    , а значит 

1
1

1

n

x





 
 

 
. 

Тогда lim ( ) 0n
n

r x


 , и по теореме 3.8 функция ( ) ln(1 )f x x   в 

интервале ( 1,0)  представима своим рядом Маклорена и справед-

ливо соотношение 

1

1

ln(1 ) ( 1)
n

n

n

x
x

n






   . 

5) Рассмотрим функцию ( ) (1 )mf x x  , где m  – любое веще-

ственное число, отличное от натуральных чисел (при натуральном 

m  получается конечное разложение по формуле бинома Ньюто-

на). Нетрудно заметить, что 

( ) ( ) 1( ) ((1 ) ) ( 1) ( 1)( )(1 )n m n m nf x x m m m n m n x            , 

тогда
 

( )(0) ( 1) ( 1)( )nf m m m n m n        и разложение в ряд 

Маклорена имеет вид [1] 

2( 1) ( 1) ( 1)
1

2! !

nm m m m m n
mx x x

n

     
     ;  (3.16) 

его называют биномиальным рядом. Ряд (3.16) сходится абсолют-

но для ( 1,1)x   и расходится  для ( , 1) (1, )x     , что легко 

проверяется по признаку Даламбера, поэтому функцию ( )f x  име-

ет смысл исследовать только на промежутке ( 1,1) . 

Рассмотрим остаточный член формулы Тейлора в форме Коши 

( 1)
1( )

( ) (1 ) , (0,1)
!

n
n n

n

f x
r x x

n


 


   , 
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то есть 

1
1( 1)( 2) ( )(1 ) 1

( )
! 1

nm n
n

n

m m m m n x
r x x

n x

 



 
       

   
 

. 

Представим его в виде 

1( 1)( 2) ( 1 1) 1
( ) (1 )

! 1

n

n m

n

m m m n
r x x mx x

n x






        
      

 
. 

Выражение 

( 1)( 2) ( 1 1)

!

nm m m n
x

n

      
  

представляет собой член биномиального ряда (3.16), но для пока-

зателя 1m  . Так как биномиальный ряд сходится для ( 1,1)x  , 

то в силу необходимого условия сходимости числового ряда 

( 1)( 2) ( 1 1)
lim 0

!

n

n

m m m n
x

n

      
  . 

Нетрудно заметить, что выражение 1(1 )mmx x    содержится 

между значениями 
1(1 )mmx x    и 

1(1 )mmx x   , не зависящими 

от n . При этом 

1
1

1

n

x





 
 

 
. 

Тогда lim ( ) 0n
n

r x


 , и по теореме 3.8 функция ( ) (1 )mf x x   в ин-

тервале ( 1,1)  представима своим рядом Маклорена 

2( 1) ( 1) ( 1)
(1 ) 1

2! !

m nm m m m m n
x mx x x

n

     
       . 
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Рассмотрим некоторые частные случаи последней формулы: 

0

1
( 1) , ( 1,1)

1

n n

n

x x
x





   


 , 

0

1 (2 1)!!
( 1) , ( 1,1)

(2 )!!1

n n

n

n
x x

nx






   


 , 

1

0

(2 1)!!
1 ( 1) , ( 1,1)

(2 2)!!

n n

n

n
x x x

n







    


 , 

Здесь (2 1)!! 1 3 5 (2 1)n n       , (2 )!! 2 4 6 (2 )n n     . 

3.4 Примеры 

Пример 3.1. Найти радиус сходимости степенного ряда    

1

2

3 2

n n

n

x

n



 
 .  (3.17) 

 

Решение. Пусть 
2

3 2

n

na
n




. Радиус сходимости степенного ряда 

(3.17) обозначим через R . По теореме Коши-Адамара 

1

lim n
n

n

R
a



 . 

Так как  

2 1
lim lim 2lim 2

3 2 3 2

n

n n
n nn n n

a
n n  

  
 

, 

тогда 
1

2
R  . 
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Пример 3.2. Найти радиус сходимости степенного ряда   

1 2 1

n

n

x

n



 
 .  (3.18) 

 

Решение. Пусть 
1

2 1
na

n



. Радиус сходимости степенного ряда 

(3.18) обозначим через R . По теореме Коши-Адамара 

1

lim n
n

n

R
a



 . 

Так как  

1 1
lim lim lim 1

2 1 2 1
n n

n nn n n
a

n n  
  

 
, 

тогда 1R  . 

 

Пример 3.3. Найти множество сходимости степенного ряда  [3].  

 
 

1

3 2
1

nn
n

n

x
n





 
  .    (3.19) 

 

Решение. Пусть 
 3 2

nn

na
n

 
 . Радиус сходимости степенного 

ряда (3.19) обозначим через R . По теореме Коши-Адамара 

1

lim n
n

n

R
a



 . 

Так как  

 3 2 3 2
lim lim lim 1 3

3

n nn n

nn n
n

n n n
a

n n  

    
         

, 
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тогда 
1

3
R  . 

Решая неравенство 
1

1
3

x   , получим 
4 2

,
3 3

x
 

  
 

. Таким обра-

зом, интервалом сходимости степенного ряда (3.19) является про-

межуток 
4 2

,
3 3

 
 
 

. Исследуем ряд (3.19) на концах интервала схо-

димости. 

Пусть 
4

3
x   , подставляя в (3.19), получим числовой ряд 

 

1

1 1 2

3

n n

n n n





   
      

  .  (3.20) 

Ряд 
 

1

1
n

n n






  сходится по признаку Лейбница, ряд 

1

1 2

3

n

n n





 
  
 

  

сходится по признаку сравнения, так как мажорируется суммой 

бесконечно убывающей геометрической прогрессии. Тогда ряд 

(3.20) сходится, как сумма сходящихся рядов. 

Пусть  
2

3
x  , подставляя в (3.19), получим числовой ряд 

1

1 1 2

3

n

n n n





  
      

  .   (3.21) 

Ряд 
1

1

n n





  расходится, ряд 
1

1 2

3

n

n n





 
 
 

  сходится по признаку срав-

нения, так как мажорируется суммой бесконечно убывающей гео-

метрической прогрессии. Тогда ряд (3.21) расходится, как сумма 

сходящегося и расходящегося рядов. 
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Таким образом, множеством сходимости степенного ряда 

(3.19) является промежуток 
4 2

,
3 3

 
 
 

. 

 

Пример 3.4. Найти множество сходимости степенного ряда.  

1

1
2

n

n
n

x



 .  (3.22) 

 

Решение. Пусть 
1

2
n n

a  . Радиус сходимости степенного ряда 

(3.22) обозначим через R . По теореме Коши-Адамара 

1

lim n
n

n

R
a



 . 

Так как  

1 1
lim lim

2 2
n n

n nn n
a

 
  , 

тогда 2R  . 

Таким образом, интервалом сходимости степенного ряда (3.22) 

является промежуток  2,2 . Исследуем ряд (3.22) на концах ин-

тервала сходимости.  

Пусть  2x   , подставляя в (3.22), получим числовой ряд 

1

1 ( 1)n

n





  , 

который расходится, так как не выполнено необходимое условие 

сходимости ряда.  
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Пусть  2x  , подставляя в (3.22), получим числовой ряд 

1

1 1
n





 , 

который тоже расходится, так как не выполнено необходимое 

условие сходимости ряда. 

Таким образом, множеством сходимости степенного ряда 

(3.22) является промежуток ( 2,2) . 

 

Пример 3.5. Разложить в ряд Тейлора функцию 2 1( ) xf x e  ; 

а) по степеням x ; 

б) по степеням 1x  . 

 

Решение.   

а) 

 
2 1 2

0 0

(2 ) 2
( ) , ( , )

! !

n n
x x n

n n

x
f x e e e e e x x

n n

 


 

           . 

б)  

2 1 2( 1 1) 1 2( 1) 3 3

0

(2( 1))
( )

!

n
x x x

n

x
f x e e e e

n


     




       

3

0

2
( 1) , ( , )

!

n
n

n

e x x
n





      . 

 

Пример 3.6. Используя методы дифференцирования и интегриро-

вания степенного ряда, разложить в ряд Маклорена функцию 

( ) ( )f x arctg x . 
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Решение.  Продифференцируем ( )f x , получим 
2

1
( )

1
f x

x
 


. 

Так как   

0

1
( 1) , ( 1,1)

1

n n

n

x x
x





   


 , 

то 

2

2
0

1
( 1) , ( 1,1)

1

n n

n

x x
x





   


 .  (3.23) 

Проинтегрируем почленно соотношение (3.23), тогда 

2 1
2

2
0 00 0

1
( 1) ( 1) , ( 1,1)

1 2 1

x x n
n n n

n n

x
dt t dt x

t n

 

 

     
 

   , 

то есть 

2 1

0

( ) (0) ( 1)
2 1

n
n

n

x
arctg x arctg

n





  


 , 

2 1

0

( ) ( 1)
2 1

n
n

n

x
arctg x

n





 


 . 

 

Пример 3.7. Используя методы дифференцирования и интегриро-

вания степенного ряда, разложить в ряд Маклорена функцию 

( ) ( 1) ln( 1)f x x x x     . 

 

Решение.  Продифференцируем ( )f x , получим  

1
( ) ln( 1) 1 ln( 1)

1

x
f x x x

x


      


. 

Так как 
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1

1

ln( 1) ( 1) , ( 1,1]
n

n

n

x
x x

n






     ,    (3.24) 

то, проинтегрировав почленно соотношение (3.24), получим 

1
1 1

1 10 0

ln( 1) ( 1) ( 1)
( 1)

x x n n
n n

n n

t x
t dt dt

n n n

 
 

 

    


   . 

То есть 

 
1

1

0

1

( 1) ln( 1) ( 1)
( 1)

n
x n

n

x
t t t

n n






     


 , 

1
1

1

( 1) ln( 1) ( 1)
( 1)

n
n

n

x
x x x

n n






     


 . 
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