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Предисловие

Настоящее издание посвящено памяти профессора кафедры 
функционального анализа и теории функций Самарского государ­
ственного университета Виктора Михайловича Климкина, извест­
ного ученого в области теории меры и теории функций, талант­

ливого педагога, замечательного человека. Более 20 лет он являл­
ся бессменным заведующим кафедрой функционального анализа и 
теории функций и деканом механико-математического факультета. 
19 марта 2010 года В.М. Климкину исполнилось бы 70 лет.

Тематика научно-исследовательской работы В.М. Климкина - 
обобщенная теория меры и интеграла, прежде всего, теория неадци- 
тивных функций множества. Понятие функции множества, перво­
начально возникшее в теории функций вещественной переменной 

и связанное с понятием меры, в настоящее время играет важную 
роль в теории вероятности, функциональном анализе, топологиче­
ской алгебре, качественной теории дифференциальных уравнений, 
теории игр, а также в различных разделах теоретической физики. 
Прогресс в теории функций множества в значительной степени свя­
зан с именами российских математиков. Исследования в этой обла­
сти особенно активизировались после выхода в свет фундаменталь­
ной работы А .Д . Александрова «Аддитивные функции множества в 
абстрактных пространствах» (Математический сборник, 1940. Т. 8 .
С. 307-348). В последние 20-30 лет в теории функций множества 
складываются новые направления. Происходит это, во-первых, за 
счет изменения области значений меры и интеграла; во-вторых, за 
счет изменения характера функций множества (переход от адди­
тивных к различным классам неаддитивных функций); в-третьих, 

за счет изменения области определения функций множества (пере­
ход от колец и ст-колец к более общим классам множеств, а также 
к различным типам решеток). Каждое из этих направлений про­
должает интенсивно развиваться как в нашей стране, так и за ру­
бежом, и получение новых результатов, безусловно, является важ­
ной и актуальной задачей. Классические результаты теории меры 
часто получаются как простые и очевидные следствия из более об­
щих утверждений. Кроме того, обращение к общим случаям поз­
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воляет устанавливать новые существенные связи, выявлять суть 
проблемы, упрощать доказательства, получать новые результаты. 
Актуальность такого подхода к изучению функций множества обу­
словлена также необходимостью решения постоянно возрастающе­
го числа прикладных задач, где возникают неаддитивные функции 
множества на «плохих» структурах: это и емкости Ш оке в теории 
потенциала, и супераддитивные функции в теории игр, и функции 
на решетках.

Центральной темой книги В.М. Климкина являются принципы 
равномерной ограниченности и равномерной непрерывности семей­
ства неаддитивных функций множества. Выделенные и изучен­
ные в работе классы функций множества существенно обобщают 
многие известные классы неаддитивных функций множества, рас­
смотренные в работах Д. Магарам, И.Добракова, Л . Древновского, 
В.Н. Алексюка, Ф.Д . Безносикова, Н.С. Гусельникова и других ав­
торов.

Первая глава книги посвящена изложению принципа равномер­
ной ограниченности (теорема Никодима) для  произвольного се­
мейства функций на широких классах множеств. Здесь излагают­
ся новые результаты, полученные В.М. Климкиным совместно с 
М.Г. Свистулой.

Вторая глава содержит результаты, полученные В.М. Климки­
ным и его учениками В.А. Алякиным и Т.А . Срибной в исследова­
нии различных свойств непрерывности семейств функций множе­
ства и продолжении этих свойств с одних классов множеств на дру­

гие, более широкие.

В третьей главе изложены элементы теории регулярных функ­
ций множества на <т-топологическом пространстве, решены пробле­
мы равномерной ограниченности и равномерной непрерывности для 
таких функций.

Настоящая книга будет интересна студентам-математикам, за­
нимающимся вопросами теории меры и их приложениями.

За оказанную помощь при издании книги выражаем бла­
годарность ректору Самарского государственного университета 
И .А. Носкову, президенту Самарского государственного универси­
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тета Г.П. Яровому, проректору по научной работе Ю Н . Горелову и 

декану механике-математического факультета С.Я. Новикову.
Особые слова благодарности -  М.Г. Лобовой, проделавшей боль­

шую работу по подготовке рукописи к печати.

В .А .А лякин , М.Г. Свиетула, Т .А . Срибная
•июнь 2010 г.
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Г Л А В А  1
Р А В Н О М Е Р Н А Я  О Г Р А Н И Ч Е Н Н О С Т Ь  С Е М Е Й С Т В А  

Ф У Н К Ц И Й  М Н О Ж Е С Т В А

1.1. А н алог  теоремы Никодима в обобщенной теории меры

1.1.1. Основные обозначения и определения

Пусть Т  — некоторое множество; Е — некоторый класс подмно­
жеств множества Т (0  £ Е ). Пусть £  С S  — некоторый подкласс- 
класса Е (0 £ £ ).

Последовательность (конечное множество) попарно непересека- 

ющихся множеств { Е п}  с  £  будем называть спектром (соответ­
ственно, конечным спектром) из £. Убывающую последователь­
ность множеств { Е п}  С £, пересечение которой — пустое множе­
ство, будем называть локализатором. Любые два непересекающие- 
ся множества А, В  е  £  такие, что A  (J В  £ £, будем называть парой 
множеств из £  и обозначать {А, В )  Е £•

Класс множеств £  будем называть m-классом, если он замкнут 
относительно образования разности. Отметим некоторые свойства 

т-класса:
а) т -к ла сс  замкнут относительно образования пересечения;
б) если А , В , С  принадлежат m-классу £  и A  (J В  С (  '. то

A \ j B e  £;
в) m-класс является полукольцом.
Понятие т -класса  было введено автором в книге [185], также 

изложены свойства т-классов.
Класс £  будем называть суммируемым (а  — суммируемым), ес­

ли 0 £ £  и для любых непересекающихся множеств А, В  £ £  (для
ОО

любого спектра { Е п } С £ ) A  (J В  £ £  (соотвественно, (J Е п £ £ ).
п= 1

Пусть Ф =  ( д )  — некоторое семейство функций множества, за­
данных на Е, со значениями во множестве X ; пусть Е  £ Е; пусть
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£ с Е ;  { Е п} С Т,. Положим

Е [ ^ £  =  { А  : А С Е ,  А е £ } ;

Ф ( Е )  =  {<р(Е), };

/№) = М 4  ^е£'ПЕ}: 
ФУ(^ )  =  М 4  ^ ф ,  Д е £ ’ р ) Е } ; 

Д £ )  =  М Л ) ,  Л  е  £ } ;

Пусть X  — абелева группа. Функция р : X  —> [0, +оо] называется 

преднормой (или квазинормой), если р ( 0 ) — 0 , р ( —х )  — р (х ) ,  р (х  +  
Х у ) А- р ( х ) + р ( у )- Абелеву группу с квазинормой (|-|| будем называть 
квазинормированным пространством

1.1.2. Ограниченны е множества в топологической  
абелевой группе

Пусть ( А , г}) — топологическая абелева группа (т.а.г.), где г/ — 
базис симметричных окрестностей нейтрального элемента 0  £ X

Определение 1.1. Пусть V  € г/. Следуя [6 8 ], будем говорить, что 
множество А С X  является V-1-ограниченным, если существует 
такое число п е  IV, что А. С n V ,  где

Множество А  С X  называется 1-ограниченным (ограниченным 
в смысле Дарста), если для любой окрестности V  Е г) оно 
V -  1-ограничено.

Замечание 1.1. Определение 1-ограниченности в т.а.г. (X ,  ц) 
обладает существенным недостатком -  одноточечные множества

Ф (£ ) =  {Д А ) ,  р е Ф , Е е  £ } ;  

Ф ( { Е п} )  =  Ы Е п), р  е Ф ,  п е Щ .

[54].

П
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могут оказаться неограниченными, как показывает следующий 

пример.
Пример 1.1. Пусть (X , г/) -  т.а.г., имеющая не менее двух эле­

ментов, с дискретной топологией. Тогда единственным I -ограни­
ченным множеством будет одноточечное множество { 0 } .  Одното­
чечное множество {ж }, где х  ф 0 , не будет 1-ограниченным. Следу­
ющее определение ограниченного множества в т.а.г. (X , р), предло­
женное Н.Бурбаки [35, с. 252]. указанного недостатка не имеет.

Определение 1.2. Пусть V  Е г). Подмножество А  С X  называется
О-2-ограниченным, если существуют конечное множество М .  С X  
и число п  Е N  такие, что

А  С М  +  пУ.

Множество А  С X  называется 2-ограниченным в т.а.г. (X , rj) (огра­
ниченным в смысле Бурбаки), если для любой окрестности V  Е р 
оно У - 2 -ограничено.

Замечание 1.2. Легко видеть, что в т.а.г. (X , rf) 1-ограниченность 
множества Л  с  X  влечет 2 -ограниченность этого множества, но 

обратное не верно.
Пример 1.2. В условиях примера 1.1 одноточечное множество 

{ж }, где х ф 0 , будет 2-ограяичено, но не будет 1-ограничено.
Справедлива следующая
Теорема 1.1 [123]. Д ля  того, чтобы множество Л  С X  бы­

ло 1-ограничено (2-ограничено), необходимо и достаточно, чтобы 
для  любой квазинормы р (х )  (соответственно, конечной квазинормы 
р (х ) ) ,  непрерывной на X , числовое множество

{р {х ) ,  х Е  А }

было ограничено.
Предложение 1.1. В локально-компактной т.а.г. (X . г/) следую­

щие утверждения равносильны: 1) множество Л  С X  2-ограничено;
2) существует такой компакт С  С X , что Л  С С; 3) для  любой 

окрестности V  Е р существует конечное множество М  С X  такое, 

что
Л  с  М  +  V.
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Предложение 1.2. В локально-выпуклом пространстве (Х , г ] , К ) 
следующие утверждения равносильны: 1) множество А  С А ' 2-огра- 
ничено; 2) множество А  С А  1-ограничено; 3) для любой окрестно­
сти V  Е г/ существует такое число А >  0, что

А  с XV.

Доказательство ввиду простоты опускаем,
Определение 1.3, Пусть (X ,  rj) т.а.х'. Следуя [141J, возрастаю­

щую последовательность симметричных окрестностей нуля 0  =  
=  Ш  С г/ будем называть ограничивающей системой (и писать 
о.с.) в т.а.г. ( X у//), если для любых номеров п и m справедливо 
соотношение

Bn V  В т С В п-|_ш. п pm Е А .

Элементы о.с. 0 называются ограничителями.
Пусть 0 — { В п} -  некоторая о.с. в т.а.г. (А ,  //). Множество Л  С А  

называется /^-ограниченным (ограниченным относительно о.с. /3), 
если существует такой номер по, что

Л  С БПо.

Д .А . Райковым [57] введено понятие векторной топологической 
группы ( А , г ] , К )  (пишем в.т.г.) как линейного пространства А  над 
полем К  с топологией г/, в которой непрерывны операции сложе­
ния векторов и умножения на скаляр по векторному аргументу. 
Кроме естественных определений ограниченного множества (огра­
ниченность в смысле ограниченности множества в топологическом 
векторном пространстве, ограниченность в смысле 2 -ограниченно- 
сти множества в т.а.г. и т.д.) в в.т.г. ( А , г ) ,К )  рассматривается спе­
цифическое определение ограниченного множества.

Определение 1.0 Пусть (А , ц, К )  -  в.т.г. Множество Л  С А  назы­

вается ограниченным (в смысле Райкова), если для любой окрестно­
сти V  Е г] существуют конечное множество Л1 С А  и число п Е N  
такие, что

Л  с  со М .  +  nV,

где с о М  -  выпуклая оболочка множества М .  Справедлива следую­
щая
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Теорема 1.2 [124, с. 604] Пусть ( Х , г ] , К )  локально-выпуклая 
векторная топологическая группа. Множество А  С X  ограничено (в 
смысле Райкова) тогда и только тогда, когда для любого линейного 
непрерывного функционала / на X  числовое множество

{/ (ж ), х  6  А }

ограничено.
Следующая теорема позволяет вопрос о равномерной 2 -ограни­

ченности семейства функций множества Ф — {</?} свести к вопросу 
о равномерной ^-ограниченности последовательности функций мно­
жества {<дп}  С Ф.

Теорема 1.3. Пусть (X , ?/) -  т.а.г.; пусть V  -  симметричная 
окрестность нуля; пусть Е -  некоторый класс подмножеств мно­
жества Т ; пусть далее Ф =  {</?} -  семейство функций множества, 
заданных на Е со значениями в т.а.г. (X ,  г/), где <р(0) =  0, ср € Ф. 
Пусть выполняются условия:

1 ) для любой функции р € Ф  множество ip(Е ) F - 2-ограничено;
2) для любого множества Е  € Е множество Ф ( Е )  F -2-ограни- 

чено;
3) для любой ограничивающей системы (3 =  { В п} в т.а.г. (X , ту) 

и для  любой последовательности функций {ipn } С Ф из условия, 
что для  любого множества В б Е  множество

{<рп(Е ) ,  n € N }

/^-ограничено, следует, что множество

{<Рп{Е), Е  G S , п € N }

/1-ограничено.
Тогда множество Ф (Е ) V - 2-ограничено.
Доказательство. Обозначим через J - (V )  класс множеств вида 

Л4 +  n V ,  где Л4 -  конечное множество из X  и число п € N .  Д ля  
любого множества U  € E ( V )  соответствующее число п  обозначим 
через р{Ы). Отметим некоторые свойства множеств класса E ( V ) :  

а) если U  е  Х (П ),  то U  +  U  € Х (Н );  б ) если U  € E { V ) ,  то -  M e
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F (V )\  в) если U\ G E ( V )  и U 2 G F ( V ) ,  то существует симметричное 
множество U  G J- '(V ) такое, что

Ml U  U 2 C U ;

г) для любого множества U\ G .F (H ) и для любого числа п  G N
существует такое множество U 2 G что

~Ь n V  С Ẑ 2 -

Предположим, что теорема 1.3 не верна. Тогда множество

{<р(Е), G Ф, Е  е Т , }  <£Ы (1.1)

для любого множества U  G J~(V). Положим Ыу — V . В силу (1.1)
существуют функция G Ф и множество Е\ такие, что

В силу условия 1) теоремы 1.3 существует такое множество U'2 G 
E ( V ) ,  что множество

Ш Е ) ,  cw;.

Найдем такое симметричное множество Uo G E ( V ) ,  что

(lli + U\) |̂JU2 c W2;

p (ZY2) >  2p(Wi);

U\ +  p(JJ\)V С U‘2-

По предположению существуют функция <р2 G Ф и множество 
Е ‘2 G Е такие, что

1Р2 (Е2) 4- U-2-

Найдем такое множество U'3 G .F (V '), что множество

{(Д2(Ьф  £  € £ }  с: Ы3.
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Найдем такое симметричное множество ih, Е E { V ) .  что

(И ‘2 +  Ыр) |^jw3 с  U 3 ;

р { Щ  >  2р(гл2);

U 2 + p { U 2) V  с  и 3.

Продолжая этот процесс по индукции, построим последователь­

ность функций {'-fin} С Ф; последовательность множеств { Е п}  С Е; 
последовательность множеств {Ып} С E ( V )  и последовательность 
симметричных множеств {1Ап}  С E { V )  такие, что

<рп( Е п) ? и п, п =  1 , 2 ,..., U i =  V ]  (1.2)

{ i f n (E ) ,  Е е  S }  С Un+] , n =  1,2,

(W„ +  Wn) | j w n + 1 CZ4+1, п =  1,2,

p{Un) >  2p{Un- i ) ,  п  =  2, 3,... (1.3)

U n +  p (U n) V  С Wn+i, п  =  1,2,....

Очевидно, что последовательность множеств /3 — {Ып}  -  о.с. в т.а.г. 
(X ,  77). Покажем, что для любого множества Е  Е Т ,  множество

{<рп (Е ) ,  п =  1 , 2 ,. . . }

/3-ограничено, где о.с. /3 =  {ZYn}.  Пусть Е  Е 12. По условию теоремы 
существуют конечное множество элементов {х \ 1Х2 , ■■■, 
x s} c X  и число тп Е N  такие, что множество

S

А  =  {(рп (Е ) ,  п =  1 ,2 ,...} С (J  {.Tfc +  т У } .
fc= 1

Не нарушая общности рассуждений, можем считать, что

Хк Е А, к =  1, s.

Поэтому

Хк =  Ч>пк{Е ) ,  к =  l ,s .
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Следовательно, множество

А  С [ J { ipnk(E )  +  m V } .
к= 1

Отсюда множество

А  С Ut +  mV, 

где t =s щах(?ц, n2, ...,пв) +  1. Пусть г  >  t такое, что

p(Ur ) >  т.

Тогда в силу (1.3)

Ы% +  rnV  С Ыг +  p{Ur ) V  С 1АГ-1-1.

Следовательно, множество

{<Рп(Е), п =  1 ,2 ,...} С U r + \.

В силу условия 3 теоремы существует такой номер щ  Е N ,  что

{ (Р п {Е ), п — 1 ,2 ,...} С ЫП01

что противоречит соотношению (1.2). Полученное противоречие до­
казывает теорему 1.3.

Следствие 1.1. Пусть (Х,Т] )  -  т.а.г.; пусть Е -  некоторый класс 
множеств (0 G Е ); пусть далее Ф =  {<д} -  семейство произвольных 
функций множества, заданных на Е, со значениями в т.а.г. 
таких, что <д(0) =  0 , ip Е Ф. Пусть выполняются условия:

1) для любой функции р  Е Ф множество <д(Е) 2-ограничено;
2) для любого множества Е  Е Е множество Ф ( Е )  2-ограничено;
3) для  любой о.с. /3 =  {.Вп}  в т.а.г. (X , r j )  и для любой последо­

вательности функций {<д„} С Ф из условия, что для  любого множе­
ства Е е  Е множество

{<рп (Е ) ,  п € N }

/3-ограничено, следует что множество

W n (E ) ,  Е е  Е, п Е N }

5
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/-ограничено. Тогда множество Ф (Е ) 2-ограничено.
Справедливость утверждения следует из теоремы 1.3 и опреде­

ления 1 .2 .

1.1.3. Некоторые примеры неаддитивных функций
множества

Через Т  — { / }  обозначим класс непрерывных строго возраста­
ющих функций точки таких, что

/ : R +  R + , / (0 ) =  0, / (я ) >  х.

Пусть (X , || • ||) -  квазинормированное пространство. Пусть р  : 
Е X ,  i/?(0) =  0. Положим

ф (Е )  =  8ир{||</з(Л)||, А € ^ Р | П },  Е  С Т.

Функцию <р называют супремацией функции f  [185].
Функции множества семейства Ф =  {<р}, р> : Е —> (X , || • ||) назы­

вают [185] /-полутреугольными (соответственно, / -полуадцитив- 
ными), если для любой пары {А, В )  € Е выполняется неравенство

M A ) \ \ < f ( \ \ i p ( A [ j B ) \ \ )  +  П Ы В ) \ \ )

(соответственно,

M ^ U b )H < / (M ^ )| | )  +  / (M B )| | )).

Если функции множества семейства Ф =  {р>} одновременно и 
/-полуаддитивные, и /-полутреугольные, то их будем называть 
/-композиционными. В случае, если /(;х ) — х  функции множества 
семейства Ф =  { р }  называют, соответственно, полутреугольными, 
полуаддцитивными и треугольными.

Прим,ер 1.3. Пусть { p a } a&J -  аддитивные функции множества 
со значениями в квазинормированном пространстве (X , || - ||). По­

ложим
Р а (Е )  =  \\ра (Е)\\, Е  е  £ , а  € J.
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Функции множества семейства { /т0  } а6 j -треу гольные.

Пример 1.4■ Пусть {pa}aeJ ~ некоторое семейство неотрицатель­
ных аддитивных функций множества. Положим

иа{Е )  =  - 1 ,  E g Е, a  6 J;

„  ( F )  =  {  если ц а (Е )  <  1
\ 2р а (Е )  -  1, если Цо(-Е’) > 1 ,  Е  Е Е, а  € J.

Покажем, что функции множества семейства {lyJ a eJ  и семейства 
{y/aJaeJ -  /-композиционные, где соответственно, /(ж) =  ж +  ж2 и 
/(ж) =  2 ж.

Действительно, для любых чисел b >  а >  0 имеем

еа+6  -  1 =  еа{еь -  1 ) +  (eu -  1 ) <  ea(ea -  1 ) +  е6 (еь -  1 ).

Таким образом,

еа+ь — 1 <  ea(ea — 1 ) +  еь(еь — 1 ).

Из этого неравенства’и аддитивности иа получаем соответствующее 
утверждение для функции множества семейства {va }aeJ- Утвер­
ждение для  функций семейства {pa}aeJ  очевидно.

Пример 1.5. Пусть Су, С ‘2 , ..., С п -  некоторый набор неотрица­

тельных чисел; пусть { p a }a £ j  ~ неотрицательные аддитивные функ- 
ции множества. Положим

п

* * { Е )  =  E g E, a GJ.
к= 1

Функции множества семейства {Ф а } аед /-композиционные, где

/(ж) -  2п~ 1х.

Пример 1.6. Пусть (ж, г/) -  т.а.г. Будем говорить, что функции 
множества семейства Ф =  { р } ,  ip : £  - »  X ,  <р(0 ) =  0  -  обоб­
щенные внешние меры, если для  любой симметричной окрестно­
сти нуля V  Е Tj существует такое число п у  Е N ,  что для любой
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функции ip Е Ф и  для любой пары (А , В )  € Е, если <р(А) G V , то 
<р(В) € (р(А  U  В )  +  riyV.

Замечание 1.3. В случае, если пу  =  К  для любой симмет­
ричной окрестности V  е  ц, обобщенные внешние меры называют­
ся /Г-внешни ми мерами. Класс fc-внешних мер ввел А .Н . Сажен- 

ков [65], изучив условие К-1-ограниченности семейства исчерпыва­
ющих1 Л'-внешних мер, заданных на сг-кольце Е.

1.1.4. Постановка задачи

Классическая теорема Никодима о равномерной ограниченности 
семейства мер [41, Гл. IV , §9, С. 336] утверждает

Теорема 1.4. Если семейство Ф С са(Т , Е ) конечных счет­
но-аддитивных скалярных мер, определенных на <х-алгебре мно­
жеств Е, «поточечно» ограничено, то это семейство мер равномерно 
ограничено на Е, то есть из того, что для любого множества Е  € Е

su p {|</?(£)|, ср G Ф } <  ос.

следует
sup{|(p(A)|, 6  Ф. Е  € Е } <  оо.

Эта теорема, известная в классической теории меры как прин­
цип равномерной ограниченности, подвергалась обобщениям в раз­
личных направлениях. М .Н.Бобынин [34], по-видимому, первым до­
казал теорему Никодима, используя только аппарат теории меры. 
В.Н. Алексюк [9] дал еще одно простое доказательство теоремы Ни­
кодима и обобщил ее на семейство непрерывных сверху в нуле2 тре­
угольных функций множества. A . Grothendieck [121] показал, что 
теорема Никодима остается справедливой для семейства ограничен­
ных аддитивных функций множества.

R.Darst [93] обобщил результат А. Гротендика на случай ком­
плексно-значных ограниченных аддитивных функций множества.

В квазинормированном пространстве для семейства Ф =  {</?} 
конечно-аддитивных исчерпывающих функций множества условие

1гГ.е. для любого спектра { Е п} С Е lim</5(_En) =  ©•
2Для любого локализатора { Е п} С Е limcp(i5„) =  0.
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равномерной ограниченности было установлено Л . Древновским 

[107]; для  семейства неаддитивных функций множества теорему 

Никодима рассматривали Г.Я. Арешкин, В.Н. Алексюк, В,М. Клим­
кин [159], Н.С. Гусельников [40], Л .В . Агафонова, В.М. Климкин 
[156], В .А. Алякин [21], Л .Д . Рашкин [204], Е. Рар [150], I. Dobrakov 
[1Q4] и др.

В топологической абелевой группе (X , if) D. Landers, L. Rogge до­
казали теорему Никодима для счетно-аддитивных мер [141], рас­
сматривая ограниченность в (Х,г/) относительно ограничивающей 
системы /3 =  { В п}.

В т.а.г. (X , г/) теорема Никодима с условием 1-ограниченно­
сти для семейства конечно-аддитивных исчерпывающих функций 
множества была доказана Р.Б .Дарстом [94] и для  Аьвнешних мер
A.Н. Саженковым [65].

В т.а.г. теорему Никодима с условием 2-ограниченности доказы­
вали А.Н . Саженков [6 8 ], P. Morales [148]. для обобщенных внешних 

мер В.М .Климкин, М.Г. Свистула [181] и Б.В.Пахаев [55]. В работе 
[79] Ж . Андо поставил вопрос: будет ли верна теорема Никодима, 
если класс множеств Е является алгеброй?

Автор [100] и Дарст дали отрицательный ответ на вопрос Ж . Ан­
до. В работе [184] диссертант доказал достаточное условие, при вы­
полнении которого не только теорема Никодима [1.4], но и результат
B.Н. Алексюка [18] остаются верными, даже если условие «поточеч­

ной» ограниченности выполняется на алгебре.

Во многих работах доказывается аналог теоремы Никодима для 
семейства мер «поточечно» ограниченных на алгебре Е, обладаю­
щей некоторым дополнительным условием (более слабым, чем за­
мкнутость относительно счетных объединений), т.е.на не-ст-полной 
алгебре [8 6 , 146] и др. Например, D. Candeloro [8 6 ] доказал теоре­
му Никодима для семейства конечно-аддитивных исчерпывающих 

функций множества, заданных на алгебре Е с / i-свойством, со зна­
чениями в т.а.г. с требованием 1-ограниченности.

В связи с задачами квантовой физики [122] возникла пробле­
ма построения аналога классической теории меры на классах мно­
жеств, которые не являются кольцами. Следуя [122], такой аналог 
теории меры называют обобщенной теорией меры. Начиная с работ
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диссертанта [160, 171] и Дарста [93] в классической теории меры воз­
никло и другое направление в развитии теоремы Никодима: какие 
дополнительные условия нужно наложить на семейство функции 
множества, чтобы, будучи «поточечно» ограничено на алгебре, оно 
было равномерно ограничено?

В данной главе рассматривается следующая постановка принци­
па равномерной ограниченности семейства функций множества: 

Пусть на некотором классе множеств В(0 € В ) задано семейство 
неотрицательных функций множества Ф =  {</?} (<р(0 ) =  0 ), причем 
о какой-либо форме «полуадцитивности» либо «непрерывности» у 
рассматриваемых функций множества не известно.

При каких условиях, налагаемых на класс множеств В или на 
функции множества семейства Ф =  {у?}, будет выполнено условие 

равномерной ограниченности, т.е.

Приведем ряд примеров, которые показывают необходимость 
изучения принципа равномерной ограниченности семейства функ­
ций множества именно в вышеприведенной формулировке.

Пример 1.7. Проблема предельного перехода под знаком ин­
теграла заключается в следующем: пусть функции точки {/ „ (/ ) }  
некоторым образом сходятся к функции /о(£); пусть функции 

множества {ipn}  некоторым образом сходятся к функции <ро; пусть 
каждая функция f n ( t ) интегрируема по <рп; при каких условиях 
функция /о(£) будет интегрируема по <ро и справедливо равенство

для любого измеримого множества Е  е  В? При решении этой зада­
чи естественным образом возникает вопрос о равномерной ограни­
ченности последовательности полувариаций {<р„} (например, для 
интеграла Бартла).

Пример 1.8. В теории игр [23, 58] важную роль играет про­
странство J3V(jT, Е ) -  банахово пространство функций множества 
ограниченной вариации, то есть функций множества, заданных на

sup{<p(J5), (р € Ф, Е  € В } <  оо?
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ц-алгебре Е и представимых в виде разности двух монотонных неот­

рицательных функций множества, равных нулю на пустом множе­
стве. Д ля  любой функции множества р  Е B V ( T : Е )

IMI =  iuf M T )  +  v (T ) } ,

где inf берется но всем разложениям функции р, т.е. по всем та­
ким неотрицательным монотонным функциям множества ц  и и, 
что р  =  ц  — и [23, С. 30]. В силу теоремы Аумана- Ш епли [23,
С. 37], равномерная ограниченность семейства функций множества 
Ф С B V (Г , Е ) есть необходимое условие ограниченности этого се­
мейства функций множества но норме в пространстве B V (T ,  Е ).

Пример 1.9. Пусть { р п )  -  последовательность скалярных адди­
тивных функций множества, заданных на алгебре Е; пусть для лю­
бого множества Е е  Е

lim ipn (E )  =  ipo(E).

Через \ip\ обозначим полную вариацию функции множества р. При 
решении вопроса о возможности предельного перехода иод знаком 
полной вариации, т.е.

lim \рп\(Е) =  \<pQ\(Е ) ,  Е е  S,

встает вопрос о равномерной ограниченности последовательности 
функций { рп }  на алгебре Е.

Пример 1.10. Пусть Ф =  { р }  -  семейство функций множества, 
заданных на некотором классе множеств S, со значениями в т.а.г. 
(X , r j ) .  Известно, что 1-ограниченность эквивалентна ограниченно­
сти по любой непрерывной на X  квазинорме; 2 -ограниченность эк­
вивалентна ограниченности по любой непрерывной на X  конечной 
квазинорме (см.теорему 1.1). Таким образом, вопрос о равномерной
1-ограниченности (2-ограниченности) семейства функций Ф =  {<р} 
на классе Е сводится к вопросу о равномерной ограниченности се­
мейства неотрицательных функций множества { p o p ,  р е  Ф }, где 
р (х )  -  произвольная непрерывная на X  (соответственно, произволь­
ная конечная непрерывная на X )  квазинорма.
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Пример 1.11. Пусть Ф =  {</?} семейство функций множества, 
заданных на некотором классе Е, со значениями в т.а.г. (X ,  г/); 

пусть (3 =  { В п} -  некоторая ограничивающая система. Рассмотрим 

функцию

9{? ) =

п, если х  G В п \ В п- 1, Во =  0,
ОО

оо, если х  € X  \ и  В п.
71=1

Тогда равномерная ограниченность функций множества семей­
ства Ф =  {</?} относительно о.с. (3 (/3 -  ограниченность) будет 
эквивалентна равномерной ограниченности функций множества 
семейства {д  о <р е  Ф }.

Пример 1.12. Пусть Ф =  {ip} -  семейство функций множе­
ства, заданных на некотором классе Е со значениями в локально­
выпуклой топологической векторной группе (Х ,т ],К ).  Известно 

[124, т. 1.2], что в локально-выпуклой в.т.г. (X , r j , K ) ограничен­
ность множества А  С X  в смысле Д. Райкова эквивалентна огра­

ниченности числового множества {/ (ж ),х  G Л } ,  где / -  произволь­
ный линейный непрерывный функционал на (Х ,т ),К ) .  Таким об­
разом, вопрос о равномерной ограниченности семейства функций 
множества в смысле Д. Райкова сводится к вопросу о равномерной 
ограниченности семейства скалярных функций множества {/  о ср, 
V е Ф } ,  где / -  произвольный непрерывный линейный функционал 
на (X , ц, К ) .

Изучение равномерной ограниченности произвольного семей­
ства неотрицательных функций множества на произвольном классе 
множеств вызвано также возросшим интересом к теории неаддитив­
ных функций множества, например, в теории игр [23, 58], теории 
вероятности (емкости Ш оке) [53], задачами обобщенной теории ме­
ры. Впервые для  некоторых частных случаев непрерывных функ­
ций множества вопрос о равномерной ограниченности семейства 
функций множества в такой общей формулировке рассматривался 
И. Добраковым [104]. В общей формулировке вопрос решен автором 
[184, 185, 187] и [188].
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1.2. Критерии равномерной ограниченности семейства 
ф ункций множества

Если не оговорено противное, предполагается, что функции мно­
жества семейства Ф =  { р }  заданы на некотором классе множеств 
S (0  G £ ),  принимают значения из [0 , +оо ] и <р(0 ) — 0 .

1,2.1. Свойства выборки и выпуклости

Определение 1.5. Будем говорить, что функции множества се­
мейства Ф =  {<р} обладают свойством выборки, если для  любо­
го числа а >  0  существует такое число b >  0 , что для любой
функции р  <Е Ф и для любой пары множеств (Л , В )  € Е, если
р (А )  V  p { A \ j B )  <  а, то р { В )  <  Ъ.

Определение 1.6. Будем говорить, что функции множества се­
мейства Ф =  { р }  обладают свойством выпуклости, если для лю­
бого числа а >  0  существует такое число b >  0 , что для любой 
функции р  6  Ф и для любой пары множеств (А , В )  G Е, если
р (А )  \/ р ( В )  <  а , то р {А  \JB)  <  Ь.

Определение 1.7. Если функции множества семейства Ф =  { р }  
обладают и свойством выборки, и свойством выпуклости, то будем 
говорить, что функции множества семейства Ф =  { р'\ согласованы 
с классом множеств Е.

Замечание 1.4- На практике часто бывает удобнее применять 
свойство выборки в следующей формулировке: для любых чисел 
а >  0  и b >  0 существует такое число с >  0 (пишем с =  ij(a,b )), что 
для любой функции ip € Ф и для любой пары множеств (Л , В )  е  Е, 
если р (А )  <  а и <p(A|J.B) <  Ь, то р ( В ) <  с. Аналогично можно 
сказать и для свойства выпуклости.

Приведем примеры семейств функций множества, которые об­
ладают свойством выборки или свойством выпуклости.

Пример 1.13. Если функции множества семейства Ф =  { р }  / 
-  полуадцитивные (соответственно, f  -  полутреугольные), то они 
обладают свойством выпуклости (соответственно, выборки). Дей­
ствительно, для любого числа а >  0  число b =  2 / (а ) -  искомое.
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Пример 1 .Ц • Если функции множества семейства Ф =  { у }  / 
-  композиционные (тем более аддитивные), то они согласованы с 

классом множеств S.
Пример 1.15. Если функции множества семейства Ф =  {</?}, за­

данные на классе множеств X, со значениями в т.а.г. (X , 77), -  адди­
тивные, то для любой квазцнормы р {х )  на X  функции множества 
семейства {р  о <р, tp Е ф } согласованы с классом X.

Пример 1.16. Пусть обобщенные внешние меры семейства Ф =  
=  {ср} заданы на классе X со значениями в т.а.г. (X , ц), то для любой 
непрерывной квазинормы р (х )  на X  функции множества семейства 
{р  о р>, <р Е Ф } согласованы с классом Е.

Доказательство. Пусть р (х )  -  непрерывная квазинорма на X . 
Проверим, например, что функции множества семейства {р  о д.
<р Е Ф } обладают свойством выборки. Возьмем любое число а >  0. 
Пусть {Л, В )  Е Е. Пусть

р о ip(A) <  а и р о (р(А В )  <  а.

Положим
V  =  {.т : х  Е X , р (х )  <  я,}.

Ясно, что V  -  симметричная окрестность нейтрального элемента 
0  Е X . По определению обобщенной внешней меры найдем число 

п у  Е N .
Покажем, что число b — (п у  +  1 )а искомое.
Так как

<р(А) Е V  и р>(А ( J  В )  Е V, 

то по определению обобщенной внешней меры

< p ( A \ j B ) - ^ ( B )  е  n v  ■ V.

Отсюда

<р(В) Е < p (A \ jB )  +  n y V  С V  +  пу ■ V  С (пу  +  1)V. 

Следовательно,
р о <р(В) <  Ь.
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Второе утверждение проверяется аналогичным образом. 
Пример 1.17. Пусть Ф =  { р }  -  семейство функций множества, 

заданных на классе £ , со значениями в т.а.г. (.X ,r j ) (</?(0 ) — 0 ); 
пусть /3 =  { B n} о.с. в т.а.г. (X , г))\ пусть д {х )  -  функция на X  из 
примера 1.11. Если для любой функции € Ф и для любой пары 
(Е ,  F ) 6  £  из условия

p ( E ) e B u n ' p ( E \ j F ) € B m

(соответственно,

<р(Е) € В п и ip (F )  € В т),

следует

<P>(F) € В п+т

(соответственно,

^ U F ) G Вп+т )>

то функции множества семейства {go<p, д е  Ф } обладают свойством 
выборки (соответственно, выпуклости).

Пример 1.18. Если обобщенные внешние меры семейства Ф =
— {<д} заданы на классе £  и принимают значения в локально-выпук­
лой в.т.г. ( Х , г ] , К ) ,  то для  любого линейного непрерывного на X  
функционала / функции множества семейства { f o p ,  р  £ Ф } согла­
сованы с классом £.

1.2,2. Равномерная ограниченность на спектрах

Как и раньше £  -  некоторый класс подмножеств множества Т  
и С с  £  (0 е  £ ); функции множества семейства Ф =  { р }  заданы на 
классе £ , принимают значения из [0 ,+ со ] и <р(0 ) =  0 .

Определение 1.8. Будем говорить, что функции множества се­
мейства Ф =  { р )

-  «поточечно» ограничены на классе С.  если для любого множества 
Е е С

sup{ р { Е ) ,  ip 6  Ф } <  оо;
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равномерно ограничены на классе С, если

snp{<p(2?), <р Е Ф, Е  Е £ }  <  со;

-  ограничены на спектрах класса С,  если для любого спектра

— равномерно ограничены на спектрах класса С. если существует 
такое число L  >  0, что для  любой функции ip Е Ф и  для любого 
спектра { Е п}  С С  существует такой номер по (зависящий от спек­

тра и функции ip), что

Пример 1.19. Если функции множества семейства Ф =  { у }  зада­
ны на классе £ (0  Е £ ) ,  принимают значения в т.а.г. (Х,т]) [<р(Щ — 
=  © ) и исчерпывающие, то для любой квазинормы р (х ) ,  непрерыв­
ной на (Х,т/), функции множества семейства { р о ^ ,  равно­
мерно ограничены на спектрах класса £.

Определение 1.9. Будем говорить, что функции множества се­
мейства Ф =  { 97}  слабо ограничены на возрастающих (соответ­
ственно, убывающих) последовательностях класса С. если для каж­
дой возрастающей (соответственно, убывающей) последовательно­
сти множеств \Еп } С С существует такое число L  >  0, что для 

любой функции <р Е Ф существует такой номер по, что

Пример 1.20. Пусть Т  -  множество натуральных чисел, а класс £  
состоит из пустого множества и тех подмножеств множества Т ,  ко­
личество элементов в которых не превосходит 1 0 .

Очевидно, что £  -  m -класс. Определим функцию множества р  

на £  следующим образом: для  любого множества Е  Е £  положим

{ Е п} С £

sup{(p (En), р е Ф ,  n Е Ж }  <  оо;

s u p {^ (£ n), п >  n0}  <  L.

я щ ){р (Е п ), п >  По} <  L.

<Р(Е) =  |
0, если Е  — 0,

Л к =  1 n ki если Е  -  { ПЬ П2 , - , П т }.
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Ясно, что функция р  -  конечно-аддитивная. Если { Е п} -  возраста­
ющая или убывающая последовательность множеств из Е, то

-E'no =  Е П0+1 — — -Е̂ по+А; =  — 1

начиная с некоторого номера щ .
Поэтому функция р  слабо ограничена на монотонных последо­

вательностях.
С другой стороны, возьмем спектр одноэлементных множеств 

{ F n}, где F„. ~  М ,  п е  N .  Очевидно, что p (F n) =  п, п  € N ,  и 
функция р  не ограничена на спектрах m-класса £. Итак, функция 
р  слабо ограничена по монотонным последовательностям класса Е 
и не ограничена на спектрах класса Е.

Пример 1.21. Пусть Е -  кольцо измеримых по Лебегу множеств 
числовой прямой, мера Лебега которых -  конечная. Мера Лебега 
д на Е согласована с кольцом Е, слабо ограничена на убывающих 
последовательностях кольца £, но не является слабо ограниченной 
на возрастающих последовательностях и не является ограниченной 
на спектрах кольца Е.

Пример 1.22. Пусть S  -  кольцо измеримых по Лебегу множеств 
отрезка [0 , 1] таких, что

s u p E  <  1, Е е  Е, 0 6  Е.

Пусть д -  мера Лебега на Е; пусть у =  /(ж) -  некоторая неот­
рицательная возрастающая функция, заданная на [0 , 1 ), и такая, 
что

lim /(ж) =  / (0 ) =  0 , 
ж-эО

lim /(ж ) =  оо. 
х—>1

(Например, /(ж) =  у д ) .
Д ля  любого множества Е е  Е положим

Р { Е )  =  / о д (£ ) .

Ясно, что функция множества р  : Е —> R + возрастающая (а тем 
более, обладает свойством выборки), ограничена на спектрах коль­
ца Е, но не является слабо ограниченой на возрастающих последо­
вательностях кольца S.
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Пример 1.23. Пусть Е -  тот же m-класс, что и в примере 1.20.
Д ля  любого множества Е  6 Е положим

<р(Е) =  |
0, если 1 Е,

Пк, если Е  -  {n i, . . . ,пт } i l l  е  Е .

Функция множества <р -  возрастающая, ограничена на спектрах 
и слабо ограничена на монотонных последовательностях класса Е.

Пример 1.24- Пусть Е -  класс всех подмножеств множества на­
туральных чисел. Д ля  любого множества Е  € Е положим

Очевидно, что функция ip -  полуадцитивная (и, следовательно, 
выпуклая), ограниченная на спектрах класса Е и не является слабо 
ограниченной на убывающих последовательностях класса Е.

Пример 1.25. Пусть Е -  класс всех подмножеств множества на­
туральных чисел. Д ля  любого множества Е  G S  положим

Очевидно, что функция ip -  полуадцитивная (и, следователь­
но, выпуклая), слабо ограниченная на убывающих последователь­
ностях класса Е, но не ограничена на спектрах класса Е и не яв­
ляется слабо ограниченной на возрастающих последовательностях 
класса Е.

Пример 1.26. Пусть Е -  класс всех подмножеств множества на­
туральных чисел. Д ля  любого множества Е  £ Е положим

Очевидно, что функция (р -  полуадцитивная, слабо ограничен­
ная на возрастающих последовательностях, но не ограничена на 

спектрах и не является слабо ограниченной на убывающих после­
довательностях.

р ( Е )  =  |
0, если 1 Е,
inf{n  : п £ Е  и п >  1}, если 1 € Е.

<р(Е) =  |
0, если Е  =  0 или Е  — бесконечное 
п, если Е  содержит п элементов.
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Пример 1.27. Пусть Е -  класс всех подмножеств множества на­
туральных чисел. Д ля  любого множества Е  е  Е положим

Ч>№) =  |О, если Е  — 0 или Е  — бесконечное; 
inf Е ,  если Е  конечное.

Ясно, что функция ip -  полуадцитивная (и, следовательно, вы­
пуклая), слабо ограниченная на убывающих и возрастающих после­
довательностях класса Е, но не ограничена на спектрах класса Е.

Теорема 1.5. Пусть функции множества семейства Ф =  {<р} 

заданы на суммируемом классе Е. Если выполняются следующие 
условия:

1) функции множества семейства Ф =  {<д} обладают свойством 
выборки;

2 ) функции множества семейства Ф =  {у>} равномерно ограни­
чены на спектрах класса Е;

3) функции множества семейства Ф =  {у?} слабо ограничены на 
возрастающих последовательностях класса Е,

то функции множества семейства Ф =  {р\  ограничены на спек­
трах класса S, т.е. для любого спектра { Е п} с  Е

Доказательство теоремы 1.5 опирается на следующую лемму, 
которая представляет и самостоятельный интерес.

Лемма 1.1. Если функции множества семейства Ф =  {<р}, задан­
ные на суммируемом классе Е, равномерно ограничены на спектрах 
класса Е, то существует такое число L  >  0, что

1) для  любой функции ip е  Ф и для  любого спектра { Е п}  С Е 
найдется такое число К  G N ,  что для любого конечного множества 
J  С К ,  + со  выполняется соотношение

2) для  любой функции р  с  Ф и для  любого спектра { Е п } С Е 
найдется такой номер щ ,  что

sup{<p(l?n), f  е  Ф, п 6  N }  <  оо.

v { l j E n , п € J )  <  L :

sup{<p(£n), п >  По} <  L.
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Доказательство. Выберем число L  >  0 в силу условия равно­
мерной ограниченности на спектрах класса £  функций множества 
семейства Ф. Покажем, что число L  >  0 искомое.

Пусть </? € Ф и спектр { Е п } С £  такие, что утверждение 1 лем­
мы 1.1 не выполняется. Тогда существует снектр конечных подмно­
жеств Jp. С  N  натуральных чисел, для  которого

Е п, п  <Е <7fc) >  L, к — 1,2, —

Положив

Af; =  [^J Е п, к =  1,2,...,

Jk

получим спектр из класса £ , для которого

<р{Ак) >  L , к -  1,2,...,

что противоречит выбору числа L.
Аналогично доказывается вторая часть леммы 1.1.
Приступаем к доказательству теоремы 1.5.
Доказательство. Предположим противное. Тогда существует 

такой спектр { Е п} С £ , что

sup{(р {Еп), € Ф, п  — 1 ,2 ,...} =  оо. (1.4)

В силу леммы 1.1 найдем число L  >  0. По числам L  >  0 и 1, 
в силу свойства выборки, найдем число щ .  В силу 1.4 существуют 
функция tpi £ Ф и множество Е Р1 такие, что <pi(EP l ) >  щ .  Согласно 
лемме 1.1 для  функции ^  и спектра { Е п , п  >  р\} найдем такой 
номер К\ >  р\, что для любого конечного множества .7 С Еу , + о с

M \ j E n , п  Е ./) ^  L.

В силу условия 3 теоремы для  любого множества Е  Е £  множество 
Ф (Е ’) ограничено, поэтому существует такой номер п , , что

sup{<р(ЕР1), ур € Ф } <  п\.
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В силу свойства выборки д ля  чисел L  и 2 найдем число щ ,  а
I I I

по числам га2 и п 1 найдем число га2. Согласно (1.4) существуют 

функция <р2 е  Ф и множество Е Р2 (р2 >  P i) такие, что <р2 (Е р2) >  п2. 
Найдем такое число га2, что

sup{<p(£pi ( j £ P2), <р € Ф } <  п2.

Продолжив процесс, по индукции построим последовательности 
чисел {гаш| и {гат } ,  спектр { JJn,n}  и последовательность функций
{<Рт} С Ф такие, что

число П] находится по числам L  и 1 :
"  гпт -  по числам L  и /га;

пт -  по числам пш и nm_ x;

<Pm{Eprn) >  га„г, m  =  1, 2,... 

m — 1

sup{</?( ( J  £ Pfc), <p 6  Ф } <  ram_ x, m =  2 ,3 ,...
fc= i

P „ t(U  n  € . / ) < L  для любого конечного множества J  С 
С Pm+l i 00.

Отсюда получаем

т

Vm{ U  т  =  1 , 2 ,...
fc= i

Положим
т

П/д Ер^, in =  1 , 2 , . . . .

fe=l

Следовательно, для т  >  п получим

‘О г (Л п ) >  га, га =  1 , 2 ,...

С другой стороны, в силу условия 3) теоремы для возрастаю­
щей последовательности множеств { Л п }  с S существует такое чис­
ло  L\ >  0 , что для любой функции <рп существует номер то, для 
которого

гп ) ^  L i l i p n  7YI 777-0*
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Полученное противоречие и доказывает теорему 1.5.
Следствие 1.2. Пусть Ф =  { р }  -  семейство функций множества, 

заданных на алгебре Е.
Если выполняются следующие условия:
1 ) функции семейства Ф обладают свойством выборки,
2) функции семейства Ф равномерно ограничены на спектрах 

алгебры Е,
3) функции семейства Ф слабо ограничены на возрастающих или 

убывающих последовательностях множеств алгебры Е,
то для любого спектра { Е п} С Е

sup { р  (Е п), р е  Ф, п =  1 ,2 ,...} <  оо.

Следствие 1.3. Пусть функции множества семейства Ф =  { р }  
заданы на суммируемом классе Е, со значениями в т.а.г. (X , 77), при­
чем р(&) =  0 ; пусть /3 =  { В п }  -  о.с. в группе (X , 77); пусть, далее,

( \_ Г п 1 если X е  В п \ В п- 1, Во =  0,
9 ' Х ' \ оо, если х  е  X  \ ( J *  ! В п.

Если функции множества семейства {д  о р, р  е  Ф } обладают
свойством выборки, равномерно ограничены на спектрах класса Е 
и слабо ограничены на возрастающих последовательностях класса 
Е, то для любого спектра { Е п} С Е множество Ф ({£/„,}) =  { р ( Е п), 
п е  N ,  р  е  Ф } /3-ограничено.

Следствие 1-4- Пусть функции множества семейства Ф =  {у?} 
заданы на суммируемом классе Е и принимают значения в т.а.г 
(X , 77), причем р(Ф) =  0 .

Если для любой квазинормы (соответственно, для любой конеч­
ной квазинормы) р (х ) ,  непрерывной на (X , 77), функции множества 
семейства {р  о р, р  е  Ф } обладают свойством выборки, равномер­
но ограничены на спектрах класса Е и слабо ограничены на воз­
растающих последовательностях класса Е, то для любого спектра 
{ Е п}  С Е множество Ф ( { Е п} )  1-ограничено (соответственно, 2-огра- 
ничено).

Следствие 1.5. Пусть функции множества семейства Ф =  { 93}  
заданы на суммируемом классе Е со значениями в локально-выпук­
лой в.т.г. (X , 77, К ) ;  причем <^(0) =  0 . Если для любого линейного
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непрерывного функционала f ( x ) на (Х , г ) , К ) функции множества 
семейства {/  о ср, <р € Ф } обладают свойством выборки, равномер­

но ограничены на спектрах класса Е и слабо ограничены на воз­
растающих последовательностях класса Е, то для любого спектра 
{ Е п}  С Е множество Ф ( {Е П} )  ограничено в смысле Д. Райкова. 

Следствие 1.6. Пусть функции множества семейства Ф — {<р}
-  обобщенные внешние меры (в частности, /1 -внешние меры, адди­
тивные функции множества), заданные на суммируемом классе Е, 
со значениями в т.а.г. (X , г/); пусть, далее, (3 =  { В п} -  о.с. в группе 
(X , ?]). Если выполняются следующие условия:

1) существует такой ограничитель B tl € /3, что для любой функ­
ции ip Е Ф и для любого спектра { Е п}  С Е существует номер щ ,  
для которого

Ы Е п ) ,  п >  n i }  С B tf,

2 ) для любой возрастающей последовательности множеств 
{£ '„ }  С Е существует такой ограничитель B t.2 € /3, что для любой 

функции f  € Ф существует номер п2, для которого

{<р(Еп), п  >  п 2}  С B t2;

то для любого спектра { Е п}  С Е множество Ф Ц Е д } )  /^-ограничено. 
Следствие 1.7. Пусть функции множества семейства Ф =  {<р}

-  обобщенные внешние меры (в частности, Е-внешние меры, ад­
дитивные функции множества), заданные на суммируемом классе 
Е, со значениями в т.а.г. (Х ,? ) ) ;  пусть V  € пусть, далее, В п =  

=  nV. п =  1,2,.... Если для о.с. (3 =  { n V }  выполнены условия 1) 
и 2) следствия 1.6, то для любого спектра { Е п}  С Е множество 
Ф ( { Е д } )  V  -  1-ограничено.

1.2.3. Равномерная ограниченность семейства функциий  
множества на т -к лассе

Напомним, что класс множеств Е называется m-классом, если он 
замкнут относительно образования разности.

Теорема 1.6. Д ля  того, чтобы семейство функций множества 
Ф =  i f ) ,  заданных на m -классе Е, было равномерно ограничено, 
необходимо и достаточно, чтобы выполнялись следующие условия:
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1) функции множества семейства Ф =  {<^} согласованы с клас­

сом Е;
2) функции множества семейства Ф =  {<р} ограничены на спек­

трах класса Е.
Доказательство теоремы опирается на следующие леммы: 
Лемма 1.2. Пусть функции множества семейства Ф =  { Д  об­

ладают свойством выборки на m -классе Е; пусть (Л , В )  -  некото­
рая пара из Е. Если множество Ф (Л  (J В )  ограничено, а множество 

Ф 'ДЛ (J В )  не ограничено, то по крайней мере, одно из множеств 

Ф Д Л )  или Фv (5 )  неограниченное.
Доказательство. Предположим противное, то есть оба множе­

ства Ф Д Л )  и Фv (5 )  -  ограниченные.
Пусть

sup{v>(C), С б А р Е ,  ¥ > е Ф } < п ь  (1.5)

su p {^ (C ), С  6  В  р )  S, <р е  Ф } <  щ . (1.6)

По условию

SU р Ы а [ ] в ), ^  е  ф }  <  П2 . (1.7)

В силу свойства выборки по числам п.\ и найдем число т\. а по 
числам п\ и m i найдем число m 2 - Так как множество ФУ( Л 1J В )  
не ограниченное, то существуют функция £ Ф и множество 
C i € (A 1J В )  Р| Е такие, что

4>\{C\) >  гп2. (1.8)

Положим
A i  =  А  \ C i и А 2 =  В  \ C i .

Ясно, что Аь £ Е, к — 1,2.
Из (1.5) и (1.8) в силу выбора числа т 2 получим

Vi ( A\  [ J C i )  >  т\. (1.9)

Из (1.6) и (1.9) в силу выбора числа 7774 получим

M A i \ J c 1\ J a 2) >  п2,
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что противоречит (1.7), так как

A i \ J C i \ J a 2 =  A \ J b .

Полученное противоречие и доказывает лемму 1.2.
Лемма 1.3. Пусть функции множества семейства Ф — { р }  обла­

дают свойством выборки на m-классе £.

Если функции множества семейства Ф =  {</?} ограничены на 
спектрах класса £ , то для  любого множества Е  G £  множество 
Фv (£ ') ограничено.

Доказательство. Предположим противное. Тогда существует 
такое множество E q € £ , что

sup{</?(C), С  е  Е 0 р| £ }  =  оо. (1.10)

Так как функции множества семейства Ф =  { р }  ограничены на 
спектрах класса £ , то существует такое число щ ,  что

sup{</?(£b), Р  € Ф } <  щ .  (1-11)

В силу свойства выборки для чисел гц и 1 найдем число т\.

В силу (1.10) существуют функция р\ G Ф и множество С\ € 
G Ес, Р| £  такие, что

P i ( C i ) > m i .  ( 1.12)

Из (1.11) и (1.12), в силу выбора числа m i получаем

M E o \ C i ) > l .  (1.13)

Согласно лемме 1.2, хотя бы одно из множеств Фv (E q \ C i )  
и Ф ^ С х ) не ограничено. Обозначим через Е\ то из множеств 
(E q \ С\) и C i, для которого множество Ф ^ (Е \) не ограничено, а 
второе обозначим через Т\.

Из (1.12) и (1.13) следует, что p i { F i )  >  1.

Повторив наше рассуждение для  множества Е\ вместо множе­
ства Eq и для числа 2 вместо числа 1, построим непересекающиеся
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множества Е 2 Е Е\ f )  Е и F 2 G Е\ f )  Е и функцию ip2 € Ф, для  кото­
рых <̂ 2 (^ 2 ) >  2 и множество Ф'у( 1?2 ) -  не ограниченное. Продолжив 
процесс, по индукции построим спектр { F n} с  Е, для  которого

sup{<p(Fn), v? € Ф, п е  iV } =  0 0 ,

что противоречит условию леммы 1.3.
Лемма  1Д. Если функции множества семейства Ф =  {<р} огра­

ничены на спектрах класса Е, то для  любого множества Е  С Т
существует такой конечный спектр Е \ , . . . ,Е п из Е, что множество 

п
ФУ( Е \  U  Ek) ограниченное. 

к= 1
Доказательство леммы ввиду простоты опускаем.
Переходим к доказательству теоремы 1.6.
Доказательство. В силу леммы 1.4 существует конечный набор 

попарно непересекающихся множеств Е\,..., Е гп из Е таких, что мно-
т

жество Ф7 (Т  \ (J Ek) -  ограниченное. Следовательно, существует 
к= 1

такое число П2 , что

т

supЫ С ) ,  V  е  ф, С  е  (Т  \ ( J  Е к) П  S }  <  П2. (1.14)
к=1

В силу леммы 1.3 можем считать, что

s u p M C ),  <реФ,  С е  E fcf l s }  <  П2 , к =  1 , т. (Е15)

В силу свойства выпуклости функции множества семейства Ф — 

=  (<р) из (1.15) получаем

т

sup{<p(vl), р е ф ,  А  Е { 1J Е к) P i  Е }  <  п3. (1.16)
к—1

Из (1.14) и (1.16) в силу свойства выпуклости получаем 

sup{(p (£ l), ср € Ф, Е  е  Е }  <  П4 .

Достаточность доказана. Необходимость очевидна.

34



Замечание 1.5. При нарушении любого из условий в теореме 1.6 
утверждение будет неверно.

Пример 1.28. В примере 1.20 построена неограниченная функ­
ция множества р, согласованная с m-классом Е, слабо ограничен­
ная на монотонных последовательностях, но не ограниченная на 
спектрах класса Е.

В примере 1.22 построена неограниченная функция множества, 
которая обладает свойством выборки, ограничена на спектрах коль­
ца Е, но не является слабо ограниченной на возрастающих после­
довательностях кольца Е.

Пример 1.29. В примере 1.21 построена неограниченная функ­
ция р, заданная на m-классе Е, согласованная с классом Е и не 
ограниченная на спектрах класса Е.

В примере 1.23 построена неограниченная функция р, заданная 

на т -классе Е, ограниченная на спектрах класса Е, у которой нару­
шено условие согласованности с классом Е (есть свойство выборки, 
но функция р  не обладает условием выпуклости).

В примере 1.24 построена неограниченная функция множества 
р. заданная на а -  длгебре Е, ограниченная на спектрах класса 
Е, у которой нарушено условие согласованности с классом Е (есть 
условие выпуклости, но функция р  не обладает условием выборки).

Замечание 1.6. В теореме 1.6 нельзя условие ограниченности по 
спектрам заменить условием: для любой монотонной последователь­
ности множеств { Е п}  С Е

sup{v?(£),.), р  € Ф, п  € Дг}  <  оо (1-17)

(см. пример 1 .2 1 ).

Т е о р е м а  1.7. Д ля  того, чтобы семейство функций множества 
Ф =  { р } ,  заданных на m-классе Е, было равномерно ограничено, 
необходимо и достаточно, чтобы выполнялись следующие условия:

1) функции множества семейства Ф =  { р }  обладали свойством 
выпуклости;

2 ) для любого спектра и для любой убывающей последователь­
ности множеств { Е п} С Е выполнялось соотношение (1.17).

Доказательство теоремы 1.7 опирается на следующие леммы.
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Лемма 1.5. Пусть функции множества семейства Ф =  {<£>} зада­
ны на m-классе Е и обладают свойством выпуклости; пусть пара 
(Л, В )  е Е.

Если множество ФУ( Л 1J13) неограниченное, то, по крайней ме­
ре, одно из множеств Ф Д Л ) или ФV(B ) неограниченное.

Доказательство леммы 1.5 проводится от противного.
Лемма 1.6. Пусть функции множества семейства Ф =  {</?} зада­

ны на т -классе Е и обладают свойством выпуклости.
Если для любого спектра и для любой убывающей последова­

тельности множеств { Е п} С Е справедливо соотношение (1.17), то 

для любого множества Е  € Е множество Ф /(£ ’) ограничено.
Доказательство. Предположим противное. Тогда существует 

такое множество Е\ Е Е, что

sup{</?(,4), v? € Ф, A  G E i  P| Е } =  оо.

Следовательно, существуют функция G Ф и множество 

А\ G Е, для которых

А\ С Е\ и ч>\{А\) >  1.

Возможны два случая:
а) либо множество Ф Д ЛД  ограниченное,
б) либо множество ФУ(Л  i ) неограниченное.
В первом случае положим Е 2 — Е\ \ A i ,  а во втором -  Е 2 =  А\.

В силу леммы 1.5 множество ФД/Д) неограниченное.
Продолжив процесс по индукции, построим последовательность 

множеств { А п} С Е и последовательность функций { ( fn} С Ф, для 
которых

р п ( А п) >  п, п =  1,2..... (1.18)

Первый случай может повториться лишь конечное число раз, 
так как в противном случае будет построен спектр { А Пк} С Е, для 
которого

<Рпк{АПк) >  пь,

что противоречит условию леммы.
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Следовательно, начиная с некоторого номера, последователь­
ность { А п} убывающая и выполняется условие (1.18), что проти­
воречит условию леммы. Полученное противоречие и доказывает 
лемму 1 .6 .

Доказательство теоремы 1.7 проводится по аналогии с доказа­
тельством теоремы 1 ,6 , только вместо леммы 1 .2  применяем лем­
му 1-5.

Теорема 1.7 доказана.

Замечание 1.7. При нарушении любого условия в теореме 1.7 
утверждение будет неверно.

Пример 1.30. В примере 1.20 построена неограниченная функ­
ция р, заданная на т -классе Е, обладающая условием выпуклости, 
не ограниченная на спектрах Е и для любой монотонной последо­
вательности множеств { Е п }  с  Е справедливо соотношение (1.17).

В примере 1.23 построена неограниченная функция р, заданная 
на m -классе Е, не обладающая условием выпуклости, для любой 
убывающей последовательности множеств и для любого спектра 
{ Е п} С Е справедливо соотношение (1.17).

В примере 1.24 построена неограниченная функция р, задан­
ная на ст-алгебре, обладающая условием выпуклости; ограничения 
на спектрах, не ограниченная на убывающих последовательностях 
из Е.

Замечание 1.8. Очевидным образом (как и для  теоремы 1.6) по­
лучаем приложение теоремы 1.7 к различным конкретным классам 
функций множества.

1.2.4. Равномерная ограниченность семейства функций  
множества на кольце

Теорема 1.8. Д ля  того чтобы семейство функций множества 
Ф =  { р } ,  заданных на кольце Е, было равномерно ограничено, необ­
ходимо и достаточно, чтобы выполнялись следующие условия:

1) функции множества семейства Ф =  { р }  обладают свойством 
выборки;
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2) для любой возрастающей последовательности множеств
{ Е п}  С £

sup{</:(£■„), ip Е Ф, п Е N )  <  оо. (1-19)

Доказательство. Прежде всего покажем, что для любого спек­
тра { Е п}  С  £  справедливо соотношение (1.19).

Предположим противное. Тогда существует такой спектр 

{ А Д  С £, что

sup{</?(A„), ip Е Ф, п Е N }  =  оо. (1.20)

Положим F q =  А\ и найдем такое число ш р что

sup{y?(Fo), <р Е Ф ) <  т х. (1.21)

В силу свойства выборки, для чисел 1 и тп\ найдем число к\. 
Согласно (1.20), существуют функция р\ Е Ф и множество А П1(п\ >
1) такие, что

р\{АП1) >  fci.

Положим F\ =  F o ( jn ni. Из (1.21), в силу выбора числа к\, 
следует <р\{ F \) >  1.

Найдем число m 2 , для которого

sup{yj(Fi), ip Е Ф} <  m2,

и для чисел 2 и т 2, в силу свойства выборки, найдем число /с2.
Найдем функцию ip% Е Ф и множество А П2(п2 >  п\) такие, что 

^2( А П2) >  ^2- Положив F2 — F\ \JAn2, получим

р>2(Т 2) >  2 .

Продолжив процесс по индукции, построим возрастающую по­
следовательность множеств { F n} С £, для которой

f n { F n) >  п, п =  1,2,...,

что противоречит условию (1.19). Полученное противоречие и дока­
зывает, что для любого спектра { Е п}  С £  справедливо соотношение 
(1.19).
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В силу леммы 1.3, для любого множества Е  £  множество 
ФV( E )  ограничено.

Предположим, что множество Ф (£ ) не ограничено. Тогда суще­

ствуют функция f \  € Ф и множество Е\ G £  такие, что ( E i )  >  1. 
Положим Hi =  E i.  Найдем такое число т\, что

sup{<p(A), f  е  Ф, А  6 В 1 Р ) Е }  <  т\. ( 1 .2 2 )

Д ля  чисел 2 и т\,  в силу свойства выборки, найдем число к\. По 

предположению, существуют функция ip-2 € Ф и множество U 2 G Е 
такие, что >  к\- Положим В -2 — Bi \JE- 2 . В силу выбора
числа к ] , получаем из ( 1 .2 2 )

f i ( B 2) >  2 .

Найдем такое число m 2 , что

s u p M H ), f  е  Ф, А € В-2 f ]  £ }  <  т-2.

Д ля  чисел 3 и m 2 , в силу свойства выборки, найдем число к2- 
Пусть

f s ( E 3) >  к-2.

Положим B-s =  Во |Д Е 3.
Так как

¥>з( ( # 1  [ j E 2) \ Е 3) <  т-2 и у 3(Е 3) >  к2) 

то, в силу выбора числа к2, получаем

■Р'ЛВя) >  3.

Продолжив процесс по индукции, построим возрастающую по­
следовательность множеств { В п}  с  £ , для  которой

sup{ f { B n), f  е  Ф, п е  N }  =  оо,

что противоречит условию 2 доказываемой теоремы. Полученное 
противоречие и доказывает справедливость теоремы 1 .8 .
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Замечание 1.9. Если класс множеств Е не является кольцом, то 

даже для семейства аддитивных функций множества аналог теоре­
мы 1.8 не верен (см.пример 1.20).

Замечание 1.10. Теорема 1.8 будет неверна, если в ее формули­
ровке условие выборки заменить на условие выпуклости (см. при­
мер 1.26).

Замечание 1.11. Теорема 1.8 будет неверна, если в ее форму­
лировке вместо возрастающих последовательностей множеств рас­
сматривать убывающие последовательности или спектры (см. при­
мер 1.21).

Таким образом, теорема 1.8 будет неверна, если нарушено хотя 
бы одно из ее условий.

Следствие 1.8. Для того чтобы семейство функций множества 
Ф =  {</?}, заданных на алгебре Е, было равномерно ограничено, 
необходимо и достаточно, чтобы выполнялись следующие условия:

1) функции множества семейства Ф =  {</?} обладают свойством 

выборки;
2) для любого спектра (или для любой возрастающей последо­

вательности множеств, или для любой убывающей последователь­
ности множеств) { Е п}  С Е выполняется соотношение (1.19).

Доказательство. Пусть для любого спектра { Е п} С Е справед­
ливо соотношение (1.19). Тогда в силу леммы 1.3 множество ФV(T ) 
ограничено.

Пусть для любой убывающей последовательности множеств 
{ Е п} С Е выполняется соотношение (1.19).

Проверим, что тогда соотношение (1.19)справеливо для любой 
возрастающей последовательности множеств { Е п} С Е, и применим 

теорему 1.8.
Пусть { Е п} -  некоторая возрастающая последовательность мно­

жеств из Е. Положим А п — Т  \ Е п, п =  1,2,...
По условию

йир{<ДЛп), 1/)£Ф , п е  N }  <  тп 1 ,

и (1.23)

sup{<Д Т), <р <Е Ф, )  <  т 2-

40



Д ля  чисел ni\ и m 2 , в силу свойства выборки, найдется число 
к. Тогда из (1.23) следует

sup{<р(Еп ), {р £ Ф, п £ N ]  <  к.

В силу теоремы 1.8 множество Ф (Е ) ограничено.
Следствие 1,9. Д ля  того чтобы семейство функций множества 

Ф =  {<р}, заданных на ст-кольце S, было равномерно ограничено, 
необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия:

1 ) функции множества семейства Ф =  {<р} обладают свойством 
выборки;

2 ) д ля  любого спектра (или для любой возрастающей последо­
вательности множеств, или для любой убывающей последователь­

ности множеств) { Са }  С Е выполняется соотношение (1.19).
Замечание 1.12. Очевидным образом результаты раздела 1.2.4 

формулируются для  группо-значных функций множества.

1.2.5. Равномерная ограниченность «поточечно» 
ограниченного семейства функций множества

Вообще говоря, даже для семейства неотрицательных мер, за­
данных на кольце, теорема Никодима неверна [96).

П р и м ер  1.31. Пусть Е - класс всех конечных подмножеств мно­
жества натуральных чисел, пусть 0 е  Е. На кольце Е определим 
последовательность мер { д „ }  следующим образом: положим для 
Е  £ Е и п е N

, Г п, если п £ Е ,
Р п ( Е )  — \ _

[  U, в остальных случаях.

Ясно, что для любого множества Е  6  Е

sup{ рп ( Е ) ,  п £ N }  <  оо.

С другой стороны,

sup{p.n(E ) ,  Е е  Е, п £ .V } =  ,30,
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так как

— П1

где Е п есть одноточечное множество { п } ,  п € N .
Естественно возник вопрос о существовании некоторых условий, 

наложенных на кольцо, более слабых, чем замкнутость кольца Е 
относительно счетного объединения, при выполнении которых тео­
рема Никодима будет верна. Д ля  семейства мер этот вопрос рас­
сматривался, например, в работах [146, 147, 148, 127, 92] и др.

Предлагаемые в этих работах условия являются более сильны­
ми, чем предложенное в работе [8 6 ] условие (/ i),  которое мы и ис­
пользуем в дальнейшем.

Определение 1.10. Говорят [8 6 ], что класс множеств Е обладает 
(f\ )-свойством, если для  любых двух спектров { Е п} с  Е и { Fn} с  Е 
таких, что Е п F x- =  0. к, п £ N ,  существуют бесконечное множество 
номеров J  с. N  и множество F  6 Е  такие, что

С F  для к € J, F k F  =  0 для к £ N  \J ,  E nF  =  0, n £ N .

Пример 1.32. Любой ег-суммируемый класс Е (тем более, 
ст-кольцо) обладает (/Д-свойством.

Существует алгебра Е с (f\ (-свойством, которая не является 
ег-алгеброй.

Пример 1.33. Рассмотрим булеву алгебру

А  =  2n /A,

где А  -  идеал, образованный всевозможными конечными подмно­
жествами множества натуральных чисел N .

Пусть [ Е п } и { F n } -  спектры из А  такие, что A Fn — 0 при 
всех к и п € N .

Возьмем Е п € Е п и Fn € F n при всех п £ N .
Положим

V x =  F b С\ =  E i  \ F i ]  

V 2 =  F o \ ( F i [J  E l ) ,  C 2 =  E 2 \ ( F i [J  F2 (J  E l ) ,
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✓ п — 1 ?l—1

®n = fn\ (U ^ )U (U ^
'  1=1 i=l

( n  71—1 \

( U ^ U U ^ ) ) - -  « = l-2.-
i=l 1=1 '

Получили спектры { C n} и { T>n} из 2 ;V, для  которых

C n f ] V k =  0, к, 7i G N .

Очевидно, С п € Е п и Т>п £ F „, п £ N .  так как они отлича­
ются, соответственно, от Е п и Еп не более, чем на конечное число 
элементов. Положим ОО

F  =  (J  2 V
71=1

Рассмотрим класс F С А.
Очевидно, F  >  F n и Е/\Еп =  0 при всех n С N .  Отсюда следует, 

что алгебра открыто-замкнутых множеств реализующего стоунов- 

ского компакта булевой алгебры А  обладает (/^-свойством.
Пусть { Е п} -  некоторый спектр бесконечных множеств из 2Л\
Покажем, что спектр { Е п } С Л  не имеет наименьшей верхней 

грани в А.
Пусть Е  е  А  и Е  >  Е п при всех п  € N .  Возьмем Е  6  Е.  Д ля  

любого п G N  зафиксируем натуральное число т п € Е п П-Е, по­
лучим последовательность попарно различных натуральных чисел 
С  =  { т п}.

Положим
А  — Е \ С .

Очевидно, что класс А  является верхней гранью { Е п}, которая 
строго меньше Е.  Следовательно, алгебра открыто-замкнутых мно­
жеств реализующего стоуновского компакта булевой алгебры А  не 
является а -  алгеброй множеств.

Лемма 1.7. Пусть класс Е обладает (f\ ) -свойством. Если { Е п} 
некоторый спектр из Е, то существуют спектр бесконечных под­

множеств { J n } множества натуральных чисел и спектр { Е^}  С Е 
такие, что Е п С Ff. для всех п 6  .ф, к =  1,2,....
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Доказательство. Пусть { N k}  -  такой спектр бесконечных под­

множеств множества натуральных чисел, что

СЮ

N  =  (J N k.
k= 1

В силу (/^-свойства существуют бесконечное подмножество на­
туральных чисел J\ С N\ и множество F\ & Е такие, что Е п С F\ 
для всех п G J\ и

00

Ей О  F) = 0 , если п  G U  л .
fc= 2

Аналогично найдем бесконечное подмножество натуральных чи­
сел J2 С Л 2 и множество F 2 G Е такие, что F ] р| F; =  0; Е п С F> для

ОО

n е  J2 ; F n П  F 2 =  0, если п Е (J Jfc. Процесс продолжим неограни-
к—'Л

ченно.
Лемма 1.8. Пусть Е -  m -класс со свойством (/ 1); пусть { F n}  

-  некоторый спектр из Е; пусть { }  -  убывающая последователь­
ность бесконечных множеств натуральных чисел, таких что

min Ji £ Ji+ 1 , i  =  1,2,....

Пусть { F j }  -  убывающая последовательность множеств из Е, 

для которой F n С Fi, если п £ Ji, i =  1 ,2 ,...
Обозначим Пг =  min Jj, г € А .
Тогда существуют последовательность { i j }  натуральных чисел 

и множество F  G Е такие, что

j
Ещ. С Fn  (F  \ (J F ri,J  С F /j+ 1 , j  =  1,2,...

k=i

Доказательство. Будем считать, что F* f ] E n =  0 при всех 
п <  щ  (этого всегда можно добиться, заменив F, на множество

ТЦ — 1

Ft. \ ( (J **). е jY-
k=l

44



F>i =  Fi \ (F i+ i ( J  Е щ ), i £ N ) .

Рассмотрим два спектра { V k}  и { Е щ }. Очевидно, что

V f.E ni =  0 при всех к л  £ N.

В силу (/^-свойства, существуют бесконечное множество номе­
ров V  — { i j }  и множество F  € £ , F  С -Pi такие, что

Е щ с  F  при всех г £ V

и
V ^ F  =  E UiF  =  0 при всех к 6  Л”, i £ N  \ V.

Заметим, что множество

содержится в F i и дизъюнктно со всеми множествами

V i, . . . ,T> i:jlE n i , . . . ,E n i j .

Очевидно, что

® i U  ■■ I K I K  U  -  U  * 4  =  \ н ,+ 1  ■

Тогда

F  \ ( Е пч U  -  U  ) с  Fb + b  3 е  N .

Теорема 1.9. Пусть функции множества семейства Ф =  {ip} заданы 
на кольце £  с (/^-свойством.

Пусть выполнены следующие условия:
1) функции множества семейства Ф =  {<р} обладают свойством 

выборки;
2) функции множества семейства Ф =  {<р} равномерно ограни­

чены на спектрах класса £ ;

3) функции множества семейства Ф =  {<р} «поточечно» ограни­
чены, т.е. для  любого множества Е  £ £

sup{y>(£1), tp £ Ф } <  оо.

Положим

45



Тогда функции множества семейства Ф =  {<р} ограничены на 
спектрах кольца Е.

Доказательство. Предположим противное. Тогда существует 
такой спектр { Еп}  С Е, что

sup{(p(£’n), ip £ Ф, п € iV} =  сю. (1-24)

Следовательно, существуют функция <р\ € Ф и множество Е П1 
такие, что

Ы Е п г )  ^  1-

В силу условия 3) теоремы существует такое число к[ , что 

s u p { p (E n i ), р  € Ф } <  к[.

В силу свойства выборки, для чисел к\ и 2 найдем число к-ч- 
Согласно (1.24), существуют функция рч <Е Ф и множество Е п?, где 
П2 >  ni, такие, что

<Р2{Еп2) >  к2.

Найдем такое число к'2, что для любого J  С {1 ,2 }

S11 P M l J  Еп,), if G Ф } <  к2.
i eJ

Для чисел к'2 и 3 в силу свойства выборки найдем число к .̂
По индукции построим последовательности чисел { кр}. { кр}. 

спектр { Е Пр} и последовательность функций { рр}  С Ф такие, что 

fci =  1, число кр находится для чисел р и к j в силу свойства 
выборки, для любого множества J  С {1 ,2 , . . . ,т }  выполняется

sup{<p((J Е Пр), р  <Е Ф} <  кт, т  =  1,2,3,...,
p€J

далее,
i Pp {Enp) >  кр. р  — 1,2,....

Следовательно, для любого множества. J  С {1 ,2 , ...,р — 1} 

P P( ( \ j E ni ) ] j E np) > р ,  р =  1,2,....
i&J
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Ар =  Е Пр, р =  1,2,....

Таким образом, построим последовательность функций {<рр}  С 
Ф и спектр { А р} с  £  такие, что для любого множества J  С 

{1, 2, ...,р — 1}

¥ > p ( ( U  A * ) L K )  Р =  1 >2 ’ "  ( L 2 5 )
k e . i

В силу свойства (/ j ), существуют бесконечное подмножество 
J\ С  N  и множество F| € £  такие, что A V [ }F \  — 0, если р е  N  \ -1\. 
Положим p i =  m inJ i. В силу леммы 1.3 найдем число L  >  0. В 
силу леммы 1.6, существуют бесконечное множество J2 С J\ нату­
ральных чисел, где m inJ2 >  р \, и множество F 2 G £  такие, что 
F 2 с  F\, p P i {F 2) <  L  и Ар С F 2, если р е  J2.

Продолжив процесс по индукции, построим убывающую по­
следовательность бесконечных множеств натуральных чисел { ,Jk}. 
убывающую последовательность множеств { F С £  такие, что

А р С F k, если р е  Jfc,

<pPfc(F ,+1) < L ,  А; =  1,2,.... (1.26)

В силу леммы 1.8, существуют множество F  е  £  и спектр {Л РА. }  
такие, что

i

Лщ С F, F  \ (J  V ( С -ffcj+i, j  =  1,2,....
г=1

Положим

=  Ц К * .  V j  =  F \ C j ,  j  =  1,2,....
г=1

Очевидно, что

p i c V b  i  =  1,2,....

Положим
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Согласно (1.25) и (1.26), получим

^Pkj ( C j )  >  kji j  — 1,2,...,

V p ^ j )  < L , j  =  1.2,....

Следовательно, в силу свойства выборки

SUP {<Ppkj(F ) '  j  =  ! ' 2’ - }  =  °°>

что противоречит условию 3 доказываемой теоремы.

Полученное противоречие и доказывает теорему 1.9.

Т еор ем а  1.10. Пусть Е -  ст-суммируемый класс; Ф =  { f }  -  
семейство функций множества, заданных на Е. Пусть выполнены 
следующие условия:

1) функции множества семейства Ф =  {<р} обладают свойством 
выборки;

2) функции множества семейства Ф равномерно ограничены на 
спектрах класса Е;

3) семейство функций Ф =  {ip} «поточечно» ограничено.

Тогда функции семейства Ф ограничены на спектрах класса Е. 
Доказательство. Пусть { Е п} -  некоторый спектр из Е. Обозна­

чим через S  ст-кольцо, порожденное спектром { Е п}. Так как S  С Е, 
то на S  выполнены все условия теоремы 1.9.

Следовательно,

sup{<p(£'„), if е  Ф, п  € М }  <  ос.

Замечание 1.13. Даже для семейства конечных неотрицательных 
(т-адцитивных функций множества, заданных на ст-суммируемом 
классе, из «поточечной» ограниченности, вообще говоря, не следует 
равномерная ограниченность этого семейства функций множества.

Пример 1.34. Пусть Е -  класс всех открытых подмножеств ин­
тервала (0,1). Ясно, что Е — ст-суммируемый класс. Положим

Т  = (0 ,1 ) ,  £ „  =  ( 0 , - 4 - ) ,  п =  1,2,....
7 1 +  1
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Д ля  любого множества Е  € Е положим

Г 1, если Е  =  Т,
И\(Е)  —  ̂ 1, если Е  ф Т  и Е  D Е\,

Далее,

Ип{Е)  =  <

Легко видеть, что каждая функция цп счетно-аддитивная на Е 
и для любого множества Е  € Е

sup{ц п( Е ) ,  п =  1 ,2 ,...} <  оо.

Таким образом, для  функций множества последовательности 
{//,,} выполнены все условия теоремы 1.10, но

sup{ц п(Е ) ,  Е е  Е, ?г 6 iV } =  оо.

Следствие 1.10. Пусть кольцо Е обладает свойством (/Д. Д ля  
того чтобы семейство Ф — {</?} функций множества, заданных на 
Е, было равномерно ограничено, необходимо и достаточно, чтобы 
выполнялись следующие условия:

1) функции множества семейства Ф =  {<д} согласованы с коль­
цом Е,

2) функции множества семейства Ф =  {<д} равномерно ограни­
чены на спектрах класса Е,

3) функции множества семейства Ф =  {<д} «поточечно» ограни­
чены на классе Е.

Справедливость утверждения следует из теорем 1.6 и 1.9.
Следствие 1.11. Пусть Е -  кольцо со свойством (/ i); пусть функ­

ции множества семейства Ф =  {<д} /-композиционные (тем более, 
аддитивные), заданные на кольце Е, со значениями в квазинорми- 
рованном пространстве (X , || • ||). Д ля  того чтобы

sup{||v?(£)||, € Ф, Е  е  Т,} <  оо,

0, в остальных случаях.

1, если Е  =  Т,
1, если Е  ^ T ,  E d  £ п_ 1И Е  2$ Е п, 
п, если Е  D  Е п.
0, в остальных случаях, п — 2, 3,...
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необходимо и достаточно, чтобы выполнялись следующие условия:
1) функции семейства Ф равномерно ограничены на спектрах;
2) функции семейства Ф «поточечно» ограничены на Е.
Следствие 1.12. Пусть Е -  кольцо со свойством (/ i); пусть функ­

ции множества семейства ф — {р>} /-композиционные, исчерпыва­
ющие, определенные на Е, со значениями в квазинормированном 

пространстве (X ,  || • ||).
Если для любого множества Е  е  Е

sup{||</?(£)||, ip € Ф } <  0 0 ,

то
sup{||</?(E')||, р> е  Ф, Е е  Е } <  ос.

Естественным образом результаты этого пункта работы приме­
няются к группо-значным функциям множества с тем или иным 
определением ограниченного множества в группе,например:

Следствие 1.13. Пусть Е -  кольцо со свойством (/ 1); функции 
множества семейства Ф =  {р>} -  исчерпывающие обобщенные внеш­

ние меры, заданные на Е, со значениями в т.а.г. {X,r j ) .
Если для любого множества Е е  Е множество Ф ( Е )  ограничено 

в каком-либо смысле (^-ограничено; 1-ограничено; 2-ограничено), 
то множество Ф (Е ) ограничено в соответствующем смысле.

Следствие 1. 1/. Пусть Е — кольцо со свойством (/ i); пусть функ­
ции множества семейства Ф =  {</?} -  исчерпывающие, обобщенные 
внешние меры (тем более, fc-внешние меры, аддитивные функции 
множества), заданные на Е, со значениями в локально-выпуклой 
в.т.г. (X , г], К ) .  Если для  любого множества Е е  Е множество Ф (Е ) 
ограничено в смысле Д. Райкова, то множество Ф (Е ) ограничено в 
этом смысле.

Основные результаты этой главы опубликованы нами в работах 
[184, 185, 192].
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Г Л А В А  2 
Р А В Н О М Е Р Н А Я  Н Е П Р Е Р Ы В Н О С Т Ь  С Е М Е Й С Т В А  

Ф У Н К Ц И Й  М Н О Ж Е С Т В А

2.1. Постановка задачи

Наиболее значительные результаты в теории счетно-аддитив­

ных функций множества тесно связаны с различными понятиями 
равномерной непрерывности семейства мер: равномерной аддитив­
ности, равномерной непрерывности, равностепенной слабой непре­
рывности и равномерной исчерпываемости.

В случае скалярных мер, заданных на сг-алгебре, эти понятия 
были введены, соответственно, В.М. Дубровским [42, 45], Р. Каччи- 
опиоли [911, Г.Я. Арешкиным [24] и А .Д . Александровым [1].

Напомним эти определения.

Говорят, что меры семейства Ф =  {ip}, заданные на а-алгебре Е,

- равномерно аддитивные на классе С С Е, если для любого 
спектра { Е п }  с  С

ОС

lim Т  А Е к) =  О71 z '
к—п

равномерно относительно р  £ Ф (пишем ( Р А ) с ) ;

-  равномерно непрерывные на классе £  С Е, если для любой по­
следовательности множеств { Е п} с  £ , сходящейся к пустому мно­
жеству,

lim р ( Е п) =  0 (2.1)

равномерно относительно р  £ Ф (пишем ( Р Н р ) ;

-  равностепенно слабо непрерывные на классе С С S, если для 

любого локализатора { Е п}  с  С справедливо (2.1) (пишем P C  Н е ) ;

-  равномерно исчерпывающие на классе С С Е, если для любого 
спектра { Е п} С С справедливо (2.1) (пишем ( P U )c ) -
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Выявлением связи между различными формами равномерной 
непрерывности семейства мер занимались многие авторы как у нас, 
так и за рубежом [26, 90, 140] и т.д.

В работе [26] Г.Я. Арешкин сформулировал две задачи:
а) о соотношении между различными формами равномерной 

непрерывности семейства мер Ф =  {</?} на классе множеств £, кото­
рый не является т-кольцом;

б) о возможности продолжения того или иного свойства равно­

мерной непрерывности семейства мер с кольца Е на ст-кольцо 5  =  

— 5 (E ), порожденное кольцом Е.
В работе [26] Г.Я. Арешкин доказал, что для семейства Ф =  

=  {<д} неотрицательных, равномерно ограниченных мер, заданных 
на а-кольце 5  =  5 (E ), порожденном счетным кольцом Е, справед­
лива импликация

(Р Я )£ = » ( P A ) S.

В этой же работе Г.Я. Арешкин отмечает, что даже при тех же 
предложениях условия (Я А )£ и  ( Р С Н ) у :  не равносильны, а именно, 
справедлива импликация

( Р Л )Е =» ( Р С Я Ь

но обратное утверждение неверно. Позднее В.Н. Алексюк |6] снима­

ет в теореме Г.Я. Арешкина предположение о равномерной ограни­
ченности семейства мер, а именно доказывает следующую теорему:

Т ео р ем а  2.1. Д ля  семейства Ф =  {<р} конечных неотрицатель­
ных мер, заданных на а-кольце 5  =  5 (E ), порожденном кольцом Е, 

следующие условия (Р Д )£ , (.P A ) s , ( P H ) Sl ( Р Я ) Е, (Р Я )£ , ( P U ) s ,  
( P C H ) s  равносильны.

В работе [159] этот результат бы л распространен на случай век­
торно-значных мер со значениями в банаховом пространстве, а в 
работе [140] на векторнозначные меры со значениями в т.а.г. (X ,  г/).

Естественно, для  семейства произвольных функций множества 
понятие равномерной аддитивности теряет смысл, но тем больший 
интерес представляют понятия равномерной непрерывности, равно­
степенной слабой непрерывности и равномерной исчерпываемости.
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Так в работе [81] Д ж .К . Брукс и в работе [172] автор изучают 
возможность продолжения свойства равномерной исчерпываемости 
с кольца S  на порожденное сг-кольцо S  — S(T, )  для семейства 
конечно-аддитивных функций множества со значениями, соответ­
ственно, в В-пространстве и т.а.г. (АС, г/).

Всюду в дальнейшем, если не оговорено противное, S -некоторый 
класс подмножеств множества Г (0  G S ); £  С S  некоторый подкласс 
класса S (0  € £ ); Ф =  { д }  -  семейство функций множества заданных 
на S  со значениями в [0, Too] (<£>(0) = 0 ) ,  д  € Ф.

Определение 2 . 1 . Будем говорить, что функции множества се­
мейства Ф =  {д } :

-  равномерно исчерпывающие на £  (пишем ( ( Р Ы ) с ); 

равностепенно слабо непрерывные на £  (пишем ( Р С Н ) с ) ' ,
-  равномерно непрерывные на £  (пишем ( Р Н ) с ), если, соответ­

ственно, для любого спектра { Е п} С С:
для любого локализатора { Е п }  с  £:
для  любой последовательности множеств { Е п }  с  С, сходящейся 

к пустому множеству,
выполняется условие

ПныД.Е'п) =  0

равномерно относительно д  € Ф.
В случае, если семейство Ф состоит из одной функции д, то 

будем говорить, соответственно, что функция множества д:
-  исчерпывающая на £;
-  непрерывная сверху в нуле на £:

- непрерывная в нуле на £.

Определение 2.2. Будем говорить, что функция множества А - 
квазибазис семейства Ф =  { д }  на £  с  S, если из условия А ( Е )  — 
=  0, Е  €Е £, следует д(.Е’) =  0 для любой функции д  € Ф.

Определение 2.3. Будем говорить, что функции множества се­
мейства Ф — { д }  равностепенно непрерывны на £  относительно 
функции А, если для любого числа е >  0 существует такое число 
5 >  0, что для любого множества Е  е  £, как только А ( Е )  <  д. так 
для любой функции д G Ф

<р ( Е ) <  £
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(пишем р  <  р с  <  A).
В работе [111] JI. Древновский изучает связь между свойствами 

(.Р С Н )е  и ( P L /)е для  семейства конечных, монотонных и нолуад- 
дитивных функций множества, заданных на а -кольце Е.

Аналогичные вопросы изучались Г.Я. Арешкиным и Н .С .Гу- 
сельниковым в работе [30] для семейства треугольных функций мно­
жества.

В наиболее абстрактном виде аналог свойства P U  для функций 

множества со значениями в произвольном множестве рассматривал 
В.Н. Алексюк [9].

Замечание 2.1. История вопроса подробно изложена в депониро­
ванной статье: Алексюк В.Н. Функции множества IV . Сыктывкар, 
1978. 26 с. Рукопись представлена Коми госпединститутом. Деп. в 
В И Н И ТИ , №1355-78.

В этой главе рассматриваются две задачи:

-  изучаются соотношения между различными формами равно­

мерной непрерывности {РЫ )т ,, {РН )^  и (Р С Я )е  функций множе­
ства семейства Ф =  {</?};

-  изучается вопрос о возможности продолжения той или иной 
формы равномерной непрерывности с класса С. на класс Е D С.

2.2. Равномерно квазитреугольны е функции множества

Определение 2./. Будем говорить, что функции множества се­
мейства Ф =  { р }  равномерно квазитреугольные на классе С С Е, 
если для любого числа е >  0 существует такое число S >  0, что для 
любой функции tp £ Ф и для любой пары (А , В )  £ С

-  если р {А )  V р {А  [J В )  <  5, то <р(В) <  е;

-  если <р(А) V р { В )  <  S. то <р(А U В )  <  е;

Пример 2.1. Если функции множества семейства Ф =  { р }  
/-композиционные, то они равномерно квазитреугольные.

Действительно, для любого числа е >  0 достаточно взять S =  

=  / - > / 2 ) .
Прим.ер 2.2. Если Ф =  { р }  -  семейство аддитивных функций 

множества, заданных на Е, со значениями в т.а.г. (X .  р). то для лю-
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бой квазинормы р (х ) ,  непрерывной на (Х , г ) ) ,  функции множества 
{p o p ,  р  £ Ф } равномерно квазитреугольные.

Действительно, функции множества семейства { p o p ,  р  € Ф } 

/-композиционные, где f ( x )  =  х.

Замечание 2.2. Класс равномерно квазитреугольных функций 
множества ввел и впервые рассмотрел И. Добраков [103].

Пример 2.3. Говорят, что функция множества р  : £  —> (X , || • ||) 
обладает свойством Орлича, если для любого спектра { Е п} с  Е из

Очевидно, что если класс £  замкнут относительно операции пе­
ресечения и функция р  обладает свойством Орлича, то и ее супре- 
мация р  на классе Е обладает свойством Орлича.

Если класс Е замкнут относительно операции пересечения и 
функции семейства Ф — { р }  обладают свойством Орлича на Е, то 
супремации семейства {р ,  р  € Ф } равномерно квазитреугольные.

Действительно, для любого числа е >  0 можно взять 0 <  <5 <

Предложение 2.1. Пусть функции множества семейства Ф — { р }  
заданы и равномерно квазитреугольные на m-классе С, и £  =  £ (£ )  
-  кольцо, порожденное классом С.

Супремации семейства {р ,  р  € Ф } равномерно квазитреуголь­
ные на Е.

Предложение 2.2. Если функции множества семейства Ф =  {р } ,  
заданные на суммируемом классе £ , равномерно квазитреугольные, 
то для любого числа е >  0 существует такая убывающая к нулю 
последовательность чисел {(5П), что для любой функции р  € Ф и 
для любого спектра { Е п } С Е, если

ОО
условия Y 1  11 <р>(£Vi) 11 <  оо следует

71=1

<  е/2.

<р(Еп) <  6п, п  — 1,2,...
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то для любых чисел п  и т  >  п

п т

Ч>{ 1J Е к) <  £ и ip( | J  Е к) < <5П_Ь
fc= l к=п

Доказательство. Положим

<*1 =  min(l, е, 6 (e )) , . . . ,

6 п =  min( —, 6п- ь  <5(<5n_ i ) ) ,  п =  2 ,3.....
п

Последовательность чисел {4П}  искомая.

2.3. Ф ункции множества со свойством исчерпываемости

Лемма 2.1. Пусть Е -  некоторый класс множеств (0 € Е ); Ф =  
=  {</?} -  семейство функций множества, заданных на Е со значени­

ями в [0 ,+оо] (</?(0) =  0).
Следующие условия равносильны:
1) функции семейства Ф — {</?} обладают свойством равномер­

ной исчерпываемости на классе Е;
2) супремации семейства {Д  € Ф } обладают свойством равно­

мерной исчерпываемости на классе 2 Г (всех подмножеств множе­

ства Г ) ;
3) для  любой монотонной последовательности множеств { Е п} С 

С 2Т  и для числа е >  0 существует такой номер п о, что для любой 
функции if € Ф и для любого номера п  >  По

&(ЕПА Е П0) < е;

4) для любой последовательности множеств { Е п} С 2Т } и для 
любого числа е >  0 существует такой номер по, что для  любой 
функции f  Е Ф и для  любого номера п >  щ

По
ф(Еп \ [J Е к) < е ,  

к= 1
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5) для  любого числа е >  0 и для любого спектра { Е п }  с  2Т 
существует такой номер щ ,  что для  любой функции tp £ Ф и для 
любого номера п >  щ

п

£( U  Ек  ̂< е-
к=по

Доказательство леммы ввиду простоты опускаем.

Замечание 2.3. Из того, что каждая функция семейства Ф =  {</?} 
обладает свойством исчерпываемости, вообще говоря, не следует, 
что функции множества семейства Ф =  { Д  равномерно исчерпыва­
ющие.

Пример 2-4- Пусть Т  есть множество натуральных чисел: Е =  
=  2Г . Д ля  любого множества Е  С Т  положим

Ясно, что каждая функция ipn исчерпывающая.

С другой стороны, меры последовательности {tpn } не обладают 
свойством равномерной исчерпываемости. Действительно, возьмем 
спектр одноэлементных множеств Е п — {п } ,  п € N .

Лемма 2.2. (Основная лемма). Пусть Е -  некоторый класс мно­
жеств. Если каждая функция множества последовательности 
заданная на Е, исчерпывающая, то для любого числа s >  0 и для 
любого спектра { Е п} С 2 Т существует такая строго возрастающая 
последовательность номеров { km}, что для  любого номера m  =

Доказательство.  Пусть е >  0. Разобьем спектр { Е п}  на счетное 
число попарно непересекающихся подспектров. В силу леммы 2.1

Тогда

lim ipn ( E n) =  1.

ОС
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(п.2) супремация cpi -  исчерпывающая на классе 27 . Поэтому суще­

ствует такой подспектр { Е ,,},  что

Пусть £ { E i } ,  к\ >  1. Положим

fci

=  ^ 2 $ р ( Е ) ,  Е  С Т.
V- 1

Ясно, что функция т/ц -  исчерпывающая на 2 Т .
К функции и спектру { Е \ } применим предыдущее рассужде­

ние и получим подспектр {Е%}  С { Е \ } такой, что

( сю

U £"> < 4-
п= 1

Пусть Е к2 G {£ £ } ,  fc2 >  fci- 
Положим

к2

Ф2 { Е )  =  ^ ( р р( Е ) ,  Е  <z Т.
р= 1

Продолжив процесс, по индукции построим строго возрастаю­

щую последовательность чисел {кт}, для которой

кт
ipm(E) =  Y^<Pp(E), Е с т .

р =  1

И оо

Ы и ^ +1)< ш = 1>2’-
71 =  1

Пусть E krn G {£™ ф  тп =  1,2,...
Спектр { Е к,п }  искомый.
Теорема 2.2. Пусть £  -  некоторый класс множеств; функции 

множества последовательности { ipn }, заданные на £, конечные и 

исчерпывающие.
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Д ля  того чтобы функции последовательности { р п} обладали 
свойством равномерной исчерпываемости на Е, необходимо и доста­
точно. чтобы для  любой подпоследовательности {/ц.} с  N  функции
множества

ЦА- (E )  =  р Рк{ Е )  -  <рРк+1 ( Е ) ,  Е  6 Е

обладали свойством равномерной исчерпываемости.

Доказательство. Достаточность.  Предположим противное. 
Тогда существуют спектр { Е п}  с  Е и число е >  0 такие, что

<Рп(Еп) >  2е, п =  1,2,... (2.2)

Положим pi  =  1. Так как функция <рР 1 исчерпывающая, то су­
ществует номер р ‘2 >  p i , для которого

[Ер2) <  £- (2-3)

Из (2.2) и (2.3) следует

\̂Рр2 (Ер2 ) ~  ‘PpiiEp^l > £■

Так как функция р?,2 исчерпывающая, то существует номер рз >  
Р2 , Для которого

<РрЛЕ рД <  £•

Следовательно,

(Я Рз ) — V-fo (-^рз) I >  е -

Продолжая процесс, по индукции построим строго возрастающую 
последовательность номеров { р Д  такую, что

Iv’Pk+iC^'Pfc+i)! ~  V’Pfc^Pfc+JI >  £’ ^ 2,...,

что противоречит условию теоремы.
Полученное противоречие и доказывает теорему 2.2, так как 

необходимость очевидна.

Теорема 2.3. Пусть функции множества последовательности 
{р п Ь  заданные на ст-суммируемом классе Е, равномерно квазитре­
угольные; пусть, далее, каждая функция <рп исчерпывающая, п =  
=  1,2,...
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Д ля  того чтобы функции множества последовательности {<£„.} 
обладали свойством равномерной исчерпываемости, необходимо и 
достаточно, чтобы для  любого числа е >  0 и для любого спектра 
{ Е п} С £  существовали номера по и ко такие, что

<Рп(Еко) <  е, п >  по.

Доказательство. Предположим противное. Тогда существует 

число е >  0 и спектр { Е п}  С £ , для которых

^ n (^ i )  >  £, п =  1,2,... (2.4)

Переходя, если нужно, к подпоследовательности, в силу леммы 2.2 

можем считать, что

/ 00 

'-pm. ( |^J E k
k = m + 1

В силу свойства равномерной квазитреугольности для числа 
£ >  0 найдем число г/, и для числа т? найдем число 4 >  0. В си­
лу  предложения 2.2 для  числа 5 >  0 построим убывающую к нулю 
последовательность чисел {4 ,,}.

По условию теоремы существуют номера N\ и р\. для  которых

<Рп(ЕР1) < S i ,  п  >  N \.

Аналогично найдем номера N 2 и р2 , для которых р2 >  
>  m ax (p i, N\ ) и

<Рп(ЕР2) <  8 2, п >  N 2-

Продолжив процесс, по индукции построим такую подпоследо­
вательность номеров {рк}  и { N k}. что

pk >  т а x ( p k- i , N k- i ) ,  к =  2,3,... (2.6)

^Рк(Ерк) >  £, к — 1,2,... (2-7)

фрп(■ЕРк) <  h i  п >  N k, к =  1, 2,...

<
2т

гп 1, 2, (2.5)
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Из (2.6) следует

VPnAE Pk) <  fa, т  > к , к  =  1,2,... (2.8)

Из (2.5) и (2.8) следует, в силу выбора последовательности чисел 
{£ „ } ,  что

т —1

iPpm( U  Е Рк) <  т  — 2,3,... (2.9)
к= 1

оо

fiprni U  Е Рк) < 5 , т > т х. (2.10)
к—т+ 1

Из (2.10) и (2.9), в силу выбора числа 5 >  0, следует, для т  >  т х

оо

Ерт( U  Е Рк) ^  Я/• (2-11)
к^т

Положим
ОО

А = 1 ] В п .
fc =  1

Ясно, что множество А  € Е и

<РРпАА ) >  Я, т  >  тх. (2.12)

Таким образом, как мы показали, для  любого спектра {Еп} С Е, 
удовлетворяющего условию (2.4), можно построить такое множе­
ство А  е  Е й  выделить такую подпоследовательность функций 

{<Ррт}, что
Ч>Рт{А ) >  П, т > т х.

Возьмем счетную систему попарно непересекающихся спектров, 
удовлетворяющих условию (2.4).

{ E l } , { E l } , . . . , { E kn},. . .

Д ля  каждого спектра { Е „ } ™ = 1  построим соответствующее мно­
жество А  из Е и подпоследовательность функций множества, удо­
влетворяющие условию (2.12).
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Обозначим эти множества через {Л * .}. Д ля  спектра {Л/,-} С Е и 

числа г] >  0 условие теоремы 2.3 не выполняется.
Полученное противоречие доказывает сформулированную тео­

рему.
Следствие 2.1. Пусть { р п} -  последовательность /-композици­

онных (а тем более аддитивных) функций множества, заданных на 
(т-суммируемом классе Е; далее, каждая функция <рп, исчерпываю­
щая на Е.

Д ля  того чтобы функции множества последовательности { ipn } 
обладали свойством равномерной исчерпываемости, необходимо и 
достаточно, чтобы для  спектра { £ „ }  С Е и для  любого числа е >  О 
существовали такие номера по и ко, что

\\МЕко)\\ <  £, п  >  п0.

Следствие 2.2. Пусть {<рп} ~ последовательность к -  внешних 
мер (а тем более аддитивных функций), заданных на ст-суммируе- 
мом классе Е, со значениями в т.а.г. (X , ?/); далее, каждая функция 
ipn , п =  1,2,... исчерпывающая.

Д ля  того чтобы функции последовательности {<£>„} обладали 
свойством равномерной исчерпываемости, необходимо и достаточ­
но, чтобы для любого спектра { Е п} С Е и для  любой окрестности 
V  € г] существовали такие номера по и ко, что

Ч>п(Еко) € V, п >  п0.

Замечание 2.4■ В случае, когда Ф =  {<р} -  семейство конечных 
обобщенных мер, заданных на сг-кольце Е, теорема 2.3 была дока­
зана Ф. Кафьеро в работе [90].

Следствие 2.3. Пусть {</?«} ~ последовательность конечных ска­
лярных аддитивных функций множества, заданных на ст-суммируе- 
мом классе Е; далее, каждая функция <рп, п =  1,2,... исчерпы­
вающая.

Если для любого спектра { Е п}  С Е существует такое множество 
Е ко € { Е п}, что последовательность {<рп( Е ко) }  фундаментальная, 
то функции последовательности {<рп}  равномерно исчерпывающие.

Доказательство. Обозначим через С. класс тех множеств Е  S Е, 
для которых последовательность {<рп ( Е ) }  сходится.
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Д ля  любого множества Е  € £  положим

ipo ( Е )  — lira ipn(E ) .  (2.13)

Покажем, что функция ро исчерпывающая на классе £.
Предположим противное. Тогда существуют спектр { Е п}  С 

С £  и число е >  0 такое, что

|<А)(£»0| >  £, п  =  1,2,... (2.14)

Применяя лемму 2.2 и переходя, если нужно, к подпоследователь­
ности, будем считать, что

/ °° \
£ m ( U  Е к ]  <  т  =  1,2,... (2.15)

к=т+1

щ ( Е к) > £ ,  к =  1,2,... (2.16)

В силу (2.13) и (2.16), существует такой номер rii, что

Ч>п{Епо) > в, по =  1,п >  щ.

Аналогично существует такой номер П2 , что пч >  п\

ipn ( E n i ) >  с, п >  п 2.

Продолжив процесс, построим по индукции подпоследователь­
ность номеров { пк}  такую, что

1Рпк( ЕПр) > е , к >  р ,р  =  0,1,2,... (2.17)

Положим
ОО

А  =  ( J  Е Пр, но =  1.
Р=о

Так как функция <рПк аддитивная, то из (2.16) и (2.17) получим



Таким образом, для любого спектра { Е п } С С, удовлетворяюще­
го условию (2.14), можно построить множество A  G Е, для которого 
последовательность {<рп( А ) }  расходится.

Возьмем счетную систему попарно непересекающихся спектров

{ £ i } , { £ 2 } , . . . , { £ i },.. ., (2.18)

удовлетворяющих условию (2.14).
Д ля  каждого спектра { Е „ }  из (2.18) построим соответствующее 

множество А к, к =  1,2,....
Д ля  спектра { А к}  С Е условие следствия 2.3 не выполняется. 

Полученное противоречие и доказывает, что функция ро -  исчер­
пывающая на С.

Осталось применить теорему 2.3.
Теорема 2.4. Пусть функции множества семейства Ф =  \<р}

заданы на кольце Е, монотонны, равномерно квазитреугольные и
обладают свойством равномерной исчерпываемости на Е.

Если существуют последовательность множеств { Е п} С Е, по­
следовательность функций {<Pn} С Ф и число с >  0 такие, что

<Рп{Еп) >  е, п =  1,2,..., (2.19)

то существуют строго возрастающая последовательность номеров 
(Д  }. убывающая последовательность множеств { Д . ]  С Е и число 

<5 >  0, для которых

tk
в к с  (J  Еп, to =  0, к =  1 ,2 ,... (2 .20)

n—tk-  1 +  1

уп (В  к) >  S, п  >  Д, к =  1,2,...

Доказательство. Д ля  числа е >  0 найдем число 8 (e) в силу усло­
вия равномерной квазитреугольности функций семейства Ф =  {ip}. 
Д ля  числа 8  >  0 в силу предложения 2.2 построим убывающую 
к нулю последовательность чисел { Д } .  В силу леммы 2.1 (часть 4) 
для числа ф >  0 найдем такой номер t\, что для всех п >  t.\ и для 
всех функций р  е  Ф

О
р ( Е п \ B i )  <  ф , где B i  =  ( J  E k.

fc=i
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Аналогично, для  последовательности { E nB i } n>t 1 и Для числа 
4  >  О найдем номер /2 такой, что для п  > 4  и для всех функций
<р <Е Ф

h
tp(EnB i  \ В 2) <  д2, где В 2  =  (J  Е кВ х.

k—t\ “Ь1

Продолжив процесс, по индукции построим подпоследователь­
ность номеров { А }  и  убывающую последовательность множеств 
{ В к} С 2  такие, что

tk
Вк — [J  В, В к- 1, В 0 =  Т,  к — 1,2,... 

i—tk-1+1

и для любой функции е  Ф

ip(EnB k_ l \ В к) <  4 ,  п >  tk, к =  1,2,... (2.21)

Покажем, что число £ >  0, последовательность номеров { 4 }  и 
последовательность множеств {-В/с} ~ искомые.

В силу выбора последовательности чисел { 4 }  из (2.21), согласно 
предложению 2.2, получаем

< 6  (2 .22 )
г=1 '

для любой функции кр 6 Ф и для любого номера п  >  tk, к =  1,2,... 
Легко видеть, что для любого п >  tk, к =  1,2,...

Е п С f  I J lE n B i- !  \ B i ) )  ( J  В/с, Во -  Т. (2.23)
'<=1 '

Из (2.19), (2.22) и (2.23) следует

<Рп(Вк) >  S, п >  tk, к =  1,2,...

Следствие 2-4- Пусть функции множества семейства Ф =  {</?} 

заданы на гп-классе С, равномерно квазитреугольные и обладают

65



свойством равномерной исчерпываемости; пусть £  — £ (£ )  -  кольцо, 

порожденное классом С.
Если существуют последовательность функций {</зп}  С Ф и чис­

ло е >  0, и последовательность множеств { Е п}  С £  такие, что

<Рп(Еп) *> tx Е  2,

то существуют последовательность номеров { t k},  убывающая после­

довательность множеств { В Д  с  /?.(£) и число <5 >  0 такие, что

t \ < t 2 <  ... <  tk <  ...

tk
В к с  U  Ei,  <о — 0, fc — 1,2,...,

i—t>k— i "Ь1

1Рп(Вк) >  5, п >  f/., ^ Е 2, ...

где -  супремация функции уз
Доказательство.  В силу леммы 3.1, супремация {£>, G Ф } 

равномерно исчерпывающие на £ (£ )■  В силу предложения 3.1, СУ~ 
премации {<д, € Ф } равномерно квазитреугольные на £ (£ )•

Осталось применить теорему 2.4.
Т ео р ем а  2.5. Если функции множества семейства Ф =  { д } . за­

данные на кольце £ , монотонные, равномерно квазитреугольные и 
равномерно исчерпывающие, то не существуют числа е >  0, после­
довательности множеств { Е п } С £  и последовательности функций 
W n }  С Ф таких, что

М Е п ) < ^ , к  =  ТДх. (2.24)

<Рп+\{Еп)  >  Е  п =  1 ,2 ,-. (2.25)

Доказательство. Предположим противное, т.е. условия (2.24) 
и (2.25) выполняются. В силу предложения 2.2 для числа е >  0 
построим сходящуюся к нулю последовательность чисел { 6 Д .

Переходя, если нужно к подпоследовательности, можем считать,

что
Vk (E n) < 5 n , к = 1 , п .  (2.26)
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W 1 i ( E n) >  f ,  n =  1,2,... (2.27)

В силу теоремы 2.4 существуют убывающая последовательность 
множеств { В к} С X, число <5 >  0 и возрастающая последователь­
ность номеров {tk},  для которых

t k

В к с  ( J  Е и t0 =  0, к =  1,2,...,
i=tfc_i+l

V n + i (B k) >  5, п >  tk, к =  1,2,... (2.28)

Д ля  числа <5 >  (J найдем число г/ =  г](д) в силу условия равно­

мерной квазитреугольности функций семейства Ф =  {<£>}. В силу 
леммы 2.1 (часть 3), существует такой номер щ ,  что для всех номе­

ров гп >  к >  по и для  любой функции <р € Ф

v { B k \ Вт) <  Г,. (2.29)

Пусть к >  по- Возьмем номер j  >  tk и найдем такой номер
гп >  к, что

. tm~ 1 >  j  и Stm- !  <  г). (2.30)

В силу выбора последовательности чисел { 8к},  из (2.26) и (2.28)
следует

<  'Pj+l  Г У  E j\  <  6 tm_ J. (2.31)
i —t , n — 1 + 1  '

Из (2.29), (2.30) и (2.21) следует

<Pj+i(Bm) < 5 ,  j  > t k,

что противоречит (2.28).
Следствие 2.5. Пусть функции множества семейства Ф =  {<р} 

заданы на гп-классе С, равномерно квазитреугольные и равномер­
но исчерпывающие; пусть Е (£ ) -  кольцо, порожденное классом С. 
Не существуют последовательности множеств { Е п } С  £ (£ ), числа 
е >  0 и последовательности функций множества {ipn } с  Ф, для 
которых

$ к {Е п) <  — , к =  Т~п
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lP n + l(^ n )  -> ^  — 1)2,.

Определение 2.5. Будем говорить, что функции множества се­
мейства Ф =  {</?}, заданные на классе Е, сконденсированы на клас­
се £  С Е, если для любого числа е >  0, для любого множества 
E G  Е й  для любого конечного набора функций { p i . tp2, ..., р п } С  Ф 
существует такое множество е € С, что

(р Д Е А е ) <  е, к =  1,п.

Пример 2.5. Если //, -  непрерывная сверху в нуле, монотонная, 
квазитреугольная функция множества, заданная на ег-кольце .9 =  
=  .9(E), порожденном кольцом Е, то /х сконденсирована на коль­

це Е.
Доказательство. Обозначим через С  класс тех множеств из S, 

на которых функция /х сконденсирована на кольце Е.
Ясно, что Е С С. Покажем, что класс С -  <т-кольцо. Пусть е >  0. 

В силу квазитреугольности tp и предложения 2.2, найдем число S — 
=  5(e) и для него построим последовательность чисел 5*. 1 0.

Пусть Е \ , Е 2  € С. Тогда существуют множества е.\. е2  G С. для 
которых

ц { Е кА е к) <  6 , к =  1,2. (2.32)

Из соотношений

( E l ] j E 2 ) A ( e 1 [ j e 2) С ( E 1 A e 1 ) \ J ( E 2 A e 2),

( E i  \ Е 2 )А (е\  \ е2) С (£ ,  А е х) \ J ( E 2 A e 2),

в силу (2.32), получаем

p ( ( E i \ j E 2 ) A ( e i \ J e 2 ) ) < e ,

p ( ( E i \ E 2 ) A ( e i \ e 2) ) < £ .

2.4. Свойство сконденсированности ф ункций множества
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Следовательно,

( Е ^ Е ? )  £ £ и ( Е 1 \ Е 2) е  С

т.е. класс С -  кольцо.

Пусть { Е п} -  некоторый спектр из С, По условию существуют 
такие множества {ек}  С С, что

ц { Е кА е к) <  6 к, к =  1,2,... (2.33)

Так как функция д непрерывная сверху в нуле на 5, то существует 
номер щ , для которого

ОО

U  Е к) < д .  (2.34)
f c = n i+ l

Положим
( оо п 1

(J Е к) и е =  (J ек.

к= 1  fc=1
Очевидно, что

( ОО / п\

U  ^ ) и ( и ^ Ае*))-
к=п i + l

Отсюда, в силу неравенств (2.33), (2.34) и выбора числа S >  О, 
получаем

f i ( E A e )  <  е.

Следовательно, множество Е  £ С. Осталось заметить, что 5  С С.
Пример 2.6. Пусть функции множества семейства Ф =  {<д} зада­

ны на сг-кольце 5 (E ), порожденном кольцом £.

Если каждая функция <д £ Ф монотонная, квазитреугольная и 
непрерывная сверху в нуле на 5, то функции семейства Ф сконден­
сированы на кольце S.

Пример 2.7. Пусть функции множества семейства Ф =  {<д} за­
даны на т -классе Е, равномерно квазитреугольные и сконденси­
рованы на гп-классе С С Е; i? (£ ) и /?(£)-кольца, порожденные, 
соответственно, классами Е й  £; пусть

д =  <д|я(£)
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сужение супремации р  на кольцо /?(£) для каждой функции р  € Ф.
Тогда функции семейства М. =  {//... € Ф } сконденсированы на

кольце /?,(£).
Доказательство. Пусть число е >  0 и множество Fi е  Я (£ );  

{ць/йц •••Цп} С М  -  некоторый конечный набор функций из Л4.
В силу предложений 2.1 и 2.2, найдем число 5 =  6 (e)  и построим 

последовательность чисел <5̂ | 0. Так как Е  6 /?(£), то

т

E = \ j A k,
k= 1

где {у1) ,.... А т} -  попарно не пересекающиеся множества из £. 
Найдем такие множества {е*.}  С С, к =  1,ш, что

цр( А кА е к) <  6к , к =  I7 m ,р =  1 ,п.

Положим
т

С =  U  efc.

fc=i

Ясно, что е G £ (£ )  и

т

Е А е  с  [ J  ( T fcA e fc).
fc=i

Отсюда, в силу выбора чисел { ф }. получаем

ц Д Е А е )  <  е, р =  Т~п.

Следовательно, функции семейства Л4 =  {//} сконденсированы на 
кольце Я (С ) .

Т ео р ем а  2.6. Пусть функции множества семейства Ф =  { р )  
заданы на т -классе £ , равномерно квазитреугольные на £ ; класс 

£  С £  замкнут относительно операции пересечения; пусть, далее, 
каждая функция р  € Ф сконденсирована на классе £.

Если функции семейства Ф =  {</?} равномерно исчерпывающие 
на £, то и супремации семейства {£>, р  € Ф } равномерно исчерпы­
вающие на £, т.е. справедлива импликация

(р,  P U ) c - + ( p , P U ) c .
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Доказательство.  Предположим противное. Тогда существуют 
число е > 0, спектр { Еп} с  С и последовательность функций 
{(/?„} С Ф, для которых

фп(Еп) > 2е. п =  1,2,...

Отсюда, по определению сунремации, найдем такие множества 
А п G Еп f )  S  п  =  1,2,.... что

(^4n) >  £  п =  1,2,... (2.35)

В силу предложения 2.1, для числа е >  0 найдем число 6  — 6 (e)  и 
для числа <5 >  0 найдем число тц =  r/i (<5).

Положим
Г] =  min(r/1,<5). (2.36)

Так как каждая функция <рп сконденсирована на £, то существует
такое множество В п € £. что

<Рп{Ап^Еп) <  ?у, п. — 1,2,... (2.37)

Положим
dn — Е п В п, п. =  1, 2,...

Ясно, что {dn} -  спектр из V .  Очевидно, что

dn \ Ап С В п \ Ап, п =  1,2,... (2.38)

An \ dn — А п \ В п. и — 1,2,...

Из соотношения

А п =  ( А п \ dn) [ ) { А п  \ {А п \ dn)).  п =  1,2,... 

получаем, в силу (2.35). (2.36), (2.37) и (2.38).

<рп ( А п \ ( А п \ dn))  >  S, п =  1,2,... (2.39)

Очевидно, что

dn =  (dn \ А п) |^)(ЯП \ (А п \ dn)), п — 1, 2,...
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Отсюда, в силу (2.39), (2.36) и (2.38), получаем

4>n(dn) > т ] , п =  1,2,...,

что противоречит условию теоремы. Полученное противоречие и 

доказывает теорему 2.6.
Следствие 2.6. Пусть функции множества семейства Ф — {<f} за­

даны на m -классе Е и равномерно квазитреугольные; пусть каждая 
функция уз £ Ф сконденсирована на т -классе £  С Е.

Если функции семейства Ф =  {уз} равномерно исчерпывающие 
на £, то и супремации семейства {уз, уз £ Ф } равномерно исчерпы­
вающие на С.

Следствие 2.7. Пусть функции множества семейства Ф =  {уз} 
заданные на ш-классе Е, /-композиционные (а тем более аддитив­
ные); пусть класс £ с Е  замкнут относительно пересечения (а тем 
более С -  m -класс); пусть каждая функция уз £ Ф сконденсирована 
на классе С.

Если функции семейства Ф =  (уз) равномерно исчерпывающие 
на классе £ , то и супремации семейства {уз, уз £ Ф } равномерно 
исчерпывающие на С.

Т ео р ем а  2.7. Пусть функции множества семейства Ф =  {уз} 
заданы на т -классе Е, равномерно квазитреугольные и сконденси­
рованы на т -классе С С Е.

Если функции семейства Ф =  {уз} равномерно исчерпывающие 
на £, то для любого числа е >  0 существует число д >  0 и конечный 
набор функций {</3i,..., уз„} такие, что как только для некоторого 
множества Е  £ Е

Фк{Е) < 6 ,  к =  1,п, 

так и для любой функции уз £ Ф

Ф(Е) <  £.

Доказательство.  Предположим противное. Тогда существует 
такое число е >  0, что для любого числа 5 >  0 и для любого конеч­
ного набора функций {узх, ...,у>п}  С Е существуют функция у>о £ Ф 
и множество E q £ Е такие, что

f ik (Eo)  <  (5, к =  1, гг. и <р0(Е0) >  е.
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В силу предложения 2.1 для  числа б >  0 найдем число 5 — 5(e) и 
д ля  каждого числа найдем число <5̂ , к — 1,2,...

Положим

5к =  m in (5'к,6), к =  1,2,...

Пусть <pi е  Ф. По предположению существуют функция р>2  € Ф и 
множество Е ]  f  Е такие, что

V?i(£ i) <  Ф и ч>2 (Е\)  >  е. (2.40)

Так как функция семейства Ф =  {ip} сконденсированы на
m -классе С. то существует такое множество с\ £ С, что

p k( E i A e i )  <  ф , к =  1,2. (2.41)

Из соотношений

ei С (щ \ Е х) ( J  Е\ и Е х С ( Е ,  \ e j )  (J « )  

в силу (2.40) и (2.41) получаем

^ и $ 2 (ел ) >  S.

Д ля  функций ip 1 и <р2 найдем, в силу предположения, функцию 
(р:\ 6 Ф и множество Е 2 € Е такие, что

$к{Еъ)  <  52, к =  1,2 и <ДД£2) >  б.

В силу сконденсированности функций семейства Ф =  \р)  на 
классе С  существует такое множество е2 € С. что

? к ( Е 2 А с 2) <  6 2, к =  1,3.

Отсюда легко следует, что

Фк((-2 ) <  у , к =  1,2 и <Д}(е2) >  <5-
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Продолжив процесс, по индукции построим последовательность 
множеств {еп} С £  и последовательность функций { }  С Ф, для 
которых

<Рк{еп) <  к =  1,п  и !рп+ i ( e „ )  >  <5, п =  1,2,
Z' 1

что противоречит следствию 2.5.
Теорема 2.8 (О  существовании базиса). Если функции мно­

жества семейства Ф =  {ip } заданы на m-классе £ , монотонные, рав­
номерно квазитреугольные и равномерно исчерпывающие на £ , то 

существует исчерпывающая функция А : £  - »  [0, + оо ) такая, что

<р <  V y. <  А, <р Е Ф .

Доказательство. В силу теоремы 3.6, каждому числу ^ можем 
сопоставить число 5п >  0 и конечное семейство { Д ,..., }  С Ф
такие, что, как только для некоторого множества Е  е  £

5п , р — 1 ■ ,

так и для любой функции <р £ Ф

Д Е )  <  I .

Объединим все функции { Д }  р =  1, А'„, п =  1,2,... в одну по­
следовательность, которую обозначим через {<рп}- 

Положим

Л (Е ) =  f ;  Я  6 S.

?г=1

Легко видеть, что функция множества А искомая.
Замечание 2.5. В случае, когда класс множеств £  - ст-коль­

цо, из теоремы 2.8 следуют результаты В.М. Дубровского [42] и 
В.Н. Алексюка [17]. Отметим, что приведенное доказательство тео­

ремы В.М. Дубровского [42] не опирается на принцип трансфинит­

ной индукции.
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Теорема 2.9 (О  равномерной сконденсированности).
Пусть функции множества семейства Ф =  {</?} заданы на ш-классе 
Е, равномерно квазитреугольные и сконденсированные на тп-классе 
С С Е.

Если функции семейства. Ф — { р }  равномерно исчерпывающие 
на классе £ , то для любого числа е >  0 и для любого множества 
Е  С £  существует такое множество е £ С, что для  любой функции

ip £ Ф
ф (Е А е )  <  е.

Доказательство. Пусть число е >  0 и пусть множество Е  £ Е. 
В силу теоремы 2.7, для числа е >  0 найдем число <5 >  0 и конеч­
ный набор функций множества { у д , р п } С Ф. Так как функции 
семейства Ф =  {<£>} сконденсированы на классе С. то существует 
такое множество е £ С, что

(Д . ( Е А с ) <  S, к — 1,п.

Отсюда, в силу теоремы 2.7, получаем для любой функции ip £ 
£ Ф <р(ЕАе)  <  е.

Следствие 2.8. Пусть функции множества семейства Ф =  {ф } 
заданы на m-классе Е, /-композиционные (а тем более аддитивные) 
и сконденсированы на т -классе С С Е.

Если функции семейства Ф =  {</?} равномерно исчерпывающие 
на С. то для  любого числа е >  0 и для  любого множества Е  £ Е 
существует такое множество е £ С, что для  любой функции ip £ 
£ Ф ip (EAe )  <  е.

Следствие 2.9. Пусть аддитивные функции множества последо­
вательности {(рп} заданы на т-класс.е Е, принимают значения из 
квазинормированного пространства (X , || • ||), сконденсированы на 
m-классе С  С Е и равномерно исчерпывающие на С.

Если для любого множества е £ С последовательность {</?п(е) }  
фундаментальная, то и для любого множества Е  £ Е последова­
тельность {ф п( Е ) }  фундаментальная.

Доказательство.  Пусть число е >  0 и пусть множество Е  £ Е. 
В силу теоремы 2.9, существует такое множество е £ С, что

Р п ( Е А е )  <
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для любого номера п =  1,2,...
Следовательно, для достаточно больших номеров п  и тп по­

лучаем

W^niE)  ~  tPm(E)\\ <  ||<уЭ-(1(-Е') — V?n (е ) 11 +  £7/l(e)|| +

~  фт(Е)\\ <  ||v?n(e) — +  2<рп{ Е А е )  +  2ipm( E A e )  <  в.

Замечание 2.6. Из следствия 2.9 в случае, когда Е -  <т -  алгебра, 
порожденная алгеброй £, а {</%} _  аддитивные функции множества, 
заданные на Е со значениями в S -пространстве X ,  следуют основ­
ные результаты работы [159].

2.5. П родолж ение свойства равномерной исчерпываемости

Теорема 2.10. Пусть функции множества семейства Ф =  {</?} 
заданы на m-классе Е, равномерно квазитреугольные и сконденси­
рованы на ш-классе £  С Е.

Если функции семейства Ф =  {(/?} равномерно исчерпывающие 
на £, то для любого числа е >  0 и для любого спектра { Е п} с  Е 
существует такой спектр {dn} С £ , что для любой функции ip Е Ф

Доказательство. Пусть е >  0 и спектр { Е п }  С Е. Д ля  числа 
е >  0 и сунремаций семейства {  Д  ip £ Ф }, в силу предложений 2.1 и 
2/2, построим последовательность чисел {ф г}. В силу теоремы 2.9, 
существуют такие множества {е& } С £, что для  любой функции 
<р € Ф

р ( Е пА е п) <  6п, п =  1,2,...

Положим
п—1

/г=1

Ясно, что {dn } -  спектр из £ . Из соотношения

п

EiAen  С [J  (EkAek), п =  1,2,...
fc=i
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в силу выбора последовательности чисел { дп }  получим для любой 
функции р  € Ф

p { E nA d n) <  е, п — 1,2,...

Теорема 2.11. Пусть функции множества семейства Ф =  {р }  
заданы на m -классе Е, равномерно квазитреугольные и сконденси­
рованы на тп-классе С  с Е .

Если функции семейства Ф =  { у }  равномерно исчерпывающие 
на С, то супремации семейства {р ,  р  £ Ф } (а тем более функции 
семейства Ф =  { у } ) равномерно исчерпывающие на Е, т.е. справед­
ливы импликации

(р,  P U ) c  &  (р ,  P U h  &  (р,  P W )S .

Доказательство. Предположим противное. Тогда существуют 

число е >  0, спектр { Е п} с  Е и последовательность функций 

{ р п}  С Ф для  которых

Р п (Е п) >  £, п — 1,2,... (2.42)

Д ля  числа е >  0, в силу предложения 2.1, найдем число 6  =  5(e). 
В силу теоремы 2.10 существует такой спектр { dn}  С С. что для 

любой функции р  G Ф

ip(EnA d n)  <  6 , п =  1,2,... (2.43)

Из соотношения

Е п С ( Е п \ dn) ( J  dn, п = 1 ,2 , . . .  

в силу (2.43), (2.42) и выбора числа 6  >  0 следует

Pn{dn) d, п  — 1, 2 ,...,

что противоречит теореме 2.6.
Полученное противоречие и доказывает справедливость импли­

кации

( p , P U ) c = > ( p , P U )  Е- (2.44)
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Из (2.44), по определению супремации, следует 

(у , РЫ)ъ  (у , РЫ)ъ  (у , Л И )£ .

Следствие 2.10. Пусть функции множества семейства Ф =  { у }  
заданы на т -классе Е, /-композиционные (а тем более аддитивные) 

и сконденсированы на т -классе С  С £.
Если функции семейства Ф =  {уз} равномерно исчерпывающие 

на С, то супремации семейства { у ,  уз € Ф } равномерно исчерпываю­
щие на £ , т.е. справедлива импликация

(уз, Р Ы ) с  => (у , -Ш )ц  => (уз, Р ^ ) £ => (уз, P U ) c -

Следствие 2.11. Пусть функции множества семейства Ф =  {уз} 
заданы на т - классе £ , равномерно квазитреугольные и сконденси­

рованные на ш-классе С С Е.
Если функции множества семейства Ф =  {уз} равномерно исчер­

пывающие на £, то существует базис Л функций семейства Ф =  {уз} 
на £  такой, что

1) функция Л, исчерпывающая на £;
2) уз <  <  Л, уз е  Ф.

Замечание 2.7. Из следствия 2.10 в случае, когда Е -  сг-алгебра, 
а Ф =  {уз} -  семейство аддитивных функций множества, заданных 
на ст-алгебре Е со значениями в Л-пространстве X , получаем основ­
ные результаты работы [159].

Следствие 2.12. Если Ф -  семейство аддитивных функций, за­
данных на т-классе £ , со значениями в т.а.г. (X , ту) и сконденсиро­
ванных на т - классе С С Е , то справедлива импликация

( P U ) c  => ( P U ) z .

Действительно, для  любой квазинормы р(ж), непрерывной на 
группе (X ,  //), функции семейства {р о у , уз 6 Ф } /-композиционные, 
где /(ж) =  х.

Осталось применить следствие 2.10.

3Для любой окрестности нуля 0 6 г/, для любого множества Е  € £ и для 
любого конечного набора функций {y i ,  уг, у „ }  С Ф существует такое множе­
ство е £ £, что { ipk(F) ,F  £ E ,F  С Е Д е } )  С 0, к — 1, гг.
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2.6. Равномерная непрерывность семейства 

функций множества

Пусть функции множества семейства Ф =  {(/?} заданы на классе 
Е (0 е  Е ) и <р(0) =  0 для любой функции <р е  Ф. Пусть С С Е (0 G С). 

Напомним, что функции множества семейства Ф =  {</?}

-  равностепенно слабо непрерывные на С,, если для любого ло- 
кализатора { Е п }  с С

равномерно относительно <р е  Ф;

-  равномерно непрерывные на С, если для любой последователь­
ности множеств { Е п } С £ , сходящейся к пустому множеству, спра­
ведливо соотношение (2.45).

Прим,ер 2.8. Пусть А -  мера Лебега на числовой прямой; Е -  
кольцо подмножеств числовой прямой, на которых мера А конечная.

Так как А -  конечная и счетно-аддитивная, то она непрерывная 
сверху в нуле.

С другой стороны, функция А не обладает свойством исчерпы­
ваемости на Е. Действительно, возьмем спектр Е п — (п — 1, п], те =  
=  1,2,... Ясно, что А ( Е п) — 1 -/> 0.

Прим,ер 2.9. Пусть Т  =  [0; 1]. Пусть Е -  алгебра, порожденная 
полукольцом полуинтервалов (а, 6], 0 <  а <  b <  1. Через С обозна­
чим класс тех множеств Е  € Е, которые в своем составе содержат 
полуинтервал (0,6], 0 <  6 <  1. Положим для любого множества

Нетрудно видеть, что функция // аддитивная на алгебре Е. Прове­

рим, что //. исчерпывающая на Е.

Пусть { Е п} -  некоторый спектр из Е. Среди множеств { Е п} есть 
не более одного из класса С.

Следовательно,

lim <р(Еп) =  0 (2.45)

Е е  Е

lim fi,(E„) — 0.
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С другой стороны, возьмем F n =  (0, ^]. п =  1.2,... Очевидно, что 
{F n}  -  локализатор из Е и

lim n ( F n) =  1,

т.е. функция /с не является непрерывной сверху в нуле.
Т еор ем а  2.12. Пусть функции множества семейства Ф =  {<£>} за­

даны на m-классе £ , равномерно квазитреугольные и каждая функ­

ция <р G Ф непрерывна сверху в нуле на £.
Если функции семейства Ф =  {</?} равномерно исчерпывающие 

на £, то супремации семейства { д. у  6 Ф } равностепенно слабо 
непрерывные на кольце Е =  Е (£ ),  порожденном классом £, т.е. 
справедлива импликация

(сp , P U ) c  => {ф,РСН)-£ .

Доказательство. Предположим противное. Тогда существуют 
число £ >  0, локализатор {Е п} С Е и последовательность функций 

{<Рп} С Ф, для которых

у п{Е п) >  2е, п  =  1, 2,... (2.46)

Д ля  числа г >  0 в силу равномерной квазитреугольности функ­
ций семейства Ф =  {<р}, найдем число <5 — (5(e). Из (3.46), по опре­
делению супремации, найдем такое множество А\ G Е\ р| £, что

( Л 1) > £ .  (2.47)

Так как последовательность множеств { Е пА\}  локализатор из 
£, а функция ip\ -  непрерывная сверху в нуле, то существует такой 

номер щ ,  что
4>\{EnxA\)  <  <5. (2.48)

Из соотношения

А\ — (H i \ A \Ern) А\Е П 1  

в силу (2.47), (2.48) и выбора числа 6  >  О

Ч>\{А\ \ А \ Е П1) >  д.
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Ащ  G Ещ  (""'j £■

для  которого

Ч>П1 ( А П1 ) > е .  (2.49)

Так последовательность { Е ПА П1} -  локализатор из £. то существует 
такой номер п-> >  п\, что

‘Ац ( Е П2 А П1) <  <5.

Отсюда, в силу соотношения

Ащ  — ( \ Е П.2 А П1) Е П2 А П1,

выбора числа >  0 и условия (2.49), получаем

<Ргц(-'4ц1 \ Е П2А 711 ) —

Продолжив процесс, по индукции построим подпоследователь­
ность номеров { п Д  и последовательность множеств {A nfc},  € 
€ Е Пк Р| £, к =  1,2,... для  которых

7?т <  п 2 <  ■■■ <  П к  <  ...

‘Рпк( А Пк \ А ПкЕ Пп+1) >  8 ,

что противоречит условию теоремы, так как множества { А Пк \ 
А ПкЕ Пк+1} -  спектр из £.

Теорема 2.13. Пусть функции множества семейства Ф =  {(/ }̂ 
заданы на m-классе £  и равномерно квазитреугольные; пусть каж­
дая функция у? € Ф непрерывна сверху в нуле на £.

Если функции семейства Ф =  {у?} равномерно исчерпывающие 
на £, то супремации семейства {у .  уз £ Ф } равномерно непрерывные 
на кольце Е =  Е (£ ),  порожденном m-классом £.

Доказательство.  Предположим противное. Тогда, существуют 
число е >  0, последовательность функций {у у , } С Ф и сходящаяся

Аналогично, в силу (2.46), найдем множество
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к пустому множеству 0 последовательность множеств { Е п}  С Е, 
для которых

У^п(Яп) Р  £> n =  1,2,...

В силу теоремы 2.4, существует убывающая последовательность 
множеств {Вк} С Е, последовательность номеров } и число 5 >  О 
такие, что

t i  <  t2 <  .... < t k <  ...

U+i
Bfc С [J  Ей t 0 =  0, к =  1, 2,...

i=tfc_i + l

9n{Bk ) >  6, n >  tk, к =  1,2,...,

что противоречит теореме 3.5, так как последовательность { Вк} -  
локализатор из Е.

Следствие 2.13. Пусть функции множества семейства Ф =  {у>} 
заданы на т.-классе С, равномерно квазитреугольные на £ и каж­
дая функция у> £ Ф непрерывна сверху в нуле на £; пусть Е =  Е (£ ) 
-  кольцо, порожденное классом £. Справедливы импликации

(У>> Р Я )£ 44 (tp, P U )c  44 (<£, Р Я )е  44

44 (£ ,Р Я )Е 44 (у>,РЯ)£ =4 (£ ,Р С Я )2 =4 (уз, Р С Н )с -

Следствие 2.11). Если функции множества семейства Ф =  {</?} 
заданы на m-классе Е, равномерно квазитреугольные, сконденси­
рованы на т -классе £ С Е, равномерно исчерпывающие на £ и 
каждая функция у? € Ф непрерывная сверху в нуле, то функции 
множества семейства ф =  {у?} равномерно непрерывные на Е, т.е.

(ур,РЯ)£ 44(ур,РЯ)£.

Следствие 2.15. Пусть функции множества семейства Ф =  {у?}, 
заданью на m-классе Е -  /-композиционные (а тем более аддитив­
ные), пусть каждая функция у? 6 Ф непрерывна сверху в нуле, если 
функции семейства Ф — {tp} сконденсированы на т -классе £ С Е, 
то справедлива импликация

(у?, РЫ)с  44 (у?, Р Я )е  =4 (у?, Р С Я )е .
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2.7. Равностепенная абсолю тная непрерывность

Определение 2.6. Говорят, что функции множества семей­

ства {ipa }ae.i равностепенно абсолютно непрерывные относительно 
функций множества семейства { va } a(z j  на классе L, если для  лю ­
бого числа е >  0 существует такое число 5 >  0, что для любого 
индекса а  € ,7 и для любого множества Е  е- С, если

(Пишем ipа <  рс <  va, а  € J) .  В случае, если va =  v и <pQ =  
=  у  для любого индекса a  G .7, говорят, что функция уз абсолютно 
непрерывная на С относительно функции (пишем уз < <  и на С).

Замечание 2.8. Понятие равностепенной абсолютной непрерыв­
ности интегралов { [  f ndpn} относительно последовательности мер

{//,,,} на а -  алгебре X ввел Г.Я .Ареш кин [28] в связи с задачей о 
возможности предельного перехода под знаком интеграла, когда ме­

няются как подынтегральные функции точки {/ „ (£ )},  так и меры 
{ /in},  по которым берутся интегралы:

где функции {/ „ (/ ) }  некоторым образом сходятся к функции /о (/ ). 
а меры {//„ }  некоторым образом сходятся к мере //д

В общем виде определение 2.6 ввел автор в работе [163], где дока­
зал некоторые условия равностепенной абсолютной непрерывности 
функций последовательности {узп}  относительно функций последо­
вательности {и п}  на кольце X.

Замечание 2.9. Вообще говоря, даже на Х-алгебре X и для се­
мейств мер из условия уз0 < <  vn для любого a  G J  не следует 
условие

Го <  РЕ <  " Q, a  G

Пример 2.10. Пусть Т  — [0; 1]; X -- сг-алгебра измеримых по Л е­
бегу множеств отрезка [0.1] и р. -  мера Лебега на X.

Д ля  любого множества Е  с  X положим

иа ( Е )  <  6 , то уза (£ )  <  с.

£

узп(£ )  =  пц (£ 'Р| [1  -  1]), и =  1.2,...
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ип( Е )  =  ц { Е ) ,  та =  1,2,...

Ясно, что для  любого номера та =  1,2,... tpn «  ип на Е. С дру­

гой стороны, так как

</5„([1 -  i , l ] )  =  1, п =  1,2,...,

то условие
tpn <  р <  ип на Е

не выполняется.
Замечание 2.11. На практике часто встречается случай, когда 

ipа «  на на Е для  любого a  € J; функции как семейства {<ра }«е./, 
так и функции семейства {таа } ае,/ -  равномерно непрерывные, но 
условие <ра <  <  и(л не выполняется (даже в случае, когда функ­
ции множества -  меры, заданные на п-алгебре Е ).

Пример 2.11. Пусть Т  — [0; 1]; Е -  <т-алгебра измеримых по 
Лебегу множеств отрезка [0; 1] и р  -  мера Лебега на £.

Положим для  любого множества Е  £ £.

<Рп(Е) =  р { Е ) ,  та =  1,2,... 

ип{Е) = -ц(-Е), та = 1,2,...
та

Ясно, что для любого номера та =  1,2,... < <  ип. Далее,
как меры последовательности {</?«}> так и меры последовательно­
сти { нп}  равномерно непрерывные на £.

С другой стороны, так как <рп{Е )  =  1, та =  1,2,..., то условие 
ц}п <  р <  ип не выполняется на Е. Из этих примеров, естественно, 
возникает задача: какие дополнительные условия надо наложить на 
функции последовательности { д м}  или на функции последователь­
ности {тап},  чтобы из условия ipn «  ип , та =  1,2,..., на Е следовало 
условие <рп <  р <  vn на Е.

Определение 2.7. Будем говорить, что функции множества по­
следовательности {срп}  обладают диагональным свойством на клас­
се множеств С  С Е, если для любой последовательности множеств 
{Ьф }ф =1 с  £ , для которой

l i m  рп(Еп) =  0 ,
П
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выполняется условие

lim ipk(En) =  0, к >  ко.
П

Пример 2.12. Если для любого номера п =  1,2,... справедливо 
условие (fin <  Р с  <  (<Pk, к >  п) ,  то функции последовательности 
{ р п} обладают диагональным свойством на С.

Пример 2.13. Если { р п} -  возрастающая последовательность 
функций на С. то функции последовательности { }  обладают диа­
гональным свойством на С.

Определение 2.8. Будем говорить, что функции множества по­
следовательности {г/,,} обладают трансдиагональным свойством на 
классе £ с Е  (соответственно, на спектрах класса С),  если для лю ­
бой последовательности множеств {£*,} С С  (соответственно, для 
любого спектра {Ец} С С)  и для  любой подпоследовательности но­
меров {п р }(  П\ <  7?2 <  ... <  Пр <  ...), ДЛЯ которых

lim р^р{ Е к) =  0, р =  1,2,...,
К

выполняется условие

lim <рПр{Ек)  =  0

равномерно относительно р.

Пример 2.Ц.  Если для любого номера п  выполняется условие

( у к ■ к >  п )  <  р <  ip, на С,

то функции последовательности {ип} обладают трансдиагональным 
свойством на классе С.

Лемма 2.3. Пусть функции множества { р п } и {рп} заданы на 
классе Е; пусть С  С Е и для любого номера п =  1,2,... <рп «  ип 
на С.

Если функции множества последовательности { р п} обладают 
трансдиагональным свойством на С. а функции последовательности 
{/у, }  -  диагональным свойством на С. то

Рп < р с  <  vn-
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Доказательство. Предположим противное. Тогда существуют 
число е >  0 и последовательность множеств { Е п\ с  С такие, что 
(если нужно, то перейдем к подпоследовательности)

\[тип( Е п) =  0 (2.50)

и
<рп{Е п) > е , п  =  1,2,... (2.51)

Так как функции последовательности {ии} обладаю']' диагональным 
свойством на С, то в силу (2.50)

lim Vk(En) =  0, k >  ко. (2.52)
71

Так как < <  на С, к — 1,2,..., то из (2.52) следует

lim <Pk(En) — 0, к >  к0. (2.53)
П

Из (2.53), применяя свойство трансдиагональности, получаем

lim <pk(En) =  0
П

равномерно относительно к >  ко, что противоречит (2.51).
Лемма 2-4- Д ля  того чтобы функции множества последователь­

ности {гуД, заданные на классе S, обладали трансдиагональным 
свойством на классе £ с Е  (соответственно, на спектрах класса С). 
необходимо и достаточно, чтобы супремации последовательности 
{гуД обладали соответствующим свойством на классе £  (соответ­
ственно, на спектрах класса £ ).

Доказательство ввиду простоты опускаем.
Т ео р ем а  2.14. Д ля  того чтобы функции множества последова­

тельности {гуД, заданные на классе £ , обладали трансдиагональ- 
ным свойством на классе С С £ , необходимо и достаточно, чтобы 
для любого числа е >  0 и для  любого подмножества N q С N  су­
ществовали число S >  0 и конечное множество {п х ,П 2 , .... ир} С Ар 
такие, что как только для некоторого множества Е  <Е С,

к п Д Е )  < 6 , к — 1 , р
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так и для любого числа п е  N q

ип( Е )  <  е.

Доказательство.  Необходимость. Предположим противное. То­
гда существуют множество N 0 с  N  и число с >  0 такие, что для 
любого числа S >  0 и для  любого конечного множества J  С iV0 
существуют множество Ео е С и номер щ 0 е  Nq, для которых

Положим
г? о =  т т Л д .

По предположению, для функции г/„0 существуют функция 
нп, , n 1 >  no, г?,] е  iV0 и множество Е\ € С такие, что

Vnn(Ei)  <  1 и Vn i ( E i )  >  е.

Аналогично для  функций ;/„п и ;/,(1 найдем функцию п2 >  « ь  
иг € Ао и множество Е 2 С такие, что

Продолжив процесс, но индукции построим возрастающую по­
следовательность номеров {п/.} и последовательность множеств 
{ Е т }  С £, для которых

Из (2.54), в силу свойства трансдиагональности и леммы 2.4, 
получаем

равномерно относительно г, что противоречит (2.55).
Полученное противоречие доказывает необходимость сформули- 

рованной теоремы.

Так как достаточность очевидна, то теорема 2.14 доказана.

П:{Ео) <  5, к е J  и фтЛЕ о) >  £•

vnk{ E m) <  , к — 0, т  — 1,

к а Д Е Д  >  £, к =  1,2,...

(2.54)

(2.55)

lim кпД Е к) =  О
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Т еор ем а  2.15. Пусть функции множества последовательности 
{ ип}  заданы на кольце Е и равномерно квазитреугольные на Е.

Д ля  того чтобы функции последовательности { i/n} обладали 
трансдиагональным свойством на кольце Е, необходимо и достаточ­
но, чтобы они обладали трансдиагональным свойством на спектрах 

кольца Е.
Доказательство, Достаточность.  Доказательство достаточно­

сти проведем в три этапа.
I. Покажем, что если для  убывающей последовательности мно­

жеств { Е п } С Е и подпоследовательности номеров

П\ <  п 2  <  ■■■ <  Щ: <  •••

И т Д Д Е Д  =  0, г =  1,2,..., (2.56)

то справедливо условие

lim <pUi( E k) =  О

равномерно относительно г.

Предположим противное. Тогда существуют убывающая после­
довательность { E n} С Е, подпоследовательность номеров {щ }  и 

число е >  0 такие, что

\ипй,ч ( Е к) — 0, г — 1,2,... (2.57)

иПк{ Е к) > е , к  =  1,2,... (2.58)

В силу предложения 1.1 для числа е >  0 найдем число д =  (5(e).
В силу (2.57) существует номер к i >  щ  такой, что

on i { E kl ) < S .  (2.59)

Положим
01 =  Е П 1 \ Е кj . (2.60)

В силу выбора числа <5 >  0 из (2.57), (2.59) и (2.60) получаем

^ n (e i ) >  S.
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В силу (2.57) найдем номер к,2 >  к\, для  которого

ЪпЛЕкг) <  S.

Положим

С2 =  Е кх \ Е к2.

Тогда

bV»fcl(e2) >  <*•

По индукции построим последовательность чисел { кт },  для ко­
торой

п 1 <  Ад <  Л'2 <  ... <  кт <  ... 

последовательность множеств { ет }  из Е,

ет  =  £fcm- i  \ , fco =  п ь  т  — 1,2,... (2.61)

"пкт_ х (fim) >  fco =  1, т  =  1,2,... (2.62)

В силу (2.57) и (2.61), получаем

lij*1' V » ( ep) =  ° ' т  =  1>2> -  

Отсюда, учитывая, что {е р}  - спектр из Е, следует

И т й »* т (еР) = 0

равномерно относительно т ,  что противоречит (2.62).
Полученное противоречие и доказывает первую часть теоре­

мы 2.15.
II. Покажем, что для любой последовательности множеств 

{ Е п} С S, для которой

lim Рп( Е к) =  0 ,п  =  1,2,... (2.63)
к

и для любого числа е >  0 существует такой номер щ ,  что для всех
номеров п >  п0 и для любой функции ир, р =  1,2,..., справедливо

П (|

lJp{En \ Е п,) <  с , п — 1,2,... (2.64)
тп=1
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Предположим противное. Тогда существуют число е >  0 и по­
следовательность множеств { Е п} С Е, удовлетворяющая условию 
(2.63), для которых утверждение неверно.

Рассуждая по индукции, построим такие подпоследовательно­

сти номеров { п т} и {кт }, что

Tim— 1

"k,n( E n, A  U ^  =  1.2,-.■ (2-65)
i= i

Положим
Tim— 1

dm ~  E Tlin \ (^J Ei ,  7П — 1,2, —
1 = 1

В силу (2.63)

lim Vk (dm) =  0, i  =  1,2,.... (2.66)
T il

Отсюда, учитывая, что {dm}  -  спектр из Е, получим

lim /д. (dm ) — 0
т

равномерно относительно г, что противоречит (2.65).

Полученное противоречие и доказывает вторую часть доказа­
тельства теоремы 2.16.

III. Завершаем доказательство в части достаточности теоре­
мы 2.15.

Предположим противное. Тогда существуют последователь­

ность множеств { Е п} С Е, подпоследовательность номеров { « , }  
и число £ >  0, удовлетворяющие условиям (2.57) и (2.58). В силу
предложения 2.1 по числу £ >  0 найдем число <5 =  6 (e)  и в силу
предложения 2.2 для  числа <5 >  0 построим последовательность чи­
сел 5п 4 0. Переходя, если нужно, к подпоследовательности, будем 
считать, что выполняются условия

h { E n) <  dn , к =  1, гс -  1 (2.67)

Vn( E n) >  б, п  =  1,2,... (2.68)
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Согласно второй части доказательства существует такой номер t\, 
что для п >  t\ п для  всех функций ит, т  — 1, 2,

h
i 'm (En \ В t) <  <ф, где В\ =  ( J  Е р.

р= 1

Аналогично для последовательности { E nB\}n>tx существует та­
кой номер to, что для п >  to и для любой функции vm , т  =  1,2,...,

<2
vm {E nB i  \ И2) <  5о, где Н2 =  ( J  Е рВ\.

p=ti+i

Продолжив процесс, по индукции построим возрастающую по­
следовательность номеров {/,,} и убывающую последовательность 
множеств { Bj .} с  Е такие, что

tk
В к =  i j  Е рВ к- 1, В 0 =  Т,  t0 =  1, к =  1,2,... (2.69)

p - tk - i+ i

и для любой функции ipm , т  — 1,2,...

Щп{ЕпВк- 1 \ На ) <  <5fc, Н0 -  Т, /с =  1, 2,... п >  tk. (2.70)

Из (2.69) и (2.70) получаем для  любой функции /д., при к <  £m+i,

tm
Vк{Вт ) ^  H j) <  ТП, =  1,2, ...,

то есть

lim ик( В т) = 0 ,  к =  1, 2,... (2.71)
т

Легко проверить, что для  любых номеров к и n >  t k справедли­
вы соотношения

Н„ С Г (J  ( Е пВ р - 1  \ В р) )  [ J  В к. (2.72)
' р=1
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Из (2.70), в силу выбора последовательности чисел { Д .}, получаем 
для любой функции vm , m  =  1,2,...

к
P ^ ( \ J { E nB p- l \ B p) ) < S ,  к =  1,2,... (2.73)

р = 1

Из (2.70), (2.73) и (2.68) получаем для п >  t  ̂

ц Д -Bfc) > 6 , к =  1,2,...

С другой стороны, в силу (2.71) и первой части доказательства 
теоремы 2.16 следует

lim гZ ( B k) =  0

равномерно относительно гг.

Полученное противоречие и доказывает в части достаточности 
теорему 2.15.

Так как необходимость утверждения очевидна, то доказатель­
ство теоремы 2.15 завершено.

Следствие 2.16. Пусть функции множества последовательности 
{ ип}  заданы и равномерно квазитреугольные на т -классе С.

Д ля  того чтобы функции последовательности {гД } обладали 
трансдиагональным свойством на кольце Е =  Е (£ ),  порожденном 
классом £, необходимо и достаточно, чтобы они обладали трансдиа­
гональным свойством на спектрах класса С.

Следствие 2.17. Пусть функции множества последовательности 

{vn} заданы и равномерно квазитреугольные на m-классе С.

Если функции последовательности {Д Д  обладают свойством 
равномерной исчерпываемости на С, то они обладают трансдиаго­
нальным свойством на кольце Е =  Е (£ ),  порожденном классом С.

Приведем пример функций множества, которые обладают тран­
сдиагональным свойством, но не являются исчерпывающими.

Т еор ем а  2.16. Пусть функции множества последовательности 
{п п}  аддитивные и заданы на т -классе Е(г/П : Е —> ( —о о ,+ о о )); 
пусть супремации ф , обладает свойством Орлича на Е.
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Если в любом спектре { Е Д  С Е существует такое множество 
о, что последовательность {и Д Е ^ Д }  фундаментальная, то функ­

ции множества последовательности { /у,}  обладают трансдиагонапь- 
ным свойством.

Доказательство. Предположим противное. Тогда, в силу след­
ствия 2.16, существуют число е >  0 и спектр { Е п } с  Е такие, что

lim гД {Е Д  =  0, п  =  1,2,... (2.74)
к

К ( Е п )I >  £, п =  1,2,... (2.75)

В силу (2.74) построим такой нодспектр {Е'п}, ч т о

* ( Е п )  <  ^  п =  1,2,...

Положим
щ  =  1 и Е П2 =  Е {.

Построим такой нодспектр {Е 'Д  с  { Е Д ,  что

■ Ы Еп ) <  2 ^ + 2  > п == i ’ 2’ -

Положим

ь ;1:) -

По индукции построим такую подпоследовательность номеров { щ } ,  
что

’М Е Пк+, ) < ^ т , *  =  1,2,... (2.76)

K fc(£ nJ| > е ,  А: =  1,2,... (2.77)

Обозначим через S' сг-кольцо, порожденное спектром { Е Пк}. Легко 
видеть, что любое множество Е  € S  есть объединение не более, чем 
счетного объединения элементов спектра { Е щ.}.

Так как супремация щ обладает свойством Орлича, то

S  С Е.

Покажем, что каждая функция иПк, к =  1,2,..., -  исчерпывающая 
на cr-кольце S.
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Действительно, пусть { Л р} -  некоторый спектр из S. Положим 

tp =  m in{пА, : Е Пк С Л р\.

Так как {Д ^ }  -  спектр, то tp —» ос. Следовательно,

lim  ьД {Ар ) =  О, 
v

то есть функции иПк, к — 1 , 2 , исчерпывающие на S.
В силу следствия 2.3 функции последовательности {иПк }  равно­

мерно исчерпывающие на S, что противоречит (2.75).

Следствие 2.18. Пусть функции множества последовательности 
{ип} аддитивные и заданы на ег-кольце £ ; пусть супремация ф  — 

— ст-полуаддитивная.

Если в любом спектре { Е п } С £  существует такое множе­
ство Ек0, что последовательность { ип( ) }  фундаментальная, то 
функции множества последовательности { ип}  обладают транс­
диагональным свойством.

Т еор ем а  2.17. Пусть {<рп}  и {ип} -  две последовательности 
функций множества, заданные на m-классе Е; пусть функции после­
довательности & п} -  равномерно квазитреугольные, а функции по­
следовательности { туп}  обладают диагональным свойством, пусть, 
далее, для любого номера п =  1,2,...

ipn Вн­

если  выполняется одно из следующих условий:

1) функции последовательности { д п}  равномерно исчерпываю­

щие;
2) функции последовательности { р п }  обладают трансдиагональ­

ным свойством на спектрах класса £ , то

ipn <  р <  ип на£.

Справедливость утверждения следует из теоремы 2.16, леммы 2.3 
и следствия 2.15.
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Следствие 2.19. Пусть {<рп} и {оп } — две последовательности 
функций множества, заданных на m-классе Е: пусть функции мно­

жества последовательности { уу,}  равномерно квазитреугольные и 
равномерно исчерпывающие; пусть для любого номера п  =  1,2,...

^  Мд на Е.

Если выполняется одно из следующих условий:
1) ип <  р <  (<гк- к >  п )  на Е;
2) последовательность { ип}  возрастающая на S, то

ipn <  р <  vn на Е.

Доказательство. Как условие 1, так и условие 2 обеспечивают 
свойство диагональности для  функций множества последовательно­
сти {//„}. Осталось применить лемму 2.-3.

Замечание 2.12. В следствии 2.19 условие 1) нельзя заменить 
условием

"п п — 1,2,...

Следствие 2.20. Пусть { р п}  и {нп} - последовательности функ­
ций множества, заданных на т -классе S; функции множества, по- 
следовательности {<рп}  равномерно квазитреугольные, а функции 
последовательности {//„,} обладают диагональным свойством; пусть 
для любого номера п =  1, 2,...

Рп < <  vn на Е;

пусть, далее, функции последовательности ( ип} -  равномерно ис­
черпывающие.

Д ля  того чтобы выполнялось условие

Рп <  Р <  Щ  на Е.

необходимо и достаточно, чтобы функции последовательности { р п}  
были равномерно исчерпывающими.

Следствие 2 .2 1 . (Теорема Витали—Хана—Сакса). Пусть функ­
ции множества последовательности {<дп}  и функция и скалярные и
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заданы на а -кольце S; пусть каждая функция д п, п =  1,2,... адап­
тивная и исчерпывающая; пусть в любом спектре { Е п}  существует 
множество Е ко е  { Е п }, для которого последовательность {ipn ( E ko) }  

фундаментальная.
Если для любого номера

ifin «  v на Е,

то
ipn <  р <  v на Е.

Теорема 2.18. Пусть {tpn} и {ип} -  две последовательности 
функций множества, заданы на m -классе Е; пусть функции после­
довательности { р п )  равномерно квазитреугольные, а функции по­
следовательности {гуД обладают’ диагональным свойством; пусть 

для любого номера п =  1,2,...

<рп =  ип на Е;

(v?n < <  Vn и ип «  tpn на Е ), (2.78)

пусть, далее, функции последовательности {п7г}  обладают трансдиа­
гональным свойством на спектрах класса Е.

Д ля  того чтобы выполнялось условие

<Рп <  Р <  "п  на Е,

необходимо и достаточно, чтобы функции последовательности { ipn} 
обладали трансдиагональным свойством.

Доказательство. Достаточность следует из леммы 2.3. 
Необходимость. Пусть { Е п } -  некоторый спектр из Е и { п , }  -  

некоторая подпоследовательность номеров, пусть

И™<Рт(Ек) =  0, i =  1,2,... (2.79)

Так как ип «  ipn , п =  1,2,..., то из (2.79) следует 

Ию щ ^ Е к) =  0, г =  1,2,...
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lim щ к{Е Пк) =  0.

Отсюда, в силу условия <рп «  ип, п  =  1 , 2 , следует

lim &Гк(Е Пк) =  0.

Осталось применить теорему 2.15.

Теорема 2.19. Пусть { д ;) } и {//„} -  две последовательности 
монотонных функций множества, заданных на тте-классе Е; пусть 
функции { tfn } равномерно квазитреугольные, а функции {;/ „} об­
ладают диагональным свойством; пусть каждая функция //„, п — 
=  1,2,..., обладает свойством Орлича; пусть, далее, для любого но­
мера п — 1,2,...

ipn «  /у, на Е.

Д ля  того чтобы выполнялось условие

tpn < V  <  //„ на S,

необходимо и достаточно, чтобы для любого спектра {£ ? „ } С Е, для 
которого

lim ип (Е п) =  0, (2.80)

выполнялось условие

lim tpn{E n) =  0. (2.81)

Доказательство. Достаточность. Прежде всего покажем, что 
для любой убывающей последовательности множеств { Е п}  с  Е, 
для которой верно соотношение (2.80), выполняется условие (2.81).

Предположим противное. Тогда, существует убывающая после­

довательность множеств { Еп} с  Е и число г  >  0 такие, что спра­
ведливо (2.80) и

<Рп(Еп) >  е, п  =  1,2,... (2.82)

Д ля  числа е >  0 в силу условия равномерной квазитреугольности 
функций последовательности {удД найдем число S =  5(e). Так как

Следовательно, по условию теоремы получаем
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функции последовательности {ип } обладают диагональным свой­

ством, то из (2.80) следует

Пусть П[ >  по. Так как ipUl «  vril, то из (2.80) следует существо­
вание номера к\ >  п\. для которого

<Рт (Е кг) <  $■

Положим

Из (2.82) следует
''-рп i ( e i ) >̂ S.

Продолжая процесс, но индукции построим две последовательности 
номеров такие, что

по <  п\ <  к\ <  ... <  щ <  кг <  ...

С другой стороны, так как {e/J -  спектр из £ , для которого 

l im 1Ущ (ек) =  0, i =  1, 2,..., 

то, согласно условию теоремы, получаем

\\шип (Е к) =  0, п >  по. (2.83)

ei — Е П 1 \ E]i l .

Pn ,{E ki) <- i 1 )2 , ...
e-j =  E ni \ E ki. i =  1,2,... 

>  <̂) 'i — 1)2,...

(2.84)

l ip  tp1lk ( ek) =  0, 
к

что противоречит (2.84).

Таким образом, первая часть теоремы доказана. 
Предположим, что условие

(Рп <  р <  ип на £
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не выполняется. Тогда существует последовательность множеств 
{ Е п} С S  и число с >  0 такие, что выполняются условия (2.80) и 
(2.81). Так как функции множества {ип } обладают диагональным 
свойством, то справедливо (2.83).

Пусть щ  >  по. Построим такую подпоследовательность { Е * }  с  
С { Е п}, что

Оо ( Е п) <  опТ 11 ^ ~

Положим

Е П 2 =  £■}, п2 >  пц.

Построим такую подпоследовательность {£ ') ) }  с  { Е * } ,  что

ип2(^ п )  <  2П+2 1 п ~

Положим

Е п, =  E f , П3 >  77,2.

Продолжая процесс, по индукции построим такую подпоследова­
тельность номеров что

vnk{E nk+l) <  * := 1,2,... (2.85)

иПк(Е Пк) >  е, к =  1,2,... (2.86)

Обозначим через S гг-кольцо, порожденное последовательностью 
{Е ф .}. Так как функции vn, п =  1,2,..., обладают свойством Орли­
ча, то

S С Е .

Положим
ОО

Вт, — В Пк, 777 =  1,2,... 
к—гп

Так как каждая функция иПк, к =  1,2,..., обладает свойством Ор­
лича, то

lim vnk{B m) =  0.m
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Отсюда, в силу первой части доказательства, получаем

lim р Пк {В  к) =  О,

что противоречит (2.86). Полученное противоречие и доказывает 

теорему 2.19,
Следствие 2-22. Пусть { р п } и {ип } две последовательности 

функций множества, заданных на m -клаесе £ ; функции последова­
тельности { ип} монотонные н обладают диагональным свойством, а 
функции последовательности { р п } равномерно квазитреугольные; 
пусть каждая функция ип, гг =  1,2,... обладает свойством Орлича; 
пусть, далее, для любого номера п =  1,2,...

р п < <  ип на Е.

Д ля  того чтобы выполнялось условие

р п <  р <  ип на Е,

необходимо и достаточно, чтобы для любого спектра { Е п } С Е, для 

которого
lim ип ( Е п) =  О,

выполнялось условие
lim =  U.

Следствие 2.23. Пусть { р п}  и { и п}  -  две последовательности 
функций множества, заданные на m-классе; пусть функции {vn } 
монотонные и обладают диагональным свойством; пусть для лю ­

бого номера п  =  1,2,... функция ип обладает свойством Орлича, а 

функция р п аддитивная; пусть в любом спектре { Е п } С Е существу­
ет множество Ek0 £ { Е п} такое, что последовательность { р п( Е ^ ) }  
фундаментальная.

Если для любого номера п — 1,2,...

р п < <  ип на Е, то р п <  р <  ип на Е.

Доказательство. Предположим противное. Тогда в силу теоре­
мы 2.20 существует спектр { Е п} С Е и число е >  0 такие, что

lim ип(Е п) =  0,
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^Pni^n) £\ Tl — 1, 2, ...

Как и при доказательстве теоремы 2.20, построим такую последо­
вательность номеров {пд } ,  что

е , к — 1)2,...

Обозначим через S  гх-кольцо, порожденное подспектром { Е Пк}. 
Так как функции ип, п  — 1,2,..., обладает свойством Орлича, то

S C  Е

и каждая функция рПк, к =  1,2,... исчерпывающая на S. Отсю­
да,, в силу условия <рПк < <  иПк, следует, что каждая функция <рп 
исчерпывающая на S.

Следовательно, в силу следствия 2.3 функции последовательно­
сти {<Рпк} обладают свойством равномерной исчерпываемости на S, 
что противоречит (2:87).

Полученное противоречие и доказывает следствие 2.23. 
Теорема 2.20. Пусть на т -классе Е заданы две последователь­

ности монотонных, равномерно квазитреугольных функций множе­
ства {^:п}  и {гдг}. Если каждая пара (<рп, ип), п =  1,2,..., сконден­
сирована на классе С С Е, то из условия

Доказательство. Предположим противное. Тогда существуют 

число с >  0 и последовательность множеств f Е п}  с  Е такие, что

ipn <  р <  vn на, С

следует

(рп < р  < v n на Е.

(2.87)

Р п (Е п)  > 6 ,  п  — 1,2,... (2 .88)
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Д ля  числа е >  0 найдем число 6  =  5(e) в силу условия равномер­
ной квазитреугольности функций { р п} ] для каждого числа ^ най­

дем число б'п — 5 (~ )  в силу условия равномерной квазитреугольно­

сти функций последовательности {ип }. Положим 5п — min{<5, <5П}/  

Переходя, если нужно, к подпоследовательности, будем считать,
что

ип(Е п) <  8п , п =  1, 2,... (2.89)

<Рп(Еп) >  е, п  =  1,2,... (2.90)

Так как каждая пара функций ( р п , vn), п — 1,2,... сконденсирована
на классе С С Е, то существуют такие множества еп е  С, п =

=  1,2,..., что

Р п (Е пА е п) <  <5П и 1Уп(Е пА е п) <  <5П. (2.91)

Из (2.89), (2.90) и (2.91) получаем

^п(бп) <  ~ i н =  1,2,...,

<Лг(е„) > 5 ,  п  =  1,2,..., 

что противоречит условию

р п < р  <  ь>п на С.

Полученное противоречие и доказывает теорему 2.20.

Следствие 2.2\. Пусть { р п} и {Дп}  ~ Две последовательности мо­
нотонных, равномерно квазитреугольных функций множества, за­
данных на т -классе Е; класс С С Е замкнут относительно операции 
объединения. Если каждая функция <рп , п =  1,2,... и каждая функ­
ция ип, п — 1,2,... сконденсирована на т -классе  £ , то из условия

<рп <  р <  i/п на С

следует

рп <  р <  Vn на Е.

Действительно, каждая пара ( р п , 1Уп), п =  1,2,..., сконденсиро­
вана на классе £. Осталось применить теорему 2.21.
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Следствие 2.25. Если {<рп } и (Vn ) две последовательности конеч­
ных мер, заданные на cr-кольце S  =  5 (E ), порожденном кольцом Е, 
то из условия

:rn  <  р <  i'n на Е

следует
<рп <  р <  ип на S.
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Г Л А В А  3 

Р Е Г У Л Я Р Н Ы Е  Ф У Н К Ц И И  М Н О Ж Е С Т В А

ЗЛ . ст^тапологическое пространство

Определение 3.1. Пусть Т  -  некоторое множество; т С 2 1 -  неко­
торый класс подмножеств множества Т , удовлетворяющий аксио­
мам:

1) Т  £ т и 0 € т;
2) класс т  замкнут относительно счетного объединения;
3) класс т замкнут относительно конечного пересечения.
Следуя А.Д . Александрову [1], пространство (Т .т )  будем назы­

вать ст-топологическим, множества класса г  -  открытыми, а их до­
полнения замкнутыми.

Обозначим через ш класс всех замкнутых множеств 
(т-топологического пространства (Т , т );

-  £  С ш и К  С и ; 0 е  С П  А";
£  -  алгебра подмножеств множества Г , причем £  Э т (как по­

казано в примере 3.6), из этого условия, вообще говоря, не следует, 
что алгебра £  является ст-алгеброй;

~ G С ш, класс замкнутых множеств, обладающих свойством: 
из любого счетного открытого покрытия множества С  е  Q можно 
выделить конечное покрытие.

Определение 3.2. ст-топологичеекое пространство (Т , г )  будем на­
зывать £АГ-отделимым (в случае, если С =  К ,  £-отделимым) если 
для любых непересекающихся множеств С  6 С  и Т> G К  существу­
ют непересекающиеся открытые множества U  и д из т, для которых

С  С U  и V  С д.

Очевидно, справедливо

Предложение 3.1. а -  тоиологическоге пространство (Г , т ) - шС 
-  отделимо тогда и только тогда, когда для любых множеств V  & С
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и U  £ т. для которых Т> С Ы существуют множества С  & и) и г9 <Е т 
такие, что

V c t i c C c U .  (3.1)

Определение 3.3. Будем говорить, что класс £ Сш удовлетворя­
ет аксиоме (* ):  если для любых множеств С  £ £  и U  € т таких, что 
С  С U, существуют такие множества V  £ С  и д £ т, что

С с 1? с D с и.

Предложение 3.2. Пусть (Т , т ) -  ст-топологическое простран­
ство; пусть £  -  такой класс замкнутых множеств, что

£\тс  £

и пространство (Г , т ) £  отделимое.

Если С  £ £. a U  и д -  такие открытые множества, что

С  C U (J i£

то существуют такие множества V  £ £  и Е  £ £, что

C  =  £ ( j £ ,  £ > c W ,  £ с 0 .

Доказательство. Так как С\£/ и С \ д  непересекающиеся замкну­
тые множества из £, то существуют непересекающиеся открытые 
множества U  и д  такие, что C \ U  с Ы  и С \ д  С д.

Положим

V  ■= С  \ U  п Е  =  С  \ д.

Ясно, что

V  £ С, Е  е  £ , £> с  U, Е  с  д.

Так как

ТО

x > U £  =  ( ^ ) U ( c \ ,9) =  c \ ^ r H )  =  c -
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Замечание 3.1. В случае, когда (Т ,т )  -  хаусдорфово локально­
компактное топологическое пространство, а £  -  класс компактов, 
из предложения 4.2 следует теорема П .Халм ош а [76, С. 211].

Пример 3.1. Пусть (Т , т ) -  хаусдорфово топологическое про­
странство; пусть £  -  некоторый класс его компактных множеств.

Пространство (Т , т ) является ^-топологическим и £-отделимым. 
Условие 3.1, вообще говоря, не выполняется.

Пример 3.2. Пусть (Т , т) -  хаусдорфово регулярное топологи­
ческое пространство; пусть £  -  некоторый класс его компактных 
множеств.

Ясно, что (Г , т ) — а-топологическое £са-отделимое пространство 
и выполняется условие (3.1).

Пример 3.3. Пусть (Т , т ) -  нормальное пространство; пусть £  и 
К  -  некоторый класс замкнутых множеств.

Очевидно, что (Т , т ) -  топологическое £  А'-отделимое простран­
ство. Условие (3.1) выполняется, если £  -  класс всех замкнутых 
множеств.

Прежде чем сформулировать пример 3.4, введем следующие обо­
значения.

Пусть (Т , г )  -  локально-компактное, хаусдорфово топологиче­
ское пространство. Обозначим

К  -  класс всех компактных множеств;

Ко -  класс всех компактных множеств типа бф:

S  -  a -кольцо борелевских множеств;

So -  ст-кольцо бэровских множеств;

Н -  класс всех открытых борелевских множеств, т.е. Н  =  S  f )  т;

'Но ~ класс всех открытых бэровских множеств, т.е. 'Но =  So f )  т ;

£  -  класс замкнутых борелевских множеств;

£о -  класс всех замкнутых бэровских множеств.

Известно [76, С. 212], что если С  -  компактное множество и U  
-  открытое множество такие, что С  С U, то существуют компакт­
ное типа (^-множество Со и ст-компактное открытое множество Uq 
такие, что

С С Ыо С С0 С U.
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Напомним, что а -компактное открытое множество является бэ- 
ровским.

Теперь можем сформулировать следующие предложения.
Предложение 3.3. Пусть (Т . т) -  хаусдорфово локально-компакт­

ное топологическое пространство. Если С  -  компактное множество, 
a U  -  открытое, такие, что С  С U, то существуют такие бэровские 
множества П0 € 'Но и Т>0 е  Но, что

С С W0 С D0 С U.

Предложение 3.4■ Пусть (Т , т ) -  хаусдорфово локально-компакт­
ное топологическое пространство. Если Е  € S, то существует такое 
открытое множество Ыо £ По, что Е  С U0.

В дальнейшем условимся под С, К , Н. S  понимать либо 
С, К , Н  и S: либо Со, Ко, Но  и Sq.

Пример 3-4• Пусть (Г , т ) -  хаусдорфово локально-компактное 
хаусдорфово топологическое пространство. Пусть Е  £ Но-

Обозначим

н  =  н [ ) е ,

т.е. Н  -  либо класс всех открытых борелевских множеств, содержа­
щихся в Е:  либо класс всех открытых бэровских множеств, содер­
жащихся в Е.

Очевидно, что (Е , Н ) -  ег-топологическое пространство, вообще 
говоря, не являющееся топологическим (например, в случае, когда

H =  H 0f ) E ) .
Пример 3.5. Через С обозначим класс всех замкнутых множеств 

а -топологического пространства (Е ,  Н )  и через К  =  К  f ] E .
Ясно, что

Cf ] E  с  £и К  с С.

Из предложений 3.1. и 3.3 легко видеть, что ( Е , Н ) является 
Е'-отделимым и выполняется условие (3.1).

Пусть (Т , т ) -  некоторое сг-топологическое пространство и Е -  
алгебра подмножеств множества Т , для которой Е D т. Покажем, 
что из этого условия, вообще говоря, не следует, что алгебра Е яв­
ляется ст-алгеброй.
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Пример 3.6. Пусть Т  =  [0; 1]; пусть т -  класс всех открытых 
подмножеств отрезка [0; 1] и пусть ш -  класс всех замкнутых под­
множеств отрезка [0; 1]. Пространство (Т , т ) -  ег-топологическое и 
^-отделимое.

Обозначим через А  класс множеств

А  =  { t ; w } .

Положим С\ -  класс всех конечных объединений множеств из 
А,  т.е. Е  € С\ тогда и только тогда, когда

П

Е  -  U  А к> где { ^ } f c = i с  л -
к= 1

Ясно, что

А С С\.

Обозначим через Gi класс всех разностей элементов из £ i, т.е. Е  G 
Q\ тогда и только тогда, когда Е  =  А  \ В ,  где А , В е С \ .

Обозначим через £ 2  класс всех конечных объединений элемен­
тов класса Gi, а через G-2 -  класс всех разностей элементов из £ 2  и 
т.д.

Продолжив процесс, построим две последовательности мно­
жеств { £ п}  и {Gn}. Ясно, что

А  С £х С 0!  С £ 2 С 0-2 С ... С £ „  С Gn С ... (3.2)

Положим ОО
£  =  (J  В п. (3.3)

п— 1

Очевидно, что Е -  алгебра, такая, что Е D r .  Покажем, что алгебра 
Е не является ст-алгеброй.

Обозначим через S  класс подмножеств Е  С Т , обладающих свой­
ством: существует интервал ( а , /3), для которого

(а,/3) C £ p | £ i ,  (3.4)
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где Е  - замыкание множества Е, Е 1 -  дополнение множества Е  
до Т.

Отметим свойства класса множеств S.
1) Класс S  -  не пуст.
2) Если Е  ф S, то Е '  ф S.
3) Если А, В  ф S, то

A { J  В  g  S, А В  £  S, А \  В  $ S.

4) Д ля  любого промежутка <  а,Ъ >С [0; 1] следует <  а,Ь >ф S.
5) Если U  € т, то U  £  S.
6) Если Е  £ £ , то Е  ф. S.
Таким образом, алгебра £  не является сг-алгеброй.
Пусть (Т , т ) -  сг-топологическое пространство; £  -  алгебра под­

множеств множества Т ,  причем £  т; предполагается, что рассмат­
риваемые функции множества семейства Ф =  {tp}, если не оговоре­
но противное, заданы на алгебре £ , принимают значения из [0, +оо] 
и <р(0) =  0.

Через tp, как обычно, будем обозначать супремацию функции 
tp € Ф, т.е.

ф {Е )  =  sup\tp(A), А  е  £ p | S } ’ Е  с  Т.

Если функция множества tp принимает значения из т.а.г. (X , р), то, 
как обычно, положим

<pv ( E )  =  {<p(A), Л е £ р | £ } ,  Е С Т .

Если Фо С Ф и V  с  £ , то обозначим

Ф о (^ )  =  и ^ У(£;) ’ Е

Определение 3-4- Пусть £  -  некоторый класс замкнутых мно­
жеств. Будем говорить, что функция множества <р£-регулярная 

(слабо С -регулярная) на классе V  с  £ ,  если для любого числа е >  0 
и для  любого множества Е  Е V  существует такое замкнутое множе­
ство С  е  С, что

С  С Е  и ф (Е  \ С )  <  е

109



(соответственно, С  С Е  и <р(Е \ С )  <  е).
Определение 3.5. Пусть С -  некоторый класс замкнутых мно­

жеств; пусть (X , г/) -  т.а.г. Будем говорить, что функция <р : £  —> 
(Х , г ) )  £-регулярная (слабо £ -регулярная) на классе V  С £ , если 
для любой окрестности U  Е q и для  любого множества Е  £ V  суще­
ствует такое замкнутое множество С  € С, что

С  с Е и р Н ( Е \ С )  C U

(соответственно, С  С Е  и Д Х  \ С ) б М ) .

Предложение 3.5. Пусть (Т , т ) —ст-топологическое пространство; 
Ti С  т a Q С ш (т.е. такой класс замкнутых множеств, что из любого 
счетного открытого покрытия которых можно выделить конечное 
покрытие).

Если функция tp ^-регулярная на классе т-открытых множеств, 
то она исчерпывается на т.

Следствие 3.1. Пусть (Т , т ) -  хаусдорфово топологическое про­
странство и Е алгебра подмножеств множества Т ,  причем £  D т С 
-  некоторый класс компактов. Если функция £-регулярная на 
классе т, то она исчерпывающая на т.

Предложение 3.6 . Пусть (Г , т ) -  хаусдорфово топологическое 
пространство; алгебра множеств £  такова, что £  Э  т и £  -  некото­

рый класс компактов.
Если функция р  квазитреугольная и регулярная £ , то непре­

рывная сверху в нуле £.
Замечание 3.2. Из предложения 3.7 получаем справедливость из­

вестной теоремы А .Д . Александрова [1] о с-аддитивности конечной 
регулярной аддитивной функции множества.

Предложение 3.1. Пусть (Т , т ) -  с-тоиологическое пространство; 
пусть алгебра £  D т.

Если функция £-слабо регулярная (£-регулярная) на классе 
т, то для любого замкнутого множества С  и для  любого числа е >  О 

существует такое открытое множество U  С т, что

С  С U  и <p{U \ С )  <  е 

(соответственно, С  С U  и <p(U \ С )  <  е ).
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Доказательство. Пусть множество С  € ш, т.е. С  замкнутое. 
Положим Е  — Т  \ С . По условию существует такое замкнутое мно­
жество V  £ С, что

V  С Е  и ip (E  \ V )  <  s

(соответственно, V  С Е  и f i (E  \ V )  <  е)
Множество

W =  Т \ Г >

искомое.
Замечание 3.3. Д ля  групно-значных функций множества спра­

ведливы аналоги предложений 3.5-3.7. Например,
Предложение 3.8. Пусть (Т , т ) -ст-тоиологическое пространство, 

пусть алгебра У D т. Если функция </>, заданная на У, со значени­
ями в т.а.г. (X , г/) £-слабо регулярная (^-регулярная) на классе т, 
то для любого множества С  € и  и для  любой окрестности 0 £ ?/ 
существует такое открытое множество U  £ т, что

С  d  U  я <p(U \ С ) € 0,

(соответственно, С  d U  я (Ы \ С )  Ci? ).
Теорема 3.1 (Лемма Урысона). Пусть (Т , т ) -  сг-топологиче- 

ское пространство; пусть класс С d  со удовлетворяет аксиоме (* ); 
пусть С  <Е С и U  <= т таковы, что С  С Ы. Тогда существует такая 
непрерывная функция / : Т  —> [0,1], что

/./ ч _  Г 0, если ,т € С,
( 1, если ж Е Т \ Ы .

Д ля  любого числа а 6 [0,1) существует такая последовательность 
множеств { С п}  С £ , что

ОО
/ _1 ( ( - о с ,а ] )  =  Р| С п.

П— 1

3.2. Постановка задачи

По-видимому, впервые наиболее полно вопрос о влиянии регу­
лярности функции множества на ее свойства изучал А .Д . А лек­
сандров [1,2].
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Например, в предложениях 3.5, 3.8 и в следствии 3.1 показано о 
связи регулярности функции <р и ее непрерывности.

В самостоятельное направление выделились теоремы, в кото­

рых конечные меры семейства Ф =  {<р} определены на борелев- 
ской ст-алгебре Е топологического пространства (Т , т ), причем усло­
вия (например, «поточечной» ограниченности мер семейства Ф =  
=  {у ;} или равномерной исчерпываемости, сходимости lim <рп ( Е )  — 
— о (Е )  Е  € Е ) выполняется не на всей ст-алгебре Е, а лишь на ее 
части, (на открытых множествах т  или даже на некоторой части 
класса открытых множеств).

Основные результаты в этом направлении принадлежат J. Die- 
donne [97j.

Теорема 3.2. Пусть (Т , т ) -  компактное хаусдорфово топологи­
ческое пространство; Ф =  {<р} -  семейство конечных регулярных 
борелевских мер, заданных на ст-алгебре Е борелевских множеств 
пространства (Т , т):

а) Если для любого открытого множества U  £ т

sup{|<p(W)|, <р € Ф } <  OG,

то
sup{|(p(£’)|, ip £ Ф, Е  € Е ) <  ос;

б) Если меры семейства Ф =  {^[-равномерно исчерпывающие 
на классе открытых множеств, то они равномерно исчерпывающие 
на ст-алгебре Е, то есть справедлива импликация

(.P U T) T => (F U ) z .

Теорема 3.3. Пусть (Т , т) компактное хаусдорфово топологи­
ческое пространство; пусть {<рп {-последовательность конечных ре­
гулярных борелевских мер, заданных на ст -  алгебре борелевских 
множеств пространства (Т , т ).

Если для любого открытого множества U  е  т

lim ( fn{U )  =  <р0 (U ) ,  

то для любого множества Е  € Е

lini<pn ( E )  =  р о {Е ).
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Теоремы Дъедонне, как и теорема Никодима, подвергались мно­
гочисленным обобщениям в различных направлениях:

-  менялся класс функций множества;
-  менялся класс топологических пространств (Т , т );

-  брались различные части класса открытых множеств;
-  менялось множество значений рассматриваемых функций мно­

жества;
-  менялось понятие «ограниченного» множества в т.а.г. (Х,г/);
менялись как понятие регулярности, так и класс замкнутых мно­

жеств, относительно которого определяется регулярность функции 

множества р.
Регулярность борелевской меры р  понималась как регулярность 

ее полной вариации \р\ относительно класса компактов, т.е. для 
любого множества Е  € £  и для любого числа е >  0 существует 

такой компакт С, что

С  С Е  и \<р\(Е \ С )  <  е.

A. Grothendieck [121] обобщил теоремы Дьедонне на аддитивные 
ограниченные функции множества.

B.В. Wells, сохранив требование компактности пространства, до­
казал, что «поточечной» ограниченности достаточно требовать на 
регулярных открытых множествах.

J. Кирка [133] -  достаточно «поточечной» ограниченности на 
множествах из некоторого аксиоматически определенного класса 
(типа открытые множества вида F a или бэровские открытые мно­
жества) .

P. Morales [148] перенес результаты работы J. Кирка на семей­
ство мер со значениями в т.а.г. (X , ?/) с требованием 2-ограничен­
ности (т.е. определения ограниченного множества группе (А , г]) в 
смысле Бурбаки).

В.М. Климкин, Т.А. Срибная доказывают теорему 3.3 Дьедонне 
для произвольного сг-топологического пространства, причем рас­
сматриваемые функции множества неаддитивные.

J. Stein заменил условие компактности топологического про­

странства (Т , г]) на условие регулярности.
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Е. Рар[150] обобщил теорему Дьедонне для хаусдорфова топо­
логического пространства и в работе [151] -  д ля  неаддитивных 

функций множества в случае локально-компактного топологическо­
го пространства.

А.Н. Саженков [68] доказал теорему Дьедонне для .F-отделимых 
сг-топологи ческих пространств.

Л .Д . Рашкин обобщил теорему 3.3 Дьедонне на класс слабо ре­
гулярных /-композиционных функций на регулярном топологиче­
ском пространстве.

Б.В. Пахаев [55] получил аналог теоремы 3.3 Дьедонне для слабо 
регулярных Х-внешних мер.

Всюду в дальнейшем, если не оговорено противное, предполага­
ется, что

-  (Т , т) -  некоторое а -топологическое пространство.

-  Е-алгебра подмножеств множества Г , для которой Е Э т;
-  из -  класс всех замкнутых множеств пространства (Г , т );

-  £  и К  -  некоторые классы замкнутых множеств;

-  функции множества семейства Ф  =  {</?} заданы на алгебре Е, 
принимают значения из [0, +ос] и Д 0 ) =  0;

- р  супремация функции <р\
-  используемая терминология (свойство выборки, «поточечной» 

ограниченности, равномерная ограниченность, свойство выпукло­
сти и т.д.) приведена в главе 3.

Определение 3.6. Будем говорить, что функции множества се­
мейства Ф =  { р }  во £-регулярные (слабо во£-регулярные) на клас­
се множеств V  С Е, если существует такое число во >  0, что для 
любого множества Е  £ V  и для любой функции (р 6 Ф  существует 
такое множество С  € £  (зависящее от множества Е  <Е F  и функции 
ip € Ф), что

С  С Е  и р { Е  \ С )  <  £0

(соответственно, С  С Е  и р ( Е  \ С )  <  во).
Определение 3.7. Пусть (X , г/) -  т.а.г. Будем говорить, что функ­

ции множества семейства Ф  =  { р } ,  заданные на Е со значениями 
в т.а.г. (Х , г } )д о- £-регулярные (слабо д0, £-регулярные) на классе 
множеств V  С Е, если существует такая окрестность /ф <е //, что
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для любого множества Е  6 V  и для любой функции р  Е Ф суще­
ствует множество С е  £  (зависящее от множества Е  е  "Р и функции 
V? € Ф), для  которого

С  С Е й  p w( E  \ С )  С д 0

(соответственно, С  С Е  и <д(£? \ С ) € $о).
Предложение 3.9. Если функции множества семейства Ф =  

— { д }  £о (/-регулярные на классе т, то супремации семейства 
{р ,  р  £ Ф } равномерно ограничены на спектрах класса т.

Доказательство проходит по аналогии с доказательством пред­
ложения 3.5.

В параграфе 3.2 решаются две задачи:

1) при каком условии функции множества семейства Ф =  { д }  
слабо EqC-регулярные на Е будут равномерно ограничены на Е;

2) при каком условии функции множества семейства Ф =  { д }  
слабо ео-С-регулярные на Е и «поточечно» ограниченные на классе 
т будут равномерно ограничены на Е, (каких-либо предположений 
относительно какой-либо формы «полуадцитивности» и непрерыв­
ности у рассматриваемых функций множества не предполагается).

Таким образом, в этом параграфе доказан принцип равномерной 
ограниченности (глава 1) для семейства слабо едЛ-регулярных на 
S  функций множества.

В работе [1] А .Д . Александров показал, что в любом некомпакт­
ном нормальном а-топологическом пространстве существует адди­
тивная исчерпывающая конечная функция множества, полная вари­

ация |д| которой регулярная относительно класса всех замкнутых 
м нож ест в , но функция р  не является непрерывной сверху в ну­
ле. Естественно возник вопрос -  будет ли регулярная сг-адцитивная 
функция множества р  исчерпывающей.

А .Н . Саженков в работе [64] дал положительный ответ на по­
ставленный выше вопрос, т.е. регулярная относительно класс за­
мкнутых множеств (т-аддитивная функция множества является ис­
черпывающей.

В работе [175] В.М. Климкин указал довольно широкий класс 
иеаддитивных функций множества, для  которых из регулярности
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относительно класса замкнутых множеств и непрерывности сверху 
в нуле следует наличие свойства исчерпываемости.

3.3. Равномерная ограниченность одного семейства сла­
бо регулярны х функций множества

Теорема 3.4. I Тусль (Т , т ) -  некоторое ст-то пологи чес кое 
£/у-01де.щщре пространство; пусть Е -  алгебра подмножеств мно­
жества Т , причем S  3  т; пусть, далее, функции множества семей­
ства Ф =  { р }  слабо ео-С-регулярные на Е и со К -  ре гуля рн ые на клас­
се т.

Д ля  того чтобы

нир{(д(Е ), р е  Ф, Е  £ Е } <  оо, (3.5)

необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия:
1) функции семейства Ф =  {</?} обладают свойством выборки;

2) для любого спектра {U n } открытых множеств

sup{y>(Z4n), р е  Ф, п е  N }  <  оо. (3.6)

Доказательство теоремы 3.4 опирается на следующие леммы, 
в формулировках которых используются обозначения теоремы 3.4.

Лемма 3.1. Пусть функции множества семейства Ф =  {<д} слабо 
еоЕ-регулярные на Е и обладают свойством выборки; пусть Е е  Е. 

Если

sup{ р ( Е ) ,  р> е  Ф } <  оо (3.7)

и

su p f^ -E 1), р>е Ф } =  оо, (3.8)

то существуют последовательность функций { р п}  с Ф и последо­
вательность множеств {Fn} С С, для  которых Fn с  Е, п  — 1,2,... 
и

sup{(pn(F n), п  =  1,2,... }  =  оо.

Лемма 3.2. Пусть функция множества <р слабо EqC -  регулярная 
на Е; пусть С  е  С и U  € т.

116



Если С  С U, то существует такое открытое множество Uq G т,
что

С  с  Ко С и и <y(ZY0 \ с*) <  е0-

Лемма 3.3. Пусть функции множества семейства Ф =  { у }  слабо 
£:о£ регулярные на Е.

Если выполняются условия
1) функции семейства Ф — {уф обладают свойством выборки на

Е:
2) функции семейства Ф =  {уз} -  слабо еоА-регулярные на т;

3) для любого спектра { Ып}  открытых множеств справедливо 

(3.6),

то для любого множества F  £ К  существует такое открытое 

множество U  £ т, что F  С U  и

8пр{<дф/ \ F ) ,  уз е  Ф } <  оо. (3.9)

Лемма 3.J,. Пусть выполнены условия теоремы 3.3; пусть U  £ т. 

Если

sup{y?(ZY), у> 6 Ф } =  оо, 

то для любого числа т  существуют функция уз € Ф и множества

F  е  C f \ u ,  С  е  A p | w . Л е т .  В  е т

такие, что Л  f )  В  =  0,

F  С  А,  С  С  .В,уз(Л) > т , у>(В) > т ,

SU <  оо. (3.10)

{ p ( U \ ( F \ J C ) ) < e 0.

Рассмотрим теперь частный случай теоремы 3.4, когда класс 

К  — Q, где Q - класс замкнутых множеств, обладающих свойством: 
из любого счетного, открытого покрытия, можно выделить конеч­
ное покрытие.
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Теорема 3.5. Пусть (Т ,  т) -  о -топологическое ££/-отделимое 
пространство; пусть Е -  алгебра подмножеств множества Т,  при­
чем S D т; пусть, далее, функции множества семейства Ф =  {у>} 
слабо с()£-регулярные на Е и со<?-регулярные на т.

Д ля  того чтобы функции семейства Ф =  {у>} были равномерно 
ограничены на S, т.е. было справедливо (3.5), необходимо и доста­
точно, чтобы выполнялись условия:

1) функции семейства Ф =  {уф обладали свойством выборки;
2) для любого открытого множества U  € т

аир{<Д^), у? £ Ф } <  оо. (3.11)

Следствие 3.2. Пусть (Т , т ) -  а -топологическое £/\'-отделимое 
пространство; пусть Е -  алгебра подмножеств множества Т ,  при­
чем Е D т; пусть, далее, функции множества семейства Ф =  {уз} 
/-композиционные (а тем более аддитивные), слабо ео£-регулярные 
на Е и сЛ'-регулярные на т.

Д ля  того чтобы функции семейства Ф =  {уф были равномерно 
ограничены на Е, т.е. справедливо (3.5), необходимо и достаточно, 
чтобы для любого спектра {U n} открытых множеств выполнялось 

условие (3.6).
Следствие 3.3. Пусть (Т , т ) -  а-топологическое, £(Дотделимое 

пространство; пусть Е -  алгебра подмножеств множества Г , пусть, 
далее, функции множества семейства Ф =  {уф /-композиционные 
(а тем более аддитивные), слабо ео^-регулярные на Е и £о£-регу- 

лярные на т.
Д ля  того чтобы функции семейства Ф =  {уф были равномерно 

ограничены на Е, т.е. справедливо (3.5), необходимо п достаточно, 
чтобы для любого открытого множества U  G т было справедливо 
условие (3.7).

Следствие 3-4- Пусть (Т ,т )  -  а-топологическое, ££/-отделимое 
пространство; пусть Е -  алгебра подмножеств множества Т , при­
чем Е Э т; пусть, далее, функции семейства Ф — {уф слабо 
цф-регулярные на Е и £о(у-регулярные на т.

Д ля  того чтобы функции семейства Ф =  {уф были равномерно 
ограничены на Е, т.е. выполнялось (3.5), необходимо и достаточно, 
чтобы выполнялись условия:
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1) функции семейства Ф =  {<£>} обладали свойством выборки;

2) функции семейства Ф =  {</?} были «поточечно» ограничены 
на классе открытых множеств, т.е. выполнялось условие (3.7).

Следствие 3.5. Пусть (Г, т ) -  сг-топологическое, ^ -о т д е л и ­
мое пространство; пусть £  -  алгебра подмножеств множества Т , 
причем £  с  т; пусть, далее, функции множества семейства 
Ф ~  {v?} /-композиционные (а тем более аддитивные), слабо 
£о<?-регулярные на £  и ео^-регулярные на т.

Д ля  того чтобы функции семейства Ф — {р>} были равномерно 
ограничены на £, т.е. справедливо (3.5), необходимо и достаточно, 
чтобы они были «поточечно» ограничены на классе открытых мно­
жеств, т.е. выполнялось условие (3.7).

Т ео р е м а  3.6. Пусть (Т , т ) - а- топологическое £ / t-отделимое 
пространство; £  -  алгебра подмножеств множества Т ,  причем £  D  

D  т: функции множества семейства Ф =  {<р} заданы на алгебре 
£  и принимают значения из т.а.г. (X,?/); /3 =  { В п} о.с. в группе 
( Х,г})\ Uq G 0; пусть, далее, функции множества семейства Ф =  {у>} 
-  слабо 77о£-регулярные на £  и UeА'-регулярные на классе т.

Д ля  того чтобы множество Ф (£ )  было /^-ограничено, необходимо 
и достаточно, чтобы выполнялись условия:

1) функции семейства Ф =  {<д} обладают свойством выборки 
относительно о.с. 0 \

2) для любого спектра открытых множеств {Un} множество 
Ф ({/ Ф }) /^-ограничено.

Замечание 3.\. Подобно тому, как, применяя теорему 3.4, полу­
чили теорему 3.5 и следствия 3.2-3.5, для грунпозиачных функций 
множества можно применить теорему 3.6.

Следующая теорема (теорема 3.7) значительно усиливает теоре­
му 3.4, (вместо условия ео /1 - р е гул я р н о от и на. классе открытых мно­
жеств рассматривается условие слабой е0К -регулярности на классе 
открытых множеств), но ввиду того, что на практике более часто 
применяется теорема 3.4, мы дали независимое доказательство тео­
ремы 3.4.

Т е о р е м а  3.7. Пусть (Т , т) -  а -топологическое £/v-отделимое 
пространство; пусть £  -  алгебра подмножеств множества Т , причем
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E D r ;  пусть, далее, функции множества семейства Ф =  {у : } слабо 
£о£-регулярные на Е и слабо еА'-регулярные на классе т.

Д ля  того чтобы функции множества семейства Ф — {уз} были 
равномерно ограничены Е, т.е.

sup{<р(Е), ^  G Ф, Е  € Е } <  оо,

необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия:
1) функции семейства Ф — {у>} обладают свойством выборки;
2) для  любого открытого множества Н  существует такое чис­

ло 1(H) ,  что для любой функции уз G Ф найдется конечный набор 
множеств

{ Р Ь Р 2,... ,Р ПД  c t f f l ( £ ( j K ) ,

для которых

f ( H \ { J V , ) < l ( H y ,  
к =  1

3) для любого спектра открытых множеств {U n}

sup{ f ( U n), f  G Ф, n G Л'"} <  оо.

Доказательство достаточности опирается на следующие лем­
мы, которые формулируются в предположении, что выполнены 
условия и обозначения теоремы 3.7.

Лемма 3.5. Пусть уз £ Ф, U  G т, Е  € Е и п  G N .  Если

Е  C U  и ip (E )  >  £ (п ,е0),

то существует такое открытое множество V  G т, что

Е  С V  С И  и <f (V)  >  п.

Лемма 3.6. Пусть U  € т. Если

sup{<p(£7), уз € Ф } =  оо, (3.12)

то для любого числа п  существуют функция множества уз € Ф 
и непересекающиеся множества С  € С и Т> G К ,  для которых

C ( ^ j p  С 77, if>(C) >  п  и у>(Р) >  п.
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Лемма 3.7. Пусть Ы 6 т. Если

то существует такое открытое множество V  £ г, что V  C U ,

sup{y>(E), у? 6 Ф ) =  оо 

и для любого множества Р  € V f ) (£  (J К)

s u p {£ (P ),  у? е  Ф } <  оо.

Лемлт 3.8. Пусть V  е  C \ J K .  Если

кнр{у?(Р), уз G Ф ) <  ос, (3.14)

то существует такое открытое множество Н,  что Р  С Н  и

sup {yp (# ), уз £ Ф } <  оо.

Теорема 3.8, Пусть (Г , т ) -  <т-топологическое, £Л'-отделимое 
пространство; пусть £  -  алгебра подмножеств множества 27 при­
чем £  D г; пусть функции множества семейства Ф =  {уз} слабо 
То£-рсгулярныс на £  и слабо ео-^-регулярные на т; пусть, далее, 
для любого открытого множества U  £ г

sup{y>(ZY), уз £ Ф } <  оо.

Д ля  того чтобы

sup{ ( р(Е) ,  уз £ Ф, Е  £ £ }  <  оо,

необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия:
1) функции семейства Ф =  {уз} обладают свойством выборки;

2) для любого открытого множества Н  существует такое число 

1(H), что для любой функции уз € Ф найдется такой конечный набор 
множеств

{ V } , V 2 , . . . ,V nJ  с  H f ] ( £ \ J  К ) .

sup{ ) ,  у? е Ф}  =  оо, (3.13)
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что flip
ф (Н  \ Q  V ,  </ (// );

г=1
3) функции множества семейства Ф — {у?} равномерно ограни­

чены на спектрах открытых множеств.
Замечание 3.5. В теоремах 3.7 и 3.8 условие 2) выполняется ав­

томатически, если функции семейства Ф =  {уф £ о /7 - р е г у л  я р н ы е на 

т.
Ясно, что из ^-регулярности (слабой £-регулярности) следу­

ет со£-регулярность (соответственно, слабая eq С -  регулярность) 
функции множества.

Поэтому справедлива, например,
Теорема 3.9. Пусть (Т , т ) -  а-тонологическое £/\-отделимое 

пространство; пусть £  -  алгебра подмножеств множества Т ,  причем 
£  Э т; пусть, далее, функции множества семейства Ф =  {уф слабо 
^-регулярные на £  и слабо К-регулярны е на классе т.

Д ля  того чтобы функции множества семейства Ф =  {уф были 
равномерно ограничены на £, т.е.

sup{y?(.E), у? G Ф, Е  G £ }  <  оо,

необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия:
1) функции семейства Ф =  {уз} обладают свойством выборки;
2) для любого открытого множества Н  существует такое чис­

ло 1(H) ,  что для  любой функции <р G Ф найдется конечный набор 
множеств

{ V x, V 2 , . . . ,V n } C H f ] ( C \ j K ) ,  

для которых
Пр

p ( H \ \ J V p) < l ( H ) -
р=1

3) для любого спектра открытых множеств {Ып }  С т

sup{y>(Z7n), у? G Ф, п G N }  <  оо.
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