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Ââåäåíèå

Íàñòîÿùàÿ áðîøþðà îðèåíòèðîâàíà íà ñòóäåíòîâ 3-ãî êóðñà ìà-
òåìàòè÷åñêîé ñïåöèàëüíîñòè �Êîìïüþòåðíàÿ áåçîïàñíîñòü�, ïðèñòó-
ïàþùèõ ê èçó÷åíèþ êóðñà �Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ñòàòèñòèêà�. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ê òðåòüåìó êóðñó ñòóäåíòû óæå
çíàêîìû ñ îñíîâàìè êîìáèíàòîðèêè, íà ïåðâûõ ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿ-
òèÿõ ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé âåñüìà æåëàòåëüíî äàòü êðàòêîå íà-
ïîìèíàíèå îñíîâíûõ îïðåäåëåíèé è ìåòîäîâ êîìáèíàòîðèêè. Äëÿ
ýòîé öåëè è íàïèñàíî äàííîå ïîñîáèå. Êðîìå òîãî, ýòî ïîñîáèå ìî-
æåò ñëóæèòü è äëÿ ïåðâîíà÷àëüíîãî îçíàêîìëåíèÿ ñ ïðåäìåòîì.
Â íàñòîÿùåì ïîñîáèè ïðèíÿòî ýëåìåíòàðíîå èçëîæåíèå, ïîýòîìó
â íåì íåò ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé [1, ñòð. 47]. Áîëåå ïðîäâèíóòîå
èçëîæåíèå êîìáèíàòîðíûõ ìåòîäîâ ìîæíî íàéòè â êíèãàõ [2, 3].

Îñåíüþ 1968 ãîäà Øàòñêèõ Ñ.ß., àñïèðàíòó ïåðâîãî ãîäà êàôåä-
ðû âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè Êàçàíñêîãî óíèâåðñèòåòà, ïîðó÷è-
ëè âåñòè ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ ïî êóðñó �Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé�.
Íàïóòñòâóÿ åãî ïåðåä íà÷àëîì çàíÿòèé, ïðîôåññîð À.Â. Ñóëüäèí
ñêàçàë: �Òîëüêî íå óâëåêàéòåñü çàäà÷àìè íà êîìáèíàòîðíûå âåðî-
ÿòíîñòè, íàøè ñòóäåíòû èõ äîâîëüíî ïëîõî ðåøàþò, à çà íåñêîëüêî
÷àñîâ Âû èõ êîìáèíàòîðèêå âñå ðàâíî íå íàó÷èòå�.

Îñåíüþ 1982 ãîäà âî âðåìÿ ðàçãîâîðà ñ ïðîôåññîðîì Á.Â. Ãíå-
äåíêî íà êàôåäðå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåí-
íîãî óíèâåðñèòåòà ÿ óñëûøàë îò Áîðèñà Âëàäèìèðîâè÷à ñëåäóþ-
ùåå: �Òîëüêî íå äàâàéòå íà ýêçàìåíå çàäà÷è íà êîìáèíàòîðíûå âå-
ðîÿòíîñòè, èõ áûñòðî ðåøàþò äàæå ñòóäåíòû, íå ïîñåùàâøèå çàíÿ-
òèé, ïîýòîìó õîðîøåå ðåøåíèå ýòèõ çàäà÷ íå ìîæåò ñëóæèòü îñíî-
âîé äëÿ ïðîâåðêè çíàíèé ìàòåðèàëà êóðñà òåîðèè âåðîÿòíîñòåé�.

Ñðàâíåíèå ýòèõ äâóõ âûñêàçûâàíèé ïîêàçûâàåò íå òîëüêî ðàç-
íèöó óðîâíåé ñòóäåíòîâ ìåõìàòîâ ÌÃÓ è ÊÃÓ, íî è ñóùåñòâîâàíèå
îïðåäåëåííîé ìåòîäè÷åñêîé ïðîáëåìû ïðåïîäàâàíèÿ êîìáèíàòîðè-
êè.

Ïî ñâîåìó îïûòó ìîãó îòìåòèòü, ÷òî õîðîøèå ñòóäåíòû, áåç âñÿ-
êèõ äîïîëíèòåëüíûõ îáúÿñíåíèé, äîâîëüíî áûñòðî ñïðàâëÿþòñÿ ñ
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ñòàíäàðòíûìè çàäà÷àìè íà êîìáèíàòîðíûå âåðîÿòíîñòè, õîòÿ ïîä-
÷àñ è íå ìîãóò õîðîøî îáúÿñíèòü ðåøåíèå. Ñðåäíèå ñòóäåíòû ðå-
øàþò òàêèå çàäà÷è äîâîëüíî ïëîõî äàæå ïîñëå ïîäðîáíûõ îáúÿñ-
íåíèé. Ðàçóìååòñÿ, ïîäîáíûå ñèòóàöèè âîçíèêàþò è ïðè èçó÷åíèè
äðóãèõ ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè. Îäíàêî ïðè èçó÷åíèè êîìáèíàòîðèêè
ýòè ïðîáëåìû âûðàæåíû íàáîëåå ðåçêî.

È çäåñü âàæíî îáúÿñíèòü ñòóäåíòàì òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî îñ-
íîâíûå îáúåêòû êîìáèíàòîðèêè ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ñ ðàçëè÷-
íûõ òî÷åê çðåíèÿ. Òàê ïåðåñòàíîâêè ìíîæåñòâà ðàçëè÷íûõ ýëåìåí-
òîâ ÿâëÿþòñÿ óïîðÿäî÷åííûìè âûáîðêàìè ìàêñèìàëüíîãî îáúåìà
áåç âîçâðàùåíèÿ, à ïåðåñòàíîâêè ñ ïîâòîðåíèÿìè, òàê æå, êàê è ïå-
ðåòàñîâêè, � óïîðÿäî÷åííûìè ðàçáèåíèÿìè. Íåóïîðÿäî÷åííûå âû-
áîðêè áåç âîçâðàùåíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è êàê ïîäìíîæåñòâà,
è êàê �ìàðøðóòû�, è êàê ñïîñîáû� ðàññåëåíèÿ ñêâîðöîâ ïî ñêâîðå÷-
íèêàì�. Èìåííî ðåøåíèå òàêîãî ðîäà çàäà÷ ïîçâîëÿåò âûðàáîòàòü
�êîìáèíàòîðíóþ� èíòóèöèþ.

×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ðàçíûå òî÷êè çðåíèÿ ïðèâîäÿò ê îäíîìó
è òîìó æå ðåçóëüòàòó, ëó÷øå âñåãî èñïîëüçîâàòü áèåêòèâíîå äîêà-
çàòåëüñòâî: �Ëó÷øå ïðåäúÿâèòü ÿâíî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåò-
ñòâèå (áèåêöèþ) ìåæäó äâóìÿ êîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè, ÷åì ïðîñòî
äîêàçàòü, ÷òî îíè èìåþò îäèíàêîâîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ. Äîêàçàòåëü-
ñòâî, êîòîðîå ïîêàçûâàåò, ÷òî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî S ñîäåðæèò m
ýëåìåíòîâ, ïîñòðîåíèåì ÿâíîé áèåêöèè ìåæäó S è íåêîòîðûì äðó-
ãèì ìíîæåñòâîì, çàâåäîìî èìåþùèìm ýëåìåíòîâ, íàçûâàåòñÿ êîì-
áèíàòîðíûì èëè áèåêòèâíûì äîêàçàòåëüñòâîì� (ñì. [4, ñòð. 27]).

Â íàñòîÿùåì ïîñîáèè òåîðåìû è çàäà÷è íóìåðóþòñÿ ïî ãëàâàì,
à äëÿ ðèñóíêîâ èñïîëüçóåòñÿ ñêâîçíàÿ íóìåðàöèÿ ÷åðåç âåñü äîêó-
ìåíò.
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1 Ïåðåñòàíîâêè

1.1 Ïðàâèëî ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ

Ïðè ðåøåíèè êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷ ÷àñòî èñïîëüçóþò ñëåäóþ-
ùèå ïðîñòûå ïðàâèëà1.

Ïðàâèëî ñóììû. Ïóñòü òðåáóåòñÿ âûïîëíèòü n äåéñòâèé.
Åñëè ïåðâîå äåéñòâèå ìîæíî âûïîëíèòü m1 ñïîñîáàìè, âòîðîå
äåéñòâèå � m2 ñïîñîáàìè è òàê äàëåå, n-îå äåéñòâèå � mn ñïî-
ñîáàìè, è íåò äâóõ ðàçëè÷íûõ äåéñòâèé, êîòîðûå ìîæíî áûëî áû
âûïîëíèòü îäíèì îáùèì ñïîñîáîì, òî âûïîëíåíèå âñåõ n äåéñòâèé
ìîæíî îñóùåñòâèòü m1 +m2 + . . .+mn ÷èñëîì ñïîñîáîâ.

Ïðàâèëî ïðîèçâåäåíèÿ. Ïóñòü òðåáóåòñÿ âûïîëíèòü îäíî
çà äðóãèì n äåéñòâèé. Ïðè÷åì âûïîëíåíèå êàæäîãî ïîñëåäóþùå-
ãî äåéñòâèÿ íå çàâèñèò îò âûïîëíåíèÿ ïðåäûäóùèõ. Åñëè ïåð-
âîå äåéñòâèå ìîæíî âûïîëíèòü m1 ñïîñîáàìè, âòîðîå äåéñòâèå
� m2 ñïîñîáàìè è òàê äàëåå, n-îå äåéñòâèå � mn ñïîñîáàìè, òî ïî-
ñëåäîâàòåëüíîå âûïîëíåíèå âñåõ n äåéñòâèé ìîæíî îñóùåñòâèòü
m1 ·m2 · . . . ·mn ÷èñëîì ñïîñîáîâ.

Äëÿ èëëþñòðàöèè ïðàâèëà ïðîèçâåäåíèÿ ðàññìîòðèì äâå ïðî-
ñòûå çàäà÷è.

Çàäà÷à 1.1. Èç Ñàìàðû äî Ìîñêâû ìîæíî äîáðàòüñÿ òðåìÿ
ñïîñîáàìè: ïîåçäîì, ñàìîëåòîì è ïàðîõîäîì. Èç Ìîñêâû äî Ñàíêò-
Ïåòåðáóðãà � ÷åòûðåìÿ: ïîåçäîì, ñàìîëåòîì, ïàðîõîäîì, è àâòîáó-

1Ïðàâèëà ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ ìîæíî îáîñíîâàòü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìà-
òåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Îäíàêî, ïî ñëîâàì Äæ. Ðèîðäàíà [3, ñòð. 9], "ïðàâèëà
ýòè ïî ñâîåé ïðèðîäå ÿâëÿþòñÿ îïðåäåëåíèÿìè, è èõ ñêîðåå íóæíî ïîíèìàòü,
íåæåëè äîêàçûâàòü".
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ñîì. Êàêèì ÷èñëîì ñïîñîáîâ ìîæíî äîáðàòüñÿ èç Ñàìàðû äî Ñàíêò-
Ïåòåðáóðãà ÷åðåç Ìîñêâó?

Ðåøåíèå. Çäåñü ïîä "äåéñòâèåì" áóäåì ïîíèìàòü âûáîð ñðåä-
ñòâà ïåðåäâèæåíèÿ. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ýòîé çàäà÷å ÷èñëî ðàç-
ëè÷íûõ ñïîñîáîâ ðàâíî 3 · 4 = 12 :

ÑÀÌÀÐÀ

−−−→ïîåçä
−−−−−→ñàìîëåò
−−−−−→ïàðîõîä

ÌÎÑÊÂÀ

−−−→ïîåçä
−−−−−→ñàìîëåò
−−−−−→ïàðîõîä
−−−−−→
àâòîáóñ

Ñ-Ïá.

Çàäà÷à 1.2. Â ïåðâåíñòâå Ðîññèè ïî ôóòáîëó ïðèíèìàþò ó÷à-
ñòèå 16 êîìàíä. Êàêèì ÷èñëîì ñïîñîáîâ ìîãóò áûòü íàãðàæäåíû
êîìàíäû çîëîòîé, ñåðåáðÿííîé è áðîíçîâîé ìåäàëÿìè?

Ðåøåíèå. Â ýòîé çàäà÷å ïîä "äåéñòâèåì" ïîíèìàåì âûáîð êî-
ìàíäû äëÿ íàãðàæäåíèÿ. Çîëîòóþ ìåäàëü ìîæåò ïîëó÷èòü êàæäàÿ
èç 16 êîìàíä. Ïîñëå òîãî êàê îïðåäåëåí âëàäåëåö çîëîòîé ìåäàëè,
ñåðåáðÿííóþ ìåäàëü ìîæåò ïîëó÷èòü êàæäàÿ èç 15 îñòàâøèõñÿ êî-
ìàíä. Ïîñëå òîãî êàê îïðåäåëåíû âëàäåëüöû çîëîòîé è ñåðåáðÿííîé
ìåäàëè, áðîíçîâóþ ìåäàëü ìîæåò ïîëó÷èòü êàæäàÿ èç 14 îñòàâøèõ-
ñÿ êîìàíä. Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ÷èñëî ñïîñîáîâ êîòîðûìè ìîãóò
áûòü íàãðàæäåíû êîìàíäû çîëîòîé, ñåðåáðÿííîé è áðîíçîâîé ìå-
äàëÿìè ðàâíî 16 · 15 · 14 = 4360.

Çàìå÷àíèå. Ïðàâèëà ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ ìîæíî ñôîðìóëè-
ðîâàòü â òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ òåðìèíàõ. Íèæå ÷åðåç |A| áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷èñëî ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà A.

Ïðàâèëî ñóììû: åñëè êîíå÷íûå ìíîæåñòâà A1, A2, . . . , An ïî-
ïàðíî íåñîâìåñòíû, ò.å.

Ai ∩Aj = ∅, ïðè i 6= j,

òî
|A1 ∪A2 ∪ . . . ∪An| = |A1|+ |A2|+ . . .+ |An|.

Ïðàâèëî ïðîèçâåäåíèÿ: äëÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ A1, A2, . . . , An
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

|A1 ×A2 × . . .×An| = |A1| · |A2| · . . . · |An|,
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ãäå × � çíàê äåêàðòîâîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìíîæåñòâ.

1.2 Ïåðåñòàíîâêè

Ñëîâî "ïåðåñòàíîâêà" óïîòðåáëÿåòñÿ â îáûäåííîé ðå÷è êàê èç-
ìåíåíèå ïîðÿäêà ñëåäîâàíèÿ êàêèõ-ëèáî ïðåäìåòîâ. Íàïðèìåð, ìîæ-
íî ãîâîðèòü î ïåðåñòàíîâêå ñëîâ â ïðåäëîæåíèè èëè î ïåðåñòàíîâêå
ìåáåëè â êâàðòèðå. Ïðè ýòîì ñëîâî "ïåðåñòàíîâêà" ìîæåò ñâÿçû-
âàòüñÿ êàê ñ íåêîòîðûì äåéñòâèåì, òàê è ñ åãî ðåçóëüòàòîì, ÿâëÿÿñü
ñèíîíèìîì ðàñïîëîæåíèÿ ïðåäìåòîâ â êàêîì-ëèáî íîâîì ïîðÿäêå.

Â êîìáèíàòîðèêå ïåðåñòàíîâêè êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ òàêæå ðàñ-
ñìàòðèâàþò ñ äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê çðåíèÿ.

Ñîãëàñíî ïåðâîé òî÷êå çðåíèÿ, ïåðåñòàíîâêà êîíå÷íîãî ìíîæå-
ñòâà X åñòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå (áèåêöèÿ) ìíîæå-
ñòâà X íà ñåáÿ

π : X −→ X.

Âòîðàÿ òî÷êà çðåíèÿ ïðåäïîëàãàåò, ÷òî äëÿ ýëåìåíòîâ ìíîæå-
ñòâàX åñòü íåêîòîðûé åñòåñòâåííûé ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ ýëåìåíòîâ
X = {x1, . . . , xn} êàê, íàïðèìåð, äëÿ ìíîæåñòâà ïåðâûõ n íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë {1, 2, . . . , n}, à ïåðåñòàíîâêà ìíîæåñòâà X ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé íàáîð âñåõ ýëåìåíòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà, íî ðàñïîëîæåí-
íûõ â íåêîòîðîì äðóãîì ïîðÿäêå X = {xi1 , . . . , xin}.

Ðàçóìååòñÿ, ýòè òî÷êè çðåíèÿ ëåãêî ñîãëàñóþòñÿ äðóã ñ äðóãîì2.
Äëÿ òàêîãî ñîãëàñîâàíèÿ äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü, ÷òî

π :

 x1 x2 · · · xn
↓ ↓ · · · ↓
xi1 xi2 · · · xin

 ,

ãäå xik = π(xk), k = 1, n.

2Âòîðàÿ òî÷êà çðåíèÿ áîëåå �àëãåáðàè÷íà�, êàê èçâåñòíî èç êóðñà àëãåáðû,
ïåðåñòàíîâêè ìîæíî ïåðåìíîæàòü, ïðè ýòîì ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïåðåñòàíîâîê
ìíîæåñòâà èç n ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ îáðàçóåò ñèììåòðè÷åñêóþ ãðóïïó Sn.

8



Ïðèìåð. Ïåðåñòàíîâêè ìíîæåñòâà X = {a, b, c} èç òðåõ ýëå-
ìåíòîâ

{a, b, c}, {a, c, b}, {b, a, c},
{b, c, a}, {c, a, b}, {c, b, a}.

Ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷ êîíêðåòíàÿ ïðèðîäà
ìíîæåñòâà

X = {x1, . . . , xn}

ñîñòîÿùåãî èç n ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ, íå èãðàåò ðîëè. Ïîýòîìó
ìîæíî îòîæäåñòâëÿòü ýëåìåíò ìíîæåñòâà ñ åãî íîìåðîì:

xk ←→ k, k = 1, n,

à ñàìî ìíîæåñòâî X îòîæäåñòâëÿòü ñ ìíîæåñòâîì ïåðâûõ n íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë: {1, 2, . . . , n}.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå áóäåò óñòàíîâëåíà ôîðìóëà äëÿ ÷èñëà ðàç-
ëè÷íûõ ïåðåñòàíîâîê ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n}.

Òåîðåìà 1.1. ×èñëî ðàçëè÷íûõ ïåðåñòàíîâîê ìíîæåñòâà
{1, 2, . . . , n} ðàâíî n!

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ïî èíäóêöèè. Îáî-
çíà÷èì ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê ìíîæåñòâà ñîñòîÿùåãî èç n ýëåìåíòîâ
÷åðåç Pn. ßñíî, ÷òî ïðè n = 1 óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûïîëíÿåòñÿ,
òàê êàê äëÿ îäíîýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíà ïå-
ðåñòàíîâêà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñïðàâåäëèâî
äëÿ ìíîæåñòâà X = {x1, . . . , xk−1} ñîñòîÿùåãî èç (k−1)−ãî ýëåìåí-
òà:

Pk−1 = (k − 1)!, k ≥ 3.

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ ïåðåñòàíîâêó ýëåìåíòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà
{xi1 , xi2 , . . . , xik−1

} è äîáàâèì ê íåé ýëåìåíò xk. Â ðåçóëüòàòå ïî-
ëó÷èì ïåðåñòàíîâêó èç k ýëåìåíòîâ. Êàê ïîêàçûâàþò ñòðåëêè íà
ðèñ. 1 äîïîëíèòåëüíûé ýëåìåíò xk ìîæíî ïîìåñòèòü íà k ìåñòàõ:
äî ýëåìåíòà xi1 , äî ýëåìåíòà xi2 , è òàê äàëåå, äî ýëåìåíòà xik−1

è
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ïîñëå ýëåìåíòà xik−1
:

xk
↓ ↓ ↓ ↓ ↓
xi1 , xi2 , . . . , xik−1

Ðèñ. 1.

Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ ïåðåñòàíîâêà èç (k − 1)-ãî ýëåìåíòà ïî-
ðîæäàåò ñåìåéñòâî, ñîñòîÿùåå èç k ðàçëè÷íûõ ïåðåñòàíîâîê k ýëå-
ìåíòîâ. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè òàêîì ïîñòðîåíèè ðàçíûå ïåðå-
ñòàíîâêè èç (k − 1)-ãî ýëåìåíòà ïîðîæäàþò ðàçëè÷íûå ñåìåéñòâà
ïåðåñòàíîâîê èç k ýëåìåíòîâ.

Òàêèì îáðàçîì,
Pk−1 · k = Pk.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèìåð. Øåñòü ðàçëè÷íûõ êíèã ìîæíî ðàçìåñòèòü íà ïîëêå
6!=720 ñïîñîáàìè.

Çàäà÷à 1.3. Êàêèì ÷èñëîì ñïîñîáîâ ìîæíî ðàññàäèòü n ÷åëî-
âåê çà êðóãëûé ñòîë (íà n ñòóëüÿõ)? Äâà ðàçìåùåíèÿ ïî ìåñòàì
áóäåì ñ÷èòàòü ñîâïàäàþùèìè, åñëè ïðè òàêèõ ðàçìåùåíèÿõ, êàæ-
äûé ÷åëîâåê èìååò îäíèõ è òåõ æå ëåâûõ è ïðàâûõ ñîñåäåé.

Ðåøåíèå.

1-ûé â à ð è à í ò. Çàíóìåðóåì n ñòóëüåâ, ñòîÿùèõ âîêðóã êðóãëî-
ãî ñòîëà. Òîãäà îáùåå ÷èñëî ðàññàæèâàíèé n ÷åëîâåê (âîêðóã ñòîëà)
íà ýòè çàíóìåðîâàííûå ñòóëüÿ ðàâíî n !. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ïðè
äâóõ ðàññàæèâàíèÿõ âîêðóã ñòîëà, êàæäûé ÷åëîâåê èìååò îäíèõ è
òåõ æå ëåâûõ è ïðàâûõ ñîñåäåé, òî òàêèå ðàññàæèâàíèÿ ñîâïàäàþò
ïðè íåêîòîðîì "ïîâîðîòå" (öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêå). Çàìåòèì,
÷òî îáùåå ÷èñëî ðàññàæèâàíèé ñîâïàäàþùèõ äðóã ñ äðóãîì ïðè
"ïîâîðîòàõ" ðàâíî n. Îáîçíà÷èì èñêîìîå ÷èñëî ñïîñîáîâ ðàññàäèòü
n ÷åëîâåê çà êðóãëûé ñòîë ÷åðåç r(n). Òîãäà

r(n) · n = n !
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Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò

r(n) = (n− 1) !

ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ ðàññàäèòü n ÷åëîâåê çà êðóãëûé ñòîë.

2-î é â à ð è à í ò. Äîêàæåì ðàâåíñòâî r(n) = (n − 1) ! ïî èíäóê-
öèè. Ïðè n = 1, 2 óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî: r(1) = 0! = 1, r(2) =
1! = 1. Ïðåäïîëîæèì, r(n) = (n − 1) !. Âûáåðåì (x1, x2, . . . , xn) �
ïðîèçâîëüíîå ðàññàæèâàíèå n ÷åëîâåê çà êðóãëûì ñòîëîì è äîáà-
âèì ê íèì (n+ 1)−ãî ÷åëîâåêà xn+1.

&%
'$�
��

�
��
�
�� �
��
�
���
��

�
�� �
��
x1

x3

x4 x2-x5

Ðèñ. 2

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ðàññàæèâàíèå çà ñòîëîì n+ 1 ÷åëîâåêà. Êàê
ïîêàçûâàþò "ïóñòûå" êðóãè (ñòóëüÿ) íà ðèñ. 2 (n = 4), äîïîëíè-
òåëüíîãî ÷åëîâåêà xn+1 ìîæíî ïîìåñòèòü íà n ñâîáîäíûõ ìåñòàõ:
ìåæäó x1 è x2, ìåæäó x2 è x3, è òàê äàëåå, ìåæäó xn è x1. Òàêèì
îáðàçîì, êàæäàÿ êðóãîâàÿ ïåðåñòàíîâêà èç n ýëåìåíòîâ ïîðîæäà-
åò ñåìåéñòâî n ðàçëè÷íûõ êðóãîâûõ ïåðåñòàíîâîê, ñîñòîÿùèõ èç
(n+ 1)−ãî ýëåìåíòà. Ïðè÷åì, ïðè òàêîì ïîñòðîåíèè ðàçíûå êðóãî-
âûå ïåðåñòàíîâêè èç n ýëåìåíòîâ ïîðîæäàþò ðàçëè÷íûå ñåìåéñòâà
êðóãîâûõ ïåðåñòàíîâîê, ñîñòîÿùèõ èç (n + 1)-ãî ýëåìåíòà. Òàêèì
îáðàçîì,

r(n+ 1) = n · (n− 1) ! = n !,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàäà÷à 1.4. Íàéòè ÷èñëî âñåõ áèåêöèé n-ìíîæåñòâà X íà
n-ìíîæåñòâî Y :

f : X −→ Y, (|X| = n, |Y | = n).
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Ðåøåíèå. Òàê êàê ÷èñëî âñåõ áèåêöèé

f : X −→ Y, (|X| = n, |Y | = n).

ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì âñåõ áèåêöèé ìíîæåñòâà X íà ñåáÿ

f : X −→ X,

à êàæäàÿ òàêàÿ áèåêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåñòàíîâêó êîíå÷íî-
ãî ìíîæåñòâà X, òî ÷èñëî âñåõ áèåêöèé n−ìíîæåñòâà X íà n−ìíî-
æåñòâî Y ðàâíî n!.

Çàäà÷à 1.5 (ïåðâàÿ çàäà÷à î âîñüìè ëàäüÿõ). Êàêèì ÷èñëîì
ñïîñîáîâ ìîæíî ðàñïîëîæèòü íà øàõìàòíîé äîñêå âîñåìü ëàäåé
òàê, ÷òîáû îíè íå ìîãëè áèòü äðóã äðóãà?

Ðåøåíèå. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî ïðè òàêîì ðàñïîëîæåíèè
ôèãóð íà êàæäîé ãîðèçîíòàëè è íà êàæäîé âåðòèêàëè íàõîäèòñÿ
ïî îäíîé ëàäüå (£):

8 £

7 £

6 £

5 £

4 £

3 £

2 £

1 £

1 2 3 4 5 6 7 8

Ðèñ. 3

Ââåäåì ïàðàìåòðèçàöèþ ðàñïîëîæåíèÿ âîñüìè ëàäåé íà øàõìàòíîé
äîñêå ñ ïîìîùüþ ïåðåñòàíîâîê. Äëÿ ýòîãî îáîçíà÷èì ÷åðåç

a1 � íîìåð ïîëÿ, çàíÿòîãî ëàäüåé íà 1-îé ãîðèçîíòàëè,
a2 � íîìåð ïîëÿ, çàíÿòîãî ëàäüåé íà 2-îé ãîðèçîíòàëè,
...

a8 � íîìåð ïîëÿ, çàíÿòîãî ëàäüåé íà 8-îé ãîðèçîíòàëè.
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Òåïåðü â êà÷åñòâå ïàðàìåòðèçàöèè ðàñïîëîæåíèÿ âîñüìè ëàäåé
íà øàõìàòíîé äîñêå áóäåì ðàññìàòðèâàòü óïîðÿäî÷åííûé íàáîð ÷è-
ñåë (a1, a2, . . . , a8). Îòìåòèì, ÷òî êàæäàÿ òàêàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ
ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé ÷èñåë (1, 2, . . . , 8). Òàê ðàñïîëîæåíèå âîñü-
ìè ëàäåé íà ðèñóíêå 3 èìååò â êà÷åñòâå ïàðàìåòðèçàöèè ñëåäóþùóþ
ïåðåñòàíîâêó

(7, 2, 4, 6, 8, 5, 1, 3).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðèíÿòàÿ ïàðàìåòðèçàöèè óñòàíàâëèâàåò âçà-
èìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì ïåðåñòàíîâîê
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (1, 2, . . . , 8) è ìíîæåñòâîì ðàñïîëîæåíèé âîñü-
ìè ëàäåé íà øàõìàòíîé äîñêå, ïðè êîòîðîì ýòè ëàäüè íå áüþò äðóã
äðóãà. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò 8 ! = 40 320 ñïîñîáîâ ðàñïîëîæå-
íèÿ âîñüìè ëàäåé íà øàõìàòíîé äîñêå òàê, ÷òî îíè íå ìîãóò áèòü
äðóã äðóãà.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôàêòîðèàëîâ áîëüøèõ íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ
àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëîé Ñòèðëèíãà:

n! =
√

2πn nn e−n[1 + o (1)], êîãäà n −→∞.

1.3 Ïåðåñòàíîâêè ñ ïîâòîðåíèÿìè

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî, ñðåäè ýëåìåíòîâ êîòîðîãî èìåþòñÿ îäè-
íàêîâûå (íåîòëè÷èìûå) ýëåìåíòû ðàçíûõ òèïîâ. Ïåðåñòàíîâêè òà-
êîãî ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ ïåðåñòàíîâêàìè ñ ïîâòîðåíèÿìè. Â
ñëåäóþùåé òåîðåìå óñòàíàâëèâàåòñÿ ôîðìóëà äëÿ ÷èñëà ðàçëè÷íûõ
ïåðåñòàíîâîê ñ ïîâòîðåíèÿìè.

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü ìíîæåñòâî W ñîñòîèò èç n ýëåìåíòîâ,
ñðåäè êîòîðûõ èìååòñÿ r1 > 0 îäèíàêîâûõ ýëåìåíòîâ ïåðâîãî òè-
ïà, r2 > 0 îäèíàêîâûõ ýëåìåíòîâ âòîðîãî òèïà è òàê äàëåå, rk > 0
îäèíàêîâûõ ýëåìåíòîâ k−ãî òèïà òàêèõ, ÷òî

r1 + r2 + . . .+ rk = n.
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Òîãäà ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïåðåñòàíîâîê ñ ïîâòîðåíèÿìè ìíîæåñòâà
W ðàâíî

n!

r1!r2! . . . rk!
.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1-ûé â à ð è à í ò. Îáîçíà÷èì ÷èñëî âñåõ ðàç-
ëè÷íûõ ïåðåñòàíîâîê ñ ïîâòîðåíèÿìè ìíîæåñòâà W ÷åðåç

P (n, k; r1, r2, . . . rk).

Ðàññìîòðèì îäíó ïåðåñòàíîâêó ñ ïîâòîðåíèÿìè ìíîæåñòâà W è çà-
èíäåêñèðóåì â íåé âñå îäèíàêîâûå ýëåìåíòû òàêèì îáðàçîì, ÷òî
îíè ñòàíóò îòëè÷èìûìè äðóã îò äðóãà. Òîãäà, ïåðåñòàâëÿÿ çàèí-
äåêñèðîâàííûå ýëåìåíòû âíóòðè êàæäîãî òèïà, èç îäíîé òàêîé ïå-
ðåñòàíîâêè ìîæíî ñîñòàâèòü ðîâíî

r1!r2! . . . rk!

ðàçëè÷íûõ ïåðåñòàíîâîê. Ñëåäîâàòåëüíî, èç âñåõ ïåðåñòàíîâîê ñ ïî-
âòîðåíèÿìè ìîæíî ñäåëàòü

P (n, k; r1, r2, . . . rk) · r1!r2! . . . rk! = n!,

ïåðåñòàíîâîê. Òåîðåìà äîêàçàíà.
2-î é â à ð è à í ò äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.2 áóäåò ïðåäñòàâëåí

â ïàðàãðàôå 2.3.

Ïðèìåð. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ñëîâ ìîæíî ñîñòàâèòü, ïåðåñòàâ-
ëÿÿ áóêâû ñëîâà "ìàòåìàòèêà"?

Ðåøåíèå. Â ýòîì ïðèìåðå ÷èñëî âñåõ áóêâ n = 10, ÷èñëî áóêâ
"ì"(r1 = 2), ÷èñëî áóêâ "à"(r2 = 3), ÷èñëî áóêâ "ò"(r3 = 2), ÷èñëî
áóêâ "å"(r4 = 1), ÷èñëî áóêâ "è"(r5 = 1), ÷èñëî áóêâ "k"(r6 = 1),
ïðè÷åì 2+3+2+1+1+1=10.

Ïîýòîìó

P (10, 6; 2, 3, 2, 1, 1, 1) =
10!

2! 3! 2! 1! 1! 1!
= 151 200.
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1.4 Ïåðåòàñîâêè

Äëÿ ìíîæåñòâà ïåðâûõ n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë áóäåì èñïîëüçî-
âàòü îáîçíà÷åíèå

Zn = {1, · · · , n}.

Äëÿ ìíîæåñòâà ïåðâûõ p+ q íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

Zp+q = {1, · · · , p, p+ 1, · · · , p+ q}.

áóäåì ðàññìàòðèâàòü (p, q)−ïåðåòàñîâêè, ò.å. òàêèå ïåðåñòàíîâêè
ýëåìåíòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà, â ðåçóëüòàòå êîòîðûõ ïîðÿäîê ñëåäî-
âàíèÿ ïåðâûõ p ýëåìåíòîâ è ïîñëåäíèõ q ýëåìåíòîâ íå íàðóøàåò-
ñÿ3. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè óäàëèòü èç ìíîæåñòâà, ïîëó÷åííîãî â
ðåçóëüòàòå (p, q)−ïåðåòàñîâêè, ýëåìåíòû 1, · · · , p, îñòàâøèåñÿ ýëå-
ìåíòû p+1, · · · , p+q áóäóò èäòè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ; è íàîáîðîò,
ïîñëå óäàëåíèÿ ýëåìåíòîâ p + 1, · · · , p + q ýëåìåíòû 1, · · · , p ðàñ-
ïîëàãàþòñÿ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ.

Ïðèâåäåì ïðèìåð (3,4)-ïåðåòàñîâêè ìíîæåñòâà Z7 :

Z7 7→ {4, 1, 2, 5, 6, 3, 7}.

Îáîçíà÷èì ÷èñëî âñåõ (p, q)−ïåðåòàñîâîê ìíîæåñòâà Zp+q ÷åðåç
π(p, q).

Òåîðåìà 1.3. ×èñëî âñåõ (p, q)−ïåðåòàñîâîê ìíîæåñòâà Zp+q

π(p, q) =
(p+ q)!

p ! q!
.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1-ûé â à ð è à í ò äîêàçàòåëüñòâà.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïåðåñòàíîâêó ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà

Zp+q :
{a1, . . . , ap+q}. (1.1)

3Ìåæäó ýëåìåíòàìè ïîäìíîæåñòâ {1, · · · , p} è {p + 1, · · · , p + q} ïîðÿäîê
ñëåäîâàíèÿ ìîæåò íàðóøàòüñÿ.

15



Ñ ïîìîùüþ ïîcëåäîâàòåëüíîãî âûïîëíåíèÿ ïåðåñòàíîâîê ýëåìåí-
òîâ {1, . . . , p}, à çàòåì {p + 1, . . . , p + q} ïåðåñòàíîâêó (1.1) ìîæíî
ïðåîáðàçîâàòü â ïåðåñòàíîâêó

{b1, . . . , bp+q},

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ (p, q)−ïåðåòàñîâêîé ìíîæåñòâà Zp+q. ßñíî, ÷òî
êàæäóþ ïåðåñòàíîâêó ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Zp+q ìîæíî ïîëó÷èòü â
ðåçóëüòàòå ïîñëåäîâàòåëüíîãî âûïîëíåíèÿ òðåõ ïåðåñòàíîâîê: ïåðå-
ñòàíîâêè ýëåìåíòîâ {1, . . . , p}, ïåðåñòàíîâêè ýëåìåíòîâ {p+1, . . . , p+
q} è íåêîòîðîé (p, q)−ïåðåòàñîâêè. Âñïîìèíàÿ, ÷òî ÷èñëî âñåõ ïå-
ðåñòàíîâîê ìíîæåñòâà Zp+q ðàâíî (p+ q)!, áóäåì èìåòü

p! q!π(p, q) = (p+ q)!

Òàêèì îáðàçîì,

π(p, q) =
(p+ q)!

p! q!
.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
2-î é â à ð è à í ò äîêàçàòåëüñòâà áóäåò èçëîæåí â ïàðàãðàôå 2.3.

Ïðèìåð. ×èñëî âñåõ ðàçëè÷íûõ (3,4)-ïåðåòàñîâîê ìíîæåñòâà
Z7 ðàâíî

(3 + 4)!

3! 4!
=

1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7
1 · 2 · 3 · 1 · 2 · 3 · 4

= 35.

Çàìå÷àíèå. Ïåðåòàñîâêè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðèìåð "ïåðåñòà-
íîâîê ñ çàïðåòàìè". Áîëåå ïîäðîáíî òàêèå ïåðåñòàíîâêè áóäóò ðàñ-
ñìîòðåíû â òðåòüåé ãëàâå.
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2 Âûáîðêè

2.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ñîñòîÿùåå èç n ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ:

M = {a1, . . . , an}.

Ñ÷èòàÿ ýòî ìíîæåñòâî íåóïîðÿäî÷åííûì, áóäåì íàçûâàòü åãî ãåíå-
ðàëüíîé ñîâîêóïíîñòüþ. ×èñëî ýëåìåíòîâ ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíî-
ñòè áóäåì íàçûâàòü åå îáúåìîì è îáîçíà÷àòü ÷åðåç |M|. Â íàøåì
ñëó÷àå |M| = n.

Èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòèM áóäåì èçâëåêàòü ýëåìåíòû, îá-
ðàçîâûâàÿ âûáîðêè. ×èñëî ýëåìåíòîâ íåêîòîðîé âûáîðêè A áóäåì
íàçûâàòü îáúåìîì ýòîé âûáîðêè è îáîçíà÷àòü ÷åðåç |A|.

Áóäåì êëàññèôèöèðîâàòü âûáîðêè ïî äâóì ïðèçíàêàì:

1. óïîðÿäî÷åííûå/íåóïîðÿäî÷åííûå âûáîðêè;
2. âûáîðêè ñ âîçâðàùåíèåì/áåç âîçâðàùåíèÿ.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì 4 âèäà âûáîðîê:

1. óïîðÿäî÷åííûå ñ âîçâðàùåíèåì;
2. óïîðÿäî÷åííûå áåç âîçâðàùåíèÿ;
3. íåóïîðÿäî÷åííûå áåç âîçâðàùåíèÿ;
4. íåóïîðÿäî÷åííûå ñ âîçâðàùåíèåì.

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì âûáîðêè áåç âîçâðàùåíèÿ. Ïðè ôîðìèðî-
âàíèè òàêèõ âûáîðîê ýëåìåíòû ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè èçâëåêà-
þòñÿ è îáðàòíî â ãåíåðàëüíóþ ñîâîêóïíîñòü íå âîçâðàùàþòñÿ. Ïî-
ýòîìó â âûáîðêàõ áåç âîçâðàùåíèÿ âñå ýëåìåíòû ðàçëè÷íû, à ÷èñëî
ýëåìåíòîâ íå ïðåâîñõîäèò îáúåìà ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè.
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Óïîðÿäî÷åííàÿ âûáîðêà áåç âîçâðàùåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîä-
ìíîæåñòâî ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè:

{ai(1), . . . , ai(k)} ⊆ M, ãäå k ≤ n, (2.1)

êîòîðîå ïîëó÷åíî â ðåçóëüòàòå ïîñëåäîâàòåëüíîãî èçâëå÷åíèÿ ýëå-
ìåíòîâ4: ïåðâûì èçâëå÷åí ýëåìåíò ai(1), âòîðûì � ýëåìåíò ai(2), è
ò. ä., íàêîíåö, ïîñëåäíèì � ýëåìåíò ai(k).

Òàêèì îáðàçîì, óïîðÿäî÷åííûå âûáîðêè ÿâëÿþòñÿ óïîðÿäî÷åí-
íûìè ïîäìíîæåñòâàìè ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè. Ïîðÿäîê ñëåäî-
âàíèÿ ýëåìåíòîâ â òàêèõ âûáîðêàõ èãðàåò âàæíóþ ðîëü:

äâå óïîðÿäî÷åííûå âûáîðêè ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè îíè ñîâ-
ïàäàþò ïî ñîñòàâó (ñîñòîÿò èç îäíèõ è òåõ æå ýëåìåíòîâ) è ïî
ïîðÿäêó ñëåäîâàíèÿ ýëåìåíòîâ.

Íåóïîðÿäî÷åííàÿ âûáîðêà áåç âîçâðàùåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
íåóïîðÿäî÷åííîå ïîäìíîæåñòâî ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè:

{ai(1), . . . , ai(k)} ⊆ M, ãäå k ≤ n.

Ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ ýëåìåíòîâ â íåóïîðÿäî÷åííûõ âûáîðêàõ íå èã-
ðàåò ðîëè:

äâå íåóïîðÿäî÷åííûå âûáîðêè ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè îíè
ñîâïàäàþò òîëüêî ïî ñîñòàâó (ñîñòîÿò èç îäíèõ è òåõ æå ýëå-
ìåíòîâ).

×òîáû ïðè íàïèñàíèè îòëè÷àòü óïîðÿäî÷åííûå âûáîðêè îò íåóïî-
ðÿäî÷åííûõ áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå ñ êðóãëûìè ñêîáêàìè

(ai(1), . . . , ai(m))

äëÿ óïîðÿäî÷åííûõ âûáîðîê è ñ êâàäðàòíûìè

[ai(1), . . . , ai(m)]

äëÿ íåóïîðÿäî÷åííûõ.

4Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî âûáîðêà èçâëå÷åíà èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè öåëè-
êîì, òî ðàñïîëàãàÿ ýëåìåíòû ýòîé âûáîðêè â îäíó ñòðîêó, êàê ýòî ñäåëàíî â
ôîðìóëå (2.1), ìû òåì ñàìûì óñòàíàâëèâàåì ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ ýëåìåíòîâ.
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Ïðèìåð. Äëÿ ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè

M = {♣,♦,♥,♠}.

îïèøåì âñå âûáîðêè áåç âîçâðàùåíèÿ îáúåìà 2.

íåóïîðÿäî÷åííûå óïîðÿäî÷åííûå
âûáîðêè âûþîðêè

[♣,♦] (♣,♦), (♦,♣)

[♣,♥] (♣,♥), (♥,♣)

[♣,♠] (♣,♠), (♠,♣)

[♦,♥] (♦,♥), (♥,♦)

[♦,♠] (♦,♠), (♠,♦)

[♥,♠] (♥,♠), (♠,♥)

Òåïåðü ïåðåéäåì ê âûáîðêàì ñ âîçâðàùåíèåì. Â òàêèõ âûáîð-
êàõ ðåçóëüòàò èçâëå÷åíèÿ ýëåìåíòà ôèêñèðóåòñÿ, à ñàì ýëåìåíò âîç-
âðàùàåòñÿ îáðàòíî â ãåíåðàëüíóþ ñîâîêóïíîñòü. Ïðè ýòîì óæå èç-
âëå÷åííûé îäèí ðàç ýëåìåíò ìîæåò îêàçàòüñÿ èçâëå÷åííûì åùå
íåñêîëüêî ðàç. Ïîýòîìó ñðåäè ýëåìåíòîâ âûáîðêè ñ âîçâðàùåíèÿ
ìîãóò áûòü îäèíàêîâûå, à ÷èñëî ýëåìåíòîâ (îáúåì âûáîðêè ñ âîç-
âðàùåíèåì) ìîæåò áûòü ëþáûì. Â ÷àñòíîñòè, îáúåì âûáîðêè ñ âîç-
âðàùåíèåì ìîæåò áûòü áîëüøå îáúåìà ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè.

Óïîðÿäî÷åííàÿ âûáîðêà ñ âîçâðàùåíèåì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óïî-
ðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî

(ai(1), . . . , ai(m)), ãäå ai(l) ∈M, äëÿ âñåõ l = 1,m.

Íåóïîðÿäî÷åííàÿ âûáîðêà ñ âîçâðàùåíèåì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
íåóïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî

[ai(1), . . . , ai(m)], ãäå ai(l) ∈M, äëÿ âñåõ l = 1,m.

Ïðèìåð. Äëÿ ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè

M = {F,©}
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îïèøåì âñå âûáîðêè c âîçâðàùåíèåì îáúåìà 3.

íåóïîðÿäî÷åííûå óïîðÿäî÷åííûå
âûáîðêè âûáîðêè

[F,F,F] (F,F,F)

[F,F,©] (F,F,©), (F,©,F), (©,F,F)

[F,©,©] (F,©,©), (©,F,©), (©,©,F)

[©,©,©] (©,©,©)

Íàøåé îñíîâíîé çàäà÷åé áóäåò ïîäñ÷åò ÷èñëà âûáîðîê ðàçëè÷-
íûõ òèïîâ èç çàäàííûõ ãåíåðàëüíûõ ñîâîêóïíîñòåé.

2.2 Óïîðÿäî÷åííûå âûáîðêè ñ âîçâðàùåíèåì

Òåîðåìà 2.1. ×èñëî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ âûáîðîê ñ âîçâðàùåíè-
åì îáúåìà m èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè îáúåìà n ðàâíî nm.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1-ûé â à ð è à í ò. Ïðè m = 2 ìîæíî ðàñïîëî-
æèòü âñå âûáîðêè â êëåòêàõ òàáëèöû ðàçìåðà n× n

(a1, a1) . . . (a1, aj) . . . (a1, an)
...

...
...

(ai, a1) . . . (ai, aj) . . . (ai, an)
...

...
...

(an, a1) . . . (an, aj) . . . (an, an)

È, òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå îáùåå ÷èñëî âûáîðîê ðàâíî n2.
Ïðè m = 3 áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïàðó (ai, aj) êàê ýëåìåíò íîâîãî
òèïà. Òàêèõ ýëåìåíòîâ ðîâíî n2. Êàæäóþ óïîðÿäî÷åííóþ òðîéêó
(ai, aj , ak) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê (åäèíñòâåííóþ) óïîðÿäî÷åí-
íóþ ïàðó ((ai, aj), ak). Íî ÷èñëî òàêèõ ïàð ðàâíî n

2 ·n = n3. Óòâåð-
æäåíèå äëÿ ëþáîãî m ïîëó÷àåòñÿ ïî èíäóêöèè.

2-î é â à ð è à í ò. Âñå óïîðÿäî÷åííûå âûáîðêè ñ âîçâðàùåíèåì
ìîæíî ïîëó÷èòü â ðåçóëüòàòå ïîñëåäîâàòåëüíîãî èçâëå÷åíèÿ (è âîç-
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âðàùåíèÿ ) ýëåìåíòîâ ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè M. Ïåðâûé ýëå-
ìåíò ìîæíî èçâëå÷ü n ñïîñîáàìè. Âòîðîé ýëåìåíò, à òàêæå âñå ïî-
ñëåäóþùèå, ìîæíî èçâëå÷ü òàêæå n ñïîñîáàìè. Ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî
ïðîèçâåäåíèÿ, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî îáùåå ÷èñëî èçâëå÷åíèé, à
ñòàëî áûòü è îáùåå ÷èñëî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ âûáîðîê ñ âîçâðà-
ùåíèåì, ðàâíî n · . . . · n = nm. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàäà÷à 2.1. Äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî âñåõ îòîáðàæåíèé

f : X −→ Y (|X| = m, |Y | = n) (2.2)

ðàâíî nm.
Ðåøåíèå. Ïóñòü X = {x1, . . . , xm}. Êàæäîìó îòîáðàæåíèþ âè-

äà (2.2) ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå åäèíñòâåííóþ óïîðÿäî÷åí-
íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{f(x1), . . . , f(xm)}

ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Y. È íàîáîðîò, êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü m
ýëåìåíòîâ

{y1, . . . , ym}

ìíîæåñòâà Y åäèíñòâåííûì îáðàçîì çàäàåò îòîáðàæåíèå:

f : X −→ Y

òàêîå, ÷òî
f(x1) = y1, . . . , f(xm) = ym.

Òàêèì îáðàçîì, ìåæäó ìíîæåñòâîì âñåõ îòîáðàæåíèé

f : X −→ Y

è ìíîæåñòâîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {y1, . . . , ym} ýëåìåíòîâ ìíîæå-
ñòâà Y óñòàíîâëåíî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå. Îñòàëîñü
çàìåòèòü, ÷òî êàæäóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü m ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà
Y ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óïîðÿäî÷åííóþ âûáîðêó (ñ âîçâðàùå-
íèåì) îáúåìàm èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè Y îáúåìà n. Íî ÷èñëî
òàêèõ âûáîðîê ðàâíî nm.
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2.3 Óïîðÿäî÷åííûå âûáîðêè áåç âîçâðàùåíèÿ

Òåîðåìà 2.2. ×èñëî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ âûáîðîê áåç âîçâðàùå-
íèÿ îáúåìà m èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè îáúåìà n ðàâíî

n · (n− 1) · . . . · (n−m+ 1) =
n!

(n−m)!
. (2.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñå óïîðÿäî÷åííûå âûáîðêè áåç âîçâðàùå-
íèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü â ðåçóëüòàòå ïîñëåäîâàòåëüíîãî èçâëå÷åíèÿ
ýëåìåíòîâ èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòèM. Ïåðâûé ýëåìåíò ìîæ-
íî èçâëå÷ü n ñïîñîáàìè. Âòîðîé ýëåìåíò � (n− 1) ñïîñîáîì, è ò.ä.,
ïîñëåäíèé m−é ýëåìåíò � (n−m+ 1) ñïîñîáîì. Ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî
ïðîèçâåäåíèÿ, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî îáùåå ÷èñëî èçâëå÷åíèé, à
ñòàëî áûòü, è îáùåå ÷èñëî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ âûáîðîê áåç âîçâðà-
ùåíèÿ, ðàâíî n · (n− 1) . . . · (n−m+ 1). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Â êîìáèíàòîðèêå èñïîëüçóþò òðàäèöèîííûå îáî-
çíà÷åíèÿ5 äëÿ äðîáè â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (2.3)

Amn = (n)m =
n!

(n−m)!
.

È â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î "÷èñëå ðàçìåùåíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî
m”. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ âûáîðîê áåç âîçâðà-
ùåíèÿ îáúåìà m èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè îáúåìà n ðàâíî Amn
� ÷èñëó ðàçìåùåíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî m.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà m = n (îáúåì âûáîðêè ñîâïàäàåò
ñ îáúåìîì ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè). Â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî âñåõ
óïîðÿäî÷åííûõ âûáîðîê áåç âîçâðàùåíèÿ ðàâíî

n · (n− 1) · . . . · 2 · 1 = n!

5Ôóíêöèþ (n)m := n · (n− 1) . . . · (n−m+ 1), êîòîðóþ ðàññìàòðèâàþò è äëÿ
íåöåëûõ n, èíîãäà íàçûâàþò "ôàêòîðèàëîì ÷èñëà n ïîðÿäêà m".
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Ïðè÷åì âñå âûáîðêè ñîâïàäàþò ïî ñîñòàâó è îòëè÷àþòñÿ ëèøü ïî-
ðÿäêîì ñëåäîâàíèÿ ýëåìåíòîâ. Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì äåëî ñ
ïåðåñòàíîâêàìè n ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ, ÷èñëî êîòîðûõ, êàê èç-
âåñòíî, ðàâíî n!

Çàäà÷à 2.2. Èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè, ñîäåðæàùåé n ýëå-
ìåíòîâ, èçâëåêàåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ âûáîðêà ñ âîçâðàùåíèåì îáúå-
ìà m. Íàéòè âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ, ñîñòîÿùåãî â òîì, ÷òî íè îäèí
ýëåìåíò â ýòîé âûáîðêå íå ïîÿâëÿåòñÿ äâàæäû, ò. å. ÷òî íàøà âû-
áîðêà ìîãëà áûòü òàêæå ïîëó÷åíà âûáîðîì áåç âîçâðàùåíèÿ.

Ðåøåíèå. ×èñëî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ âûáîðîê ñ âîçâðàùåíèåì
îáúåìà m èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè îáúåìà n ðàâíî nm. ×èñëî
âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ âûáîðîê áåç âîçâðàùåíèåì îáúåìà m èç ãåíå-
ðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè îáúåìà n ðàâíî

n(n− 1) · . . . · (n−m+ 1).

Èñïîëüçóÿ êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîãî ñîáû-
òèÿ êàê �îòíîøåíèÿ ÷èñëà áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ ñîáûòèþ èñõîäîâ
ê îáùåìó ÷èñëó ðàâíîâîçìîæíûõ èñõîäîâ�, íàõîäèì âåðîÿòíîñòü
èñêîìîãî ñîáûòèÿ6:

n(n− 1) · . . . · (n−m+ 1)

nm
. (2.4)

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðåäûäóùåé çàäà÷è.

Çàäà÷à 2.3 (Çàäà÷à î íåñîâïàäåíèè äíåé ðîæäåíèÿ). Ïóñòü n �
÷èñëî äíåé â ãîäó (n = 365), à äíè ðîæäåíèÿ m ÷åëîâåê îáðàçóþò
óïîðÿäî÷åííóþ âûáîðêó îáúåìà m èç ñîâîêóïíîñòè âñåõ äíåé ãîäà.
Ñ÷èòàåì, ÷òî m < n. Íàéäåì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íèêàêèå äâà
÷åëîâåêà â ýòîé âûáîðêå íå èìåþò îäèíàêîâûõ äíåé ðîæäåíèÿ.

Ðåøåíèå. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (2.4), ïîëó÷àåì

p =

(
1− 1

365

)(
1− 2

365

)
· . . . ·

(
1− m− 1

365

)
.

6Ìû ïðåäïîëàãàåì ðàâíîâîçìîæíîñòü âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ âûáîðîê ñ âîç-
âðàùåíèåì.
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Çàìå÷àíèå.Äîâîëüíî íåîæèäàííûå ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ-
÷åòîâ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè m = 23 âåðîÿòíîñòü p < 1

2 . Òàêèì îáðà-
çîì, äëÿ 23 ÷åëîâåê âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå ó äâóõ èç
íèõ äíè ðîæäåíèÿ ñîâïàäàþò, áîëüøå 1

2 . Áîëåå òîãî, ñðåäè 68 ÷åëî-
âåê ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.999 ïî êðàéíåé ìåðå äâîå èìåþò îäèíàêîâûé
äåíü ðîæäåíèÿ ("Ïàðàäîêñ äíåé ðîæäåíèÿ").

2.4 Íåóïîðÿäî÷åííûå âûáîðêè áåç âîçâðàùåíèÿ

Òåîðåìà 2.3. ×èñëî âñåõ íåóïîðÿäî÷åííûõ âûáîðîê áåç âîçâðà-
ùåíèÿ îáúåìà m èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè îáúåìà n ðàâíî

n!

m!(n−m)!
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ íåóïîðÿäî÷åííóþ
âûáîðêó îáúåìà m èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòèM :

[ai(1), . . . , ai(m)]. (2.5)

Ýëåìåíòû ýòîé âûáîðêè ìîæíî ïåðåíóìåðîâàòü ñ ïîìîùüþ ïåðå-
ñòàíîâêè èíäåêñîâ π:

{1, . . . , m} 3 l 7−→ π(l) ∈ {1, . . . , m}.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì íîâóþ âûáîðêó, êîòîðóþ áóäåì ñ÷èòàòü óïî-
ðÿäî÷åííîé

(ai(π(1)), . . . , ai(π(m))). (2.6)

ßñíî, ÷òî ýòà âûáîðêà ïî ñîñòàâó ñîâïàäàåò ñ èñõîäíîé, íî îòëè÷à-
åòñÿ îò íåå ïîðÿäêîì ñëåäîâàíèÿ ýëåìåíòîâ. Òàê êàê Sm - ìíîæå-
ñòâî âñåõ ïåðåñòàíîâîê m ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ ñîäåðæèò ðàâíî m!
ïåðåñòàíîâîê, òî èç îäíîé íåóïîðÿäî÷åííîé âûáîðêè (2.5) ìîæíî
ïîëó÷èòü ìíîæåñòâî m! óïîðÿäî÷åííûõ âûáîðîê âèäà (2.6):

[ai(1), . . . , ai(m)] −→ {(ai(π(1)), . . . , ai(π(m)))}, π ∈ Sm. (2.7)
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Ïðè÷åì, âñå óïîðÿäî÷åííûå âûáîðêè, ïîëó÷åííûå òàêèì "òèðàæè-
ðîâàíèåì" ñ ïîìîùüþ ïåðåñòàíîâîê, áóäóò ñîâïàäàòü ïî ñîñòàâó è
îòëè÷àòüñÿ ïîðÿäêîì ñëåäîâàíèÿ ýëåìåíòîâ. Ïðèìåíÿÿ îïåðàöèþ
"òèðàæèðîâàíèÿ" âèäà (2.7), êî âñåì íåóïîðÿäî÷åííûì âûáîðêàì
âèäà (2.5), ïîëó÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ðàçëè÷íûõ óïîðÿäî÷åííûõ âû-
áîðîê áåç âîçâðàùåíèÿ îáúåìà m èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè îáú-
åìà n.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç X ÷èñëî âñåõ âñåõ íåóïîðÿäî÷åííûõ âûáîðîê
áåç âîçâðàùåíèÿ îáúåìà m èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè îáúåìà n.
Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 2.2 è ïðèâåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ, ìîæíî
óòâåðæäàòü, ÷òî

X ·m! =
n!

(n−m)!
.

Òàêèì îáðàçîì,

X =
n!

m!(n−m)!
.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â êîìáèíàòîðèêå èñïîëüçóþòñÿ òðàäèöèîííûå îáîçíà÷åíèÿ

Cm
n =

(
n

m

)
=

n!

m! (n−m)!
(2.8)

è â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î "÷èñëå ñî÷åòàíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî m”.

Çàìå÷àíèå. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî âñåõ íåóïîðÿäî÷åííûõ âûáî-
ðîê áåç âîçâðàùåíèÿ îáúåìàm èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè îáúåìà
n ðàâíî Cm

n - ÷èñëó ñî÷åòàíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî m.

Çàäà÷à 2.4. Ïðèäóìàòü íîâûé âàðèàíò äîêàçàòåëüñòâà òåîðå-
ìû 2.3 ñ ïîìîùüþ ïðåâðàùåíèÿ óïîðÿäî÷åííûõ âûáîðîê â íåóïî-
ðÿäî÷åííûå, èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå "ñòèðàíèÿ ïîðÿäêà ñëåäîâà-
íèÿ ýëåìåíòîâ" ò.å. íà îñíîâå îòîáðàæåíèÿ, îáðàòíîãî îòîáðàæåíèþ
(2.7)

[ai(1), . . . , ai(m)]←− {(ai(π(1)), . . . , ai(π(m)))}, π ∈ Sm.
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Âåðíåìñÿ ê òåîðåìàì 1.2 è 1.3 ïåðâîé ãëàâû. Òåïåðü, èñïîëü-
çóÿ ñî÷åòàíèÿ, ìû ìîæåì èçëîæèòü 2-î é â à ð è à í ò äîêàçàòåëüñòâà
ýòèõ òåîðåì.

2-î é â à ð è à í ò äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.2. Ðàññìîòðèì ìíî-
æåñòâî, ñîñòîÿùåå èç n ÿ÷ååê:

1 2
. . .

n− 1 n

Ðàçîáüåì ïðîöåäóðó ðàçìåùåíèÿ n ýëåìåíòîâ ïî ýòèì ÿ÷åéêàì (ïî
îäíîìó ýëåìåíòó â êàæäóþ ÿ÷åéêó), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïåðåñòàíîâêå
ýòèõ n ýëåìåíòîâ, íà k ïîñëåäîâàòåëüíûõ äåéñòâèé:

1-îå äåéñòâèå. Ñíà÷àëà ðàçìåñòèì r1 îäèíàêîâûõ ýëåìåíòîâ 1-
ãî òèïà. Äëÿ ýòîãî ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì âûáåðåì êàêèå-ëèáî r1
ÿ÷ååê èç äàííûõ n. 1-îå äåéñòâèå ìîæíî îñóùåñòâèòü Cr1n ñïîñîáàìè
(â ñèëó íåðàçëè÷èìîñòè ýëåìåíòîâ îäíîãî òèïà).

2-îå äåéñòâèå. Çàòåì ðàçìåñòèì r2 îäèíàêîâûõ ýëåìåíòîâ 2-ãî
òèïà. Äëÿ ýòîãî ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì âûáåðåì êàêèå-ëèáî r2 ÿ÷å-
åê èç îñòàâøèõñÿ ñâîáîäíûõ n− r1 ÿ÷ååê. 2-îå äåéñòâèå ìîæíî îñó-
ùåñòâèòü Cr2n−r1 ñïîñîáàìè.

...

(k−1)-îå äåéñòâèå. Â ñâîáîäíûõ n−r1−r2−...−rk−2 ÿ÷åéêàõ ðàç-
ìåñòèì rk−1 îäèíàêîâûõ ýëåìåíòîâ (k− 1)-ãî òèïà C

rk−1
n−r1−r2−...−rk−2

ñïîñîáàìè.

k-îå äåéñòâèå. Â îñòàâøèåñÿ n− r1− r2− ...− rk−1 ÿ÷åéêè åäèí-
ñòâåííûì îáðàçîì ïîìåñòèì rk îäèíàêîâûõ ýëåìåíòîâ k-ãî òèïà
(÷òî òàêæå ñîâïàäàåò ñ Crkn−r1−r2−...−rk−1

).

Ïî ïðàâèëó ïðîèçâåäåíèÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ îáùåãî ÷èñëà ñïîñî-
áîâ âûïîëíèòü ïîñëåäîâàòåëüíî äàííûå k äåéñòâèé ñëåäóåò ïåðå-
ìíîæèòü ïîëó÷åííûå ÷èñëà ñî÷åòàíèé:

Cr1n · C
r2
n−r1 · . . . · C

rk−1
n−r1−r2−...−rk−2

· Crkn−r1−r2−...−rk−1
.

Ðàñïèñûâàÿ êàæäûé ìíîæèòåëü ïî ôîðìóëå (2.8) è ñîêðàùàÿ ñîîò-
âåòñòâóþùèå ôàêòîðèàëû, ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1.2.
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2-î é â à ð è à í ò äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.3. Ðàññìîòðèì ìíî-
æåñòâî, ñîñòîÿùåå èç p+ q ÿ÷ååê:

1 2
. . .

p p+ 1 p+ 2
. . .

p+ q

Â ýòîì ìíîæåñòâå ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì îòìåòèì p ÿ÷ååê, â êî-
òîðûå ïîìåñòèì ýëåìåíòû 1, . . . , p â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Â îñòàâ-
øèåñÿ q ÿ÷ååê ïîìåñòèì â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ýëåìåíòû p+1, . . . , p+
q. Çàìåòèì, ÷òî p ÿ÷ååê èç äàííûõ p+q ìîæíî âûáðàòü ÷èñëîì ñïî-
ñîáîâ, ðàâíûì Cqp+q. Ýòî è áóäåò ÷èñëî âñåõ (p, q)−ïåðåòàñîâîê, ïî-
ñêîëüêó çàïîëíåíèå p îòìå÷åííûõ è q îñòàâøèõñÿ ÿ÷ååê ïðîâîäèòñÿ
åäèíñòâåííî âîçìîæíûì ñïîñîáîì. Òåîðåìà äîêàçàíà.

2.4.1 Áèíîì Íüþòîíà

Òåîðåìà 2.4. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî 7

(x+ y)n =
n∑

m=0

Cm
n xm yn−m (áèíîì Íüþòîíà).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì n−þ ñòåïåíü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
n "ñêîáîê"

(x+ y)n = (x+ y)(x+ y) . . . (x+ y). (2.9)

"Ñêîáêè ñòîÿùèå â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà, ìîæíî çàíóìåðî-
âàòü:

(x+ y)︸ ︷︷ ︸
1

(x+ y)︸ ︷︷ ︸
2

. . . (x+ y)︸ ︷︷ ︸
n

.

Èñïîëüçóÿ ââåäåííóþ íóìåðàöèþ, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî "ñêîáêè" ñ
ðàçíûìè íîìåðàìè ðàçëè÷íû, è âñå îíè îáðàçóþò n−ýëåìåíòíóþ
ãåíåðàëüíóþ ñîâîêóïíîñòü. ßñíî, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè ïðîèçâåäå-
íèÿ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (2.9) ìû â íåêîòîðûõ m "ñêîáêàõ"

7Áîëåå îáùàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ òåîðåìà áóäåò äîêàçàíà â ãëàâå, ïîñâÿùåííîé
ðàçáèåíèÿì ìíîæåñòâ.
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(x+y) âûáåðåì x, à â îñòàâøèõñÿ n−m "ñêîáêàõ" âûáåðåì y. Â ðå-
çóëüòàòå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê ïîëó÷èì ñóììó ñëàãàåìûõ ñëåäóþùåãî
âèäà

xmyn−m, m = 0, n. (2.10)

Îäíàêî âûáîð m "ñêîáîê" ìîæíî ïðîèçâîäèòü íåñêîëüêèìè ñïîñî-
áàìè. È äëÿ ôèêñèðîâàííîãî m ñëàãàåìûå âèäà (2.10) áóäóò âñòðå-
÷àòüñÿ â ñóììå ñòîëüêî æå ðàç, ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íåóïîðÿäî÷åí-
íûõ âûáîðîê áåç âîçâðàùåíèÿ îáúåìà m èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóï-
íîñòè îáúåìà n. ×èñëî òàêèõ âûáîðîê ðàâíî Cm

n . Ñëåäîâàòåëüíî,

(x+ y)n =

n∑
m=0

Cm
n xm yn−m.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Êîýôôèöèåíòû Cm
n â ôîðìóëå áèíîìà Íüþòîíà

íàçûâàþò áèíîìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ñëåäñòâèå. Ñïðàâåäëèâû òîæäåñòâà

n∑
m=0

Cm
n = 2n,

n∑
m=0

(−1)mCm
n = 0. (2.11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ òîæäåñòâ äîñòàòî÷-
íî ïîëîæèòü â ôîðìóëå áèíîìà Íüþòîíà ñíà÷àëà x = y = 1, à çàòåì
x = −y = 1.

Çàäà÷à 2.5. Äîêàçàòü, ÷òî íàèáîëüøåå èç ÷èñåë Cm
n (m = 0, n)

äîñòèãàåòñÿ ïðè

m =
[ n

2

]
, ãäå [α]− öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà α.

Ðåøåíèå. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ñðàçó ñëåäóåò èç ïàðû ëåãêî
äîêàçûâàåìûõ íåðàâåíñòâ

Cm+1
n > Cm

n ïðè m <
n− 1

2
è Cm+1

n < Cm
n ïðè m >

n− 1

2
.
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Çàäà÷à 2.6. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîñòîãî ÷èñëà p è r = 1, p− 1,
âåëè÷èíà C r

p äåëèòñÿ íà p.

Ðåøåíèå. Òàê êàê öåëîå ÷èñëî r = 1, p− 1, òî ïðîèçâåäåíèå r
÷èñåë

p (p− 1) . . . (p− r + 1)

äåëèòñÿ íà r!. Íî ÷èñëî r! âçàèìíî ïðîñòî ñ p, ñëåäîâàòåëüíî, è
ïðîèçâåäåíèå

(p− 1) (p− 2) . . . (p− r + 1)

äåëèòñÿ íà r!. Òàêèì îáðàçîì,

C r
p =

p !

(p− r)! r!
= p

(p− 1) (p− 2) . . . (p− r + 1)

r!

äåëèòñÿ íà p.

Â ñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ ìû ïðèâåäåì ðàçëè÷íûå èíòåðïðåòà-
öèè ïîíÿòèÿ �íåóïîðÿäî÷åííàÿ âûáîðêà áåç âîçâðàùåíèÿ�, êîòîðûå
îêàçûâàþòñÿ âåñüìà ïîëåçíûìè ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ êîìáèíàòîð-
íûõ çàäà÷.

2.4.2 Ïîäìíîæåñòâà, êîëëåêöèè Øïåðíåðà

Êàæäàÿ íåóïîðÿäî÷åííàÿ âûáîðêà áåç âîçâðàùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
(íåóïîðÿäî÷åííûì) ïîäìíîæåñòâîì ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè. Ïî-
ýòîìó óòâåðæäåíèÿ, äîêàçàííûå äëÿ íåóïîðÿäî÷åííûõ âûáîðîê áåç
âîçâðàùåíèÿ ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü íà ÿçûêå ïîäìíîæåñòâ.

Òåîðåìà 2.5. 1. ×èñëî âñåõ m−ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà, ñî-
ñòîÿùåãî èç n ýëåìåíòîâ, ðàâíî Cm

n .

2. ×èñëî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùåãî èç n ýëå-
ìåíòîâ, ðàâíî 2n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ï.1 ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.3, à
ï.2 � èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà (2.11).

Îïðåäåëåíèå. Åñëè ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ A = {A1, . . . , Ak}
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n−ìíîæåñòâàM óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

Ai * Aj , i 6= j, 8

òî òàêîå ñåìåéñòâî íàçûâàåòñÿ êîëëåöèåé Øïåðíåðà ìíîæåñòâà
M.

Ïðèìåð. Äëÿ ìíîæåñòâàM = {a1, a2, a3}, ñåìåéñòâà

A1 = {{a1}, {a2}, {a3}}, A2 = {{a1, a2}, {a1, a3}, {a2, a3}}

îáðàçóþò êîëëåêöèè Øïåðíåðà, à ñåìåéñòâî

A3 = {{a1}, {a1, a2}, {a2, a3}}

íå îáðàçóåò êîëëåêöèþ Øïåðíåðà.

Òåîðåìà 2.6. Åñëè ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ A = {A1, . . . , Ak}
n−ìíîæåñòâàM îáðàçóåò êîëëåöèþ Øïåðíåðà è |Ai| = ri, òî

1

C r1
n

+
1

C r2
n

+ . . .+
1

C rk
n
≤ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ïîëíóþ öåïî÷êó ïîä-
ìíîæåñòâ

∅ = B0 ⊂ B1 ⊂ . . . ⊂ Bi ⊂ . . . ⊂ Bn ⊂M, |Bi| = i.

Òàê êàê êàæäûé ïîñëåäóþùèé ÷ëåí òàêîé öåïî÷êè ïîëó÷àåòñÿ äî-
áàâëåíèåì ðîâíî îäíîãî ýëåìåíòà ìíîæåñòâà M ê ïðåäûäóùåìó
÷ëåíó, òî ïîëíàÿ öåïî÷êà ÿâëÿåòñÿ íåóïëîòíÿåìîé â òîì ñìûñëå,
÷òî ìåæäó åå ýëåìåíòàìè íåëüçÿ âñòàâèòü äîïîëíèòåëüíîãî ïîä-
ìíîæåñòâà èç M. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ÷èñëî ïîëíûõ öåïî÷åê â
n−ìíîæåñòâåM ðàâíî n!. Äåéñòâèòåëüíî, îäíîýëåìåíòíîå ïîäìíî-
æåñòâî B1 ìîæíî âûáðàòü n ñïîñîáàìè, äâóõýëåìåíòíîå ïîäìíî-
æåñòâî B2, ñîäåðæàùåå â ñåáå B1, ìîæíî âûáðàòü (n− 1)−èì ñïî-
ñîáîì è òàê äàëåå, ïîñëåäíåå ìíîæåñòâî âûáèðàåòñÿ òîëüêî îäíèì

8Ò.å. íè îäíî èç ìíîæåñòâ A1, . . . , Ak íå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ äðóãîãî.
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ñïîñîáîì. Çàôèêñèðóåì ïîäìíîæåñòâî Ai, (1 ≤ i ≤ k), è ðàññìîò-
ðèì ïîëíóþ öåïî÷êó, "ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç" ýòî ïîäìíîæåñòâî. Òà-
êàÿ öåïî÷êà èìååò âèä

∅ = B0 ⊂ B1 ⊂ . . . ⊂ B ri−1 ⊂ Ai ⊂ Bri+1 ⊂ . . . ⊂ Bn ⊂M.

×èñëî ïîäöåïî÷åê

∅ = B0 ⊂ B1 ⊂ . . . ⊂ B ri−1 ⊂ Ai

ðàâíî |Ai|! = ri!. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ÷èñëî
ïîäöåïî÷åê, íà÷èíàþùèõñÿ ñ ôèêñèðîâàííîãî ìíîæåñòâà Ai

Ai ⊂ Bri+1 ⊂ . . . ⊂ Bn ⊂M,

ðàâíî (n − ri)!. Ïîýòîìó îáùåå ÷èñëî ïîëíûõ öåïî÷åê, ïðîõîäÿ-
ùèõ ÷åðåç ïîäìíîæåñòâî |Ai|, ðàâíî ri! (n − ri)!. Ïðè i 6= j ïîëíûå
öåïî÷êè, ïðîõîäÿùèå ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç ôèêñèðîâàííûå ïîäìíî-
æåñòâà Ai è Aj , ðàçëè÷íû. Â ñàìîì äåëå, ïðåäïîëîæåíèå î ñóùå-
ñòâîâàíèè îäíîé ïîëíîé öåïî÷êè, ñîäåðæàùåé ïîäìíîæåñòâà Ai è
Aj , ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèÿì

Ai ⊂ Aj èëè Aj ⊂ Ai,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ êîëëåêöèè Øïåðíåðà. Òàêèì îáðà-
çîì, îáùåå ÷èñëî ïîëíûõ öåïî÷åê, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç âñå ïîäìíî-
æåñòâà êîëëåêöèè A, ðàâíî

k∑
i=1

ri! (n− ri)!.

Íî ýòà âåëè÷èíà íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü îáùåå ÷èñëî âñåõ ïîëíûõ
öåïî÷åê

k∑
i=1

ri! (n− ri)! ≤ n!,

ñëåäîâàòåëüíî,
k∑
i=1

ri! (n− ri)!
n!

≤ 1.
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Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå. Åñëè äëÿ n−ìíîæåñòâà M ñåìåéñòâî ïîäìíî-
æåñòâ A = {A1, . . . , Ak} îáðàçóåò êîëëåöèþ Øïåðíåðà, òî

|A| = k ≤ C
[ n
2
]

n (íåðàâåíñòâî Øïåðíåðà).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèòü íåðàâåíñòâî çàäà÷è 2.4.

2.4.3 Ðàññåëåíèå ñêâîðöîâ ïî ñêâîðå÷íèêàì

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ñêâîðå÷íèêîâ, êîòîðûå áóäåì ñ÷èòàòü
îòëè÷èìûìè äðóã îò äðóãà. Ñêâîðöîâ æå, íàîáîðîò, áóäåì ñ÷èòàòü
äðóã îò äðóãà íåîòëè÷èìûìè.

Çàäà÷à 2.7. Êàêèì ÷èñëîì ñïîñîáîâ m ñêâîðöîâ ìîãóò ïîñå-
ëèòüñÿ â n ñêâîðå÷íèêàõ? Ñ÷èòàåì, ÷òî â êàæäîì ñêâîðå÷íèêå íå
áîëåå îäíîãî ñêâîðöà è m ≤ n.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ ñêâîðå÷íèêîâ â êà÷åñòâå
ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè. Ñêâîðöû, âûáèðàÿ ñêâîðå÷íèêè äëÿ ïî-
ñåëåíèÿ, èçâëåêàþò èç ýòîé ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè âûáîðêó áåç
âîçâðàùåíèÿ (â çàíÿòîì ñêâîðå÷íèêå íàõîäèòñÿ òîëüêî îäèí ñêâî-
ðåö). Òàê êàê ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ çàñåëåííûõ ñêâîðå÷íèêîâ íå èã-
ðàåò ðîëè (ñêâîðöû íåîòëè÷èìû äãóã îò äðóãà), òî ìû èìååì íåó-
ïîðÿäî÷åííóþ âûáîðêó. Îòâåò: Cm

n .

Çàìå÷àíèå. Õîòÿ ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è òðèâèàëüíî, òåì íå ìå-
íåå, âçãëÿä íà íåóïîðÿäî÷åííóþ âûáîðêó áåç âîçâðàùåíèÿ, êàê íà
ñïîñîá "ðàññåëåíèÿ ñêâîðöîâ ïî ñêâîðå÷íèêàì" ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ
âåñüìà ïîëåçíûì.

2.4.4 Ïîñòðîéêà ëåñòíèöû

Çàäà÷à 2.8. Èç ïëèò ñå÷åíèåì 30 íà 50 ñì ñòðîèòñÿ ëåñòíèöà,
âåäóùàÿ èç òî÷êè A â òî÷êó B (ñì. ðèñ. 4). Ðàññòîÿíèå AC ðàâíî
4,5 ì, à ðàññòîÿíèå CB � 1,5 ì. Âûñîòà êàæäîé ñòóïåíüêè ðàâíà
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30 ñì, à å¼ øèðèíà � öåëîå, êðàòíîå 50 ñì. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
ìîæíî ïîñòðîèòü ëåñòíèöó?9

A H1 H2 H3 H4 H5 H6 H7 H8 C

B

@ @ @ @ @@@ @@ @@ @@ @@@ @ @ @ @
@ @ @@@ @@ @@@ @ @

@ @ @@@ @@ @@@ @ @
@@@@

� � � ��� �� �� ��� � � �

� � � ��� �� �� ��� � � �

� � ��� �� ��� � �

� ��� ��� �

@@@@@@@@
- �

50 ñì

6
?

30 ñì

Ðèñ. 4

Ðåøåíèå.

1-ûé â à ð è à í ò. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è î÷åâèäíî, ÷òî ëåñòíèöà äîëæ-
íà èìåòü 5 ñòóïåíåê, à íèæíèé åå "ñëîé" ñîñòîèò èç 9 ïëèò. Êàæäóþ
ñòóïåíüêó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîäúåì íà 30 ñì ïî îòíîøåíèþ
ê ïðåäøåñòâóþùåìó óðîâíþ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñÿêàÿ ëåñòíèöà
îáÿçàòåëüíî íà÷èíàåòñÿ ñ ïåðâîãî ïîäúåìà â òî÷êå À, à â òî÷êå Â
ïîäúåì íå îñóùåñòâëÿåòñÿ íèêîãäà.10 Òîãäà çàäà÷à ïîñòðîéêè ëåñò-
íèöû ñâîäèòñÿ ê âûáîðó ÷åòûðåõ òî÷åê ïîäúåìà èç âîñüìè òî÷åê
H1, H2, ...,H8. Ê ïðèìåðó, ïðè ïîñòðîéêå ëåñòíèöû íà ðèñ. 4 ïîäú-
åì îñóùåñòâëÿåòñÿ â òî÷êàõ H2, H3, H6 è H8 (êðîìå òî÷êè À). Ïðè
ýòîì ïîðÿäîê âûáîðà òî÷åê íå âàæåí, ïîñêîëüêó ïîäúåìû áóäóò
îñóùåñòâëÿòüñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ñëåâà íàïðàâî â âûáðàííûõ òî÷-
êàõ. Îòâåò: C4

8 = 8!
4!(8−4)! = 70 ñïîñîáîâ.

2-î é â à ð è à í ò ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è áóäåò ðàññìîòðåí â ïàðà-
ãðàôå 2.5.

2.4.5 Ìàðøðóòû â ïðÿìîóãîëüíîì ãîðîäå

Çàäà÷à 2.9. Ðàññìîòðèì ãîðîä ñ ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêîé óëèö,
ñîñòîÿùèé èçm×n êâàðòàëîâ (ñì. ðèñ. 5). Êàêîâî ÷èñëî ðàçëè÷íûõ

9Ñì. [5, ñòð. 65]
10Â ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è, ïðåäñòàâëåííîì â [5], ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñòóïåíü-

êè ëåñòíèöû ìîæíî ñòðîèòü âî âñåõ 10 òî÷êàõ A,H1, ..., H8, C.
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êðàò÷àéøèõ ïóòåé íà íà ýòîé ñåòêå, âåäóùèõ èç ëåâîãî íèæíåãî
óãëà (òî÷êà A(0,0)) â ïðàâûé âåðõíèé óãîë (òî÷êàB(m,n))?

Ðåøåíèå. Âíà÷àëå îòìåòèì, ÷òî ïðè äâèæåíèè ïî êðàò÷àéøå-
ìó ïóòè, ìû âñåãäà äâèãàåìñÿ "âïðàâî" èëè "ââåðõ". Äàëåå, äâèãà-
ÿñü ïî ëþáîìó êðàò÷àéøåìó ïóòè èç ïóíêòà A(0,0) â ïóíêò B(m,n),
ìû îáÿçàòåëüíî ïðîõîäèì m êâàðòàëîâ ïî ãîðèçîíòàëè è n êâàðòà-
ëîâ ïî âåðòèêàëè. Ïðè ýòîì ðàçíûå êðàò÷àéøèå ïóòè áóäóò îòëè-
÷àòüñÿ ëèøü ïîðÿäêîì ïðîõîæäåíèÿ êâàðòàëîâ ïî ãîðèçîíòàëè è
ïî âåðòèêàëè. Ïîýòîìó êàæäûé êðàò÷àéøèé ïóòü ìîæíî "çàêîäè-
ðîâàòü" ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ m áóêâ "Ã" (äâèæåíèå ïî ãîðèçîíòà-
ëè), è n áóêâ "Â" (äâèæåíèå ïî âåðòèêàëè).

--

-

-

-

6

6

6

r

r

r

rn B(m,n)

A(0,0)

6

m
Ðèñ. 5

Íàïðèìåð, ïóòü èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 5, èìååò ñëåäóþùóþ êî-
äèðîâêó:

{Ã, Ã, Â, Ã, Â, Â, Ã, Ã, Â, Â, Ã}.

Ïîýòîìó îáùåå ÷èñëî êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç ïóíêòà A(0,0) â
ïóíêò B(m,n) ðàâíî ÷èñëó ñïîñîáîâ, êîòîðûìè m áóêâ "Ã" ìîæ-
íî "ðàññåëèòü" íà m+ n ìåñòàõ, ò.å. ÷èñëó Cm

m+n.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âìåñòî áóêâû "Ã" ìîæíî âçÿòü è áóêâó
"Â". Ïîýòîìó îáùåå ÷èñëî êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç ïóíêòà A(0,0) â
ïóíêò B(m,n) ðàâíî ÷èñëó ñïîñîáîâ, êîòîðûìè n áóêâ "Â" ìîæíî
ðàçìåñòèòü íà m+ n ìåñòàõ, ò.å. C n

m+n.

Òàêèì îáðàçîì, ìû íå òîëüêî ðåøèëè çàäà÷ó, íî è ïîïóòíî, áåç
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âñÿêèõ âû÷èñëåíèé, óñòàíîâèëè ðàâåíñòâî11

Cm
m+n = C n

m+n.

Çàìå÷àíèå. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü íå-
óïîðÿäî÷åííûå âûáîðêè áåç âîçâðàùåíèÿ, â êà÷åñòâå "êðàò÷àéøèõ
ïóòåé â ïðÿìîóãîëüíîì ãîðîäå". Òàêàÿ òî÷êà çðåíèÿ íåðåäêî îêà-
çûâàåòñÿ âåñüìà ïîëåçíîé.

2.4.6 Ñâîéñòâà áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ

Òåîðåìà 2.7. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Cm
n = Cm

n−1 + Cm−1
n−1 . (2.12)

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïðèâåäåì òðè ðàçëè÷íûõ äîêàçàòåëüñòâà ýòî-
ãî ðàâåíñòâà.

1-û é â à ð è à í ò. ×èñòî àëãåáðàè÷åñêîå. Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé
(2.8), áóäåì èìåòü

Cm
n−1 + Cm−1

n−1 =
(n− 1)!

m! (n− 1−m)!
+

(n− 1)!

(m− 1)! (n−m)!
=

=
(n− 1)! (n−m) + (n− 1)!m

m! (n−m)!
=

n!

m! (n−m)!
= Cm

n .

2-î é â à ð è à í ò. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåóïîðÿäî÷åííûå âûáîð-
êè áåç âîçâðàùåíèÿ êàê ïîäìíîæåñòâà ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè12

M = {a1, . . . , an}.
11Â ñïðàâåäëèâîñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ëåãêî óáåäèòüñÿ ïðîñòûì âû÷èñëåíèåì,

èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (2.8).
12Íàïîìíèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ìû ðàññìàòðèâàåì ñàìó ãåíåðàëüíóþ ñîâî-

êóïíîñòü è åå ïîäìíîæåñòâà êàê íåóïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà.
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Âûáåðåì íåêîòîðûé ýëåìåíò ai ∈ M è âñå m−ýëåìåíòíûå ïîä-
ìíîæåñòâàM ðàçîáüåì íà äâà êëàññà:

1) ïîäìíîæåñòâà, êîòîðûå íå ñîäåðæàò ai,

2) ïîäìíîæåñòâà, êîòîðûå ñîäåðæàò ai.

Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî âñåõm−ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ãåíåðàëü-
íîé ñîâîêóïíîñòèM ðàâíî Cmn . ×èñëî ïîäìíîæåñòâ â ïåðâîì êëàñ-
ñå ðàâíî Cmn−1, òàê êàê êàæäîå òàêîå ïîäìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿm−ýëå-
ìåíòíûì ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâàM\{ai}. Íàêîíåö, ÷èñëî ïîä-
ìíîæåñòâ âòîðîãî êëàññà ðàâíî Cm−1n−1 , ïîñêîëüêó êàæäîå òàêîå ïîä-
ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ôèêñèðîâàííîãî ýëåìåíòà {ai} è
íåêîòîðîãî (m−1)−ýëåìåíòíîãî ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâàM\{ai}.

Ñëåäîâàòåëüíî,

Cm
n = Cm

n−1 + Cm−1
n−1 .

3-è é â à ð è à í ò. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåóïîðÿäî÷åííûå âûáîð-
êè áåç âîçâðàùåíèÿ êàê êðàò÷àéøèå ïóòè â ïðÿìîóãîëüíîì ãîðîäå.

-

-
6

r

r

r

rn-m

n-m-1 r
B(m, n-m)B(m-1, n-m)r rB(m, n-m-1)

A(0,0)

6

mm-1
r

Ðèñ. 6

Êàê âèäíî íà ðèñ. 6, ÷èñëî êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç òî÷êè A(0,0)
â òî÷êó B(m, n-m) ðàâíî Cm

m+(n−m) = Cm
n . Ìíîæåñòâî òàêèõ ïóòåé

ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà ïîäìíîæåñòâà:

1) ïóòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó B(m-1, n-m),

2) ïóòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó B(m, n-m-1).

×èñëî ïóòåé, ïðèíàäëåæàùèõ ïåðâîìó ïîäìíîæåñòâó, ðàâíî
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Cm−1
m−1+n−m = Cm−1

n−1 , à âòîðîìó � C
m
n−m−1+m = Cm

n−1. Ñëåäîâàòåëüíî,

Cm
n = Cm−1

n−1 + Cm
n−1.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå òåîðåìû 4, äëÿ ïîäñ÷åòà
÷èñëà êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç òî÷êè A(0,0) â äèàãîíàëüíûå òî÷êè
B(m,n-m), m = 0, n, íåòðóäíî ïðîâåñòè ïîñòðîåíèå òðåóãîëüíèêà
Ïàñêàëÿ äëÿ ÷èñåë Cm

n .

Çàäà÷à 2.10. Äîêàçàòü òîæäåñòâî

C n
2n =

n∑
m=0

(Cm
n )2.

Ðåøåíèå. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî òîæäåñòâà áóäåì èñïîëü-
çîâàòü ìîäåëü êðàò÷àéøèõ ïóòåé â ïðÿìîóãîëüíîì ãîðîäå.

-

rB(n,n)

r
r
r
r
r@

@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@

rC(0,n)

n-m r E(m,n-m)

r

-

6

-
6

r
m

A(0,0)

6

D(n,0)

Ðèñ. 7

×èñëî êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç òî÷êè A(0,0) â òî÷êó B(n,n) ðàâíî
C n
2n (ñì. ðèñ. 7). Êàæäûé òàêîé ïóòü ïðîõîäèò ÷åðåç îäíó è òîëüêî
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îäíó èç äèàãîíàëüíûõ òî÷åê

E(m,n-m), m = 0, n.

×èñëî êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç òî÷êè A(0,0) â òî÷êó E(m,n-m) ðàâ-
íî Cm

m+n−m = Cm
n . Ââèäó çåðêàëüíîé ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî äèà-

ãîíàëè C(0,n)D(n,0), êàæäîìó êðàò÷àéøåìó ïóòè èç òî÷êè A(0,0)
â òî÷êó E(m,n-m) ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííûé êðàò÷àéøèé ïóòü èç
òî÷êè E(m,n-m) â òî÷êó B(n,n). Ïîýòîìó ÷èñëî êðàò÷àéøèõ ïóòåé
èç òî÷êè E(m,n-m) â òî÷êó B(n,n) ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì êðàò÷àéøèõ
ïóòåé èç òî÷êè A(0,0) â òî÷êó E(m,n-m) è òàêæå ðàâíî Cm

n . Ñëå-
äîâàòåëüíî, íà îñíîâå ïðàâèëà óìíîæåíèÿ, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî
÷èñëî êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç òî÷êè A(0,0) â òî÷êó B(n,n), ïðîõîäÿ-
ùèõ ÷åðåç òî÷êó E(m,n-m), ðàâíî Cm

n · Cm
n = (Cm

n )2.
Ñóììèðóÿ ÷èñëà êðàò÷àéøèõ ïóòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç âñå äèà-

ãîíàëüíûå òî÷êè, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

C n
2n =

n∑
m=0

(Cm
n )2.

Çàäà÷à 2.11. Äîêàçàòü òîæäåñòâî (ñâåðòêà Êîøè)

C k
m+n =

k∑
i=0

C i
mC

k−i
n .

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé áèíîìà Íüþòîíà äëÿ êàæ-
äîé ñòåïåíè ñëåäóþùåãî òîæäåñòâà

(1 + x)m (1 + x)n = (1 + x)m+n.

Òîãäà êîýôôèöèåíò ïðè xk â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî òîæäåñòâà ðàâåí
Ckm+n, à â ëåâîé ÷àñòè òîæäåñòâà êîýôôèöèåíò ïðè xk ðàâåí

k∑
i=0

C i
mC

k−i
n .
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Êàê èçâåñòíî, äâà ìíîãî÷ëåíà ðàâíû äëÿ âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ x
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàâíû êîýôôèöèåíòû ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ
ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ x. Ïîýòîìó ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî äëÿ
ëþáîãî k òàêîãî, ÷òî 0 ≤ k ≤ m+ n, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

C k
m+n =

k∑
i=0

C i
mC

k−i
n .

Çàäà÷à 2.12. Äîêàçàòü ðàâåíñòâî

n∑
k=m

(−1)k C k
n C

m
k = 0, (0 ≤ m ≤ n). (2.13)

Ðåøåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíî m ðàç ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî x
òîæäåñòâî

(1 + x)n =
n∑
k=0

C k
n x

k.

Ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

n(n−1) . . . (n−m+1)(1+x)n−m =
n∑

k=m

C k
n k(k−1) . . . (k−m+1)x k−m.

Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà

(−1)m

m!
,

ïðè x = −1 ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå (2.13)

0 =
n∑

k=m

C k
n

k(k − 1) . . . (k −m+ 1)

m!
(−1) k =

n∑
k=m

(−1)k C k
n C

m
k .

Ñëåäóþùåå ñâîéñòâî áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçàíî ñ
îáðàùåíèåì ìàòðèö ñïåöèàëüíîãî âèäà. Âíà÷àëå äîîïðåäåëèì âû-
ðàæåíèå áèíîìèàëüíîãî êîýôôèöèåíòà Cm

n äëÿ m > n ñ ïîìîùüþ
ðàâåíñòâà

Cm
n ≡ 0. (2.14)
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Òåîðåìà 2.8. Ìàòðèöû

A =
[
C j
i

]
è B =

[
(−1)i+j C j

i

]
, (i, j = 0, 1, 2, . . . , n),

âçàèìíî îáðàòíû:

B = A−1 , A = B−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî

A ·B = E ,

ãäå E− åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Îáîçíà÷èì ýëåìåíòû ïðîèçâåäåíèÿ A ·
B ÷åðåç d ij .

Âíà÷àëå âû÷èñëèì äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû:

dii =

n∑
k=0

C k
i (−1) k+iC i

k =

= (−1) i

[
i−1∑
k=0

(−1) k C k
i C

i
k + (−1) iC i

i C
i
i +

n∑
k=i+1

(−1) k C k
i C

i
k

]
.

Ïî ñâîéñòâó (2.14) ïåðâàÿ è ïîñëåäíÿÿ ñóììû â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ
ðàâíû íóëþ, ïîýòîìó

dii = (−1) 2i
[
C i
i

]2 ≡ 1.

Äàëåå, äëÿ i < j

d ij =

n∑
k=0

C k
i (−1) k+j C j

k = (−1)j
n∑
k=0

(−1) k C k
i C

j
k =

= (−1)j

[
i∑

k=0

(−1) k C k
i C

j
k +

n∑
k=i+1

(−1) k C k
i C

j
k

]
= 0,

òàê êàê ïî ñâîéñòâó (2.14) îáå ñóììû â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ðàâíû
íóëþ.
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Ðàâåíñòâî
d ij = 0, ïðè i > j

äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå (ôîðìóëû îáðàùåíèÿ).

Åñëè an =
n∑
k=0

C k
n bk äëÿ ëþáîãî n ≥ 0, òî bn =

n∑
k=0

(−1)n+k C k
n ak.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ìàòðèöû A è B âçàèìíî îáðàòíû:
B = A−1, òî èç ñîîòíîøåíèÿ

a0
a1
...
an

 = A


b0
b1
...
bn

 , ñëåäóåò ðàâåíñòâî


b0
b1
...
bn

 = B


a0
a1
...
an

 .
Ïîýòîìó, åñëè

an =
n∑
k=0

C k
n bk, òî bn =

n∑
k=0

(−1)n+k C k
n ak.

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

2.4.7 Ìåòîä òðàåêòîðèé. Çàäà÷à î áàëëîòèðîâêå

Â ïàðàãðàôå 2.4.5, ðàññìàòðèâàÿ ñâîéñòâà áèíîìèàëüíûõ êîýô-
ôèöèåíòîâ, ìû óáåäèëèñü â òîì, íàñêîëüêî ïîëåçíîé ìîæåò áûòü
èíòåðïðåòàöèÿ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷ â òåðìèíàõ "êðàò÷àéøèõ ïó-
òåé â ïðÿìîóãîëüíîì ãîðîäå". Ðàññìîòðèì åùå îäèí âàðèàíò ýòîãî
ãåîìåòðè÷åñêîãî ìåòîäà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

sk = δ1 + . . .+ δk, ãäå δi = ± 1, i = 1, k, k = 1,∞.

Ââåäåì òðàåêòîðèè (ëîìàíûå) γ(δ1, . . . , δk), âûõîäÿùèå èç íà-
÷àëà êîîðäèíàò O(0, 0) è ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êè

A1(1, s1), A2(2, s2), . . . , Ak(k, sk). (2.15)
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Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïîâåäåíèå òàêèõ òðàåêòîðèé çàâèñèò îò ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ çíàêîâ (+) è (−) âåëè÷èí δi. Íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå
èçîáðàæåíà òðàåêòîðèÿ γ(δ1, . . . , δ10), ñîåäèíÿþùàÿ íà÷àëî êîîðäè-
íàò O(0, 0) ñ òî÷êîé A10(10, 2) è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè A1(1, 1),
A2(2, 2), A3(3, 1), A4(4, 0), A5(5,−1), A6(6, 0), A7(7, 1), A8(8, 2),
A9(9, 3). Ó ýòîé òðàåêòîðèè δ1 = δ2 = +1, δ3 = δ4 = δ5 = −1,
δ6 = δ7 = δ8 = δ9 = +1, δ10 = −1.

Çàìåòèì, ÷òî âñå òðàåêòîðèè âèäà (2.15), âûõîäÿùèå èç òî÷êè
O(0, 0) è çàêàí÷èâàþùèåñÿ â òî÷êå A10(10, 2), îáÿçàòåëüíî ñîäåð-
æàòñÿ â ïðÿìîóãîëüíèêå OBA10D. Ïðè÷åì íàáîðû ïàðàìåòðîâ δi,
îïðåäåëÿþùèå òàêèå òðàåêòîðèè, áóäóò ñîäåðæàòü îäèíàêîâîå êî-
ëè÷åñòâî (+1), ðàâíîå 6. Êàê íåòðóäíî âèäåòü íà ðèñóíêå 8, ïðè ïî-
âîðîòå ïðÿìîóãîëüíèêà OBA10D (ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè) íà óãîë
45◦, ìû ïîëó÷èì ñõåìó êðàò÷àéøèõ ìàðøðóòîâ â ïðÿìîóãîëüíîì
ãîðîäå, êîòîðàÿ ðàíåå áûëà ðàññìîòðåíà â ïàðàãðàôå 2.7.

Êàê âèäíî íà ðèñóíêå 8, òðàåêòîðèè γ(δ1, . . . , δk) âèäà (2.15) íå
ïðîõîäÿò ÷åðåç âñå öåëî÷èñëåííûå òî÷êè (x, y)−ïëîñêîñòè. Â ñàìîì
äåëå, åñëè x = k è y = sk, òî x ≥ |y|, à ñàìè ÷èñëà x è y äîëæíû
èìåòü îäèíàêîâóþ ÷åòíîñòü.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç N(x, y) ÷èñëî âñåõ òðàåêòîðèé γ(δ1, . . . , δx) âè-
äà (2.15), ñîåäèíÿþùèõ íà÷àëî êîîðäèíàò O(0, 0) ñ öåëî÷èñëåííîé
òî÷êîé (x, y).

Òåîðåìà 2.9. Åñëè öåëûå ÷èñëà x ≥ 0 è y èìåþò îäèíàêîâóþ
÷åòíîñòü è x ≥ |y|, òî

N(x, y) =
x!(x+y

2

)
!
(x−y

2

)
!

= C (x+y)/2
x , (2.16)

åñëè æå ÷èñëà x è y èìåþò ðàçíóþ ÷åòíîñòü èëè x < |y|, òî

N(x, y) = 0. (2.17)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òðàåêòîðèè γ(δ1, . . . , δx), ñîåäè-
íÿþùèå íà÷àëî êîîðäèíàò O(0, 0) ñ öåëî÷èñëåííîé òî÷êîé (x, y).
Äëÿ òàêèõ òðàåêòîðèé âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî y = δ1 + . . .+ δx. Òàê
êàê ÷èñëà x è y ôèêñèðîâàííû, òî íàáîðû ïàðàìåòðîâ {δ1, . . . , δx}
íàøèõ òðàåêòîðèé áóäóò ñîäåðæàòü îäèíàêîâîå ÷èñëî (+1). Îáîçíà-
÷èì ýòî ÷èñëî ÷åðåç m, òîãäà ñðåäè ïàðàìåòðîâ {δ1, . . . , δx} ðîâíî
m ðàâíû +1, à îñòàëüíûå x − m ïàðàìåòðîâ ðàâíû −1. Ïîýòîìó
y = m− (x−m) = 2m− x, ò.å.

m =
x+ y

2
, x−m =

x− y
2

. (2.18)

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî âñåõ òðàåêòîðèé γ(δ1, . . . , δx), ñîåäèíÿþùèõ
íà÷àëî êîîðäèíàò O(0, 0) ñ öåëî÷èñëåííîé òî÷êîé (x, y), ðàâíî ÷èñ-
ëó ñïîñîáîâ, êîòîðûìè m (+1) ìîæíî ðàçìåñòèòü íà x ìåñòàõ, ò.å.
Cm
x . Îòñþäà, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (2.18), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

(2.16). Äîêàçàòåëüñòâî ðàâåíñòâà (2.17) î÷åâèäíî. Òåîðåìà äîêàçà-
íà.

Òåîðåìà 2.10 (Ïðèíöèï çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ.)
Åñëè A1(x1, y1) è A2(x2, y2) � òî÷êè ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíà-
òàìè òàêèå, ÷òî

x2 > x1 ≥ 0, y1 > 0, y2 > 0,
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à òî÷êà Ã1(x1,−y1) ñèììåòðè÷íà òî÷êå A1(x1, y1) îòíîñèòåëüíî
îñè OX, òî ÷èñëî âñåõ òðàåêòîðèé èç A1(x1, y1) â A2(x2, y2), êî-
òîðûå ïåðåñåêàþò îñü OX èëè èìåþò ñ íåé îáùóþ òî÷êó, ðàâíî
÷èñëó òðàåêòîðèé èç Ã1(x1,−y1) â A2(x2, y2).

Äîêàçàòåëüñòâî.Êàæäîé òðàåêòîðèè γ(A1, A2), èäóùåé èç òî÷-
êè A1 â òî÷êó A2, êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò èëè êàñàåòñÿ îñè OX, ïîñòà-
âèì â ñîîòâåòñòâèå åäèíñòâåííóþ òðàåêòîðèþ γ(Ã1, A2) (ñì. ðèñ.
9) ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó. Åñëè B � ïåðâàÿ îáùàÿ òî÷êà òðà-
åêòîðèè γ(A1, A2) è îñè OX (B = min{x : γ(A1, A2) ∩ OX}), òî
ó÷àñòîê (Ã1, B) òðàåêòîðèè γ(Ã1, A2) ÿâëÿåòñÿ çåðêàëüíûì îòðà-
æåíèåì ó÷àñòêà (A1, B) òðàåêòîðèè γ(A1, A2), ïðàâåå æå òî÷êè B
òðàåêòîðèè γ(Ã1, A2) è γ(A1, A2) ñîâïàäàþò.
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Ðàññìîòðåííîå ñîîòâåòñòâèå òðàåêòîðèé îáðàòèìî, ò.ê. îáðàòè-
ìî çåðêàëüíîå îòðàæåíèå. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî
êàæäîé òðàåêòîðèè γ(Ã1, A2), èäóùåé èç òî÷êè Ã1 â òî÷êó A2, ñî-
îòâåòñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òðàåêòîðèÿ âèäà γ(A1, A2). Ñëåäîâàòåëü-
íî, ìåæäó ìíîæåñòâîì òðàåêòîðèé, èäóùèõ èç òî÷êè A1 â òî÷êó
A2, êîòîðûå ïåðåñåêàþò èëè êàñàþòñÿ îñè OX, è ìíîæåñòâîì âñåõ
òðàåêòîðèé, èäóùèõ èç Ã1 â A2, ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî êîíå÷íûå ðàâíîìîùíûå ìíî-
æåñòâà ñîñòîÿò èç îäèíàêîâîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Òåîðåìà 2.11. Åñëè x > 0, y > 0, òî ÷èñëî âñåõ òðàåêòîðèé,
èäóùèõ èç òî÷êè O(0, 0) â òî÷êó A2(x, y) è íå èìåþùèõ âåðøèí 13

íà îñè OX, ðàâíî
y

x
N(x, y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê âèäíî íà ðèñ. 10, âñå òðàåêòîðèè, ñîåäè-
íÿþùèå òî÷êè O(0, 0) è A2(x, y) è íå èìåþùèå âåðøèí íà îñè OX,
ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó A1(1, 1).

×èñëî âñåõ òðàåêòîðèé, âåäóùèõ èç òî÷êè A1 â òî÷êó A2, ðàâíî
N(x − 1, y − 1). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü òî÷êó A1 íà÷àëîì
êîîðäèíàò. ×èñëî âñåõ òðàåêòîðèé, âåäóùèõ èç òî÷êè A1 â òî÷êó
A2 è ïåðåñåêàþùèõ îñü OX, ðàâíî, â ñèëó ïðèíöèïà çåðêàëüíîãî
îòðàæåíèÿ, ÷èñëó âñåõ òðàåêòîðèé, âåäóùèõ èç òî÷êè Ã1 â òî÷êó
A2. Íî ýòî ÷èñëî ðàâíî N(x−1, y+1). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü
òî÷êó Ã1 íà÷àëîì êîîðäèíàò.
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Ïîýòîìó, îáùåå ÷èñëî òðàåêòîðèé, èäóùèõ èç òî÷êè O(0, 0) â
òî÷êó A2(x, y) è íå èìåþùèõ âåðøèí íà îñè OX, ðàâíî

N(x− 1, y − 1) − N(x− 1, y + 1) =

=
(x− 1)!(x+y

2 − 1
)
!
(x−y

2

)
!
− (x− 1)!(x+y

2

)
!
(x−y

2 − 1
)
!

=

=
y

x

x!(x+y
2

)
!
(x−y

2

)
!

=
y

x
N(x, y).

13Êðîìå òî÷êè O(0, 0).
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Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàäà÷à 2.13(î áàëëîòèðîâêå).14 Â âûáîðàõ ó÷àñòâîâàëè äâà
êàíäèäàòà. Ïîáåäèë êàíäèäàò A, ñîáðàâ a ãîëîñîâ, êàíäèäàò B ñî-
áðàë b ãîëîñîâ (a > b). Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò âàðèàíòîâ ïîñëåäî-
âàòåëüíîãî ïîäñ÷åòà áþëëåòåíèé, ïðè êîòîðûõ êàíäèäàò A áóäåò
âñåãäà âïåðåäè ïî êîëè÷åñòâó ïîäàííûõ çà íåãî ãîëîñîâ? (Ïðåäïî-
ëàãàÿ, ÷òî âñå èçáèðàòåëè ãîëîñóþò çà êàíäèäàòîâ A è B ñ ðàâíûìè
âåðîÿòíîñòÿìè, íàéòè âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ, ñîñòîÿùåãî â òîì, ÷òî
ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì ïîäñ÷åòå áþëëåòåíèé êàíäèäàò A áûë âñåãäà
âïåðåäè ïî êîëè÷åñòâó ïîäàííûõ çà íåãî ãîëîñîâ.)

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì òðàåêòîðèé. Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî

δi =

{
+1, åñëè i-ûé ãîëîñ ïîäàí çà A;
−1, åñëè i-ûé ãîëîñ ïîäàí çà B.

Ïîëîæèì sk = δ1 + . . .+ δk. Òàê êàê îáùåå ÷èñëî èçáèðàòåëåé ðàâ-
íî a + b, òî sa+b = a − b. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó ñïîñîáó ïîäà÷è
ãîëîñîâ ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííàÿ òðàåêòîðèÿ γ(δ1, . . . , δa+b), êî-
òîðàÿ âûõîäèò èç òî÷êè O(0, 0), ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó A1(1, 1) è, íå
ïåðåñåêàÿ îñü àáñöèññ, çàêàí÷èâàåòñÿ â òî÷êå F (a+ b, a− b). Íî êàê
ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû (x = a + b, y = a − b), ÷èñëî âñåõ
òàêèõ òðàåêòîðèé ðàâíî

a− b
a+ b

N(a+ b, a− b) =
a− b
a+ b

C a
a+b.

2.5 Íåóïîðÿäî÷åííûå âûáîðêè ñ âîçâðàùåíèåì

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ÷èñëå âñåõ íåóïîðÿäî÷åííûõ âûáîðîê ñ
âîçâðàùåíèåì. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàæäóþ íåóïîðÿäî÷åííóþ âû-

14 Çàäà÷ó î áàëëîòèðîâêå ðàññìàòðèâàë â 1887 ãîäó èçâåñòíûé ôðàíöóçñêèé
ìàòåìàòèê Æ.Áåðòðàí (1822-1900).
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áîðêó ñ âîçâðàùåíèåì îáúåìà m èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè îáú-
åìà n êàê îäèí èç ñïîñîáîâ ðàññåëåíèÿ m ñêâîðöîâ ïî n ñêâîðå÷íè-
êàì áåç îãðàíè÷åíèé íà êîëè÷åñòâî ñêâîðöîâ, ïîñåëÿåìûõ â îäíîì
ñêâîðå÷íèêå.

Äëÿ îïèñàíèÿ ðàññåëåíèÿ ñêâîðöîâ ïî ñêâîðå÷íèêàì âîñïîëüçó-
åìñÿ ñëåäóþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ñõåìîé: áóäåì îáîçíà÷àòüm ñêâîð-
öîâ çâåçäî÷êàìè, à n ñêâîðå÷íèêîâ èçîáðàçèì ñ ïîìîùüþ n+1 âåð-
òèêàëüíîé ÷åðòî÷êè (ñòåíîê ñêâîðå÷íèêà). Íàïðèìåð, ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü

| ? ?| | ? ?| | ? | ? ? ? | | (2.19)

îçíà÷àåò, ÷òî 8 ñêâîðöîâ ðàññåëåíû ïî 7 ñêâîðå÷íèêàì, ïðè÷åì, â
ïåðâîì è òðåòüåì ñêâîðå÷íèêå � ïî 2 ñêâîðöà, âî âòîðîì, ÷åòâåðòîì
è ñåäüìîì � íåò ñêâîðöîâ, â ïÿòîì � 1 ñêâîðåö, â øåñòîì � 3 ñêâîðöà.

Òåîðåìà 2.12. ×èñëî âñåõ íåóïîðÿäî÷åííûõ âûáîðîê ñ âîçâðà-
ùåíèåì îáúåìà m èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè îáúåìà n ðàâíî
Cm
m+n−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ëþáîì ðàññåëåíèèm ñêâîð-
öîâ ïî n ñêâîðå÷íèêàì ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çâåç-
äî÷åê è ÷åðòî÷åê âèäà (2.19) áóäåò îáÿçàòåëüíî íà÷èíàòüñÿ è çà-
êàí÷èâàòüñÿ ÷åðòî÷êàìè. Îñòàëüíûå n− 1 ÷åðòî÷êà è m çâåçäî÷åê
ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ (ìåæäó ïåðâîé è ïîñëåäíåé ÷åðòî÷êàìè) â ïðî-
èçâîëüíîì ïîðÿäêå íàm+n−1 ìåñòàõ. Ïðè ýòîì êàæäîå ðàññåëåíèå
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîìm ìåñò äëÿ çâåçäî÷åê. Òàêèì îá-
ðàçîì, ìû ñâåëè íàøó çàäà÷ó ê çàäà÷å î ðàññåëåíèè m ñêâîðöîâ â
m+n−1 ñêâîðå÷íèêå ñ îãðàíè÷åíèåì: â êàæäîì ñêâîðå÷íèêå ìîæíî
ïîñåëèòü íå áîëåå îäíîãî ñêâîðöà.

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî âñåõ íåóïîðÿäî÷åííûõ âûáîðîê ñ âîçâðà-
ùåíèåì îáúåìà m èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè îáúåìà n ðàâíî
Cm
m+n−1. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Â êîìáèíàòîðèêå íåóïîðÿäî÷åííûå âûáîðêè ñ âîç-
âðàùåíèåì îáúåìà m èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè îáúåìà n íàçû-
âàþòñÿ ñî÷åòàíèÿìè èç n ýëåìåíòîâ ïî m ýëåìåíòîâ ñ ïîâòîðå-
íèÿìè.
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Ïðèìåð. Êîñòè äîìèíî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê ñî÷åòàíèÿ ñ
ïîâòîðåíèÿìè èç ñåìè öèôð
{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} ïî äâå öèôðû. Ïîýòîìó îáùåå ÷èñëî êîñòåé äîìèíî
ðàâíî

C 2
2+7−1 = C 2

8 =
8!

2! 6!
= 28.

Çàäà÷à 2.14. Ñêîëüêî öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ðåøåíèé èìååò
óðàâíåíèå

x1 + x2 + . . .+ xm = n ?

Ðåøåíèå. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ÿâëÿåòñÿ ñóììîé n åäèíèö. Ïî-
ýòîìó êàæäîå ðåøåíèå íàøåãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü, ðàñïî-
ëàãàÿ ëþáîå ÷èñëî åäèíèö15 îò íóëÿ äî n íà m ìåñòàõ çàíèìàåìûõ
íåèçâåñòíûìè xi (i = 1,m). Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ÷èñëî ðåøåíèé
íàøåãî óðàâíåíèÿ ðàâíî ÷èñëó âñåõ íåóïîðÿäî÷åííûõ âûáîðîê ñ
âîçâðàùåíèåì îáúåìà m èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè îáúåìà n,
ò.å. Cm

m+n−1.

Çàäà÷à 2.15. Ñêîëüêî öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé èìååò
óðàâíåíèå

x1 + x2 + . . .+ xm = n ?

Ðåøåíèå. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíîãî ðåøå-
íèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ â öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëàõ íåîáõîäèìî
äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà n ≥ m. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî n
ÿâëÿåòñÿ ñóììîé n åäèíèö. Ïîýòîìó âûáåðåì èç íèõ m åäèíèö è
ðàñïîëîæèì èõ ïî îäíîé íà m ìåñòàõ, çàíèìàåìûõ íåèçâåñòíûìè
xi (i = 1,m). Îñòàâøèåñÿ n−m åäèíèö ìîæíî ðàñïîëàãàòü íà ýòèõ
m ìåñòàõ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì.

Îòâåò: Îáùåå ÷èñëî öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé íàøåãî óðàâ-
íåíèÿ ðàâíî Cn−mm+n−m−1 = Cn−mn−1 = Cm−1n−1 .

2-î é â à ð è à í ò ðåøåíèÿ çàäà÷è 2.8. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî
âñÿêàÿ ëåñòíèöà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì çàäà÷è, îáÿçàòåëüíî

15Çäåñü åäèíèöû èãðàþò ðîëü ñêâîðöîâ, à ìåñòà, çàíèìàåìûå íåèçâåñòíûìè
xi, � ñêâîðå÷íèêîâ.
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ñîäåðæèò 5 "ñòîëáèêîâ" âûñîòîé â 1, 2, 3, 4 è 5 áëîêîâ ñîîòâåò-
ñòâåííî (ñì. ðèñ. 11).

@ @ @ @ @@@ @@ @@ @@ @@@ @ @ @ @

@ @ @@@ @@ @@@ @ @

� � � ��� �� �� ��� � � �

� ��� ��� �

@@@@

Ðèñ. 11

Îñòàëüíûå "ñòîëáèêè" (9 − 5 = 4 øòóêè) ìîãóò áûòü ëþáîé èç
óêàçàííûõ âûñîò (ïðè÷åì èõ âûñîòû ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ, íàïðèìåð,
âñå 4 "ñòîëáèêà"ìîãóò áûòü îäíîé âûñîòû). Îñòàåòñÿ âûáðàòü ñ
âîçâðàùåíèåì 4 çíà÷åíèÿ èç 5 âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ âûñîò è "ðàñ-
øèðèòü" èñõîäíûå ïÿòü "ñòîëáèêîâ" , ïðèñòàâëÿÿ ê íèì ñòîëáèêè
âûáðàííûõ âûñîò. Ïîñêîëüêó íå èìååò çíà÷åíèÿ, ñ êàêîé ñòîðîíû
ïðèñòàâèòü äîáàâî÷íûå "ñòîëáèêè" , èìååì íåóïîðÿäî÷åííóþ âû-
áîðêó (ñ âîçâðàùåíèåì). ×èñëî ñïîñîáîâ âûáðàòü 4 èç 5 âàðèàíòîâ
íåóïîðÿäî÷åííî ñ âîçâðàùåíèåì ðàâíî C4

4+5−1 = C4
8 = 70.

Ê òîìó æå òèïó âûáîðîê ìîæíî ïðèéòè, ðàññìàòðèâàÿ ðàçíûå
âûñîòû "ñòîëáèêîâ"êàê 5 óïîðÿäî÷åííûõ ñêâîðå÷íèêîâ, â êîòîðûå
íóæíî ðàñïðåäåëèòü 9 íåðàçëè÷èìûõ ñêâîðöîâ òàê, ÷òîáû íå áûëî
ïóñòûõ ñêâîðå÷íèêîâ. Èëè ðåøàÿ óðàâíåíèå x1+x2+x3+x4+x5 = 9
â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.

Îòâåò: C4
4+5−1 = C4

8 = 70.

2.6 Çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ èãðàìè â ïîêåð è áðèäæ

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî êîìáèíàòîðûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ êàð-
òî÷íûìè èãðàìè â ïîêåð è áðèäæ.

Èãðà â ïîêåð îçíà÷àåò ïî îïðåäåëåíèþ âûáîð ïÿòè êàðò èç êî-
ëîäû â 52 êàðòû [6, ñòð. 18].

Çàäà÷à 2.16. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ó èãðîêà â ïîêåð
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áóäåò 5 ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé êàðò.
Ðåøåíèå. Ïðè èãðå â ïîêåð ïîðÿäîê êàðò íåñóùåñòâåíåí, è,

ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñÿ

C5
52 = 2598960

ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèé ñîñòîÿùèõ èç ïÿòè êàðò. ×èñëî ðàçëè÷íûõ
êîìáèíàöèé ñîñòîÿùèõ èç ïÿòè ðàçëè÷íûõ ïî çíà÷åíèþ êàðò ðàâíî

45 · C5
13.

Ñëåäîâàòåëüíî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îäèí (ôèêñèðîâàííûé) èãðîê
èìååò 5 ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé êàðò, ðàâíà

45C5
13

C5
52

≈ 0, 5071.

Çàäà÷à 2.17.16 Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ó èãðîêà â ïîêåð
áóäåò

1. ôëåø ðîÿëü (royal �ush) (äåñÿòêà, âàëåò, äàìà, êîðîëü è
òóç îäíîé ìàñòè);

2. ôëåø ñòðèò (straight �ush) (ïÿòü ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïî
çíà÷åíèþ êàðò îäíîé ìàñòè, íî íå ôëåø ðîÿëü);

3. êàðå (four of a kind) (÷åòûðå êàðòû îäíîãî çíà÷åíèÿ);

4. ôóë õàóñ (full house) (òðè êàðòû îäíîãî çíà÷åíèÿ è äâå
êàðòû äðóãîãî çíà÷åíèÿ);

5. ôëåø (�ush)(ïÿòü êàðò îäíîé ìàñòè, íî íå ôëåø ðîéàëü è
íå ôëåø ñòðèò)

6. ñòðèò (straight) (ïÿòü ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïî çíà÷åíèþ êàðò,
íî íå âñå îäíîé ìàñòè);

16Cì. [6, ñòð. 71].
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7. òðîéêà (three of a kind) (òðè êàðòû îäíîãî çíà÷åíèÿ è äâå
êàðòû äðóãîãî çíà÷åíèÿ, ðàçëè÷àþùèåñÿ ïî çíà÷åíèþ ìåæäó
ñîáîé);

8. äâå ïàðû (two pair) (ïåðâàÿ äâîéêà êàðò îäíîãî çíà÷åíèÿ,
âòîðàÿ äâîéêà êàðò äðóãîãî çíà÷åíèÿ, ïëþñ ïÿòàÿ êàðòà òðå-
òüåãî çíà÷åíèÿ);

9. ïàðà (pair) (ïàðà êàðò îäíîãî çíà÷åíèÿ ïëþñ òðè îòëè÷íûå
îò íèõ ïî çíà÷åíèþ è ðàçëè÷íûå ïî çíà÷åíèþ ìåæäó ñîáîé
êàðòû).

Ðåøåíèå. Ïðè èãðå â ïîêåð ïîðÿäîê êàðò èãðîêà íåñóùåñòâå-
íåí, ïîýòîìó ÷èñëî âñåõ âîçìîæíûõ êîìáèíàöèé èç ïÿòè êàðò ó
îäíîãî èãðîêà ðàâíî

n = C5
52 = 2 598 960.

Äëÿ êàæäîãî âàðèàíòà çàäà÷è íàéäåì ÷èñëî áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ
êîìáèíàöèé mi è ñîîòâåòñòâóþùóþ (êëàññè÷åñêóþ) âåðîÿòíîñòü:

pi =
mi

n
, i = 1, 9.

1. (Ôëåø ðîÿëü.) Â êàæäîé ìàñòè åñòü îäèí ôëåø ðîÿëü. Ïî-
ýòîìó m1 = 4 è

p1 =
4

C5
52

≈ 0. 000 002.

2. (Ôëåø ñòðèò.) Åñòü 4 âàðèàíòà âûáîðà ìàñòè, â êàæäîé ìàñòè
8 ñïîñîáîâ ïîëó÷èòü ïÿòü ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïî çíà÷åíèþ êàðò, íå
ñ÷èòàÿ ôëåø ðîÿëü.

Ïîýòîìó m2 = C1
4 · 8 = 32, à

p2 =
32

C5
52

≈ 0. 000 012.

3. (Êàðå.) Åñòü 13 âàðèàíòîâ âûáîðà çíà÷åíèé êàðò, òîëüêî
îäèí ñïîñîá âûáîðà 4-õ êàðò îäíîãî ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ, 48
âàðèàíòîâ âûáîðà ïÿòîé êàðòû.
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Ïîýòîìó m3 = C1
13 · 1 · C1

48 = 624, à

p3 =
624

C5
52

≈ 0.000 240.

4. (Ôóë õàóñ.) Åñòü 13 ñïîñîáîâ âûáðàòü òðîéêó êàðò îäíîãî
çíà÷åíèÿ è C3

4 ñïîñîáîâ âûáîðà ìàñòè êàæäîé òàêîé òðîéêè êàðò, 12
ñïîñîáîâ âûáîðà ïàðû êàðò îäíîãî çíà÷åíèÿ è C2

4 ñïîñîáîâ âûáîðà
ìàñòè êàæäîé òàêîé ïàðû êàðò.

Ïîýòîìó m4 = 13 · C3
4 · 12 · C2

4 = 3744, à

p4 =
3744

C5
52

≈ 0. 001 441.

5. (Ôëåø.) Åñòü 4 âàðèàíòà âûáîðà ìàñòè, C5
13 ñïîñîáîâ âûáîðà 5

êàðò îäíîé ôèêñèðîâàííîé ìàñòè, íå ñ÷èòàÿ ôëåø ðîéàëÿ è ôëåø
ñòðèòà.

Ïîýòîìó m5 = 4 · C5
13 − 4 · 9 = 1287, à

p5 =
1287

C5
52

≈ 0. 000 495.

6. (Ñòðèò.) Äëÿ êàæäîé ìàñòè åñòü 9 âàðèàíòîâ âûáîðà 5 ïîñëå-
äîâàòåëüíûõ ïî çíà÷åíèþ êàðò, 4 ñïîñîáà âûáîðà ìàñòè êàæäîãî
çíà÷åíèÿ, íå ñ÷èòàÿ ôëåø ðîéàëÿ è ôëåø ñòðèòà.

Ïîýòîìó m6 = 9 · 45 − 4 · 9 = 9180, à

p 6 =
9180

C5
52

≈ 0. 003 532.

7. (Òðîéêà.) Åñòü 13 âàðèàíòîâ âûáîðà çíà÷åíèÿ êàðòû, C3
4 ñïî-

ñîáîâ âûáîðà ìàñòè 3 êàðò îäíîãî ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ, C2
12

âûáîðà ïàðû êàðò äðóãîãî çíà÷åíèÿ, 42 ñïîñîáîâ âûáîðà ìàñòè òà-
êîé ïàðû êàðò.

Ïîýòîìó m7 = 13 · C3
4 · C2

12 · 42 = 54912, à

p 7 =
54912

C5
52

≈ 0. 021 128.
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8. (Äâå ïàðû.) Äâîéêó ðàçëè÷íûõ ïî çíà÷åíèþ êàðò îäíîé ìàñòè
ìîæíî âûáðàòü C2

13 ñïîñîáàìè, äëÿ êàæäîé ïàðû êàðò îäíîãî ôèê-
ñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ ñóùåñòâóåò C2

4 âàðèàíòîâ âûáîðà ìàñòè, 44
âàðèàíòà âûáîðà ïÿòîé êàðòû òðåòüåãî çíà÷åíèÿ.

Ïîýòîìó m8 = C2
13 · C2

4 · C2
4 · 44 = 123552, à

p 8 =
123552

C5
52

≈ 0. 047 539.

9. (Ïàðà.) Åñòü 13 âàðèàíòîâ âûáîðà çíà÷åíèÿ êàðòû, C2
4 âàðèàíòîâ

âûáîðà ïàðû êàðò îäíîãî ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ, C3
12 âàðèàíòîâ

âûáîðà òðîéêè ðàçëè÷íûõ ïî çíà÷åíèþ êàðò îäíîé ìàñòè, äëÿ êàæ-
äîé òðîéêè ðàçëè÷íûõ ïî çíà÷åíèþ êàðò ñóùåñòâóåò 43 âàðèàíòîâ
âûáîðà ìàñòè.

Ïîýòîìó m8 = 13 · C2
4 · C3

12 · 43 = 549120, à

p 9 =
549120

C5
52

≈ 0. 211 285.

Ïðè èãðå â áðèäæ ïîëíàÿ êîëîäà (52 êàðòû) äåëèòñÿ íà ÷åòûðå
ðàâíûå ÷àñòè ìåæäó ÷åòûðåìÿ ó÷àñòíèêàìè èãðû.

Çàäà÷à 2.18. Íàéòè âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ, ñîñòîÿùåãî â òîì,
÷òî ïðè èãðå â áðèäæ îäèí (ôèêñèðîâàííûé) èãðîê èìååò 13 ðàç-
ëè÷íûõ çíà÷åíèé êàðò.

Ðåøåíèå. Ïðè èãðå â áðèäæ ïîðÿäîê êàðò èãðîêà íåñóùåñòâå-
íåí, è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñÿ

C13
52 = 635013559600

ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèé êàðò ó îäíîãî èãðîêà. ×èñëî ðàçëè÷íûõ
êîìáèíàöèé, ñîñòîÿùèõ èç 13 ðàçëè÷íûõ ïî çíà÷åíèþ êàðò, ðàâíî
413. Ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îäèí (ôèêñèðîâàííûé) èãðîê
èìååò 13 ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé êàðò, ðàâíà

413

C13
52

≈ 0, 000106.
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Çàäà÷à 2.19. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ó êàêîãî-ëèáî èãðîêà
â áðèäæ áóäåò ïÿòü ïèê, ÷åòûðå ÷åðâû, òðè áóáíû è îäíà òðåôà.

Îòâåò:

C5
13C

4
13C

3
13C

1
13

C13
52

=
3421322190

635013559600
≈ 0, 005388.
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3 Ðàçáèåíèÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ

Äîãîâîðèìñÿ îáîçíà÷àòü ÷èñëî ýëåìåíòîâ (ìîùíîñòü) êîíå÷íîãî
ìíîæåñòâà W ÷åðåç |W |. Íàïðèìåð, |{1, 2, 3, 4}| = 4.

Îïðåäåëåíèå. Ðàçáèåíèåì êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà W ñ |W | = n
íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà åãî ïîäìíîæåñòâ

{A1, . . . , Ak}, k ≤ n,

òàêèå, ÷òî

Ai ∩Aj = ∅, êîãäà i 6= j; è
k⋃
i=1

Ai = W.

Ïîäìíîæåñòâà Ai íàçûâàþòñÿ àòîìàìè ðàçáèåíèÿ, à ÷èñëà |Ai|−
ìîùíîñòÿìè àòîìîâ.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâà òèïà ðàçáèåíèé ìíîæåñòâ: óïîðÿäî-
÷åííûå è íåóïîðÿäî÷åííûå17. Äâà íåóïîðÿäî÷åííûõ ðàçáèåíèÿ êî-
íå÷íîãî ìíîæåñòâà ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè îíè ñîâïàäàþò ïî ñî-
ñòàâó, ò.å. êàæäûé àòîì îäíîãî ðàçáèåíèÿ ÿâëÿåòñÿ àòîìîì äðóãîãî
è íàîáîðîò. Äâà óïîðÿäî÷åííûõ ðàçáèåíèÿ ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè, åñ-
ëè îíè ñîâïàäàþò ïî ñîñòàâó è ïî ïîðÿäêó ñëåäîâàíèÿ àòîìîâ18.
Çàìåòèì, ÷òî èñõîäíîå ìíîæåñòâî W è âñå åãî ïîäìíîæåñòâà (àòî-
ìû) Ai ìû ñ÷èòàåì íåóïîðÿäî÷åííûì.

17Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå äëÿ óïîðÿäî÷åííûõ ðàçáèåíèé èñïîëüçóþò òåð-
ìèí division, à äëÿ íåóïîðÿäî÷åííûõ � partition.

18Ïðè íàõîæäåíèè îáúåäèíåíèÿ àòîìîâ ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ àòîìîâ íå èãðà-
åò ðîëè, òåì íå ìåíåå â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ êîìáèíàòîðèêè óäîáíî ðàçëè÷àòü
ðàçáèåíèÿ ñîâïàäàþùèå ïî ñîñòàâó, íî îòëè÷àþùèåñÿ ïîðÿäêîì ñëåäîâàíèÿ àòî-
ìîâ.
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3.1 Óïîðÿäî÷åííûå ðàçáèåíèÿ

Ðàññìîòðèì óïîðÿäî÷åííîå ðàçáèåíèå n−ýëåìåíòíîãî ìíîæå-
ñòâà W ñ çàäàííûìè ìîùíîñòÿìè àòîìîâ

{A1, . . . , Ak}; ri = |Ai| ≥ 0, i = 1, k ; r1 + . . .+ rk = n.

Îáîçíà÷èì êëàññ âñåõ òàêèõ ðàçáèåíèé ÷åðåç AW (r1, . . . , rk). Ãîâî-
ðÿ îá óïîðÿäî÷åííûõ ðàçáèåíèÿõ ñ çàäàííûìè ìîùíîñòÿìè àòîìîâ,
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ àòîìîâ Ai îïðåäåëÿåòñÿ ïî-
ðÿäêîì ñëåäîâàíèÿ ìîùíîñòåé ýòèõ àòîìîâ ri. Îòìåòèì, ÷òî ââå-
äåííîå îïðåäåëåíèå äîïóñêàåò íóëåâûå ìîùíîñòè àòîìîâ.

Ïðèìåðû. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî W = {1, 2, 3, 4}.
1. Âíà÷àëå ïåðå÷èñëèì âñå óïîðÿäî÷åííûå ðàçáèåíèÿ êëàññà

AW (1, 3)

ìíîæåñòâà W íà äâà àòîìà {A1, A2} òàêèõ, ÷òî |A1| = 1, |A2| = 3 :

{{1}, {2, 3, 4}}; {{2}, {1, 3, 4}}; {{3}, {1, 2, 4}}; {{4}, {1, 2, 3}}.

Êàê âèäíî èç ýòîãî ïðèìåðà, êàæäîå óïîðÿäî÷åííîå ðàçáèåíèå
ïðîèçâîëüíîãî n−ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà W íà äâà àòîìà ñ çàäàí-
íîé ìîùíîñòüþ

{A1, A2} ∈ AW (r, n− r), |A1| = r ≤ n, |A2| = n− r,

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîì àòîìà (ïîäìíîæåñòâà)A1. Â ýòîì
ñëó÷àå ÷èñëî âñåõ ðàçáèåíèé ìíîæåñòâàW íà äâà àòîìà ðàâíî ÷èñ-
ëó âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà W ñ çàäàííîé ìîùíîñòüþ r, ò.å.
÷èñëó ñî÷åòàíèé èç n ïî r: C r

n = n!
(n−r)! r! .

2. Ïåðå÷èñëèì âñå óïîðÿäî÷åííûå ðàçáèåíèÿ êëàññà AW (1, 0, 3)
ìíîæåñòâà W íà òðè àòîìà {A1, A2, A3} òàêèõ, ÷òî |A1| = 1, |A2| =
0, |A2| = 3 :

{{1},∅, {2, 3, 4}}; {{2},∅, {1, 3, 4}};

{{3},∅, {1, 2, 4}}; {{4},∅, {1, 2, 3}}.

56



3. Ïåðå÷èñëèì âñå óïîðÿäî÷åííûå ðàçáèåíèÿ êëàññà AW (1, 1, 2)
ìíîæåñòâà W íà òðè àòîìà
{A1, A2, A3} òàêèõ, ÷òî |A1| = 1, |A2| = 1, |A2| = 2 :

{{1}, {2}, {3, 4}}; {{2}, {1}, {3, 4}};
{{1}, {3}, {2, 4}}; {{3}, {1}, {2, 4}};
{{1}, {4}, {2, 3}}; {{4}, {1}, {3, 4}};
{{2}, {3}, {1, 4}}; {{3}, {2}, {1, 4}};
{{2}, {4}, {1, 3}}; {{4}, {2}, {1, 3}};
{{3}, {4}, {1, 2}}; {{4}, {3}, {1, 2}}.

Êàê âèäíî èç ýòîãî ïðèìåðà, óïîðÿäî÷åííûå ðàçáèåíèÿ

{{1}, {2}, {3, 4}} è {{2}, {1}, {3, 4}}

ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ðàçëè÷íûå. Â ñëó÷àå íåóïîðÿäî÷åííûõ ðàç-
áèåíèé ýòè ðàçáèåíèÿ ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè.

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ÷èñëå âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ðàçáèåíèé êî-
íå÷íîãî ìíîæåñòâà ñ çàäàííûìè ìîùíîñòÿìè àòîìîâ.

Îáîçíà÷èì [7, ñòð. 610] ÷åðåç Cn(r1, . . . , rk) ÷èñëî âñåõ óïîðÿäî-
÷åííûõ ðàçáèåíèé

AW (r1, . . . , rk) = {A1, . . . , Ak}

n−ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâàW íà k àòîìîâ c çàäàííûìè ìîùíîñòÿìè

r1 = |A1| ≥ 0, . . . , rk = |Ak| ≥ 0, r1 + . . .+ rk = n.

Òåîðåìà 3.1.

Cn(r1, . . . , rk) =
n!

r1! . . . rk!
. (3.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçáèåíèå ( = âûáîðêó ïîäìíîæåñòâ)

AW (r1, . . . , rk) = {A1, . . . , Ak}

ìîæíî ïîëó÷èòü â ðåçóëüòàòå ïîñëåäîâàòåëüíîãî èçâëå÷åíèÿ ïîä-
ìíîæåñòâ Ai èç ìíîæåñòâà W . Äåéñòâèòåëüíî, ïîäìíîæåñòâî A1
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ìîæíî èçâëå÷ü èç ìíîæåñòâà W ñ ïîìîùüþ C r1
n ñïîñîáîâ19. Ñëå-

äóþùåå ïîäìíîæåñòâî A2 ìîæíî èçâëå÷ü èç ìíîæåñòâà W\A1 ñ
ïîìîùüþ C r2

n−r1 ñïîñîáîâ è ò.ä. Ïîñëåäíåå ïîäìíîæåñòâî Ak îñòà-
åòñÿ ïîñëå èçâëå÷åíèÿ ïîäìíîæåñòâà Ak−1 èç ìíîæåñòâà W\(A1 ∪
. . . ∪ Ak−2). È îíî èçâëåêàåòñÿ îäíèì ñïîñîáîì. Èñïîëüçóÿ êîìáè-
íàòîðíîå �ïðàâèëî óìíîæåíèÿ�, áóäåì èìåòü

Cn(r1, . . . , rk) =

= C r1
n · C

r2
n−r1 · C

r3
n−r1−r2 · . . . · C

rk
n−r1−...−rk−1

=

=
n!

(n− r1)! r1!
· (n− r1)!

(n− r1 − r2)! r2!
·

· (n− r1 − r2)!
(n− r1 − r2 − r3)! r3!

· . . . · (n− r1 − . . .− rk−1)!
0! rk!

=

=
n!

r1! . . . rk!
.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàäà÷à 3.1. Ïîäñ÷èòàòü ÷èñëî óïîðÿäî÷åííûõ ðàçáèåíèé â ïðè-

ìåðàõ 1, 2 è 3.
Îòâåò:

1. C4(1, 3) =
4!

1! 3!
= 4; 2. C4(1, 0, 3) =

4!

1! 0! 3!
= 4;

3. C4(1, 1, 2) =
4!

1! 1! 2!
= 12.

Çàäà÷à 3.2. Ïðè èãðå â äîìèíî 4 èãðîêà äåëÿò ïîðîâíó 28
êîñòåé. Êàêèì ÷èñëîì ñïîñîáîâ îíè ìîãóò ýòî ñäåëàòü?

Ðåøåíèå. Â çàäà÷å èäåò ðå÷ü î ÷èñëå âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ðàç-
áèåíèé ìíîæåñòâà 28 êîñòåé íà ÷åòûðå ðàâíûå ÷àñòè. ×èñëî òàêèõ
ðàçáèåíèé ðàâíî

C28(7, 7, 7, 7) =
28!

(7!)4
= (4.725...) · 1014.

19Åñëè r1 = 0, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïóñòîå ïîäìíîæåñòâî A1 = ∅ èçâëåêà-
åòñÿ èç ìíîæåñòâà W ðîâíî îäíèì ñïîñîáîì: C0

n = 1.
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Çàäà÷à 3.3. Ïðè èãðå â áðèäæ ïîëíàÿ êîëîäà (52 êàðòû) äå-
ëèòñÿ íà ÷åòûðå ðàâíûå ÷àñòè ìåæäó ÷åòûðåìÿ ó÷àñòíèêàìè èãðû.
Ïîäñ÷èòàòü, ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ðàñêëàäîâ.

Ðåøåíèå. Â çàäà÷å èäåò ðå÷ü î ÷èñëå âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ðàç-
áèåíèé ïîëíîé êîëîäû íà ÷åòûðå ðàâíûå ÷àñòè. ×èñëî òàêèõ ðàç-
áèåíèé ðàâíî

C52(13, 13, 13, 13) =
52!

13!13!13!13!
= (5, 36...) · 1028.

Çàäà÷à 3.4. Äëÿ ãðóïïû òóðèñòîâ â êîëè÷åñòâå 20 ÷åëîâåê êóï-
ëåíû áèëåòû íà ïîåçä. Ðàñïðåäåëåíèå ìåñò ïî âàãîíàì ïîåçäà îêà-
çàëîñü ñëåäóþùèì: 3-èé âàãîí � 4 ìåñòà, 4-ûé âàãîí � 7 ìåñò, 7-îé
âàãîí � 5 ìåñò, 9-ûé âàãîí � 4 ìåñòà. Â îñòàëüíûõ âàãîíàõ ìåñò íåò.
Êàêèì ÷èñëîì ñïîñîáîâ òóðèñòû ìîãóò ðàñïîëîæèòüñÿ ïî âàãîíàì,
åñëè èçâåñòíî, ÷òî â ïîåçäå 10 âàãîíîâ?

Ðåøåíèå. Â çàäà÷å èäåò ðå÷ü î ÷èñëå âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ðàç-
áèåíèé ìíîæåñòâà 20 òóðèñòîâ íà 10 ÷àñòåé (àòîìîâ) ñ çàäàííûìè
ìîùíîñòÿìè:

r1 = r2 = r5 = r6 = r8 = r10 = 0,

r3 = 4, r4 = 7, r7 = 5, r9 = 4.

×èñëî òàêèõ ðàçáèåíèé ðàâíî

C20(0, 0, 4, 7, 0, 0, 5, 0, 4, 0) =
20!

0!0!4!7!0!0!5!0!4!0!
=

=
20!

4!7!5!4!
= 4 · 10 · 11 · 13 · 14 · 15 · 17 · 18 · 19 = 6 983 776 800.

Çàìå÷àíèå. Â ñëó÷àå óïîðÿäî÷åííûõ ðàçáèåíèé ñ çàäàííûìè
ìîùíîñòÿìè àòîìîâ ìû ìîæåì óñòàíîâèòü áèåêöèþ ìåæäó óïîðÿ-
äî÷åííûì íàáîðîì àòîìîâ è óïîðÿäî÷åííûì íàáîðîì �åìêîñòåé� è
ðàññìàòðèâàòü ïðîöåññ ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà íà àòîìû êàê ïðîöåññ
íàïîëíåíèÿ ýòèõ �åìêîñòåé� ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà. Â ýòîì ñëó÷àå
íàëè÷èå ïóñòûõ �åìêîñòåé� îïðàâäûâàåò ðàâåíñòâî íóëþ íåêîòîðûõ
èç çàäàííûõìîùíîñòåé. Â ïîñëåäíåé çàäà÷å, ê ïðèìåðó, â ðîëè òà-
êèõ �åìêîñòåé� âûñòóïàþò âàãîíû ïîåçäà.
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3.2 Ïåðåñòàíîâêè ñ ïîâòîðåíèÿìè

Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèé òåîðåìû 1 ðàññìîòðèì äîêàçàòåëüñòâî
äâóõ óòâåðæäåíèé ñ òî÷êè çðåíèÿ óïîðÿäî÷åííûõ ðàçáèåíèé êî-
íå÷íûõ ìíîæåñòâ. Ðå÷ü ïîéäåò î ôîðìóëå äëÿ ÷èñëà ðàçëè÷íûõ
ïåðåñòàíîâîê ñ ïîâòîðåíèÿìè è ïîëèíîìèàëüíîé òåîðåìå.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî, ñðåäè ýëåìåíòîâ êîòîðîãî èìåþòñÿ îäè-
íàêîâûå (íåîòëè÷èìûå) ýëåìåíòû ðàçíûõ òèïîâ. Êàê èçâåñòíî (ñì.
ïàðàãðàô 1.2 ïåðâîé ãëàâû), ïåðåñòàíîâêè òàêîãî ìíîæåñòâà íà-
çûâàþòñÿ ïåðåñòàíîâêàìè ñ ïîâòîðåíèÿìè. Â ñëåäóþùåé òåîðåìå
óñòàíàâëèâàåòñÿ ôîðìóëà äëÿ ÷èñëà ðàçëè÷íûõ ïåðåñòàíîâîê ñ ïî-
âòîðåíèÿìè.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü S = {a1, a2, . . . , an} � ìíîæåñòâî èç n
ýëåìåíòîâ, ñðåäè êîòîðûõ èìååòñÿ r1 > 0 îäèíàêîâûõ ýëåìåíòîâ
ïåðâîãî òèïà, r2 > 0 îäèíàêîâûõ ýëåìåíòîâ âòîðîãî òèïà è òàê
äàëåå, rk > 0 îäèíàêîâûõ ýëåìåíòîâ k−ãî òèïà, ïðè÷åì

r1 + r2 + . . .+ rk = n.

Òîãäà ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïåðåñòàíîâîê ñ ïîâòîðåíèÿìè ðàâíî

Cn(r1, ..., rk) =
n!

r1! . . . rk!
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåôîðìóëèðóåì óñëîâèå òåîðåìû íà ÿçû-
êå óïîðÿäî÷åííûõ ðàçáèåíèé ìíîæåñòâ. Çàíóìåðóåì ìåñòà íà êîòî-
ðûõ ñòîÿò ýëåìåíòû ìíîæåñòâà S :

{ .︸︷︷︸ , .︸︷︷︸ , . . . , .︸︷︷︸ }.
1 2 . . . n

È äëÿ ìíîæåñòâà âñåõ íîìåðîâ áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå

W := {1, 2, . . . , n}.

Êàæäàÿ ïåðåñòàíîâêà ñ ïîâòîðåíèÿìè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íî-
ìåðàìè ìåñò, íà êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû ýëåìåíòû ïåðâîãî, âòîðîãî
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è òàê äàëåå, k−ãî òèïîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ai ïîäìíîæåñòâî ìíî-
æåñòâà íîìåðîâ W, íà êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû ýëåìåíòû i−ãî òèïà
(i = 1, k). Òîãäà ïîäìíîæåñòâà Ai îáðàçóþò óïîðÿäî÷åííîå ðàçáèå-
íèå ìíîæåñòâà íîìåðîâ:

W = A1 ∪A2 ∪ . . . ∪Ak è Ai ∩Aj = ∅, êîãäà i 6= j.

A2 = {3, 5}
↓ ↓

(α1, α1, α2, α1, α2)
↑ ↑ ↑
A1 = {1, 2, 4}

Ïðèìåð ðàçáèåíèÿ 5−ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà íà äâà àòîìà

Ïîýòîìó ÷èñëî âñåõ ïåðåñòàíîâîê ñ ïîâòîðåíèÿìè ðàâíî ÷èñëó
âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà íîìåðîâ W íà k àòîìîâ
Ai ñ çàäàííûìè ìîùíîñòÿìè |Ai| = ri :

Cn(r1, ..., rk) =
n!

r1! . . . rk!
.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 3.3 (Ïîëèíîìèàëüíàÿ òåîðåìà).

(x1 + . . .+ xk)
n =

∑
. . .
∑

r1> 0,...,rk> 0
r1+...+rk=n

n!

r1! . . . rk!
xr11 . . . xrkk .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì n−þ ñòåïåíü ñóììû â âèäå ïðîèç-
âåäåíèÿ n "ñêîáîê":

(x1+ . . .+xk)
n = (x1+ . . .+xk)(x1+ . . .+xk) . . . (x1+ . . .+xk). (3.2)

�Ñêîáêè�, ñòîÿùèå â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà, ìîæíî çàíóìå-
ðîâàòü:

(x1 + . . .+ xk)︸ ︷︷ ︸
1

(x1 + . . .+ xk)︸ ︷︷ ︸
2

. . . (x1 + . . .+ xk)︸ ︷︷ ︸
n

.
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Èñïîëüçóÿ ââåäåííóþ íóìåðàöèþ, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî "ñêîáêè" ñ
ðàçíûìè íîìåðàìè ðàçëè÷íû è âñå îíè îáðàçóþò n−ýëåìåíòíîå
ìíîæåñòâî, êîòîðîå áóäåì îáîçíà÷àòü áóêâîé W. ßñíî, ÷òî ïðè âû-
÷èñëåíèè ïðîèçâåäåíèÿ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (3.2) ìû â íåêî-
òîðûõ "ñêîáêàõ" (x1 + . . .+ xk) âûáåðåì x1, â íåêîòîðûõ "ñêîáêàõ"
âûáåðåì x2 è ò.ä. è, íàêîíåö, â êàêèõ-òî "ñêîáêàõ" âûáåðåì xk. Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñóììó ñëàãàåìûõ âèäà

xr11 . . . xrkk , ãäå r1 > 0, . . . , rk > 0, r1 + . . .+ rk = n.

Êàæäîå òàêîå ñëàãàåìîå çàäàåò ñëåäóþùåå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà n
ñêîáîê â ðàâåíñòâe (3.2):

AW (r1, . . . , rk) = {A1, . . . , Ak}, (3.3)

ãäå A1− ïîäìíîæåñòâî ñêîáîê, â êîòîðûõ áûë âûáðàí ýëåìåíò x1
(â ýòîì ñëó÷àå |A1| = r1);
A2− ïîäìíîæåñòâî ñêîáîê, â êîòîðûõ áûë âûáðàí ýëåìåíò x2 (â
ýòîì ñëó÷àå |A2| = r2);
è ò.ä., íàêîíåö,
Ak− ïîäìíîæåñòâî "ñêîáîê â êîòîðûõ áûë âûáðàí ýëåìåíò xk (â
ýòîì ñëó÷àå |Ak| = rk).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ðàñêðûòèè ñêîáîê ýëåìåíò xr11 . . . xrkk áóäåò
âñòðå÷àòüñÿ â ñóììå ñòîëüêî æå ðàç, ñêîëüêî ðàçáèåíèé âèäà (3.3)
ïîðîæäàåòñÿ ýòèì ýëåìåíòîì. Íî ïî òåîðåìå 1 ÷èñëî òàêèõ ðàçáè-
åíèé ðàâíî

Cn(r1, ..., rk) =
n!

r1! . . . rk!
.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî îáùåå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ñëàãàåìûõ ïðè ðàñ-
êðûòèè ñêîáîê â ðàâåíñòâå (3.2) ðàâíî ÷èñëó ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà

{(r1, . . . , r1) : r1 > 0, . . . , rk > 0, r1 + . . .+ rk = n}.

Òàêèì îáðàçîì,

(x1 + . . .+ xk)
n =

∑
. . .
∑

r1> 0,...,rk> 0
r1+...+rk=n

n!

r1! . . . rk!
xr11 . . . xrkk .
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Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î íàõîæäåíèè îáùåãî ÷èñëà C(n, k) óïîðÿ-
äî÷åííûõ ðàçáèåíèé n−ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà íà k ïðîèçâîëüíûõ
àòîìîâ

A (k)
W = {A1, . . . , Ak}, k ≤ n.

Òàê êàê îáùåå ÷èñëî óïîðÿäî÷åííûõ ðàçáèåíèé ðàâíî ñóììå ÷è-
ñåë âñåõ êîíêðåòíûõ óïîðÿäî÷åííûõ ðàçáèåíèé ñ çàäàííûìè ìîù-
íîñòÿìè àòîìîâ, òî ïî îïðåäåëåíèþ ÷èñëà C(n, k) èìååò ìåñòî ðà-
âåíñòâî

C(n, k) =
∑

. . .
∑

r1> 0,...,rk> 0
r1+...+rk=n

Cn(r1, . . . , rk).

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùèå òåîðåìû, áóäåì èìåòü

C(n, k) =
∑

. . .
∑

r1> 0,...,rk> 0
r1+...+rk=n

n!

r1! . . . rk!
= (1 + . . .+ 1)n = k n.

Òåïåðü íåòðóäíî ïîëó÷èòü ôîðìóëó äëÿ ÷èñëà Cn− âñåõ óïîðÿ-
äî÷åííûõ ðàçáèåíèé n−ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà:

Cn =

n∑
k=1

C(n, k) =

n∑
k=1

k n.

3.3 Íåóïîðÿäî÷åííûå ðàçáèåíèÿ

Ïåðåéäåì ê èçó÷åíèþ íåóïîðÿäî÷åííûõ ðàçáèåíèé20 êîíå÷íûõ
ìíîæåñòâ c çàäàííûìè ìîùíîñòÿìè àòîìîâ. Äëÿ ýòîãî ââåäåì îáî-
çíà÷åíèå PW (r1, . . . , rk) äëÿ íåóïîðÿäî÷åííîãî ðàçáèåíèÿ n−ýëå-
ìåíòíîãî ìíîæåñòâà W íà àòîìû

{A1, . . . , Ak}, 0 ≤ k ≤ n (3.4)

20Íåóïîðÿäî÷åííûå ðàçáèåíèÿ èíîãäà íàçûâàþò êîëëåêöèÿìè èëè áëîêîâûìè
ðàçáèåíèÿìè.
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ñ çàäàííûìè ïîëîæèòåëüíûìè ìîùíîñòÿìè21

r1 = |A1| > 0, . . . , rk = |Ak| > 0, r1 + . . .+ rk = n.

Çàìå÷àíèå. Îïðåäåëåíèå (3.4) äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè π ýëå-
ìåíòîâ r1, . . . , rk ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

PW (πr1 , . . . , πrk) = PW (r1, . . . , rk).

Ïîýòîìó ìû âñåãäà ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî

r1 ≤ r2 ≤ . . . ≤ rk.

Åñëè òåïåðü ðàññìàòðèâàòü ïðîöåññ ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà íà àòî-
ìû êàê ïðîöåññ íàïîëíåíèÿ "åìêîñòåé" ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà (ñì.
Çàìå÷àíèå ê çàäà÷å 3.4), òî ðàâåíñòâî íóëþ íåêîòîðûõ èç çàäàííûõ
ìîùíîñòåé âîçìîæíî, íî íå îïðàâäàíî, ïîñêîëüêó âñå "åìêîñòè ñî-
îòâåòñòâóþùèå àòîìàì íóëåâîé ìîùíîñòè, îêàçûâàþòñÿ â íà÷àëå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè "åìêîñòåé" è íå âëèÿþò íà äàëüíåéøåå íàïîë-
íåíèå íåïóñòûõ "åìêîñòåé". Âîò ïî÷åìó â íåóïîðÿäî÷åííûõ ðàçáè-
åíèÿõ ìíîæåñòâ íåò ñìûñëà ðàññìàòðèâàòü àòîìû íóëåâîé ìîùíî-
ñòè.

Òàê êàê ñðåäè ÷èñåë ri ìîãóò áûòü ñîâïàäàþùèå, òî áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî m1 èç íèõ ðàâíû 1, m2 ðàâíû 2, è ò.ä. mn ðàâíû n. Òîãäà
÷èñëà mi óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

0 ≤ mi ≤ k, i = 1, n ; m1+. . .+mn = k; 1·m1+2·m2+. . .+n·mn = n.
(3.5)

Çàìåòèì, ÷òî "îäíîâðåìåííî" âñå ÷èñëà mi íå ìîãóò áûòü îòëè÷íû
îò íóëÿ.

Îáîçíà÷èì [7, ñòð. 611] ÷åðåç Dn(m1, . . . ,mn) ÷èñëî âñåõ íåóïî-
ðÿäî÷åííûõ ðàçáèåíèé âèäà (3.4), ãäåmi � ÷èñëî àòîìîâ îäèíàêîâîé
ìîùíîñòè i, i = 1, n (m1, ...,mn óäîâëåòâîðÿþò (3.5)).

Òåîðåìà 3.4.

Dn(m1, . . . ,mn) =
n!

(1! )m1 · . . . · (n! )mn · m1! · . . . ·mn!
. (3.6)

21Òàêèì îáðàçîì, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî àòîìû íåóïîðÿäî÷åííûõ ðàçáèåíèé íå ÿâ-
ëÿþòñÿ ïóñòûìè ìíîæåñòâàìè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê íàñ èíòåðåñóþò íåóïîðÿäî÷åííûå ðàç-
áèåíèÿ, òî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî àòîìû â ðàçáèåíèè (3.4) îáðàçóþò
íåóáûâàþùóþ ïî ìîùíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

|A1| ≤ |A2| ≤ . . . ≤ |Ak|,

êîòîðàÿ ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ áëîêîâ:

A1, . . . , Am1 − îäíîýëåìåíòíûå àòîìû,
r1 = . . . = rm1 = 1;
Am1+1, . . . , Am1+m2 − 2-ýëåìåíòíûå àòîìû,
rm1+1 = . . . = rm1+m2 = 2;
...
Am1+...+mn−1+1, . . . , Am1+...+mn − n-ýëåìåíòíûå àòîìû,
rm1+...+mn−1+1 = . . . = rm1+...+mn = n.

(3.7)

(Â ïîñëåäíåé ñåðèè ìîæåò áûòü íå áîëåå îäíîãî àòîìà.)
Ïî òåîðåìå 3.1 ÷èñëî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ðàçáèåíèé âèäà (3.4)

ðàâíî

n!

1!1! . . . 1!︸ ︷︷ ︸
m1

2!2! . . . 2!︸ ︷︷ ︸
m2

. . . n!n! . . . n!︸ ︷︷ ︸
mn

=
n!

(1! )m1 · . . . · (n! )mn
. (3.8)

ßñíî, ÷òî êàæäîå íåóïîðÿäî÷åííîå ðàçáèåíèå âèäà (3.4) ñ ïîìîùüþ
ïåðåñòàíîâîê àòîìîâ ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó (3.7). Âîçüìåì ïðîèç-
âîëüíîå ðàçáèåíèå âèäà (3.7). Èçìåíÿÿ ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ àòîìîâ
â ïðåäåëàõ êàæäîãî áëîêà, ìû ïîëó÷èì m1! · . . . · mn! ðàçáèåíèé,
ñîâïàäàþùèõ ïî ñîñòàâó è îòëè÷àþùèõñÿ ïîðÿäêîì ñëåäîâàíèÿ àòî-
ìîâ. Ïîýòîìó, ââèäó ôîðìóëû (3.8),

Dn(m1, . . . ,mn) ·m1! · . . . ·mn! =
n!

(1! )m1 · . . . · (n! )mn
.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèÿ.

1. Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè íåóïîðÿäî÷åííûå ðàçáèåíèÿ
íåïóñòûõ ìíîæåñòâW íà àòîìû ñ ïîëîæèòåëüíûìè ìîùíîñòÿìè.
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Îäíàêî ôîðìóëà (3.6) ïîçâîëÿåò ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà |W | =
n = 0. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê n ≥ k ≥ mi ≥ 0, òî ïðè n = 0 ìû
ïîëó÷èì k = mi = 0. äëÿ âñåõ i = 1, n. Ïîýòîìó èñïîëüçîâàíèå
ôîðìóëû (3.6) äåëàåò åñòåñòâåííûì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå

D0(0, . . . , 0) = 1. (3.9)

2. Òàê êàê àòîìû íåóïîðÿäî÷åííûõ ðàçáèåíèé èìåþò èìåþò ïî-
ëîæèòåëüíûå ìîùíîñòè, òî ïðè m1 + ...+mn = k > n ïîëîæèì ïî
îïðåäåëåíèþ

Dn(m1, . . . ,mn) = 0.

Çàäà÷à 3.5. Â ðàííåé âåðñèè øèôðîâàëüíîé ìàøèíû "Ýíèã-
ìà" (Ãåðìàíèÿ, 1930 ãîä) â àëãîðèòìå plugboard swapped âûáèðà-
ëîñü 6 ïàð ðàçëè÷íûõ áóêâ àëôàâèòà. Êàêèì ÷èñëîì ñïîñîáîâ ýòî
ìîæíî ñäåëàòü? (Ñ÷èòàåì, ÷òî â àëôàâèòå 26 áóêâ.)

Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà âûáèðàåì 12 áóêâ èç 26, à çàòåì ðàçáèâàåì
ýòî ìíîæåñòâî èç 12 áóêâ íà ïàðû.

Îòâåò. C12
26 · 12 !

2 6·6 ! .
Çàäà÷à 3.6. Â íåêîòîðûõ ñåëüñêèõ ìåñòíîñòÿõ Ðîññèè ñóùå-

ñòâîâàëî êîãäà-òî ñëåäóþùåå ãàäàíèå. Äåâóøêà çàæèìàåò â ðóêå
øåñòü òðàâèíîê òàê, ÷òîáû êîíöû òðàâèíîê òîð÷àëè ñâåðõó è ñíè-
çó; ïîäðóãà ñâÿçûâàåò ýòè òðàâèíêè ïîïàðíî ìåæäó ñîáîé ñâåðõó è
ñíèçó â îòäåëüíîñòè. Åñëè ïðè ýòîì âñå øåñòü òðàâèíîê îêàçûâàþò-
ñÿ ñâÿçàííûìè â îäíî êîëüöî, òî ýòî äîëæíî îçíà÷àòü, ÷òî äåâóøêà
â òåêóùåì ãîäó âûéäåò çàìóæ.

1. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òðàâèíêè ïðè çàâÿçûâàíèè íà-
óäà÷ó îáðàçóþò êîëüöî.

2. Ðåøèòü òîò æå âîïðîñ äëÿ ñëó÷àÿ 2s òðàâèíîê22.
Ðåøåíèå. Áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó äëÿ ñëó÷àÿ 2s òðàâèíîê. Ñ÷èòà-

åì, ÷òî âñå òðàâèíêè íåîòëè÷èìû äðóã îò äðóãà. Òîãäà ÷èñëî âñåõ
ïîïàðíûõ ñâÿçûâàíèé (ñíèçó) 2s òðàâèíîê ðàâíî ÷èñëó íåóïîðÿ-
äî÷åííûõ ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà 2s ýëåìåíòîâ íà äâóõýëåìåíòíûå
àòîìû. Òàêèì îáðàçîì, ïî ôîðìóëå (3.6) ýòî ÷èñëî ðàâíî

(2s)!

(2! ) s · s!
.

22 Ñì. [8, ñòð. 17, � 48].
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Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ÷èñëî âñåõ ïîïàðíûõ ñâÿçûâàíèé ñíèçó è
ñâåðõó ðàâíî [

(2s)!

2 s · s!

]2
. (3.10)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî ïîïàðíîãî ñâÿçûâàíèÿ 2s
òðàâèíîê ñíèçó ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî "áëàãîïðèÿòñòâó-
þùåå" ïîïàðíîå ñâÿçûâàíèå 2s òðàâèíîê ñâåðõó, ïðè êîòîðîì âñå
2s òðàâèíîê îêàçûâàþòñÿ ñâÿçàííûìè â îäíî êîëüöî.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî âñå "áëàãîïðèÿòñòâóþùåå" ñâÿçûâàíèÿ
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê "êðóãîâûå" ïåðåñòàíîâêè 2s òðàâèíîê,
îáðàçóþùèõ îäíî "áëàãîïðèÿòñòâóþùåå" ñâÿçûâàíèå. Êàê èçâåñò-
íî, îáùåå ÷èñëî "êðóãîâûõ" ïåðåñòàíîâîê 2s ýëåìåíòîâ ðàâíî (2s−
1)!

Òàêèì îáðàçîì, ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó (3.10), âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
2s òðàâèíîê ïðè çàâÿçûâàíèè íàóäà÷ó îáðàçóþò êîëüöî, ðàâíà

P
(2s)
êîëüöî =

(2s− 1)![
(2s)!
2ss!

]2 =
(2s− 1)! (2ss!)2

[(2s)!]2
.

À òàê êàê

(2s)! = (2s)!! (2s− 1)!! è (2s)!! = 2ss!,

òî

P
(2s)
êîëüöî =

(2s− 1)! (2ss!)2

[(2s)!]2
=

(2s− 2)!!

(2s− 1)!!
.

Â ÷àñòíîñòè,

ïðè s = 3, P
(6)
êîëüöî =

2 · 4
3 · 5

≈ 0, 533;

ïðè s = 5, P
(10)
êîëüöî =

2 · 4 · 6 · 8
3 · 5 · 7 · 9

≈ 0, 0407.

Çàìå÷àíèå. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ñòèðëèíãà

n! =
√

2πn nn e−n[1 + o(1)], êîãäà n −→∞,
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íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè s→∞ âåðîÿòíîñòü P
(2s)
êîëüöî , ìîíîòîííî

óáûâàÿ, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

3.4 ×èñëà Ñòèðëèíãà âòîðîãî ðîäà

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î íàõîæäåíèè îáùåãî ÷èñëà S(n, k) âñåõ íåóïî-
ðÿäî÷åííûõ ðàçáèåíèé âèäà (3.4) n−ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà W =
{a1, . . . , an} íà k ïðîèçâîëüíûõ àòîìîâ

P(k)
W = {A1, . . . , Ak}, 1 ≤ k ≤ n.

Â ýòîé çàäà÷å, â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ ðàçáèåíèé, ìîùíîñòè àòî-
ìîâ |Ai| = ri íå ÿâëÿþòñÿ çàäàííûìè è ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè
íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè, íî ýòè ÷èñëà äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëî-
âèÿì (3.5).

×èñëà S(n, k), 1 ≤ k ≤ n, íàçûâàþòñÿ ÷èñëàìè Ñòèðëèíãà âòî-
ðîãî ðîäà 23. Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ S(n, 0) = 0 ïðè n ≥ 1. Êðîìå
òîãî, îïðåäåëèì çíà÷åíèÿ ÷èñåë Ñòèðëèíãà âòîðîãî ðîäà äëÿ ïó-
ñòûõ ìíîæåñòâ W = ∅ (n = 0). Òàê ïðè k = 0 ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû
(3.9) ââåäåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå

S(0, 0) = S0(0 . . . 0) = 1, (3.11)

Ïðè k > 0 ïóñòîå ìíîæåñòâî W = ∅ íåëüçÿ ðàçáèòü íà k íåïóñòûõ
ïîäìíîæåñòâ (àòîìû íåóïîðÿäî÷åííûõ ðàçáèåíèé èìåþò ïîëîæè-
òåëüíûå ìîùíîñòè). Ïîýòîìó ïî îïðåäåëåíèþ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

S(0, k) = 0.

Ïðèìåðû. 1.W = {a1}, S(1, 1) = 1.

2.W = {a1, a2}, S(2, 1) = 1, ò.ê. ðàçáèåíèå òîëüêî îäíî: {a1, a2};
S(2, 2) = 1, ò.ê. ðàçáèåíèå òîëüêî îäíî: {{a1}, {a2}}.

23Êðîìå òîãî, S(n, k) ðàâíî ÷èñëó ñïîñîáîâ ðàçìåùåíèÿ n ðàçëè÷íûõ ïðåä-
ìåòîâ ïî k îäèíàêîâûì ÿ÷åéêàì, ïðè êîòîðûõ íè îäíà èç íèõ íå îñòàíåòñÿ
ïóñòîé.
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3.W = {a1, a2, a3}, S(3, 1) = 1, ò.ê. ðàçáèåíèå òîëüêî îäíî:
{a1, a2, a3};

S(3, 2) = 3, ò.ê. â ýòîì ñëó÷àå òðè ðàçáèåíèÿ:

{{a1}{a2, a3}}, {{a2}, {a1, a3}}, {{a3}, {a1, a2}};

S(3, 3) = 1, ò.ê. ðàçáèåíèå òîëüêî îäíî: {{a1}, {a2}, {a3}}.

3.5 Ñâîéñòâà ÷èñåë Ñòèðëèíãà âòîðîãî ðîäà

Òåîðåìà 3.5. ×èñëà Ñòèðëèíãà âòîðîãî ðîäà óäîâëåòâîðÿþò
ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ

S(n, k) = S(n−1, k−1)+kS(n−1, k), S(0, 0) = 1, S(0, k) = 0, k > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê îáùåå ÷èñëî íåóïîðÿäî÷åííûõ ðàç-
áèåíèé ðàâíî ñóììå ÷èñåë âñåõ êîíêðåòíûõ íåóïîðÿäî÷åííûõ ðàç-
áèåíèé ñ çàäàííûìè ìîùíîñòÿìè àòîìîâ, òî ïî îïðåäåëåíèþ ÷èñëà
S(n, k) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

S(n, k) =
∑

. . .
∑

m1+...+mn=k
1·m1+2·m2+...+n·mn=n

Dn(m1, . . . ,mn).

Ïðè n = 1 è k = 1 â ñïðàâåäëèâîñòè óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû ëåãêî
óáåäèòüñÿ ïðîñòîé ïîäñòàíîâêîé.

Ïóñòü n ≥ 2. Îòìåòèì âî ìíîæåñòâå W = {a1, . . . , an} ýëåìåíò
an è âñå íåóïîðÿäî÷åííûå ðàçáèåíèÿ

P(k)
W = {A1, . . . , Ak}, 1 ≤ k ≤ n,

ðàçäåëèì íà äâà êëàññà. Â ïåðâûé êëàññ îòíåñåì òå ðàçáèåíèÿ, ó
êîòîðûõ ýëåìåíò an îáðàçóåò îäíîýëåìåíòíûé àòîì. Ò.å. ñóùåñòâóåò
íîìåð i(n) òàêîé, ÷òî

A i(n) = {an}.

Âî âòîðîé êëàññ îòíåñåì âñå ðàçáèåíèÿ ó êîòîðûõ îòìå÷åííûé ýëå-
ìåíò an îäíîýëåìåíòíûé àòîì íå îáðàçóåò.
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Åñëè èç âñåõ ðàçáèåíèé ïåðâîãî êëàññà óäàëèòü àòîì {an}, òî
ïîëó÷èòñÿ ñîâîêóïíîñòü âñåõ ðàçáèåíèé (n − 1)−ýëåìåíòíîãî ìíî-
æåñòâà íà k−1 àòîì. Ïîýòîìó ÷èñëî âñåõ ðàçáèåíèé ïåðâîãî êëàññà
ðàâíî S(n− 1, k − 1).

Ïåðåéäåì ê ðàçáèåíèÿì âòîðîãî êëàññà. Äëÿ ýòîãî âíà÷àëå ðàñ-
ñìîòðèì ñîâîêóïíîñòü âñåõ ðàçáèåíèé (n− 1)−ýëåìåíòíîãî ìíîæå-
ñòâà W \ {an} = {a1, . . . , an−1} íà k àòîìîâ

P(k)
W\{an} = {A∗1, . . . , A∗k}.

×èñëî òàêèõ ðàçáèåíèé ðàâíî S(n−1, k).Äîáàâëÿÿ ê àòîìàì A∗i (i =

1, k) ýëåìåíò an, ïîëó÷èì àòîìû ðàçáèåíèÿ P(k)
W âòîðîãî êëàññà

Ai = {A∗i ∪ {an}}, i = 1, k.

Ïîýòîìó êàæäîìó ðàçáèåíèþ

{A∗1, . . . , A∗k}

ñîîòâåòñòâóåò k ðàçëè÷íûõ ðàçáèåíèé P(k)
W âòîðîãî êëàññà

{{A∗1 ∪ {an}}, . . . , A∗k}
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
{A∗1, . . . , {A∗k ∪ {an}}}.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óäàëÿÿ ýëåìåíò an èç ñîäåðæàùåãî åãî àòîìà

ïðîèçâîëüíîãî ðàçáèåíèÿ P(k)
W âòîðîãî êëàññà, ìû ïîëó÷èì ðàçáèå-

íèå âèäà P(k)
W\{an}. Òàêèì îáðàçîì ÷èñëî âñåõ ðàçáèåíèé P(k)

W âòîðîãî
êëàññà ðàâíî

kS(n− 1, k).

Ñëåäîâàòåëüíî,

S(n, k) = S(n− 1, k − 1) + kS(n− 1, k).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàäà÷à 3.7. Äîêàçàòü ðàâåíñòâî

S(n, 2) = 2n−1 − 1. (3.12)
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Ðåøåíèå. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ïî èíäóêöèè, èñïîëüçóÿ
óòâåðæäåíèå ïðåäûäóùåé òåîðåìû. Ïðè n = 1 ôîðìóëà (3.12) ñïðà-
âåäëèâà: S(1, 2) = 0. Ïóñòü ðàâåíñòâî (3.12) ñïðàâåäëèâî ïðè n = m

S(m, 2) = 2m−1 − 1.

Òîãäà, ïðè n = m+ 1

S(m+ 1, 2) = S(m, 1) + 2S(m, 2) = 1 + 2(2m−1 − 1) = 2m − 1,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà24 äâå ïîëåçíûå ôîðìóëû, êîòîðûì

óäîâëåòâîðÿþò ÷èñëà Ñòèðëèíãà âòîðîãî ðîäà:

S(n, k) =
1

k!

k∑
m=0

(−1)k−mCm
k mn,

tn =
n∑
k=1

S(n, k)(t)k ,

ãäå äëÿ t ∈ (−∞,∞) ÷åðåç (t)k îáîçíà÷åíà ôàêòîðèàëüíàÿ ôóíê-
öèÿ [9]:

(t)k := t(t− 1) · · · (t− k + 1) = C k
t k !, k = 1, 2, . . . ; (t)0 := 1.

3.6 ×èñëà Áåëëà

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Bn ÷èñëî âñåõ íåóïîðÿäî÷åííûõ ðàçáèåíèé
n−ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà
(n = 1, 2, . . .). Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ

Bn =
n∑
k=1

S(n, k).

24Äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ ôîðìóë áóäóò äàíû â ïàðàãðàôå 3.9.
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×èñëà Bn íàçûâàþòñÿ ÷èñëàìè Áåëëà
25. Îïðåäåëèì çíà÷åíèå ÷èñëà

Áåëëà äëÿ ïóñòûõ ìíîæåñòâ (n = 0). Â ýòîì ñëó÷àå åñòåñòâåííî
ñ÷èòàòü, ÷òî

B0 = S(0, 0).

Ââèäó ôîðìóëû (3.11) ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

B0 = 1.

Ïðèìåðû.

1.W = {a1}, B1 = 1.
2.W = {a1, a2}, B2 = 2, ò.ê. â ýòîì ñëó÷àå 2 ðàçáèåíèÿ :

{a1, a2}; {{a1}, {a2}}.
3.W = {a1, a2, a3}, B3 = 5, ò.ê. â ýòîì ñëó÷àå 5 ðàçáèåíèé :

{a1, a2, a3}; {{a1}, {a2, a3}}; {{a2}, {a1, a3}};
{{a3}, {a1, a2}}; {{a1}, {a2}, {a3}}.

Òåîðåìà 3.6. ×èñëà Áåëëà óäîâëåòâîðÿþò ðåêóððåíòíîìó ñî-
îòíîøåíèþ

Bm+1 =
m∑
k=0

CkmBm−k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìíîæåñòâî W ñîñòîèò èç m+ 1 ýëåìåíòà:

W = {a1, . . . , am+1}.

Îòìåòèì â ýòîì ìíîæåñòâå ýëåìåíò am+1 è ñîâîêóïíîñòü âñåõ Bm+1

íåóïîðÿäî÷åííûõ ðàçáèåíèé ìíîæåñòâàW ðàçäåëèì íàm+1 êëàññ.
Â ïåðâûé êëàññ îòíåñåì âñå ðàçáèåíèÿ, ó êîòîðûõ îòìå÷åííûé ýëå-
ìåíò am+1 îáðàçóåò îäíîýëåìåíòíûé àòîì. Âî âòîðîé êëàññ îòíå-
ñåì âñå ðàçáèåíèÿ, ó êîòîðûõ ýëåìåíò am+1 âõîäèò òîëüêî â äâóõ-
ýëåìåíòíûå àòîìû, è ò.ä. Â m−ûé êëàññ îòíåñåì âñå ðàçáèåíèÿ, ó
êîòîðûõ ýëåìåíò am+1 âõîäèò òîëüêî â m−ýëåìåíòíûå àòîìû. Íà-
êîíåö, â ïîñëåäíèé (m+1)−ûé êëàññ îòíåñåì ðàçáèåíèå, â êîòîðîì
ýëåìåíò am+1 âõîäèò â åäèíñòâåííûé (m + 1)−ýëåìåíòíûé àòîì,
ñîâïàäàþùèé ñ ìíîæåñòâîì W = {a1, . . . , am+1}.

25Ïîäðîáíåå î ÷èñëàõ Áåëëà ñì. â [2].
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Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé (k + 1)−ýëåìåíòíûé àòîì, ñîäåðæàùèé
ýëåìåíò am+1. Îñòàëüíûå m − k ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà W, íå âõî-
äÿùèå â ýòîò àòîì, äîïóñêàþò Bm−k íåóïîðÿäî÷åííûõ ðàçáèåíèé.
Îòìåòèì, ÷òî ÷èñëî âñåõ (k + 1)−ýëåìåíòíûõ àòîìîâ ñîäåðæàùèõ
am+1 ðàâíî C

k
m, ïîýòîìó ÷èñëî âñåõ ðàçáèåíèé, â êîòîðûõ ýëåìåíò

am+1 âõîäèò â ïðîèçâîëüíûé (k + 1)−ýëåìåíòíûé àòîì, ðàâíî

CkmBm−k.

Îòñþäà ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

Bm+1 =

m∑
k=0

CkmBm−k.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ÷èñåë Bn ñïðàâåäëèâà
ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:

Bn = e−1
∞∑
k=0

kn

k!
(ôîðìóëà Äîáèíñêîãî).

Òàáëèöà ÷èñåë Ñòèðëèíãà âòîðîãî ðîäà S(n, k)

n \ k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 1

2 1 1

3 1 3 1

4 1 7 6 1

5 1 15 25 10 1

6 1 31 90 65 15 1

7 1 63 301 350 140 21 1

8 1 127 966 1701 1050 266 28 1

9 1 255 3025 7770 6951 2646 462 36 1

10 1 511 9330 34105 42525 22827 5880 750 45 1
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Òàáëèöà ïåðâûõ 10 ÷èñåë Áåëëà

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Bn 1 2 5 15 52 203 877 4140 21147 115975

3.7 Îáîáùåííûé ïîêåð-òåñò

Â îáîáùåííîì ïîêåð-òåñòå n−ìåðíîé ðàâíîìåðíîñòè26 ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ ñåðèè äëèíû n :

x = (x1, . . . , xn).

Ýëåìåíòû xi ýòèõ ñåðèé ÿâëÿþòñÿ áóêâàìè àëôàâèòà äëèíûN (N >
n)

A = {α1, . . . , αN}.

Ôóíêöèÿ t = t(x) îïðåäåëÿåò êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ, ñî-
äåðæàùèõñÿ â ñåðèè x :

t(x) =


1, åñëè x ñîñòîèò èç n îäèíàêîâûõ ýëåìåíòîâ;
2, åñëè x ñîäåðæèò ðîâíî 2 ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòà;
. . . , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
n− 1, åñëè x ñîäåðæèò ðîâíî n− 1 ðàçëè÷íûé ýëåìåíò;
n, åñëè â x âñå n ýëåìåíòîâ ðàçëè÷íû.

Çàäà÷à 3.8. Íàéòè ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ñåðèé x, äëÿ êîòîðûõ
t(x) = m (m = 1, n ). Íàéòè âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ, ñîñòîÿùåãî â
òîì, ÷òî äëÿ "íàóãàä" âûáðàííîé ñåðèè x t(x) = m.

Ðåøåíèå. Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ ñåðèé

Ω = {x = (x1, . . . , xn) : xi ∈ A, i = 1, n }.
26Cì. [10, ñòð. 159].
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Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
|Ω| = Nn.

Ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâàKm ⊂ Ω (m = 1, n), ñîñòîÿùèå èç ñåðèé
x = (x1, . . . , xn), êîòîðûå ñîäåðæàò ðîâíî m ðàçëè÷íûõ áóêâ:

Km = {x ∈ Ω : t(x) = m}.

Òîãäà

Ω =
n⋃

m=1

Km, è Ki ∩Kj = ∅, ïðè i 6= j.

Äàäèì îïèñàíèå àòîìîâ ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà Km. Ìíîæåñòâî íî-
ìåðîâ {1, . . . , n} ýëåìåíòîâ êàæäîé ñåðèè

(x1, . . . , xn) ∈ Km

ðàçîáüåì íà m íåïóñòûõ àòîìîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âíà÷àëå â
êàæäûé àòîì ïîìåùàåì íîìåð îäíîãî èç m ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ,
à çàòåì îñòàâøèåñÿ ìåñòà â àòîìàõ çàïîëíÿåì íîìåðàìè ýëåìåíòîâ,
ñîâïàäàþùèõ ñ ïåðâîíà÷àëüíî âûáðàííûìè. Äðóãèìè ñëîâàìè, ýëå-
ìåíòû xi ñ íîìåðàìè i, ïðèíàäëåæàùèìè îäíîìó àòîìó, ÿâëÿþòñÿ
îäèíàêîâûìè áóêâàìè àëôàâèòà A. Åñëè æå íîìåðà i, j ýëåìåíòîâ
xi è xj ïðèíàäëåæàò ðàçíûì àòîìàì, òî ýòè ýëåìåíòû ÿâëÿþòñÿ
ðàçíûìè áóêâàìè àëôàâèòà A.

ïåðâûé àòîì

↓ ↓
(αs, αs, αr, αs, αr)
↑ ↑ ↑
âòîðîé àòîì

{1, 2, 3, 4, 5} = {1, 2, 4} ∪ {3, 5}
Ïðèìåð ðàçáèåíèÿ 5−ýëåìåíòíîé ñåðèè íà äâà àòîìà

×èñëî òàêèõ (íåóïîðÿäî÷åííûõ) ðàçáèåíèé ðàâíî ÷èñëó Ñòèðëèíãà
âòîðîãî ðîäà S(n,m). Òåïåðü îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî áóêâó αl1 ∈ A,
ñ êîòîðîé ñîâïàäàþò ýëåìåíòû ñ èíäåêñàìè èç ïåðâîãî àòîìà, ìîæ-
íî âûáðàòü N ñïîñîáàìè, âòîðóþ áóêâó αl2 ∈ A, ñ êîòîðîé ñîâïàäà-
þò ýëåìåíòû ñ èíäåêñàìè èç âòîðîãî àòîìà, ìîæíî âûáðàòü N − 1
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ñïîñîáîì è ò.ä., íàêîíåö, áóêâó αlm ∈ A, ñ êîòîðîé ñîâïàäàþò ýëå-
ìåíòû ñ èíäåêñàìè èçm−ãî àòîìà, ìîæíî âûáðàòü N−m+1 ñïîñî-
áîì. Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ÷èñëî ñåðèé (x1, . . . , xn), êîòîðûå ñîîò-
âåòñòâóþò îäíîìó ðàçáèåíèþ ìíîæåñòâà íîìåðîâ {1, . . . , n}, ðàâíî

N(N − 1) . . . (N −m+ 1).

Òàê êàê ÷èñëî òàêèõ ðàçáèåíèé ðàâíî S(n,m), òî ÷èñëî âñåõ ñåðèé

(x1, . . . , xn) ∈ Km

ðàâíî
N(N − 1) . . . (N −m+ 1)S(n,m).

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó êëàññè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè, ìîæíî óòâåð-
æäàòü, ÷òî

P{x : t(x) = m} =
|Km|
|Ω|

=
(N − 1) . . . (N −m+ 1)S(n,m)

Nn−1 .

Çàìå÷àíèå. Â êëàññè÷åñêîì ïîêåð-òåñòå ðàññìàòðèâàåòñÿ äëè-
íà ñåðèè n = 5.

3.8 Òåñò �ñîáèðàòåëÿ êóïîíîâ�

Â òåñòå "ñîáèðàòåëÿ êóïîíîâ " n−ìåðíîé ðàâíîìåðíîñòè27 ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ ñåðèè äëèíû r :

x = (x1, . . . , xr).

Ýëåìåíòû xi ýòèõ ñåðèé ÿâëÿþòñÿ áóêâàìè àëôàâèòà äëèíû N (r >
N).

A = {α1, . . . , αN}.

Ω = {x = (x1, . . . , xr) : xi ∈ A, i = 1, r }.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
|Ω| = N r.

27Cì. [10, ñòð. 159].
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Íàéäåì âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ, ñîñòîÿùåãî â òîì, ÷òî ñåðèÿ (ìè-
íèìàëüíîé) äëèíû r ñîäåðæèò âñå áóêâû àëôàâèòàA (íà r−îì øàãå
ïðîèñõîäèò ïåðâûé ñáîð âñåõ "êóïîíîâ").

Äëÿ ýòîãî âíà÷àëå íàéäåì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñåðèÿ äëèíû r
íå ñîäåðæèò âñåõ áóêâ àëôàâèòà A.

Ïîäñ÷èòàåì ÷èñëî ñåðèé {x = (x1, . . . , xr) : xi ∈ A, i = 1, r },
êîòîðûå ñîäåðæàò âñå áóêâû àëôàâèòà A. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Âíà÷àëå ìíîæåñòâî íîìåðîâ {1, . . . , r} ýëåìåíòîâ
êàæäîé ñåðèè

(x1, . . . , xr) ∈ Ω

ðàçîáüåì íà N íåïóñòûõ àòîìîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ïåðâûé
àòîì ïîìåñòèì èíäåêñû (íîìåðà) ïåðâîé (ïðîèçâîëüíî âûáðàííîé)
áóêâû àëôàâèòà. Ýòî ìîæíî ìîæíî ñäåëàòü N ñïîñîáàìè. Âî âòî-
ðîé àòîì ïîìåñòèì èíäåêñû (íîìåðà) âòîðîé (ïðîèçâîëüíî âûáðàí-
íîé) áóêâû àëôàâèòà. Ýòî ìîæíî ìîæíî ñäåëàòü N − 1 ñïîñîáîì.
È òàê äàëåå, â ïîñëåäíèé N−ûé àòîì ïîìåñòèì èíäåêñû (íîìå-
ðà) ïîñëåäíåé N−îé áóêâû àëôàâèòà. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü òîëüêî
îäíèì ñïîñîáîì. Òàêèì îáðàçîì, îäíî ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà íîìå-
ðîâ {1, . . . , r} íà N àòîìîâ ïîðîæäàåò N ! ðàçëè÷íûõ ñåðèé {x =
(x1, . . . , xr) : xi ∈ A, i = 1, r }, êîòîðûå ñîäåðæàò âñå áóêâû àë-
ôàâèòà A. Òîãäà ñîâîêóïíîñòü âñåõ ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà íîìåðîâ
{1, . . . , r} íà N àòîìîâ ïîðîæäàåò

N !S(r,N)

ðàçëè÷íûõ ñåðèé, êîòîðûå âêëþ÷àþò â ñåáÿ âñå ñåðèè, ñîäåðæàùèå
âñå áóêâû àëôàâèòà A.

Òîãäà qr, âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ, ñîñòîÿùåãî â òîì, ÷òî ñåðèÿ äëè-
íû r íå ñîäåðæèò âñåõ áóêâ àëôàâèòà A, ðàâíà

qr = 1− N !S(r,N)

N r
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lk ìíîæåñòâî âñåõ ñåðèé {x = (x1, . . . , xk) : xi ∈
A, i = 1, k }, êîòîðûå íå ñîäåðæàò âñåõ áóêâ àëôàâèòà A. Òîãäà

Lr ⊆ Lr−1
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è Lr−1 \ Lr � ìíîæåñòâî âñåõ ñåðèé {x = (x1, . . . , xr) : xi ∈ A, i =
1, r }, êîòîðûå ñîäåðæàò âñå áóêâû àëôàâèòà A, ïðè÷åì ñåðèè {x =
(x1, . . . , xr−1)} âñåõ áóêâ àëôàâèòà A íå ñîäåðæàò. Äðóãèìè ñëî-
âàìè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñåðèÿ (x1, . . . , xr−1) ñîäåðæèò N − 1 áóêâó
àëôàâèòà A, à xr ÿâëÿåòñÿ N−îé áóêâîé àëôàâèòà, êîòîðîé íåò
ñðåäè áóêâ ñåðèè (x1, . . . , xr−1). Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìàëüíàÿ äëè-
íà ñåðèè, ñîäåðæàùåé âñå áóêâû àëôàâèòà, ðàâíà r.

Òîãäà pr, âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ, ñîñòîÿùåãî â òîì, ÷òî ñåðèÿ (ìè-
íèìàëüíîé) äëèíû r ñîäåðæèò âñå áóêâû àëôàâèòà A, ìîæíî ïîä-
ñ÷èòàòü ïî ôîðìóëå, èñïîëüçóÿ ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ÷è-
ñåë Ñòèðëèíãà âòîðîãî ðîäà:

pr = qr−1 − qr = 1− N !S(r − 1, N)

N r−1 − 1 +
N !S(r,N)

N r
=

=
N !

N r
[S(r,N)−N S(r − 1, N)] =

N !

N r
S(r − 1, N) =

=
(N − 1)!

N r−1 S(r − 1, N).

3.9 Îòîáðàæåíèÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ è ÷èñëà Ñòèð-

ëèíãà âòîðîãî ðîäà

Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäóò ðàññìîòðåíû êîìáèíàòîðíûå çàäà÷è,
ñâÿçàííûå ñ îòîáðàæåíèÿìè êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ:

f : X −→ Y (|X| = m, |Y | = n). (3.13)

Íàïîìíèì, ÷òî îáðàçîì ìíîæåñòâà X ïðè îòîáðàæåíèè f íàçûâà-
åòñÿ ìíîæåñòâî âèäà

f(X) = {y ∈ Y : y = f(x) äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ X}.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ ÷èñëà ýëåìåíòîâ îáðàçà ìíîæåñòâàX ïðè
îòîáðàæåíèè f ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|f(X)| ≤ min(m,n).
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Ðàíåå â ïàðàãðàôå 2.2 áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ÷èñëî âñåõ îòîá-
ðàæåíèé

f : X −→ Y (|X| = m, |Y | = n)

m−ìíîæåñòâà X â n−ìíîæåñòâî Y ðàâíî ðàâíî nm, à ÷èñëî âñåõ
áèåêöèé

f : X −→ Y (|X| = n, |Y | = n)

n−ìíîæåñòâà X â n−ìíîæåñòâî Y ðàâíî n!.
Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î ÷èñëå ðàçëè÷íûõ îòîáðàæåíèÿ âèäà

(3.13), äëÿ êîòîðûõ îáðàçû ìíîæåñòâà X ñîñòîÿò èç k ýëåìåíòîâ28.
Òåîðåìà 3.7. ×èñëî âñåõ îòîáðàæåíèé

f : X −→ Y (|X| = m, |Y | = n),

äëÿ êîòîðûõ îáðàçû ìíîæåñòâà X ñîñòîÿò èç k ðàçëè÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ

|f(X)| = k (1 ≤ k ≤ min(m,n)), (3.14)

ðàâíî
S(m, k)C k

n k!,

ãäå S(m, k) � ÷èñëî Ñòèðëèíãà âòîðîãî ðîäà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ îòîáðàæåíèÿ f âèäà (3.14) ââåäåì îáî-

çíà÷åíèå k−ýëåìåíòíîãî îáðàçà ìíîæåñòâà X :

f(X) = {ỹ1, . . . , ỹk} ⊆ Y.

Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî íàáîðà ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ

{ỹ1, . . . , ỹk} ⊆ Y

è äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè π ýëåìåíòîâ {1, . . . , k} êàæäîå íåóïîðÿ-
äî÷åííîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà X íà k àòîìîâ

X =

k⋃
s=1

As, ãäå As1 ∩As2 = ∅ ïðè s1 6= s2,

28Áëèçêèå âîïðîñû ðàññìàòðèâàëèñü â ïàðàãðàôå 3.7. Îáîáùåííûé ïîêåð-
òåñò.
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ïîðîæäàåò åäèíñòâåííîå îòîáðàæåíèå ñ k−ýëåìåíòíûì îáðàçîì

fπ(As) = ỹπ(s), s = 1, k, π ∈ Sk.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî íàáîðà ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ

{ỹ1, . . . , ỹk} ⊆ Y (3.15)

÷èñëî âñåõ îòîáðàæåíèé ñ k−ýëåìåíòíûì îáðàçîì

f(X) = {ỹ1, . . . , ỹk}

ðàâíî ÷èñëó âñåõ íåóïîðÿäî÷åííûõ ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà X íà k
àòîìîâ, ïîìíîæåííîìó íà k !, ò.å. ïðîèçâåäåíèþ

S(m, k) · k !,

ãäå S(m, k) � ÷èñëî Ñòèðëèíãà âòîðîãî ðîäà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ÷èñëî k−ýëåìåíòíûõ (íåóïîðÿäî-
÷åííûõ) ïîäìíîæåñòâ âèäà (3.15) ðàâíî Ckn. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå. ×èñëî âñåõ ñþðúåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé

f : X −→ Y (|X| = m, |Y | = n)

ðàâíî
S(m,n) · n!.

Òåîðåìà 3.8. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà29

1◦. nm =
n∑
k=0

S(m, k)C k
n k !; (3.16)

2◦. S(m,n) = 1
n !

n∑
k=0

(−1)n+k C k
n k

m. (3.17)

Äîêàçàòåëüñòâî. 1◦. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ÷èñëî âñåõ îòîáðàæåíèé

f : X −→ Y, (|X| = m, |Y | = n)

29Íàïîìíèì (ñì. ï. 3.4), ÷òî S(0, 0) = 1 è ïðè n ≥ 1, S(n, 0) = 0.
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m−ìíîæåñòâà X â n−ìíîæåñòâî Y ðàâíî ðàâíî nm. Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, ýòî ÷èñëî ìîæíî ïîëó÷èòü, ñóììèðóÿ ïî k = 0, n ìîùíîñòè
ìíîæåñòâ âñåõ îòîáðàæåíèé ñ k−ýëåìåíòíûìè îáðàçàìè.

2◦. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû îáðàùåíèÿ ( ñì. ñëåäñòâèå èç òåîðåìû
2.8 âòîðîé ãëàâû), èç ñîîòíîøåíèÿ (3.16)

nm =

n∑
k=0

C k
n S(m, k) k !

ñðàçó ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

S(m,n)n ! =
n∑
k=0

(−1)n+k C k
n k

m,

îòêóäà ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå (3.17). Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Èñòîðè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ

Äæåéìñ Ñòèðëèíã (James Stirling 1692-1770 ãã.) 30. Óðîæåíåö
Øîòëàíäèè, ó÷èëñÿ â Îêñôîðäñêîì óíèâåðñèòåòå. Èç-çà ó÷àñòèÿ â
ïîëèòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè, âðàæäåáíîé ïðàâÿùåé â òå ãîäû â Àí-
ãëèè äèíàñòèè (âîññòàíèå ÿêîáèòîâ-êàòîëèêîâ), áûë âûíóæäåí ýìè-
ãðèðîâàòü â Âåíåöèþ, ãäå çàðàáàòûâàë íà æèçíü ÷àñòíûìè óðîêà-
ìè. Â 1725 ã. ñ ïîìîùüþ È. Íüþòîíà Ñòèðëèíã âåðíóëñÿ â Àíãëèþ.
Â 1735 ã. ïîëó÷èë ïîñò äèðåêòîðà ãîðíîãî ïðåäïðèÿòèÿ â Øîòëàí-
äèè, êîòîðûé çàíèìàë äî êîíöà ñâîåé æèçíè. Ñòèðëèíã èìåë íà-
ó÷íûå êîíòàêòû ñ À. äå Ìóàâðîì (1667-1754 ãã.), êîòîðûé áóäó÷è
ãóãåíîòîì, áûë âûíóæäåí ýìèãðèðîâàòü èç Ôðàíöèè â Àíãëèþ ïî-
ñëå îòìåíû Ëþäîâèêîì XIV Íàíòñêîãî ýäèêòà â 1685 ãîäó. Ãóãå-
íîòàìè âî Ôðàíöèè íàçûâàëè ïðèâåðæåíöåâ êàëüâèíèçìà. Îäíî èç
ïîëîæåíèé êàëüâèíèçìà: óñïåõ â ïðîôåññèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè
÷åëîâåêà ñëóæèò ïîäòâåðæäåíèåì åãî èçáðàííîñòè.

Êðîìå ÷èñåë Ñòèðëèíãà âòîðîãî ðîäà S(n, k) â ìàòåìàòèêå èñ-
ïîëüçóþòñÿ è ÷èñëà Ñòèðëèíãà ïåðâîãî ðîäà, êîòîðûå îáîçíà÷àþòñÿ
êàê s(n, k). Áîëåå ïîäðîáíóþ èíôîðìàöèþ îá ýòèõ ÷èñëàõ ìîæíî
íàéòè â [2]. ×èñëà s(n, k) è S(n, k) áûëè ââåäåíû Äæ. Ñòèðëèíãîì â
1730 ã. êàê êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ "ôàêòîðèàëîâ ïî ñòåïåíÿì
è ñòåïåíåé ïî ôàêòîðèàëàì":

(t)n =

n∑
k=1

s(n, k) tk ,

tn =

n∑
k=1

S(n, k)(t)k ,

ãäå ÷åðåç (t)k îáîçíà÷åí ôàêòîðèàë (ôàêòîðèàëüíàÿ ôóíêöèÿ):

(t)k := t(t−1) · · · (t−k+1), k = 1, 2, . . . ; (t)0 := 1, t ∈ (−∞,+∞).

Ñàìî íàçâàíèå "÷èñëà Ñòèðëèíãà" ñòàëî èñïîëüçîâàòüñÿ â ìàòåìà-
òèêå òîëüêî ñ 1906 ã.

30Êîòîðûé õîðîøî èçâåñòåí êàê àâòîð àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëû äëÿ n!.

82



Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] Åæîâ, È.È. Ýëåìåíòû êîìáèíàòîðèêè [Òåêñò] / È.È. Åæîâ,
À.Â. Ñêîðîõîä, Ì.È. ßäðåíêî. � Ì.: Íàóêà, 1977. � 80 ñ.

[2] Ñà÷êîâ, Â.Í. Ââåäåíèå â êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû äèñêðåòíîé
ìàòåìàòèêè [Òåêñò] / Â. Í. Ñà÷êîâ. � Ì.: ÌÖÍÌÎ, 2004. �
424 ñ.

[3] Ðèîðäàí, Äæ. Ââåäåíèå â êîìáèíàòîðíûé àíàëèç [Òåêñò] /
Äæ.Ðèîðäàí. � Ì.: ÈË, 1963. � 288 ñ.

[4] Ñòåíëè, Ð. Ïåðå÷èñëèòåëüíàÿ êîìáèíàòîðèêà [Òåêñò] /
Ð.Ñòåíëè. � Ì.: Ìèð, 1990. � 440 ñ.

[5] Âèëåíêèí, Í.ß. Êîìáèíàòîðèêà [Òåêñò] / Í. ß. Âèëåíêèí,
À.Í.Âèëåíêèí, Ï. À. Âèëåíêèí. � Ì.: ÔÈÌÀ, ÌÖÍÌÎ, 2006.
� 400 ñ.

[6] Ôåëëåð, Â. Ââåäåíèå â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèëîæåíèÿ
[Òåêñò] / Â. Ôåëëåð. � 2-å èçä., ïåðåðàá. è äîï. � Ì.: Ìèð, 1964.
� 498 ñ.

[7] Øèðÿåâ, À.Í. Âåðîÿòíîñòü â òåîðåìàõ è çàäà÷àõ (ñ äîêàçà-
òåëüñòâàìè è ðåøåíèÿìè). Êíèãà 1 [Òåêñò] / À. Í. Øèðÿåâ,
È. Ã.Ýðëèõ, Ï. À. ßñüêîâ. � Ì.: ÌÖÍÌÎ, 2013. � 648 ñ.

[8] Ìåøàëêèí, Ë.Ä. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé [Òåêñò]
/ Ë. Ä. Ìåøàëêèí. � Ì.: Èçä-âî Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà,
1963. � 154 ñ.

[9] Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà [Òåêñò]: ýíöèêëîïåäèÿ / ãë. ðåä.
Â.ß.Êîçëîâ. � Ì.: ÁÐÝ, 2004. � 382 ñ.

[10] Îñíîâû êðèïòîëîãèè [Òåêñò] / [Þ. Ñ. Õàðèí è äð.] Ìèíñê: Íî-
âîå çíàíèå, 2003. � 382 ñ.

83



Ó÷åáíîå èçäàíèå

Êíóòîâà Åëåíà Ìèõàéëîâíà

Øàòñêèõ Ñåðãåé ßêîâëåâè÷

ÊÎÌÁÈÍÀÒÎÐÍÛÅ ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÈ

Ó÷åáíîå ïîñîáèå

Â àâòîðñêîé ðåäàêöèè
Êîìïüþòåðíàÿ âåðñòêà Å.Ì. Êíóòîâîé, Ñ.ß. Øàòñêèõ

Ïîäïèñàíî â ïå÷àòü 15.04.2019. Ôîðìàò 60×84 1/16.
Áóìàãà îôñåòíàÿ. Ïå÷. ë. 5,25.

Òèðàæ 150 ýêç. (1 ç-ä 1-25). Çàêàç � 50.

ÔÅÄÅÐÀËÜÍÎÅ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÎÅ ÀÂÒÎÍÎÌÍÎÅ
ÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÜÍÎÅ Ó×ÐÅÆÄÅÍÈÅ ÂÛÑØÅÃÎ ÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß

"ÑÀÌÀÐÑÊÈÉ ÍÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÉ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÑÊÈÉ
ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ ÈÌÅÍÈ ÀÊÀÄÅÌÈÊÀ Ñ.Ï. ÊÎÐÎËÅÂÀ"

(ÑÀÌÐÑÊÈÉ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ)

443086 Ñàìàðà, Ìîñêîâñêîå øîññå, 34.

Èçä-âî Ñàìàðñêîãî óíèâåðñèòåòà.

443086 Ñàìàðà, Ìîñêîâñêîå øîññå, 34.


