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Введение

Данное учебное пособие "Математические методы механики разруше­
ния" посвящено сравнительно молодому и динамично развивающемуся 
направлению современной механики деформируемого твердого тела -  
механике разрушения.

В настоящее время имеются первоклассные руководства по теории 
трещин и по механике разрушения в целом, раскрывающие суть идей 
и гипотез, на основе которых строится современная теория разруше­
ния. Стали классическими и хорошо зарекомендовали себя монографии 
и руководства по механике трещин и по механике разрушения Г.П. Че­
репанова [41], Л.М. Качанова [13], Л.И. Слепяна [35], В.З. Партона и 
Е.М. Морозова [26], [27], Н.Ф. Морозова [19], Дж. Ф. Нотта [25], К. Хел- 
лана [40], семитомное издание "Разрушение"под редакцией Г. Либовица. 
В последние десять лет появились исследования, посвященные специаль­
ным разделам механики разрушения -  физически и геометрически нели­
нейной механике трещин [43], механике динамического распространения 
трещин [64], механике разрушения композиционных материалов [9], про­
странственным задачам механики разрушения [44], экспериментальным 
[1] и асимптотическим [87] методам механики разрушения, нелинейным 
задачам механики разрушения [16], моделям и критериям механики раз­
рушения [18], вопросам вязкого разрушения [83]. Однако, в силу свое­
го быстрого развития, механика разрушения постоянно обогащается как 
новыми теоретическими подходами и результатами, так и новыми мето­
дами решения краевых задач. Существующие руководства и учебники 
по механике разрушения просто не могут охватить весь спектр рассмат­
риваемых в теории разрушения проблем и краевых задач, исследуемых 
в последнее время. Настоящее учебное пособие не ставит своей целью си­
стематическое изложение классических для теории трещин вопросов, но 
пытается акцентировать внимание читателя на тех классических задачах 
механики трещин, имеющих принципиальное значение для понимания 
круга изучаемых проблем, и содержит решения ряда совершенно новых 
задач, обсуждение которых просто отсутствует в современной учебной 
литературе по механике разрушения.

Так, в настоящем учебном пособии приводятся решения классиче­
ских простейших задач о напряженном состоянии упругого тела с уг­
ловым разрезом, данное Эйфантисом и Герберичем (1978 г.). Несмотря 
на то, что данные решения могут быть получены другими способами и 
являются классическими результатами линейной механики разрушения, 
предлагаемое решение основано на методе конформных отображений и



несомненно является интересным.
В настоящем пособии приводится давно ставшее уже классическим 

решение Дж. Райса о трещине антиплоского сдвига, полученное с по­
мощью годографа. В продолжение решения Райса приводится исследо­
вание высших приближений в асимптотическом решении задачи о непо­
движной трещине (или остром вырезе) антиплоского сдвига в материале, 
упрочняющемся по степенному закону. Данное решение позволяет найти 
собственные значения и собственные функции для любого порядка в раз­
ложениях компонент тензора напряжений и деформаций аналитически 
для любого значения показателя упрочнения материала. Исследование 
собственных значений задачи о трещине антиплоского сдвига относится 
к девяностым годам и не нашло еще своего отражения в современной 
русскоязычной литературе по механике разрушения.

Вопросам, связанным с нахождением собственных чисел в задачах 
механики разрушения, отведен дополнительный раздел, где приводит­
ся решение Анхеузера и Гросса (1994 г.). Подход, развитый авторами, 
позволяет аналитически определить зависимость собственного числа от 
показателя упрочнения (рассматривается степенной закон упрочнения 
в качестве определяющих соотношений задачи), если известно собствен­
ное число соответствующей линейной задачи, что дает многообещающий 
метод определения собственных чисел не только для проблем антиплос­
кого сдвига, но и для более сложных с математической точки зрения 
задач о трещинах нормального отрыва и поперечного сдвига.

Наряду с исследованиями собственных чисел в задачах на собствен­
ные значения, к которым приводят проблемы механики разрушения, 
в учебном пособии рассматриваются отдельные результаты, относящи­
еся к классу так называемых связанных задач, а именно задач об уста­
новившемся росте трещины в условиях ползучести в среде с поврежден­
ностью. Отличительной особенностью данного класса задач является то 
обстоятельство, что в них осуществлена попытка учесть влияние вкла­
да скоростей упругих деформаций в общее поле скоростей деформа­
ций (учитывались как скорости деформаций ползучести, так и скорости 
упругих деформаций). Показано, что скоростями упругих деформаций 
пренебрегать нельзя по сравнению со скоростями деформаций ползуче­
сти (тогда как в большинстве случаев априори скорости упругих дефор­
маций не учитывают).

Таким образом, настоящее учебное пособие содержит ряд задач, не 
нашедших своего отражения в современной учебной литературе по меха­
нике разрушения, и может быть полезным для студентов, обучающихся 
по специальностям "механика" и "прикладная математика".



I. Об одной форме точных решений для тре­
щины в линейно упругом материале

Исследование распределения напряжений и деформаций вблизи края 
поверхности разрыва в линейно упругом теле было начато Вестергардом 
[108], [109], Снеддоном [100], [101], Снеддоном и Эллиотом [102] и было 
продолжено Баренблаттом Г.И. [5], [6], [7], Уильямсом [110] и Ирвином 
[75], [76], [77]. Классическое представление полей напряжений, деформа­
ций и перемещений в непосредственной окрестности вершины трещины 
в линейно упругом материале, полученное с помощью метода комплекс­
ных потенциалов Колосова -  Мусхелишвили, приводится во многих бле­
стящих монографиях и руководствах по теории упругости и механике 
трещин -  монографиях Н.И. Мусхелишвили [20], Г.П. Черепанова [41), 
Л.М. Качанова [13], М.Я. Леонова [17], В.З. Партона, Е.М. Морозова 
[27], Дж. Нотта [25], М.П. Саврука [33], учебниках и курсах лекций Л.И. 
Седова [34], Ю.Н. Работнова [29], В.М. Пестрикова и Е.М.Морозова [28].
В настоящем разделе приводится сравнительно новое решение Эйфан- 

тиса и Герберича -  решение, найденное посредством конформных отоб­
ражений.

1. Постановка задачи.
Трещина антиплоского сдвига

Рассмотрим полубесконечную область с трещиной длины о, как по­
казано на рис. 1. На бесконечности рассматриваемая область находится 
под действием равномерно распределенных усилий T~xz Т с о , T y Z 0 .

Если бы в рассматриваемой полуплоскости отсутствовала бы трещина, 
было бы реализовано состояние однородного сдвига

TXz Tqo, Tyz 0, Uz TooX/G.

Под действием приложенной нагрузки в силу наличия трещины в пла­
стине реализуется напряженное состояние, описываемое тензором напря­
жений с компонентами

&ХХ — &уу =  ОZZ =  тху =  0, тх2 =  тх{х, у), Tyz ту{х, у). (I. 1.1)

Компоненты вектора перемещения и тензора деформаций определи-



Р и с .  1. П олуплоскость, содержащ ая разрез длины а, нагруженная касательными 
напряжениями т12

ются равенствами

U x  U y  —  О, U z  =  w ( x ,  у), £ х х  —  £ у у  =  £ z z  =  Т х у  О,

(I. 1.2)
dw dw

I x z  =  l y z  =

Единственное уравнение равновесия имеет вид

^  +  ^ = 0 .  ( 1 . 1 . 3 )
о х  ду

Уравнение равновесия будет тождественно выполнено, если ввести 
в рассмотрение функцию Ф( х , у )  такую, что

дФ дФ /т 1 л \
Т-  =  д у '  т« =  ( '- Ы )

По закону Гука соответствующие компоненты тензора напряжений 
и деформаций будут связаны линейными соотношениями и, используя 
выше приведенные формулы, можно найти

„O vj dw , ,
Тх~  д х ’ Ту~  ду  ( }

Таким образом, из уравнения равновесия следует, что единственная



отличная от нуля компонента вектора перемещения w является гармо­
нической функцией

Aw  =  0 . (I. 1.6)

При построении решения будем пользоваться методами теории функ­
ций комплексного переменного. Введем сопряженную гармоническую фун 
кцию w* и перейдем к комплексному потенциалу

Q(z) =  w +  iw*, z =  x  +  iy, (1.1.7)

вещественной частью которого будет смещение w (x ,y ), т.е.

w — — Re [Tt(z)}. (1.1.8)
(j

С помощью формул (I. 1.5) и соотношений Коши-Римана можно най­
ти, что

6 П дФ .дФ ,т , п.
d7 =  ̂  +  ' t o = T ' - * T-  ( 1 л '9)

Граничные условия задачи формулируются следующим образом: в бес 
конечно удаленной точке

Р г —  Рх>> р /  =  0 ,

на G*A*B*C*D*

crijrij =  0, (I. 1.10)

где Oij -  компоненты тензора напряжения. В терминах функции П(.г) 
эти граничные условия принимают вид

fi'(z ) =  ^  =  Тоо на D*E*F*G*, (I. 1.11)
dz

ImQ =  0 на G* А* В* С* D*. (1.1.12)

2. Конформное отображение
Для построения решения1 будем использовать технику конформных 

отображений, отображая последовательно полуплоскость с вертикаль­
ным разрезом длины а на полуплоскость с горизонтальным разрезом



Р и с .  2. П оследовательное отображ ение полуплоскости, содержащ ей вертикальный 
разрез длины а, на верхнюю полуплоскость с  горизонтальным разрезом [—1,1] и 
отображ ение полученной полуплоскости на верхнюю полуплоскость с вырезанным 
п олукругом  единичного радиуса



[— 1, 1] (рис. 2), а затем полученную область на верхнюю полуплоскость 
с вырезанным полукругом единичного радиуса.

Отобразим верхнюю полуплоскость плоскости 2 на верхнюю полу­
плоскость так, чтобы разрез 0 < z < аг был отображен на дугу единич­
ной окружности. Для этого сначала отобразим верхнюю полуплоскость 
плоскости С с единичной полуокружностью на верхнюю полуплоскость 
плоскости w, требуя, чтобы полуокружность отображалась на отрезок 
— 1 <  w <  1 как показано на рис. 2. Это отображение хорошо известно 
[15] и задается формулой

Затем отобразим верхнюю полуплоскость плоскости w на верхнюю 
полуплоскость плоскости z с вертикальным разрезом. При этом можно 
заметить, что исследуемая область G*А*В*С*D* может быть рассмотре­
на как внутренность вырожденного многоугольника с вершинами

Используя интеграл Шварца -  Кристоффеля, можно отобразить внут­
ренность многоугольника А 1А 2А 3А4 на верхнюю полуплоскость плоско­
сти w, причем вершины указанного многоугольника отображаются на 
точки Uj действительной оси плоскости и>.

Указанное отображение задается формулой

Интеграл Шварца -  Кристоффеля (I. 2.2) в этом случае редуцируется 
к форме

(I. 2.1)

Ai =  G* =  D*, А 2 =  А*, И3 =  В*, А 4 =  С*

с соответствующими внутренними углами
7Г 7Г

аг =  -7г, а2 =  аз =  27т, а 4 =  -

Выберем

и\ =  —00, и2 =  —1, «з =  0, и4 — 1.

2 =  A\/w2 — 1 +  В. (I. 2.3)

1 Впервые это решение методом конформных отображений получено в [45].



Постоянные А  и В легко определяются из условий

z =  а \/  w2 — 1. (I. 2.4)

Комбинация уравнений (I. 2.1) и (I. 2.4) приводит к функции, отобра­
жающей верхнюю полуплоскость с вырезанным полукругом единичного 
радиуса, на верхнюю полуплоскость с вертикальным разрезом длины а. 
Разрешая это уравнение относительно £, можно получить искомое отоб­
ражение:

Требуя, чтобы бесконечно удаленная точка плоскости 2 отобража­
лась в бесконечно удаленную точку плоскости £, можно выбрать знак 
плюс в последнем выражении и искомое отображение представляется в 
окончательном виде:

3. Решение в плоскости £
В верхней полуплоскости плоскости £ с вырезанным полукругом еди­

ничного радиуса задача сводится к отысканию комплексного потенциала 
Х(С): удовлетворяющего следующим граничным условиям на плоскости

(I. 2.5)

(I. 2.6)

С:

1тХ{ С) =  0 на G A B C D ,
(I. 3.1)

х'(С) = d( d z d (  °°2
в бесконечно удаленной точке.

Легко проверяется, что функция, удовлетворяющая всем перечислен­
ным условиям, имеет вид



4. Решение в плоскости I

Используя (I. 2.6) и (I. 3.2), комплексный потенциал Ol{z) представим 
в виде:

fl(z) =  TvoVz2 +  а2. (I. 4.1)

Следовательно, распределение напряжений определяется выражением

тх -  гту =  fi'(z ) =  Too 4 = * . (I- 4.2)
v г +  а.

Найденное распределение напряжений полностью совпадает с ранее 
полученными решениями этой задачи [108], [20].

Разделяя действительную и мнимую части данного выражения, мож­
но найти компоненты тензора напряжений (х >  0, у >  0) :

V 2C
Too \ х \ 1  х 2 — у2 +  а2 +  (х2 — у2 +  ®2)2 +  4х 2у2+

\ у\/ —(ж2 — у2 +  а2) +  \J(х2 — у2 +  а2)2 +  4ж2у2 ,

(I. 4.3)

1
у/2С

у\1 х 2 — у2 +  а2 +  \! (х2 — у2 +  а2) 2 +  4х2у2+

—х\/ — (х2 — у2 +  а2) +  у  (х 2 — у2 +  а2) +  4х 2у 2  ̂ , 

где

С -  (х2 -  у2 +  а2) 2 +  Ах2у2.

Графики компонент тензора напряжений тх и ту как функций от де­
картовых координат х, у показаны на рис. 3 и 4.

Легко можно проверить, что полученное решение удовлетворяет сле­
дующим условиям:

Ту — 0 при у — 0 ; Ту —> 0 при х2 +  у2 —> оо,
Тс =  0 при 0 <  у <  а, х =  0; при ж2 +  у 2 —> оо.



Р и с .  3. Компонента тензора напряжений Тх =  Tx( X ,Y ) ,  где Тх =  тх/тх , X  =  х/а ,  
У  =  У/а

Р и с .  4 . К омпонента тензора напряжений Ту =  Ту(Х ,У ) ,  где Ту =  ту/тх , X  =  х/а,  
У  =  У/а



Таким образом, граничные условия задачи выполняются, также как 
и условия симметрии:

Ту =  0 при х =  0, у >  а. (I. 4.4)

Вблизи вершины трещины справедливо

тх —> оо при х 2 +  (у — а) 2 -*-+ О,
Ту —> —оо при х 2 +  (у — а)2 —> 0. (1.4.5)

Заметим, что формулы (I. 4.3) остаются справедливыми и для беско­
нечной области, содержащей центральную трещину длины 2а.

Единственная отличная от нуля компонента вектора перемещения w 
легко находится и определяется выражением

1 „  
w =  —Re 

Gг
TooVz2 +  а2 (I. 4.6)

или

W
V 2G

у х 2 — у2 -)- а2 _)_ y j (х 2 — у2 +  а2)2 +  4х2у2. (I. 4.7)

Формула (I. 4.7) остается справедливой и в случае антиплоского сдви­
га бесконечной области с центральной трещиной длины 2а.

5. Трещины типа I и II
Аналогичным образом можно получить распределение напряжений 

для трещин нормального отрыва (трещины типа I) и поперечного сдвига 
(трещины типа II).

Для трещины нормального отрыва можно получить2

Х ^ Т + В  +  Y ^ ~ A  +  В J - A  +  В(2А +  В) 
х х ~  В В 3

m X s / A T B - Y ^ A  +  B  , „ ^ А Т В ( 2 А +  В) , т с 1 ,
j-yy — Q -Г у ДА. D.1J

л/ Т Т В (2А  -  В)
Т  = Y1хУ х в 3

для трещины поперечного сдвига справедливо

23десь тре1цины расположены вдоль оси О х  в отличие от задачи об антиплоском сдвиге.



Р и с . 5 . К омпонента тензора напряжений Тхх =  Тхх(Х,  У ) для трещины нормального 
отры ва

^  „ Y V A T B - X V - A  +  B  V J A  +  B { 2 A - B )  
хх в  в 3 ’

Т „  =  ~ У ^ Щ ? А +  В \  ( 1 .5 , )

^  _  X ^ A  +  B  +  Y ^ - A  +  B  ^ V ~ A  +  B {2A  +  В) 
х у ~  В В 3 ’

где

Т х х  —  &OOl Т у у  ~  <JyyV 2/& O Q ) Т Ху  —  о х у ^/*^,/ (Тооэ

X  =  х /а , У  =  у /а ,

л  =  X 2 -  У 2 -  1, В =  sJ (X 2 - Y 2 -  I)2 +  4 X 2Y 2.

6. Упругопластическая граница
Исследование упругопластического состояния для антиплоской де­

формации тела с разрезом привлекало и привлекает многих исследовате­
лей [22], [94]. При построении решения обычно используется метод годо­
графа, который позволяет отобразить неизвестную упругопластическую 
границу на дугу единичной окружности в случае антиплоской деформа­
ции. Однако в случае трещин нормального отрыва и поперечного сдвига



Р и с . 6. Компонента тензора напряжений Туу — Туу(Х, Y)  для трещины нормального 
отры ва

Р и с .  7. К омпонента тензора напряжений Тху =  Тху(Х, Y)  для трещины нормального 
отры ва



Р и с .  9. К омпонента тензора напряжений Туу — Tvy(X, Y )  для трещ ины поперечного
сдвига



Р и с .  10. Компонента тензора напряжений ТХ у =  Тху(Х, У ) для трещины поперечно­
го сдвига

такого рода аналитических решений получить не удалось, поэтому часто 
оценить геометрию области пластического течения в окрестности вершин 
трещин этого типа можно только приближенно, предполагая, что разме­
ры зоны пластического течения малы по сравнению с характерными 
линейными размерами, фигурирующими в задаче (длина трещины, ха­
рактерный линейный размер образца). Принимая данную гипотезу о ма­
ломасштабном пластическом течении, можно считать, что конфигурация 
области пластического течения определяется сингулярным решением ли­
нейной теории упругости (первым членом асимптотического разложения 
компонент тензора напряжений в окрестности вершины трещины). Для 
трещины антиплоского сдвига упомянутый подход приводит к грани­
цам области пластического течения, представляющим собой концентри­
ческие окружности с центром в вершине трещины, что, вообще говоря, 
не соответствует действительности (не соответствует эксперименталь­
ным данным и аналитическим результатам, полученным с помощью ме­
тода годографа).

В рамках настоящего подхода можно оценить геометрию области пла­
стического течения на основе построенного точного решения задачи (т.о., 
можно срастить на упругопластической границе не приближенное реше­
ние линейной теории упругости, а точное решение с решением в области 
пластического течения).

Так для антиплоской деформаций условие пластичности Треска и



условие пластичности Мизеса приводят к одному и тому же требованию

где к -  предел текучести материала.
Подставляя полученные выражения для компонент тензора напряже­

ний (I. 4.3) в упругой области в условие пластического течения (I. 6.1), 
получаем выражение для границы зоны пластического течения

Граница области пластического течения, построенная на основе соот­
ношения (I. 6.2) для различных значений константы а =  т^/к, показана 
на рис. 11.

Аналогичный способ приближенной оценки геометрии области пла­
стического течения применим и для более сложных, с математической 
точки зрения, и более важных, с практической точки зрения, задач о тре­
щинах нормального отрыва и поперечного сдвига.

Для задачи о трещине нормального отрыва в предположении реа­
лизации плоского деформированного состояния условие пластического 
течения имеет вид

Подстановка выражений (I. 5.1) в равенство (I. 6.4) приводит к сле­
дующему уравнению границы для области пластического течения

Упругопластическая граница, полученная в соответствии с точным 
решением линейной задачи для различных значений постоянной а, изоб­
ражена на рис. 12.

В случае задачи о трещине нормального отрыва в условиях плоского 
напряженного состояния условие текучести Мизеса принимает форму

(I. 6.1)

X 2 +  Y 2 =  a y ] (А 2 - Y 2 +  I )2 +  4X 2Y 2 (1. 6.2)

или в полярных координатах

R2 +  21? cos в +  1 =  ax/R* +  Ш  +  4Д3 cos6>. (I. 6.3)

(I. 6.4)

V 3Y  =  а В г/2 (I. 6.5)

+  ° ly  ~  a xxcryy +  З а 2ху =  3 к 2, (I. 6.6)

где к -  предел текучести при чистом сдвиге.



Р и с . 11. У  пру го пластическая граница, построенная в соответствии с точны м и при­
ближенным решениями задачи для линейно упругого материала. Ц ифры представ­
ляю т собой отношение а =  т^/к, где к -  предел текучести материала

Аналогично, подставляя решение (I. 5.1) в равенство (I. 6 .6), можно 
получить упругопластическую границу:

у (Х у / А  +  В +  Y V - A  +  Б ) 2 +  6 Y 2/B =  s/баВ, (I. 6.7)

где а =  (Too/к. Упругопластическая граница, полученная в соответствии 
с точным решением линейной задачи для различных значений постоян­
ной а , изображена на рис. 13.

Для трещины поперечного сдвига в рамках предположения о реализа­
ции плоского деформированного состояния упругопластическая граница 
определяется равенством:

~ ] J В (Х 2 +  УД -  2 ^ У 2 +  ^  -  - Х ¥ у / А2- =  аВ , (1.6.8)



Р и с .  12. У пругопластическая граница, построенная в соответствии с точны м  реше­
нием задачи о  трещине нормального отры ва (плоское деф ормированное состояние) 
для линейно упругого материала. Ц ифры представляют собой отношение а =  <тсю/к,  
где к -  предел текучести материала



Р и с .  13. Упругопластическая граница, построенная в соответствии с точны м реше­
нием задачи о трещине нормального отры ва (плоское напряженное состояние) для 
линейно упругого материала. Ц ифры представляют собой отношение а =  ах /к ,  где 
к -  предел текучести материала



где q =  (Joo/к. Упругопластическая граница для рассматриваемого слу­
чая представлена на рис. 14.

Упругопластическая граница в задаче об угловой трещине длины а, 
находящейся в условиях поперечного сдвига, в рамках предположения о 
реализации плоского деформированного состояния определяется выра­
жением

| 7 (х2 +  у2) —2ху\/В2 — А 2 — А х 2 — 2ух — 2у2 +  Ау2
| ^  +  '  52 +

—2Аух  +  2 у2 у/В2 — А2 — 10 хуу/В2 — А 2 +  5у2 — ЮАу2 
+  53 +

4А2у2 +  4А2ух +  у2 \/В2 — А 2 +  9Ау2 
+  54 {1

ААхуу/В2 -  А2 -  4A y V # 2 -  А2 
В 4

и приведена на рис. 15 для различных значений константы а.

7. Задачи
1. Докажите справедливость распределений компонент тензора напря­

жений в задачах о трещинах нормального отрыва и поперечного сдвига

2. Сравните конфигурации областей пластического течения, получен­
ные с помощью особого упругого решения и точного решения, приведен­
ного в данном разделе, для трещин нормального отрыва и поперечного 
сдвига.

(I. 5.1) и (I. 5.2).



Р и с . 14. Упругопластическая граница, построенная в соответствии с точны м реше­
нием задачи о трещине поперечного сдвига (плоское деформированное состояние) 
для упругого материала. Цифры представляют собой отношение а  =  о ГХ1/к ,  где к -  
предел текучести материала при чистом сдвиге



Р и с . 15. Упругопластическая граница, построенная в соответствии с точны м реше­
нием задачи о трещине поперечного сдвига (плоское напряженное состояние) для 
упругого материала. Ц ифры представляют собой отношение а =  сг^/к, где к -  пре­
дел текучести  материала



II. Решение Уильямса

Концентрация напряжений в окрестности вершины трещины может 
быть оценена с помощью различных методов. Один из наиболее интерес­
ных методов заключается в построении асимптотического разложения 
в окрестности вершины трещины. Классическое решение, использую­
щее данный подход, -  решение Уильямса [110] для бесконечной линейно 
упругой пластины, содержащей полубесконечную трещину3.

Метод разложения по собственным функциям позволяет выписать 
асимптотические поля как сингулярные, так и регулярные с помощью 
функций, зависящих только от нескольких параметров. Эти поля явля­
ются "автономными", иначе говоря, распределения напряжений, дефор­
маций и перемещений не зависят от геометрии образца. Интенсивность 
этих полей может быть связана с реальными граничными условиями 
посредством разумно выбранных параметров. Во многих случаях до­
статочно главного члена асимптотического разложения для того, чтобы 
охарактеризовать поля в окрестности вершины трещины. Когда одно­
го слагаемого не достаточно, можно удержать в решении следующие за 
главным члены асимптотического разложения.

В целом, в механике разрушения метод разложения по собственным 
функциям является одним из основных методов исследования напряжен­
но-деформированного состояния в окрестности вершины трещины.

1. Определение механических полей в окрестности 
вершины трещины по Уильямсу

Приведем кратко решение Уильямса для полубесконечной трещины 
в бесконечной линейно упругой пластине. Решение строится с помощью 
введения функции напряжения Эри и в дальнейшем отыскании асимп­
тотического разложения для этой функции.

В двумерном случае компоненты тензора напряжений могут быть 
представлены с помощью функции Эри (в этом случае уравнения рав­

3Следует отметить, что решение Уильямса, основанное на построении асимптотического разло­
жения компонент тензора напряжений вблизи острого выреза или трещины, стагсо первым решени­
ем, использующим метод асимптотических разложений или теорию возмущений в механике трещин. 
Сейчас этот метод широко применяется при решении краевых задач и является одним из самых 
продуктивных подходов, особенно в нелинейной механике разрушения. Можно отметить работы, 
посвященные исключительно возможностям данного подхода в механике разрушения [59], [60], [61], 
[87], [111].



новесия тождественно выполняются)
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В линейной теории упругости функция напряжений Эри должна удо­
влетворять бигармоническому уравнению ДДФ, которое в полярных ко­
ординатах представляется в форме

д г 2 ^  г дг^~ г2 дв2)  у д г2 г д г  г2 дв2)

При исследовании аналогичных задач для более сложных сред (пла­
стических, вязкопластических) можно также использовать данный под­
ход, но функция напряжений Эри будет удовлетворять более сложному 
уравнению. Предположим теперь, что функция напряжений Эри Ф(г, в) 
представима в виде произведения двух функций, одна из которых зави­
сит только от г, другая -  только от полярного угла в, причем функция, 
зависящая от г, имеет степенной характер зависимости от г :

ОО
Ф (r ,e ) =  J 2 r Xi+1F W ,  (II. 1.3)

г=0

где Л; -  собственные значения, подлежащие определению; Fi{9) -  непре­
рывные и дифференцируемые функции в. Ограничимся одним слагае­
мым в асимптотическом разложении (II. 1.3) (опуская индекс г) и подста­
вим (II. 1.3) в (II. 1.1). Тогда поле напряжений представляется в форме

агг = гЛ 1
d2F

+  (А + 1  )F
дв2

d F
, crвв = r A_1 A(A +  1)F, агв =  - r AA— .(II. 1.4)

Подстановка выражений (II. 1.4) в бигармоническое уравнение от­
носительно функции F ( r , 9 )  (II. 1.2) позволяет получить обыкновенное 
дифференциальное уравнение четвертого порядка

~  +  [(А -  I )2 +  (А +  I )2] ^  +  (А -  1)2(А +  1)2F  =  0. (II. 1.5)

Решение линейного дифференциального уравнения (II. 1.5) имеет вид 

F {6 ) =  A  sin а в + В  cos а в + С  sin /36 + D cos@ 6 , (II. 1.6)



где А, В, С, D  -  константы, определяемые из граничных условий, а =  
А +  1, /? sc А — 1. Берега трещины должны быть свободны от поверхност­
ных усилий, следовательно,

<твв(6 =  ± 7 г )  .=  а ге ( в  =  ± 7 г )  =  0 . ( I I .  1.7)

Согласно (II. 1.4) А =  0 является собственным значением, удовлетво­
ряющим условиям (II. 1.7). Для нахождения других собственных зна­
чений подставим (II. 1.4) в (II. 1.7), учитывая (II. 1.6), что приводит 
к следующей системе уравнений

/ sin ап cos ап sin /Зп cos/Зп \ ' А '
— sin ап cos ап — sin /?7Г cos (Зп В
a  cos ап —a  sin ап /3 cos /Зп —(3 sin (Зп

<
С

Va  cos ап a  sin ап /3 cos (Зп (3sm(3n / DК

Для получения нетривиального решения определитель матрицы этой 
системы линейных алгебраических уравнений должен обращаться в нуль. 
После ряда простых преобразований легко получить А =  п /2 , п =  0, ± 1, 
± 2 ,... Полагая п =  1 и, следовательно, А =  1/2, можно найти в со­
ответствии с (II. 1.4) и (II. 1.6) хорошо известное в линейной механике 
разрушения сингулярное поле напряжений в окрестности вершины тре­
щины

(J гг —
1

&вв

As/bvr
1

4х/2ят

.  u  о 30 \ (  . в . 30
К ]  j 5 cos -  — cos —  I — К  и  I 5 sin -  — 3 sin —

г. , „ 0 30\ /  0 .3 6 »
КI ( 3 cos -  -Г cos —  I — л  / /  I 3 sin -  +  3 sin —

are =
1

A\/2n r
TS (  ■ 0 • 30К i I sin -  +  sin — T - (  0 о 30К ii  I cos -  +  3 cos —

,(II. 1.8)

где K j  и K jf  -  коэффициенты интенсивности напряжений для трещины 
нормального отрыва и поперечного сдвига, зависящие от приложенной 
нагрузки и от геометрии образца. Для других собственных чисел мож­
но аналогичным способом получить выражения для компонент тензора 
напряжений, которые также будут зависеть от двух констант.

Поле перемещений определяется следующим образом: находится поле 
деформаций в соответствии с полученным полем напряжений по закону 
Гука; затем, путем интегрирования найденных соотношений, выводится



соответствующее поле перемещений:

+

Щ =

К± [ Т  
4GV 2тг 
К п  Г Г  
4G  V 2тг

h:i  IZ
4GV 2тг 

К п  [ Т  
4G V 2тг

30 о- c° s y  +  (2х -  l j c o s -  

• 3 0  0
3 sin -у  -  (2х — 1) sin -

. 3(9 . N . в
sm у -  (2х +  l ) s i n -

30 ,Л 03 cos у  -  (2х  +  1) cos —

+

+

(II. 1.9)

где G ! Х =2(1 +  и) ' ~ 1 +  1/
В случае плоского деформированного состояния в (II. 1.9) следует 

заменить Е  на Е/( 1 -  и2) и и -  на м/(1 -  v).
Другие слагаемые в асимптотическом разложении, в особенности сла­

гаемое, отвечающее Л =  1 и называемое "Т-напряжением" (T-stress), 
также оказывают влияние на механические поля в окрестности верши­
ны трещины. Данная терминология была введена Райсом [97]. Описанию 
процесса разрушения с помощью двух параметров -  коэффициента ин­
тенсивности напряжений и Т-напряжения посвящены многочисленные 
теоретические и экспериментальные исследования [51], [106]. Определе­
ние Т-напряжений в конструкциях, находящихся под действием различ­
ных систем нагрузок и имеющих дефекты, обсуждается в [56], [63], [67], 
[78], [103], [105] .

В приведенном примере метод, используемый Уильямсом, позволяет 
представить механические поля в окрестности вершины трещины с по­
мощью формул (II. 1.8) и (II. 1.9). Однако, могут возникнуть многочис­
ленные вопросы, относящиеся к данному методу:

-  возможность построения решения задачи зависит от существования 
функции напряжения Эри, с помощью которой строится поле напряже­
ний. В некоторых случаях функция напряжений Эри не существует или 
математические операции становятся настолько громоздкими, что под­
ход Уильямса, изложенный выше, не может быть применен;

-  в настоящее время определение констант K j  и К ц  является предме­
том широкого обсуждения и многочисленных исследований. Существует 
очень немного техник отыскания коэффициентов высших приближений 
в асимптотических разложениях напряжений.



III. Гамильтонова система уравнений 
в механике разрушения

Для удобства будем называть метод, обсуждаемый в настоящей гла­
ве, "гамильтоновым формализмом в механике разрушения"4 Речь идет 
об определении с помощью нового метода асимптотических полей пере­
мещений, деформаций и напряжений в окрестности вершины трещины. 
Данный метод опирается на использовании гамильтонова подхода ана­
литической механики.

В настоящем разделе вводится гамильтонова система уравнений в аси­
мптотический анализ полей напряжений и перемещений в окрестности 
вершины трещины на простом примере решения Уильямса, представлен­
ного в предыдущем разделе. Ключевая идея данного метода заключается 
в соответствующем выборе координаты для представления координаты 
z, используемой в вариационных принципах и вводимой далее в гамиль­
тонову систему.

Для выбранного примера будем использовать полярную систему ко­
ординат. После замены переменной £ =  In г, г =  полярные координа­
ты (г, в) трансформируются в координаты (£ ,6 ). Для введения гамиль­
тоновой системы уравнений можно выбрать как координату £, так и ко­
ординату в в качестве координаты z. Данный выбор зависит от природы 
задачи, граничных условий и даже от простоты преобразования исход­
ных уравнений. В последующих параграфах мы исследуем задачу с по­
мощью каждой из координат: сначала в качестве координаты г выберем 
координату ф а затем координату в.

1. Фундаментальные уравнения теории упругости 
в цилиндрических координатах

В механике разрушения асимптотическое решение задачи часто разыс­
кивается в цилиндрической системе координат г, в, г, введенной таким 
образом, чтобы фронт трещины располагался вдоль оси г. При исследо­
вании двумерных задач вводят в рассмотрение полярную систему коор­
динат. Приведем фундаментальные уравнения и некоторое вариацион­
ные принципы, сформулированные в полярной системе координат.

4Изложение данного раздела следует монографии Ж иа Ли и Намана Решо "Асимптотические 
методы в механике разрушения"(Li, J. Methodes asymptotiques en mecanique de la rupture/ J. Li, 
N. Recho. -  Paris, Hermes Science Publications, 2002. -  262 p.)



Р и с . 16. Схема области и компоненты тензора напряжений

В полярной системе координат типичная область, в которой разыс­
кивается решение, -  сектор (рис. 16):

R i < r < R 2, 01 <  в <  0 2. (III. 1.1)

Когда имеется трещина, полюс полярной системы координат совме­
щают с вершиной трещины. Рассматриваемая область описывается сле­
дующим образом: Ri =  О, R2 =  +оо , ©х =  —я, © 2 =  я.

Не учитывая динамических эффектов и пренебрегая массовыми си­
лами, уравнения равновесия выделенного объема сплошной среды в дву­
мерном случае можно представить как

д(7 ff (Т 7. f -  <Увв I д<7Тд _
дг г г дв

(III. 1.2)
да те 2 &гв 1 dagg _  „ 
дг г г дв

Компоненты вектора перемещений и тензора деформаций связаны 
соотношениями Коши

диг иг 1 dug 1
Err =  -Ц —  j Egg = -------- 1 —— , Er g =  -дг г г дв  2

Закон Гука имеет вид

Err (&гг Ь'&вв) > Egg ~  (&9в V(Trr• ) , £Tg — &тв- (Ш* 1*4)

dug
дг

щ  1 диг 
г +  г дв

. (III. 1.3)



Комбинируя (III. 1.3) и (III. 1.4), можно исключить компоненты де­
формаций. Таким образом, получаем соотношения, связывающие пере­
мещения и напряжения

диг 1
dr  ~  Е  U ’
ur 1 див 1 . .
— 3 к е  =  ~Б _  varr) ,г г дв Е
дщ щ 1 диг 2(1 + v)
дг г ^ г дв Е тв

(III. 1.5)

Принцип минимума полной потенциальной энергии в линейной тео­
рии упругости с учетом равенств (III. 1.3) и (III. 1.4) представляется 
как

<Ш =  6 (U +  Ue) =  О,

где

U

7Г ОО

II
—  7Г О

1

2(1 -  v 2

диг
дг

+  2и-
дит ( ur i 1 див 
дг г ^  г дв

+
1 дщ  
г дв

+

+ -
1 — v ( дщ  щ  1 ди

дг г г дв
rdddr. (III. 1.6)

Вариационный принцип Хелинджера -  Рейсснера в линейной теории 
упругости записывается следующим образом

5П =  О,

П

7Г О О

-II
- 7 Г  О

диг ( ur 1 дщ
°гг~л Ь сгвв I   1 ПТУдг \ г г дв

дщ  щ  1 дщ  
+  атв[^ - Т  +  1 ~дв

2 Е
(a2r +  aje -  2 иагг(Твв +  2(1 +  v)iт%) rdddr, (III. 1.7)

где вариации величин иг, щ , агг, сгвв и arg рассматриваются как незави­
симые друг от друга. В случае плоского деформированного состояния в 
приведенных уравнениях достаточно заменить Е  на Е/{ 1 — м2) и v  -  на 
м / ( 1  -  и).



Введем теперь замену переменных следующим образом

£ — In г, г =  Ф, (III. l i

&ГГ НСТТГ } Srg — Г(7г(,, Sqq   ТОQQ. (III. 1.9)

После введения замены переменных уравнения равновесия принима­
ют вид

«а*. + о, + + о, (ш. ею)
дв

а зависимости между перемещениями и напряжениями представляются 
в форме

^  =  ± { S r r - v S ee) x

Ur +  d~  =  ^ ( S e e - » S rr) ,  

дщ  диг 2(1 +  и)

~ а т ~ щ  +  ~ д е = ~ Е ~ ' ° '

(III. 1.11)

Принцип минимума полной потенциальной энергии становится сле­
дующим

SU =  о,

где

U
2(1

7Г ОО

W /

д и Л 2 ди г (  дщ \  (  ди» \ 2

ж) W  Гг вв) + Щ +■

1 — и (  dug диг \ ‘

+ “  \ м ~ щ  +  ~ ы )
d£d0 . (III. 1.12)

Вариационный принцип Хейлинджера -  Рейсснера формулируется
как

6П =  0 ,



где
7Г СЮ

— 7Г — ОО

~  (S2rr +  S2ee -  2vSrrSee +  2(1 +  v)STe) d£d9. (III. 1.13)

Как и в (III. 1.7) вариации переменных ur, ug, Srr, S$e, STg являются 
независимыми. Рассматриваемая область определяется неравенствами

Можно отметить, что после замены переменных все слагаемые в урав­
нениях (III. 1.10) -  (III. 1.13) являются постоянными, что существенно 
упрощает дальнейшие математические операции.

2. Преобразование на основе радиальной 
координаты £

В данном параграфе мы введем гамильтонову систему уравнений [87], 
выбирая радиальную координату £ в качестве координаты 2. Таким обра­
зом, в настоящем параграфе описывается метод, основанный на гамиль­
тоновом формализме в механике разрушения. Этот метод может быть 
реализован с помощью но „меньшей мере трех подходов, а именно:

-  с помощью принципа минимума потенциальной энергии;
-  с помощью вариационного принципа Хейлинджера -  Рейсснера;
-  с помощью фундаментальных дифференциальных уравнений.
Эти три подхода и будут продемонстрированы в порядке их перечис­

ления.
Принцип минимума потенциальной энергии.
В этом случае выбираем сначала вектор обобщенных перемещений:

Будем рассматривать в качестве введенной ранее координаты г ради­
альную координату £ и введем обозначение с?/<9£ =  (). Принцип миниму­
ма полной потенциальной энергии [87] приводит к уравнению Лагранжа 
в следующей форме

— ОО <  £ <  +00, —7Г <  в <  7Г. (III. 1.14)

q =  { и Т, ив} Т (III. 2.1)

Ш  _  8 U _  
а!£ <9q dq

(III. 2.2)



Осуществим теперь преобразование Лежандра

Тогда получим

Р =
1 — г/2 

Е
2(1 +  г/)

д £

д ч

диг (  дщ

s<+ 4 “' + »
дщ  дщ
~ д ( ~ ив +  1 ю

(III. 2.3)

“ { £ } ■  ( ш ' 2 '
4 )

Равенства (III. 2.4) показывают, что р  представляет собой вектор, 
компонентами которого являются компоненты девиатора напряжений 
Srr и Srg. Можно переписать это уравнение следующим образом

Р =

Е
1 —  1/2 

О

О

Е
2(1 + и )

дщ

дщ
дв

+

Г vE иЕ д  л
1 — i/2 1 — I/2 дв Г иг )
Е  д Е \ Щ )

[  2( l  +  iу)дв 2( l  +  i/) J

(III. 2.5)

или

q  =  A q  +  D p, (III. 2.6)

где

А  =
- v

д_
' д в

д
'дв D  =

1 -  г/2
Е
О

О

2(1 + и )  

Е

(III. 2.7)

Подставляя уравнения (III. 2.3) в (III. 2.2) и выполняя интегрирова­
ние по частям, можно найти



где

В

С  =

дв
И

(III. 2.9)

(III. 2.10)

Уравнения (III. 2.6) и (III. 2.8) образуют систему двух дифферен­
циальных уравнений первого порядка. Удобно сгруппировать дуальные 
переменные q  и р, вводя в рассмотрение следующий вектор

^ = { q T, РТГ- (III. 2.11)

Тогда дуальные уравнения (III. 2.6) и (III. 2.8) могут быть представ­
лены с помощью одного уравнения, записанного в матричной форме

и =  Нм/, (III. 2.12)

где

Н
A  D 
В  С (III. 2.13)

Это уравнение является основой метода гамильтонова подхода в ме­
ханике разрушения. Необходимо отметить, что компонента тензора на­
пряжений See — гаев не фигурирует в списке дуальных переменных. Она 
может быть определена с помощью второго из уравнений (III. 1.11):

See — vSrr +  Е  ( иг +
див
дв

(III. 2.14)

Граничные условия на вернем и нижнем берегах трещины имеют вид

сгее{в  =  7г) =  а ве{9  =  - п )  =  0 , 

аге(в =  7г) =  агв(в =  -7г) =  0.
(III. 2.15)



Эти граничные условия могут быть сформулированы следующим об­
разом:

Таким образом, решение сформулированной задачи сводится к иссле­
дованию уравнения (III. 2.12) с граничными условиями (III. 2.16). Гра­
ничные условия в бесконечно удаленной точке R —► оо не принимаются 
во внимание в рамках данного асимптотического анализа.

Преобразование на основе использования вариационного 
принципа Хейлинджера -  Рейсснера

Поскольку радиальная координата £ принимается в качестве коорди­
наты z, компонента See должна быть исключена из системы уравнений. 
Исключим компоненту See из функционала (III. 1.13), фигурирующего 
в вариационном принципе Хейлинджера -  Рейсснера

S re {0  =  ± 7 г )  =  О,

(III. 2.16)

(III. 2.17)

Подстановка (III. 2.17) в (III. 1.13) приводит к равенству

— 7Г — ОО

+!  ( “ '  + w ) 2 -  2l  ((1 ~ + 2(1 + ^ + ( ш - 218)

Определим два вектора переменных

q =  {и г, ив} Т , р  =  {S rr, Sre }T , (III. 2.19)

где q соответствует перемещениям, а р -  напряжениям. Тогда вариаци-



онный принцип (III. 2.18) представляется следующим образом: 

6П  =  0 ,

(III. 2.20)
7Г ОО

о = I  J  [pTq -  Н {q ,p )] d£d9,

где

#(q>  р) =  - s rr (и Т +  ~ )  v -  s re
диг
~дв

- и в  -
Е

иг +

+ 2Ё  ^  ~ у2) г̂г + 2(! + v)Sle) -

д и Л 2

д в )

(III. 2.21)
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Используя канонические уравнения

дН  дЬ
dq dq  Р ’

ЭН
(III. 2.22)

9 р

мы можем посредством вариационного принципа (III. 2.20), осуществляя 
интегрирование по частям, получить следующие дуальные уравнения

дН
q =  ф  = A q + D p '

(III. 2.23)
дН
dq

B q  +  С р,

где матрицы А , В , С  и D в точности совпадают с матрицами, опре­
деленными равенствами (III. 2.7) и (III. 2.9). Определяя вектор и — 
{ q T> РГ} Г 1 можно представить уравнения (III. 2.23) в матричной форме 
(III. 2.12), а именно

и — H i' где Н  =
A  D 
В  С (III. 2.24)



Вместе с граничными условиями (III. 2.16) это уравнение позволяет 
определить асимптотические поля в окрестности вершины трещины.

Преобразование фундаментальных дифференциальных 
уравнений

В большинстве случаев дуальные уравнения, такие как (III. 2.23), мо­
гут быть получены непосредственно с помощью фундаментальных диф­
ференциальных уравнений. Этот подход иногда является более эконо­
мичным. В рассматриваемом случае сначала можно исключить See из 
второго уравнения (III. 1.11):

Подставим затем (III. 2.25) в уравнения равновесия (III. 1.10) и в 
первое уравнение системы (III. 1.11). После ряда математических преоб­
разований можно легко вывести дуальные уравнения (III. 2.23).

Хотя последний подход является очень простым в рассматриваемом 
случае, он не всегда применим в более сложных задачах. В действитель­
ности, в большинстве задач не всегда очевидно, как ввести дуальные 
переменные q и р. В таких случаях наиболее простой ход рассуждений 
заключается в следующем. Сначала можно выделить вектор р с помо­
щью преобразования Лежандра, а затем использовать основные урав­
нения для того, чтобы избежать процедуры интегрирования по частям, 
которая иногда оказывается очень громоздкой.

Осуществляя переход к гамильтоновой системе уравнений тремя воз­
можными способами, мы получили одну и ту же систему дифференци­
альных уравнений первого порядка (III. 2.24). Вспомним, что в методе 
Уильямса функция напряжения Эри должна удовлетворять дифферен­
циальному уравнению четвертого порядка; в методе Кондратьева компо­
ненты тензора перемещений должны удовлетворять уравнениям равно­
весия -  системе уравнений второго порядка. В этих двух методах реше­
ние дифференциальных уравнений, менее сложное в рассматриваемом 
случае, может стать весьма сложным, даже невозможным для других 
задач. Тогда как в новой системе уравнений вектор в пространстве со­
стояний, имеющий 2п компонент должен удовлетворять системе уравне­
ний первого порядка, которая может быть сформулирована иногда для 
очень сложных задач, и, следовательно, может привести к решению.

(III. 2.25)



3. Преобразование на основе угловой координаты в

В предыдущем параграфе мы осуществили преобразование к гамиль- 
тоной системе уравнений, принимая в качестве обобщенной координаты 2 
радиальную координату £. Оказывается, что возможно получить гамиль­
тонову систему уравнений, следуя другим путем, а именно, принимая в 
качестве обобщенной координаты угловую переменную в. Данный подход 
позволит нам не только прийти снова к той же гамильтоновой системе 
уравнений, но и найти новые способы получения аналитических, полуа- 
налитических или численных результатов при решении весьма сложных 
задач.

С помощью таких же рассуждений как и ранее выполним преобра­
зование, выбирая в качестве вариационного принципа принцип Хейлин­
джера -  Рейсснера (III. 1.13). На этот раз выразим компоненту Srr и 
найдем

Подстановка (III. 3.1) в вариационный принцип Хейлинджера -  Рейс­
снера приводит к следующей формулировке этого принципа

Переменные перемещений есть иТ, щ , тогда как переменные напря­
жений (нормированные напряжения) есть Sre и Sg$. Тогда имеем

STT — î Soe +  Е -——. (III. 3.1)

<ш =  О

— 7Г — ОО— 7Г — ОО

+ |  ( ^ ) 2 -  ~  (2(1 +  v)S% +  (1 -  v2)S 2e) did(). (III. 3.2)

q  =  К ,  щ } т p =  SM} . (III. 3.3)

Рассматривая () как частную производную по в, находим

7Г О О

—  7Г — ОО



где

#(q,p) = - s ee (ur + дит
'Ж STe

див
д£

щ
Е

Л  0 U  +
(III. 3.5)

2 Е (2(1 +  1S)S% +  (1 -  V2)Sge)

Выполняя операции варьирования и интегрирование по частям, мож­
но получить систему дуальных уравнений

q = A q  +  D p , p  =  B q + C p ,

,(1  +  И

где

А =
О

- 1 - г /
д_
он

- Г
О

D Е

О

О

Е
(III. 3.6)
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Система уравнений (III. 3.6) получена без использования каких-либо 
граничных условий, формулировка которых не вызывает затруднений. 
Для рассматриваемой задачи это граничные условия отсутствия поверх­
ностных усилий на берегах трещины

р(0 •„ ±,г) = 0. (III. 3.7)

Сформулируем дуальные уравнения в матричной форме

где »  =  { р т, ч т} т - (III. 3.8)

4. Общее решение
Дадим подробное описание метода определения асимптотических по­

лей у вершины трещины посредством исследования системы линейных 
однородных уравнений и =  Н и. Выбранный метод построения решения 
базируется на теореме о разложении, которую мы опишем в процессе



ее применения. Математическое описание и демонстрация данной теоре­
мы будет осуществлена на применении радиальной координаты £. Далее 
общие решения строятся на основе двух различных подходов:

-  первый подход приводит к аналитическому решению, найденному 
ранее Уильямсом, и базируется на радиальной координате;

-  второй подход дает ансамбль аналитических и численных решений 
на основе угловой координаты.

Теорема о разложении
Выполним разделение переменных следующим образом

где [I -  константа, подлежащая определению, ф{&) -  вектор, зависящий 
только от в. Подставим (III. 4.1) в (III. 2.12):

Тогда сформулированная задача сводится к отысканию собственных зна­
чений и соответствующих им собственных векторов матрицы оператора 
Н. Матрица оператора Н  обладает рядом важных свойств. Более глубо­
кое теоретическое исследование матрицы оператора Н  позволяет заклю­
чить, что:

-  Н  представляет собой матрицу гамильтонова оператора;
-  [I — 0 есть кратное собственное значение Н;
-  если д  есть собственное значение матрицы Н, то и — д есть также 

собственное значение;
-  пусть ^  nfij -  два собственных значения матрицы Н; ^  и ф3 -  два 

соответствующих им собственных вектора, можно показать, что фг и ф3 
удовлетворяют условию сопряженной симплектичной ортогональности

i / ( f , в) =  ф{в) ехр(д0) (III. 4.1)

Иф(в) =  цф(6 ) (III. 4.2)

ИЛИ

(н — 1д) ф(в) = о. (III. 4.3)

7Г



где

(III. 4.5)

В рассматриваемой задаче I2 -  единичная матрица ранга 2. В равен­
ствах (III. 4.4) собственные векторы фг и фj нормированы.

Теорема о разложении: предположим, что Н имеет 2п собственных 
значений (нулевые собственные значения не учитываются), которые мо­
гут быть сгруппированы в две группы следующим образом:

(а) Re(pi) <  0 или Re(pi) =  О П 1т (щ ) <  О,
(III. 4.6)

( /? )  = - / г ;  (г =  1 ,2 ,  . . . , п ) .

В группе (а) собственные значения классифицируются в соответ­
ствии с возрастанием абсолютных значений щ. Соответствующие им 2п 
собственных вектора образуют базис в пространстве решений задачи. 
Решение задачи может быть получено с помощью линейной комбинации 
собственных векторов:

71

U ~  У 1  К  ехР(MiOV’i +  bi ехр(-ущ£)ф_г) , (III. 4.7)
1 = 1

где аг и bi -  коэффициенты разложения, подлежащие определению из 
граничных условий в бесконечно удаленной точке. Данная теорема мо­
жет быть обобщена на случай п —> оо.

Коэффициенты а,; и Ьг могут быть найдены из следующих равенств:

щ =  -  (ехр(~ т £)ф -1, J, v ) ,
(III. 4.8)

bi =  (ехр(щ£)фг,3,1/).

Оператор в скобках определен в (III. 4.4).
Уравнение (III. 4.3) может быть исследовано многочисленными спосо­

бами. Для обсуждаемого примера -  решения Уильямса мы можем найти 
явное решение. Но для более сложных задач оказывается необходимой . > 
дисретизация матрицы Н.

О I 2 

—1г О



5. Решение, построенное на основе 
радиальной координаты £

В большинстве случаев в механике разрушения поле перемещений 
в окрестности вершины трещины представляется в виде суперпозиции 
симметричной и антисимметричной по отношению к линии продолжения 
трещины. Для каждого из этих случаев мы определим сингулярное реше­
ние с соответствующим коэффициентом интенсивности напряжений: K j  
-  для случая нормального отрыва, К ц  -  для поперечного сдвига. (Необ­
ходимо отметить, что случай антиплоского сдвига здесь не рассматри­
вается). В ходе построения решения мы продемонстрируем возможности 
данного подхода для построения полей перемещений, деформаций и на­
пряжений в окрестности вершины трещины.

Рассмотрим симметричную деформацию относительно линии продол­
жения трещины. При деформации трещины, симметричной относитель­
но линии продолжения трещины условия симметрии (в =  0) имеют вид:

щ,(£ =  0) =  0, s re{e =  0) =  0. (III. 5.1)

После разделения переменных мы получим задачу на собственные 
значения (III. 4.3). Найденные собственные значения могут быть разде­
лены на две группы согласно (III. 4.6). Можно заметить, что нулевые 
собственные значения (ц =  0) не учитываются. В действительности, ну­
левые собственные значения отвечают специальному решению задачи; 
они соответствуют движению тела как твердого тела. Это решение необ­
ходимо при, например, формировании матрицы жесткости сингулярного 
элемента (при реализации метода конечных элементов).

Решение, соответствующее нулевым собственным значениям

Нулевое собственное значение является кратным. Следовательно, су­
ществует несколько соответствующих ему собственных векторов. Для их 
определения используем матрицы Жордана. Заранее мы не знаем, какая 
комбинация собственных векторов существует. Поэтому построим после­
довательно цепочку Жордана и остановимся, когда цепочка прервется. 
В соответствии с (III. 2.13) и (III. 4.3) и, учитывая (III. 2.7) и (III. 2.9), 
можно получить уравнения, отвечающие нулевым собственным значени-



ям:

О,

О,
(III. 5.2)

О,

О,

где

Нф° =  О.

Верхний индекс ^  показывает, что решение соответствует нулевому соб­
ственному значению. Из последних двух уравнений (III. 5.2) следует, что

(III. 5.3)

Решение уравнения (III. 5.3) имеет вид

Sr°0 =  A  cos в +  В sin в. (III. 5.4)

Согласно условиям симметрии (III. 5.1) мы непосредственно находим, 
что А =  0. В силу третьего уравнения системы (III. 5.2) и граничных 
условий (III. 2.15), мы получим В =  0, откуда следует, что S®e =  0. Ана­
лиз первого и третьего уравнений (III. 5.2) приводит к S?r =  0. Функции 
и® и и°в могут быть легко определены из первых двух уравнений системы 
(III. 5.2) и условий симметрии (III. 5.1). Таким образом, соответствую­
щий собственный вектор имеет вид:

=  {н ° =  cos (9, u j ^ - s i n # ,  S®r =  0, Sj?0 =  O}T , и\ =  (III. 5.5)

Индекс (i) соответствует первому собственному вектору с собствен­
ным значением р =  0. Это решение отвечает движению тела как твер­
дого тела. Поскольку р =  0 -  кратное собственное значение, существует 
по крайней мере один собственный вектор формы Жордана первого по­
рядка. Уравнение, используемое для его определения, имеет вид

0.

—vvPT 
du°r

Eu°r

d6

—  V

+ E

- E
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d92
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dS°rr
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+
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E гв
_dS%
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(III. 5.6)



и ли

п du°a 1 — и2 _п
r ~V~di + Ё~  +0 = C0S

dur о п 2(1 +  v) 0
—грг Г щ  +0 Н----- —— Srg — — sin. ( ,

du° dS« (IIL 5'7)
Eu« + e ‘^  +vS°rr - dj f  =  0

dv° A g  iSP„ д, _
~ E a  ~ E w  ~ "~ d F  -  0DT0

Как и предыдущем случае, два последних уравнения нам дают S°g =  
0, тогда как первое и третье уравнения приводят к S®T =  Е  cos в. Поэтому 
первые два уравнения нам позволяют найти, что

,о , dur _   д dur „,оUr + - J Z - = - V C O S 0 , - ~ - U 0  =  s i n e .  (III. 5.8)
du do

Учитывая граничные условия и условия симметрии, можно получить

о 1 ~ v ■ а о 1 ~  %  о l + v  ■ оит =  —- — sin У, щ  =  —- — в cos в ------  — sine/.

Собственный вектор формы Жордана первого порядка имеет компо­
ненты

Ф2 — (  V-Q sin в, ^-C-VQ cos 0 — sin в, Е  cos в, о |  .(III. 5.9)
I Z Z Z j

Решение задачи, соответствующее найденному собственному вектору, 
может быть, таким образом, представлено в форме

=  +  (III. 5.10)

Это решение соответствует концентрированной силе Рх, приложенной 
в вершине трещины. Поскольку атт =  Srr/r — E cos9/ r , то

7Г 7Г

Рх =  J  — crrTcos6rde =  —Ел, Ру — J  — arr sin 6rd6  — 0. (III. 5.11)

— 7Г —  7Г

Можно продолжить процесс построения собственных векторов, соот­
ветствующих нулевому собственному значению, путем отыскания фор­
мы Жордана следующего порядка, уравнение для которого имеет вид



Ht/?j =  Однако, можно заметить, что этого решения не существует 
и цепь Жордана, таким образом, обрывается.

Решение, отвечающее ненулевым собственным значениям 
Для ненулевых собственных значений р ^  0 из уравнения (III. 4.3) 

имеем

- ( м  +  v )K  
du® 

~~d6 

Еигг 
,dui

dun
- v -

d6

+(1 -  p)vXg 
du\

+ E

- E -
dO

-E

dO.
CTUg

l - v 2 ■ 

+0

+ {v  -  p )S lr, 
dS\r

+

+0

2(1 +  1/),

гв

— V
d9

d6 

—(1 +  p)S rre

0,

0 ,

0,

0,

(III. 5.12)

где индекс W означает компоненту собственного вектора, соответству­
ющего ненулевому собственному значению р г ф 0. Последняя систе­
ма уравнений (III. 5.12) есть система обыкновенных дифференциальных 
уравнений. Пусть ф =  Сехр(А0), где А -  собственное значение по от­
ношению к переменной 9, С  -  ненулевой постоянный вектор. Уравнение 
для определения А

det

~{p. +  v) 
-А  
Е  

-Е Х

v\
1 -  р
ЕХ

- Е Х 2

(1 - и 2)/Е  0
0 2(1 4- и)/Е

v — р —X
—г/А —(1 +  р)

сводится к уравнению

А4 +  2А2(1 +  р2) +  (1 — р 2)2 =  0, 

корни которого определяются следующим образом 

Ацг — ±*(1 +  р) А3,4 =  ± г (1 -  р).

=  0 (III. 5.13)

(III. 5.14)

(III. 5.15)

Поскольку мы разыскиваем только решение, симметричное относи­
тельно линии продолжения трещины, то удовлетворяя условиям сим­
метрии, можно получить

ф \в) =

А\ cos(l +  р)в  +  С\ cos(l -  р)в 
Ж  sin(l +  р)в  +  Сг sin(l — р)в 
Аз cos(l +  р)в +  Сз cos(l — р)в  
Ai sin(l +  р)в  +  С4 sin(l — р)в

(III. 5.16)



Постоянные А \,..., С\,... должны удовлетворять уравнениям (III. 5.12). 
Тогда справедливо

— (il +  v)A\ —i/(1 + /х)А2 +~— —— -Аз +0  = 0 ,
£1/

(1 +  ц )А 1 + (1  - ц ) А 2 + 0  +  2(1 +  ^ А4 =  0, (III. 5.17)
ЕА \ +Е(1 +  ц)А2 ~\~{у — r)Aj, —(1 +  /л)А4 — 0,

£ (1  +  f-i)Ai 4-£(1 +  ^ )2А 2 + i/ ( l  +  /л)Аз — (1 +  м)^4 =  0>
и

— (/Lt + r/)C i — г/(1 + ц)С2 + -— ——-С з  +0 = 0 ,

( l - M ) C i  + ( l - / i ) c 2 +0  + - (.1 + ..- ) c 4 =  0, (III. 5.18)
£ C i +£ '(1  — r)C2 ~*г{у ~  V-)Cз —(1 — /i)C4 — 0,

£ ( 1  — l^)C\ + £ ( 1  — m)2C 2 +1/(1 — ц )С з  — (1 +  / г )£ 4 =  0.

В действительности постоянные A i , ..., C i , ... не являются независи­
мыми. Из (III. 5.17) мы можем найти

Е /iA i — —(1 Т  г/)А4,
£/хА2 =  (1 +  г/)А4, (III. 5.19)
Аз =  — А4,

и из (III. 5.18) можно получить

£/х( 1 — £t) 4 — — [—3 +  v +  д ( 1  +  г/)] £ 4 ,
£^ (1  -  ju)2 =  -  [ - 3  -  j/ +  м(1 +  г')] СА, (III. 5.20)
(1 -  ц)С г =  (3 -  /х)£4.

Остается отыскать еще две константы А4 и С4 собственное число д. 
Подставим (III. 5.16) в граничные условия (III. 2.16) и примем во внима­
ние (III. 5.19) и (III. 5.20), тогда

А4 sin(l +  ^)л +  C4sin(l — /л)тг =  0,
(III. 5.21)

А4(1 — /л) cos(l +  ц)п  +  С4(1 +  fj.) cos(l — ц)‘.п =  0.

Постоянные А 4 и С4 не могут одновременно обращаться в нуль, следо­
вательно, определитель последней системы уравнений (III. 5.21) должен 
быть равен нулю, что приводит к равенству

sin 2цп =  0, (III. 5.22)



откуда

Л 4 - С 4

п  =  0 , 1 , 2 , . . . ,  

п =  ± 1 ,3 ,5 ,...

(III. 5.23)

(III. 5.24)
(2 — тг)Л4 =  —(2 +  п)С^ п =  0, ± 2,4 ,.. . .

Например, мы сразу определим сингулярное решение линейной тео­
рии упругости, если положим п =  1 в выражениях (III. 5.19), (III. 5.20), 
(III. 5.23) и (III. 5.24). Полагая =  1/4\/27г, согласно (III. 5.16), соот­
ветствующий собственный вектор имеет компоненты

■ф(в) =
4\/27г

1

G
1

G

-  cos 5 в +  (2 х  -  1) cos ±  

sin ^0 -  (2% +  1) sin ^0
3  1

— cos - в  +  5 cos - в
3 1

sin- 0  ±  sin - 0

(III. 5.25)
v  = /Gexp(£/2)t/>(0),

где G  -  модуль сдвига G =  £ '/2 (1  ±  v)\ x  =  3 — 4v -  для случая плоского 
деформированного состояния и х  — (3 — v)/(\ +  v) -  для случая плос­
кого напряженного состояния; K j  -  коэффициент интенсивности напря­
жений. Это решение может быть представлено в более удобной форме. 
Вернемся к исходной переменной £ =  Inr, StJ =  Uijr. В силу (III. 2.14) 
мы окончательно находим

иТ =

ив

Kj_ 

4 G 
K i  
4 G

г

2тг

г

2 п

3 1
— cos - 0  +  (2х  -  1) cos -0

sin^0 -  (2х  +  1) sin ^0

G гт
K j

(Jr0

4\/2тгг 
K i  

4 \ / 27г г  

K j  

4%/2ят

3 1
• cos - 0  +  5 cos -0 (III. 5.26)

3 ,  cos -6 
2

3 cos ^0

3 1
sin -0  +  sin - t

Z Z



Это распределение напряжений полностью соответствует решению 
Уильямса [110] (см. также предыдущий раздел), но получено другим 
способом. Одним из преимуществ такого подхода является то, что ком­
поненты тензора напряжений и компоненты вектора перемещений опре­
деляются одновременно. К тому же в рамках данного подхода получе­
ны общие формулы для всех собственных значений задачи. Необходимо 
отметить, что процедура вычисления компонент вектора перемещений 
является более длинной.

Обратимся к исследованию антисимметричной деформации по отно­
шению к линии продолжения трещины.

В случае деформации антисимметричной относительно линии про­
должения трещины условия при в — 0 имеют вид

иг(в = о) = о, sM(e = о) = Е  ,/j Н" vSrr 
at)

{в =  ()) '-- 0.(111. 5.27)

Решение, соответствующее нулевым собственным значениям
Из системы уравнений (III. 4.3) можно получить уравнения, отвечаю­

щие нулевым собственным значениям. Для рассматриваемого случая они 
идентичны уравнениям (III. 5.2). Согласно двум последним уравнениям 
системы (III. 5.2), справедливо равенство

( ш - 5 -2 8 )

В соответствии с граничными условиями (III. 2.16) и условиями ан­
тисимметрии (III. 5.27) можно найти, что

n du2 v
Ur +  ~ d d +  Ё  rr

и затем Первое и третье уравнения показывают, что S®r — 0. Затем 
в силу двух первых уравнений и условий антисимметрии можно найти 
и°Т — sin#, и# =  cos#. Собственный вектор, соответствующий нулевым 
собственным значениям, имеет компоненты

■фх =  {и® — sin# Ug =  cos# S% =  0 S% }T , -  -ф\. (III. 5.29)

Данное решение соответствует движению этого тела как твердого те­
ла. Продолжим процесс отыскания формы Жордана следующего поряд­



ка:

п dun 1 — и2 ~
~ Vur — ] f - Srr +0  =8111(5»,

du® „ 2 (1  +  и) г,
~ Ё т  +  о + 0  + -------f — S re = c o s 0 >

de duof o o  (ПК 5.30)
Е и «  + Е _ о ,

Л,,0 Д ,  о оО
_ Е —  - Е  - 9 - v - ^ -  - 4 °  — п

de de2 de гв
Аналогично находим, что

n dua и г\

Пг +  ЁШ +  Ё гг =  ’

а затем и в силу двух последних уравнений и граничных условий. 
Эти результаты вместе с первым уравнением позволяют заключить, что 
S?r — Е  sin в. Тогда два первых уравнения принимают вид

fhi° dtfi
U°T +  —£■ =  — V S i n 9 ,  -  — p +  =  COS E  ( I I I .  5.31)

do do

Принимая во внимание условия антисимметрии ( I I I .  5.27), мы можем 
найти собственный вектор формы Жордана:

•ф\ =  I  — — 0  cos в U 9 s\n9 +  - ^  -  cos# Esin в о | ,

(III. 5.32)

^ 2  =  Ф\ +  'ФгЁ

Это решение отвечает сосредоточенной силе Ру, приложенной в вер­
шине трещины. Действительно,

Ру =

п п

J  —crrr sin 9rd9 =  J  — Esin2 9rd9,
- 7 Г  —  7Г

(III. 5.33)

- I -Px =  I —<Jrr cos 9rd9 =  0.

Можно проверить, что форма Жордана следующего порядка не су­
ществует.



Решение, отвечающее ненулевым собственным значениям
Соответствующие этому случаю уравнения идентичны уравнениям 

(III. 5.12). Но сейчас нам необходимо определить решение, антисиммет­
ричное по отношению к лучу 9 =  0 :

игг — В\ sin(l +  ц )6  +  Di sin(l — fi)9,
Ug =  B2 COs(l +  fl) 6  +  Z?2 cos(l — n)9,

=  B'isin( l  +  +  D 3 sin(l -  fx)e,
S lr9 — B4 cos(l +  fi)9 +  D 4 cos(l -  ц)в,

где

(III. 5.34)

E ^ B i  =  (1  +  v ) B A,

B2 =  B u (Ш. 5.35)
B 3 =  B4,

Е ц( 1 — nD\ m —[3 — v — fi( 1 +  v)\Di,
Efi( 1 — /rZ?2 =  — [3 — v +  /i(l  +  v)\Di, (III. 5.36)
(1 -  fT)D3 =  (m -  3)Z>4.

Подставляя (III. 5.34) в граничные условия (III. 2.16) и учитывая
равенства (III. 5.35) и (III. 5.36), можно получить

Вц COs(l +  fi)7Г +  D 4 cos(l — /i)ir =  О,
(III. 5.37)

.64(1 — (j,) sin(l +  ц)п +  D i(l  +  (Г) sin(l — /л)п =  0.

Поскольку B4 и D 4 не могут одновременно обращаться в нуль, опреде­
литель матрицы коэффициентов последней системы уравнений должен 
быть равен нулю. Как и в предыдущем случае это требование приводит 
к условию

sin2/i7r =  0, (III. 5.38)

откуда
77

ц =  ± — п = 1 , 2 , ... (III. 5.39)

В4 =  —D 4 п =  0, ± 2 ,4 ,. . . ,
(III. 5.40)

(2 — п)В  — 4 =  (2 +  n)Z?4 п =  ± 1 ,3 , . . . .



Полагая Л4 =  1/4\/2тг, получаем классическое сингулярное в окрест­
ности вершины трещины решение линейной теории упругости для п =  1 
с помощью формул (III. 5.35), (III. 5.36), (III. 5.39) и (III. 5.40):

A's/bx

1
G
1
G

3sin^(9 -  (2х  -  1) sin ^9

3 1
3 cos - в  -  (2х  +  1) cos -6

Z Z
Q • 3П3sin - 6

1
5 cos-

3 cos - 0  +  cos -6

(III. 5.41)
и =  K n ex р(£/2)ф(9),

где К ц  -  коэффициент интенсивности напряжений в случае трещины 
типа II. Компоненты вектора перемещений и напряжений вычисляются 
в соответствии с выражениями:

иТ

щ  =

СУ г

°ов —

°тв

К п  Г Г  
4G V  2тг 
К п  ГГ
4G V 2тг 

Kj
4 \ / 27г г

4х/2тгг

4^2тгг

3 s in ^ 0 -  (2х -  l ) s m ^6

3 1
3 cos - в  — (2х  +  1) cos -0 ̂ Z

3 1
3sin -0  — 5 sin - в  

2 2
. 3, 

— sm 2 3cos^0

3 1
3 cos - в  +  cos - в

Z Zj

(III. 5.42)

Другие собственные векторы находятся из общих равенств (III. 5.34). 
Необходимо отметить, что собственные значения р  =  ±1 соответствуют 
двум специальным случаям. Проанализируем сначала р  =  1. Из системы 
(III. 5.36) следует, что Л4 =  0, тогда J34 =  В3 =  В2 =  В  — 1 =  0. Полагая 
Л2 =  1, мы имеем соответствующий собственный вектор

-Ф1 =  { 0 ,  1, 0 ,  О } 2 и { 0 ,  г ,  О, О } 2 (III. 5.43)

Таким образом, найденное решение соответствует вращательному дви­
жению твердого тела вокруг вершины трещины.



Для /х =  —1 также справедливо В4 =  —£>4, согласно (III. 5.40). 
В соответствии с (III. 5.36) находим, что В3 =  В4 +  Z?4, В г =  В2 =  
(1 4- v)D i/E . Тогда соответствующий собственный вектор имеет компо­
ненты

ф ~ 1 =  { 2 sin#, (1 +  и) +  (1 — и) cos20, —2£’ sin20, — Е +  Ecos20}T ,
(III. 5.44)

1 -1v  1 =  -ф  
г

Это решение соответствует моменту М , приложенному в вершине 
трещины, поскольку в данном случае

М

7Г 7Г= У rarerd9 — J  E(cos 26 — \)d9 =  — Е 2п. (III. 5.45)

Мы нашли все собственные векторы, формирующие полный базис 
пространства решений, из которых три собственных вектора соответ­
ствуют перемещениям тела как твердого тела и перемещениям, возни­
кающим при действии сосредоточенных сил, приложенных в вершине 
трещины. Таким образом, все возможные решения могут быть получены 
с помощью теоремы о разложении.

6. Решение, построенное на основе 
угловой координаты в

Как и в случае радиальной координаты, мы можем разрешить урав­
нение задачи (III. 3.8), разделяя переменные. Примем, что

^ ( £ , 0 )  =  < /> (0 )е х Р ( /О > (III. 6.1)

/х -  константа, подлежащая определению. Поскольку в случае угловой 
координаты i>(£, в) =  ф(в) ехр(/х£), подставляя (III. 6.1) в (III. 3.8), мы 
получим

где

Н

О
-1  — /у/х 
- Е ц 2 

О

ф{9) =  Н  ф(в),

1 — /х 2 (1  и)/Е  
О О
О О

О —(1 +  /х)

О

(1 — v 2) / Е
1 — /у/х 

0

(III. 6.2)

(III. 6.3)



Интересно отметить, что Н  есть постоянная матрица, зависящая от 
параметра д  вместо матрицы оператора в предыдущем случае, где ра­
диальная координата £ являлась базовой координатой. Это обстоятель­
ство является главным преимуществом данного подхода по сравнению 
с предыдущим, ибо система дифференциальных уравнений (III. 6.2) яв­
ляется однородной системой уравнений первого порядка с постоянными 
коэффициентами и найти ее решение гораздо проще.

Для рассматриваемого примера может быть построено аналитическое 
решение. Достаточно предположить, что “ф(в) =  Сехр(А0), где С  -  по­
стоянный вектор и А -  собственное значение, подлежащее определению. 
Тогда уравнение (III. 6.2) принимает вид

[Н(д) — IA] С  =  0. (III. 6.4)

Вектор С  не может быть нулевым, следовательно, определитель мат­
рицы коэффициентов этой системы уравнений [Н(д) — IA] должен обра­
щаться в нуль:

det

-А 1 -  д 2(1 +  и)/Е 0
— 1 — up -А 0 (1 -  и2)/Е

- Е р 2 0 -А 1 — up
0 0 — (1 +  д) -А

0, (III. 6.5)

что приводит к алгебраическому уравнению

' 1,2 ± г ( 1

А4 +  А22(1 +  д2) +  (1 -  д2)2 =  0, 
д) =  ± га  А.34 =  ± г (1 — д) =  ±г/3. (III. 6.6)

Констатируем, что (III. 6.6) идентично выражениям (III. 5.15), най­
денным ранее в рамках предыдущего подхода. Тогда вектор дуальных 
переменных принимает форму

ф (в) =

А\ cos ав +  В\ sin ав  +  С\ cos (36 +  D\ sin (39 
A 2 sin ав +  B 2 cos ав  +  C2 sin (36 +  D 2 cos (36 
A 3 sin ав +  Вз cos ав  +  C2 sin (36 +  D 3 cos (36

> , (III. 6.7)

где Ai, B\, C\, -  константы, подлежащие определению. Рассмот­
рим сначала случай деформации симметричной относительно линии про­
должения трещины. Подставляя (III. 6.7) в (III. 6.2), мы получаем две



группы уравнений относительно констант А ь Сь ... :

4̂-1 (1 +  м) +  Аг( 1 — д) +  Аз  ̂ — - =  О,

1 — is2
—A i ( l  4- v\±) — Аг(1 — [Г) +  А 4— ——  =  О, 

—Аз(1 +  д) — А х Е ц 2 4- А4(1 — vjT) =  О,
А4(1  4- д) — Аз(1 +  /Г) =  О, (III. 6.8)

2 ( 1  + и )
СД1 — д) 4- Сг( 1 — д) 4- С3 ^  =  О,

—Сг(1 — д) — СД1 +  мд) +  С4——  =  О,

- С 3(1 -  д) -  CiEf j?  4- С4(1 -  via) =  О, 
С4( 1 - д ) - С 3(14-д) =  0.

В этих группах уравнений видно, что константы А, и С; не все яв­
ляются независимыми. Действительно, имеются только две независимые 
константы А3 и С3. Если константы Аз и Сз  известны, то другие могут 
быть определены из следующих равенств:

E/a Ai  — —(1 +  i^)A3, 
ЕцАз =  (1 +  г/)Аз, 
А4 =  А3
и (III. 6.9)
Е ц (  1 -  д)Сх =  [3 -  у -  д(1 4- и)} Сз,

E/j ( 1 —  д)С> =  ~  [3 —  м  +  д(1 +  г Д ]  Сз,
(1 — д)С4 =  (1 4- д)Сз.

Граничные условия (III. 3.7) приводят к выражениям

А3 sin(l 4- д)7г +  Сз sin(l — д)тг — О,
(III. 6.10)

А3(1 -  д) COs(l +  д)7Г +  С3(1 +  д) COs(l -  д)-7Г =  0.

Поскольку константы А3 и С3 не могут одновременно обращаться 
в нуль, то мы имеем следующее уравнение для определения собственного 
значения д :

sin 2д 7Г =  0 , (III. 6.11)



откуда легко получить

п
д =  ± - ,  п - 0 , 1 ,2 , . . . (III. 6.12)

и

А  — 3 =  С  — 3, если п =  ± 1 ,3 ,5 ,...
(2 — п)Аз =  — (2 +  п)Сз, если п =  ±  2 ,4 ,6 ,....

Таким образом, мы получаем те же собственные значения, что и 
в предыдущем разделе. Далее с помощью аналогичных рассуждений 
определяются собственные вектора. Например, для /л =  1 /2 собствен­
ный вектор приводит к следующим полям перемещений и напряжений 
в окрестности вершины трещины

■г =  4J ^ -  ехр (£ /2) — cos ^0 +  (2д — 1) cos ^0 ,(III. 6.13)

Щ \G \fbcехр^ ^ 2  ̂ sin^0 - ( 2X +  1) sin^6) > (H I-6.14)

S're =  4(Т ^ л  exp(^ /2) sin ~^ + s i n , (III. 6.15)

SeeO ^ ~ ^ ~ e x p ( £ / 2 )  cos ^0 + cos ^  . (III. 6.16)

Если в последней группе формул перейти к компонентам тензора 
напряжений, то получаем классические результаты линейной механики 
разрушения.



IV. Напряжения в окрестности вершины 
трещины поперечного сдвига 
в условиях плоского напряженного 
состояния в идеально пластическом 
материале

1. Постановка задачи

В настоящем разделе приведен анализ напряженного состояния в ок­
рестности стационарной трещины поперечного сдвига (тип II) в иде­
ально пластическом материале в условиях плоского напряженного со­
стояния5. Полученное решение дополняет существующий класс решений 
задач исследования напряженного состояния в окрестности вершин тре­
щин различных типов в идеально пластическом материале. Хорошо из­
вестен анализ полей напряжений в окрестности вершин трещин типа I 
в условиях плоского деформированного и плоского напряженного состо­
яний, а также трещины типа II в условиях плоского деформированно­
го состояния. Однако, для трещины типа II в предположении реализа­
ции плоского напряженного состояния решения, по-видимому, получено 
не было. Установлено, что в окрестности вершины трещины поперечного 
сдвига в идеально пластическом материале в случае плоского напряжен­
ного состояния существуют три сектора, внутри которых поле напря­
жений определяется различными выражениями. В двух секторах, при­
мыкающем к берегу трещины и центральном, реализуется равномерное 
напряженное состояние. В оставшемся секторе имеет место центрирован­
ное поле. Значения углов, соответствующих границам между секторами, 
определяются численно путем решения системы уравнений алгоритмом, 
адаптированным специально для рассматриваемой проблемы. Безуслов­
но, решение будет полным, если будет исследована и кинематика тече­
ния. Однако, в рамках данного исследования удается получить лишь 
асимптотику поля деформаций только в центрированном поле, где де­
формации ведут себя как 1/г , поскольку определение поля деформаций 
в оставшихся областях встречает большие трудности.

Целью настоящего исследования является изучение полей напряже­
ний в непосредственной окрестности вершины трещины поперечного 
сдвига в идеально пластическом теле в условиях плоского напряженного 
состояния. Приводимый анализ следует рассматривать как приближен­

5 Изложение следует [36].



ный, поскольку речь не идет о полном решении упругопластической за­
дачи, включающем определение напряженно-деформированного состоя­
ния как в пластической, так и в упругой областях и нахождение упруго­
пластической границы. Поле напряжений в упругой зоне, окружающей 
пластическую область, и геометрия пластической области не будут ана­
лизироваться. Однако детальное исследование даже напряжений в пла­
стической зоне в настоящее время, по-видимому, отсутствует. Имеются 
и, более того, стали уже классическими, результаты исследования полей 
напряжений в идеально пластическом теле в непосредственной окрест­
ности вершины трещины нормального отрыва в условиях плоского де­
формированного и плоского напряженного состояний и в окрестности 
трещины поперечного сдвига в условиях плоского деформированного со­
стояния [72], [94].

Пусть пластическая область полностью окружает вершину трещины. 
Принимая данное предположение, приходим к статически определимой 
задаче: если на границе тела заданы напряжения, то имеется полная си­
стема уравнений для определения напряженного состояния (независимо 
от деформаций). Таким образом, должно выполняться условие текуче­
сти. Примем, что это условие текучести Мизеса: Т  =  \/3к, где Т =  
yJsijSij/ 2 -  интенсивность напряжений; к -  предел текучести на сдвиг. 
Условие Мизеса в рассматриваемом случае принимает вид

ап  +  °22 “  аи °г 2 +  3(712 =  3&2- (IV. 1.1)

К условию текучести (IV. 1.1) следует присоединить также два диф­
ференциальных уравнения равновесия, которые в предположении отсут­
ствия объемных сил принимают вид

да п  +  =  д р 2  +  д р 2 = 0  (1у 12)
дхл д х 2 ’ дх\ д х 2

Воспользуемся тем обстоятельством, что напряженное состояние мо­
жет быть найдено без рассмотрения деформаций, и исследуем его, пере­
ходя к полярной системе координат г, в с полюсом в вершине трещины. , 
Дифференциальные уравнения равновесия и условие текучести в поляр-



ной системе координат имеют вид

д(Тгг 1 d(Jrg (7ТТ <7gg __
l h  г ¥  г ~~ 5

+  +  =  о, (IV. 1.3)
дг г дв г

ofr -  аттавв +  сг"вв +  Зс7г0 =  3fc2-

Граничные условия задачи есть условия отсутствия поверхностных 
усилий на берегах трещины

О0в{г, в =  7г) =  0, агв(г, в =  7г) =  0. (IV. 1.4)

В силу симметрии задачи можно перейти к изучению одной из полу­
плоскостей, заменяя граничные условия на одном из берегов трещины 
условиями симметрии при 0 =  0 :

агт{т, 9 =  0) =  0, (?ев{г, в ~  0) =  0. (IV. 1.5)

2. Асимптотический анализ
Поскольку в идеально пластическом материале напряжения являют­

ся ограниченными величинами и не могут превзойти предела текучести 
материала к (это обстоятельство исключает отрицательную степень г 
в асимптотическом разложении поля напряжений в окрестности верши­
ны трещины; положительные степени должны отсутствовать, так как 
изучаемый материал является идеально пластическим и, следователь­
но, напряжения при г —» 0 должны стремиться к конечному пределу), 
можно искать напряжения в окрестности вершины трещины в виде раз­
ложения по собственным функциям:

M r ,0 )  =  4 V )  +  ° ( r “ )- (а  >  0, г —> 0). (IV. 2.1)

Подставляя (IV. 2.1) в разрешающую систему уравнений (IV. 1.3) и 
пренебрегая малыми при г —» 0 величинами, можно прийти к следующей 
системе обыкновенных дифференциальных уравнений:

+  агт -  авв =  0, +  2агв =  0, (IV. 2.2)

и алгебраическому условию:

сг1т — аггст$в +  crgg +  Зсг% =  3 -̂2 (IV. 2.3)



(верхний индекс ^  опущен). Условие текучести удовлетворяется, если 
взять6

агг =  k cos(9 +  ci), сгев =  2к cos(9 +  с\), arg — ksm(9 +  ci), (IV. 2.4)

где ci -  произвольная постоянная. Известно [72] и иное представление 
компонент тензора напряжений, ведущее к выполнению условия (IV. 2.3)

arr =  а +  bcos29(9) +  csin2$($), 
сг$е =  а — bcos29(9) — csin2i9(0), (IV 2.5)

оу в =  —bs\n2'd(9) +  ccos2i9(9),

где а, b, с -  такие постоянные, что

а2 +  3Ь2 +  Зс2 =  3к2. (IV. 2.6)

Необходимо отметить, что найти решение задачи, удовлетворяющее гра­
ничным условиям на берегу трещины и условиям симметрии на продол­
жении трещины, используя лишь одно из представлений (IV. 2.4) или
(IV. 2.5), не удается. Поэтому предполагается, что поле напряжений опи­
сывается формулами (IV. 2.4) или (IV. 2.5), в различных характерных 
областях полуплоскости 0 <  в <  п. Границы областей определяются 
из условий непрерывности компонент тензора напряжений агд и адд при 
переходе через эти границы. Компонента аГТ может претерпевать раз­
рыв. Установлено, что существуют три характерные клинообразные об­
ласти с границами в =  ва и в =  9р. В области 0 <  в <  9а поле на­
пряжений определяется формулами (IV. 2.4). В областях 9а <  9 <  9д 
и 9/з <  9 <  7г реализуется равномерное напряженное состояние и поле 
напряжений определяется формулами (IV. 2.5). В секторе 9р <  9 <  п, 
примыкающему к свободному от нагрузок берегу трещины, напряжения 
без труда определяются из условий отсутствия поверхностных условий 
на верхнем берегу трещины и, следовательно, постоянные а, Ь, с извест­
ны. Условия непрерывности компонент тензора напряжений атд и а$д на 
лучах 9 — 9а и в =  9р выполняются за счет постоянных а, Ь, с поля 
напряжений центрального сектора 9а <  9 <  9р и положений 9а и 9р. 
Действительно, на пять неизвестных постоянных а, Ь, с, ва, 9р наклады­
ваются пять условий: требование (IV. 2.6) и четыре условия, следующие 
из непрерывности компонент тензора напряжений агд и ад$ при пере­
ходе через границы в — 9а и 9 =  9р рассматриваемых областей. Если 
теперь удовлетворить двум условиям непрерывности компонент тензора

6Данное распределение напряжений, удовлетворяющее условию пластического течения Мизеса 
для случая плоского напряженного состояния, впервые было предложено Хиллом [68].



при в — вр за счет выбора а, 6, с в решении для напряжений в секторе 
@а <  9 <  9р, связанных также уравнением (IV 2.6), то величины углов 
ва и вр определяются из условий непрерывности при в — ва :

Решение последней системы уравнений разыскивалось численно по­
следовательным перебором выбранной сетки точек квадрата со стороной, 
равной я, плоскости ва, 6р. Этот прием оказался более предпочтитель­
ным в данном случае по сравнению с методом наискорейшего спуска, 
поскольку

1) задана область поиска корней системы уравнений;

2) при применении данного метода не стоит задача выбора нулево­
го приближения, что является важным при использовании градиентных 
методов.

Решение системы тригонометрических уравнений (IV. 2.7) есть 9а =  
51,09° и вр — 117,86°. Распределение напряжений в окрестности вер­
шины трещины поперечного сдвига в условиях плоского напряженного 
состояния в идеально пластическом материале, подчиняющемся крите­
рию текучести Мизеса, в каждой из трех характерных клинообразных 
областей задается формулами (далее компоненты тензора напряжений 
относятся к величине у/Зк, где к -  предел текучести материала на сдвиг 
и символ опускается):

2 1
—т= s in  в а  =  -  ( - 1  +  3 c o s  2 0 р )  — 
л/З 4 4

-  (1 +  cos 29р) cos 2 (ва — вр) — ^sin20/jsin2 (ва -  9 р) .

(IV. 2.7)

0 < 9 < 9 а, 0а =  51,О9°

оуг =  — y=sin$, 
v 3

аво =  — 7= sin о ,
л/3

аТв — cos 9,
v 3



Оа < О < в 0, Од — 117,86'О

оуг =  -  ( —1 +  3 cos 29 д) +

(1 +  cos 29 д) cos 2 (0 -  вfj) +  i  sin 20p sin 2 (6* -  Op)

1
4

ст0о == -  ( - 1  +  3 cos 29 g) -  
1

(1 +  cos 29 g) cos 2 (9 — Op) — -  sin 29p sin 2 (9 — Og),

ar0 =  — i  (1 +  cos 2Op) sin 2 (0 — Op) +  -  sin 29g cos 2 (0 — % )

Op <  9 < -n

1 1
0Vr =  - X  (1 +  c o s 2 0 ) , a o e  =  ~ n  (1 -  cos26>), CTr  ̂ =  - s i n 2 0 .

A A A

Полученное распределение напряжений показано на рис. 18. При 9 =  
вд напряжения аТГ терпят разрыв.

Приведенное решение можно сравнить с полем напряжений в окрест­
ности вершины для материала, подчиняющегося степенному закону, свя­
зывающему деформации и напряжения

где В, п -  постоянные материала, в предельном случае, когда п —> оо, 
что соответствует идеально пластическому материалу. В соответствии 
с подходом, реализованным в [94], [72] или в [4], решение разыскивается 
в виде

и для получение угловых распределений компонент тензора напряже­
ний в непосредственной окрестности вершины трещины получаем систе­
му обыкновенных дифференциальных уравнений (или одно нелинейное 
обыкновенное дифференциальное уравнение, если использовать функ­
цию напряжений Эри)(подробно см. [4]). Устремляя п  к бесконечности

(IV. 2.8)

Vij(r,0)  =  K r xfij(9) (IV. 2.9)



Р и с .  17 . Графическое решение системы алгебраических уравнений (IV . 2.7)

(в ходе численного счета обычно полагают п =  100, 300, 500), можно по­
лучить уже другим способом угловые распределения компонент тензора 
напряжений (рис. 19). Сравнение угловых распределений полученных 
компонент тензора напряжений показывает, что две схемы построения 
поля напряжений приводят к одному и тому же результату. Следует 
подчеркнуть, что полученное решение не является полным, поскольку 
не исследована кинематика течения. Исследованы лишь уравнения для 
напряжений, поэтому речь не идет о полном решении упругопластиче­
ской задачи.

3. Задачи
1. Получите численное решение системы двух уравнений (IV. 2.7) 

с помощью любой программы символьной математики.
2. Найдите графическое решение той же системы уравнений.
3. Сформулируйте аналогичную задачу для трещины нормального 

отрыва в условиях плоского напряженного состояния и постройте чис­
ленное решение соответствующей данной задаче системы уравнений.



Р и с . 18. Зависимость компонент тензора напряжений от  полярного угла. 
Аналитическое решение статически определимой задачи

Р и с . 19. Зависимость компонент тензора напряжений от  полярного угла. 
Численное решение задачи для упрочняю щ егося по степенному закону материала 
для п =  150



V. Напряжения, обусловленные острым вы­
резом в упрочняющемся упругопласти­
ческом материале в условиях антиплос­
кого сдвига. Метод годографа Нейбера - 
Райса

В данном разделе7 приведены результаты исследования напряжений в 
упрочняющемся упругопластическом теле с острым вырезом или в пре­
дельном случае с трещиной, вызванных приложенным на бесконечно­
сти, равномерным полем напряжений. Сложность математических рас­
четов уменьшается при рассмотрении более простого случая антиплос- 
ких продольных деформаций сдвига и использования деформационной 
теории пластичности. В результате получается общее решение, пригод­
ное для любого соотношения между напряжением и деформацией в обла­
сти упрочнения, пока значение напряжения не превосходит начального 
предела текучести. При степенной зависимости напряжения от дефор­
мации в области упрочнения решение, полученное на основе деформа­
ционной теории, является также точным решением, даваемым теорией 
течения при низких уровнях приложенного напряжения, вызывающих 
пластические деформации в области, масштаб которой мал по сравне­
нию с глубиной выреза. Показано, что для трещин поле деформаций 
вблизи конца трещины зависит от нагрузок и геометрических размеров 
тела только через упругйй коэффициент интенсивности напряжений при 
малом масштабе пластической области, и тогда граница упругих и пла­
стических деформаций представляет собой круг.

1. Постановка задачи. Основные гипотезы и упро­
щения

Точное определение полей напряжений и деформаций вблизи раз­
личных концентраторов напряжений и, в частности, трещин при усло­
вии использования некоторой действительной зависимости между на­
пряжением и деформацией является задачей первостепенной важности 
для механического описания процесса разрушения и явления усталости.

7Изложение данного раздела следует статье: Райс, Дж. Напряжения, обусловленные острым 
вырезом в упрочняющемся упруго-пластическом материале при продольном сдвиге/Дж. Р айс// 
Труды Американского общества инженеров-механиков. -  Серия Е. -  Прикладная механика. -  1967. 
-  т .  -  С. 32-46.



Такие расчеты сопровождаются известными математическими сложно­
стями. Однако, если ввести некоторые упрощения, существенно умень­
шающие математическую сложность задачи, то можно непосредственно 
исследовать класс задач о трещинах и острых вырезах в плоских сечени­
ях, выделенных в упрочняющихся упругопластических материалах, под­
верженных действию приложенных на бесконечности постоянных полей 
напряжений.

Первое из этих упрощений имеет кинематический характер. Рассмот­
рим случай продольного сдвига, когда перемещения происходят только 
в направлении, перпендикулярном плоскости, содержащей трещину или 
вырез. Если оси х, у лежат в указанной плоскости, а ось г направлена 
перпендикулярно, то это означает, что компонента вектора перемещения 
w ж w (x , у) является единственным, отличным от нуля, перемещени­
ем. Следовательно, все компоненты тензора деформации тождественно 
равны нулю, за исключением продольных сдвигов 7xz и 7yz. Вводя обо­
значения 7Х =  7XZ и 7У =  7уг, имеем

dw dw
Ъ  д х ' Ъ  д у • 1 j

Условие совместности деформаций получается из требования неза­
висимости производной d2w/dxdy от порядка дифференцирования, так 
что

-  5 s =  0. (V 1.2)ду дх

В рамках обычных предположений об изотропности материала и ма­
лости деформаций все напряжения равны нулю, кроме касательных на­
пряжений Txz И Tyz.

Обозначая тх =  тхг и ту — туг, получим единственное уравнение рав­
новесия

^  +  ^  =  0. (V. 1.3)
дх  ду

Добавив к уравнениям (V. 1.2) и (V. 1.3) соотношение между напря­
жением и деформацией, в общем случае получим нелинейные уравнения, 
которые должны быть решены с учетом соответствующих граничных 
условий. Предполагается, что полученное решение, пригодное для слу­
чая продольного сдвига, прольет свет на аналогичные и более важные 
задачи с деформациями, вызванными растягивающими силами.



В частности, из результатов Ирвина, посвященных исследованию упру­
гих деформаций, вызванных трещиной, следует, что коэффициент ин­
тенсивности напряжений в задаче о трещине продольного сдвига обычно 
хорошо аппроксимирует, а в некоторых случаях дает точные значения 
для коэффициента интенсивности напряжений для задачи о трещине 
нормального отрыва при одинаковой геометрии, когда слагаемое, вы­
ражающее приложенный продольный сдвиг и фигурирующее в формуле 
для коэффициента напряжений, заменяется слагаемым, выражающим 
растягивающее напряжение. Макклинток и Ирвин [89] показали, что 
некоторые важные наблюдаемые особенности влияния пластичности на 
распространение трещины при нормальном отрыве можно предсказать 
на основании идеально пластических решений для трещин при продоль­
ном сдвиге.

Второе упрощение, введенное при рассмотрении трещин и вырезов 
в упрочняющихся материалах, относится к основному соотношению: ис­
пользуется деформационная теория пластичности, связывающая напря­
жение с полной деформацией изотропно, так что направление главного 
напряжения и главной деформации сдвига совпадают. Более подходящей 
[94] является теория пластического течения. Однако при монотонном на­
гружении ошибки будут незначительны и, действительно, для случая 
степенной зависимости между напряжениями и деформациями в обла­
сти упрочнения показано, что решение, данное деформационной теорией 
пластичности, совпадает с решением, полученным по теории пластиче­
ского течения, когда пластичность охватывает малую зону. Следует от­
метить, что деформационную теорию пластичности можно использовать 
для получения решений и для нелинейно упругих материалов. Зависи­
мость между напряжением и деформацией характеризуется функцией 
т =  т (7 ), связывающей главное напряжение и главную деформацию, 
которые определяются выражениями:

т = (ТХ + ту) 1/2 - 7 = ы  + 71) 1/2 • (V. 1.4)

На рис. 20 показана характерная зависимость между напряжением и 
деформацией при упрочнении, являющаяся линейной вплоть до дости­
жения некоторого первоначального предела текучести т$ с соответству­
ющим сдвигом 7о (то/70 =  G ), где G  -  упругий модуль сдвига.

Более общая зависимость, пригодная для нелинейно упругого мате­
риала, показана на рис. 21, т.к. Тж/7  — тх/т, то зависимость между ком-



Р и с . 20 . Упрочняющ ийся упругопластический материал 

понентами тензора напряжений и тензора деформаций будет

тх — 7хт (т )
7 ту = Ъ

т (ч )

7
(V. 1.5)

С точки зрения граничных условий, из этих соотношений следует, 
например, что, если тх =  0 на некоторой части границы, то компонента 
7Ж на этой же части границы также обращается в нуль.

2. Основные уравнения на плоскости деформаций

Нелинейные уравнения задач продольного сдвига можно привести 
к линейным уравнениям, если физические координаты рассмотреть как 
функции от деформаций или, что эквивалентно, от напряжений. Это 
означает, что х  =  х (ух. уу) и у -  у (ух, уу) или х =  х(тх, ту) и у =  у(тх, ту).

Учитывая соотношение

дх
dx =  -к—дух 

д'Ух
дх
д у  у 

д- 
ду

dyy

дх  ( дух д у х . 
~дъ \~дх У 1 + д у у \ дх

д ъ
ду

dy

и аналогичное равенство для dy и приравнивая коэффициенты при про­
извольных значениях dx и dy , получим систему из четырех линейных 
уравнений в частных производных от у х, уу по х, у с коэффициентами,



Р и с . 21. Нелинейно упругий материал

Р и с .  2 2 . Векторы т  =  тхг +  ryj  и 7  =  -)хг +  yyj  коллинеарны



зависящими от частных производных, фигурирующих в уравнении сов­
местности. Делая подстановку с учетом однородности условия совмест­
ности, получим

1 М г °  ( У - 2 Л )

во всех точках плоскости деформаций, где якобиан преобразования не об­
ращается в нуль (т.е. во всех точках, где конечная площадь или дуга 
в физической плоскости не отображается в точку на плоскости дефор­
маций). Такие преобразования применялись в работах Хальта, Мак- 
клинтока [39], Коскинена [14], Райса [31] и Нейбера [22] при получении 
некоторых решений для нелинейных материалов, которые являются пре­
дельным случаем результатов, полученных далее.

Аналогичные способы применяются в рамках метода годографа в ме­
ханике жидкостей, приводящего нелинейные уравнения плоского сжи­
маемого течения к линейным уравнениям в зависимости от компонент 
вектора скорости. Очевидно, что успешное применение таких преобразо­
ваний зависит от рассматриваемой задачи при переходе от физической 
плоскости к плоскости деформаций и вообще от существования взаимно 
однозначного соответствия.

Удобно записать общие результаты в векторном обозначении так, что­
бы можно было легко преобразовать основные уравнения к наиболее под­
ходящей для рассматриваемой задачи системы координат в плоскости 
деформаций. Не равные нулю компоненты тензора напряжений и де­
формаций образуют двумерные векторы т  и 7  и заданы в декартовых 
координатах соответственно выражениями:

T =  Txi +  Tyj , 7  =  7хг 4- 7yj , (V. 2.2)

где г, j  -  единичные векторы в направлении осей х ,у , т =  |т|, 7 =  
|7 |. Градиенты V r и V 7 определены в системах координат в плоскости 
напряжений и деформаций и в декартовых координатах имеют вид

^ = * £ r + i £ r ,  v ^ v + i J r  ( V 2 -3)и I х O' 1 у V IX V I у

Обозначая через г  =  xi +  y j  положение радиус-вектора точки на фи­
зической плоскости, для уравнений совместности и равновесия получим

V 7 x r  =  0, V T х г  — 0. (V. 2.4)



т+с

М  dT

Р и с . 2 3 . Векторы напряжения и деформации и их приращения

Для изменений векторов (dy, d r) векторов (7 , г )  по определению 
градиента имеем

На рис. 23 показаны векторы напряжения (сплошная линия) и дефор­
мации (пунктир) и малые их приращения; деформационная теория тре­
бует, чтобы векторы 7 И7  +  Ф  были коллинеарны векторам т  и т +  dr. 
На рис. 23 видно, что вектор d'y представляет собой сумму вектора в на­
правлении d r  и вектора в направлении 7 . Вследствие геометрического 
подобия вклад в d'y в направлении dr  будет (у/т)бт. Из геометрическо­
го построения (рис. 23) следует, что величина вклада в направлении у  
равна, с учетом членов первого порядка, dy — (7/r)dr, т.к. у/ у  является 
единичным вектором в направлении у . В векторной форме эта величина 
равна [(dy/dr) — 7 /т ] (7 / 7 )dr. Заметим, что вообще dr, dy не равны \dr\ 
и dy, но представляют собой изменение скалярных длин векторов г  и 7 .

Так как т 2 =  т - т ,  dr =  ( т /т )  - d r =  (7 / 7 ) - г , то вклад в направление 
7  будет

dr  • V T =  dy ■ V 7. (V. 2.5)

(V 2.6)

Суммируя эти две величины, получим

(V. 2.7)



Подставляя выражение для d~y в уравнение (V 2.5), связывающее 
градиенты, получим

d r  ■ V T =  —d r  ■ fV 7 +  — ( - - j -  — 1r  l 7  \7dT
• dr (V. 2.8)

Поскольку это уравнение должно иметь место при произвольных зна­
чениях d r  для связи градиентов, выраженных через напряжения й де­
формации, с учетом соотношения т  =  т (7 ) между напряжениями и де­
формациями получим

7
т(7 )

V 7 +  ^
7

т (7) 
.7Т'( 7)

1 — • V-
7

(V. 2.9)

Таким образом, основные уравнения равновесия и совместности сфор­
мулированы на плоскости годографа (на плоскости деформаций)

V 7 х г О,

V 7 • г + ' т (7) 1 7 _ Г
_7т'(7) 7 А  7 / .

0.

(V. 2.10) 

(V . 2.11)

Эти уравнения можно привести к одному, если заметить, что уравне­
ние (V. 2.10) допускает существование скалярной потенциальной функ­
ции гр — ф(7 ) такой, что физические координаты задаются с помощью 
нее следующим образом:

г  — V 7Vc (V. 2.12)

Таким образом, уравнение (V. 2.10) удовлетворяется тождественно, а ос­
тавшееся уравнение (V. 2.11) приводит к уравнению для ф :

т( 7)
7 Т /(7 )

-  1 т
7

• V 7 (Vtf) -  0. (V. 2.13)

Заметим, что для линейно упругого материала имеет место линейное 
соотношение т (7 ) =  G-y и 'г(у)/(т'(,у)/у) =  1, таким образом, полученное 
уравнение сводится к уравнению Лапласа.

В декартовой системе координат



д 2ф д 2ф 1 
d l l  +  d y 2 +  72

тЫ _ г
_ lT'{ l )

,  дф д 2ф 2д 2ф
1х д 2 Т̂ж'Ту'я Я  ̂7у а 2d y 2 Уд у х д у у У д у §

=  0 .

Последнее дифференциальное уравнение принимает значительно бо­
лее простой вид, если использовать полярную систему координат в плос­
кости 7г , 7у, состоящую из величины 7 главного сдвига и из угла в -  уг­
ла между направлением главной деформации сдвига (или направлением 
главного напряжения) и осью Оу. В этой системе координат с радиаль­
ным и угловым единичными векторами (I, к)

7  =  7fc, V 7 =  ^  +  i ( | .  (V. 2.15)

При ф =  ф(7 ,0) координаты радиус-вектора г  в радиальном и угло­
вом направлениях 7 и в можно получить из формулы (V. 2.12). В де­
картовых координатах имеем

. дф cos вдф  дф sin вдф
х  ~  ~~ sin 0—----------------— , у  — cos б  -------------- — . (V. 2.16)

ду у  дв ду  у  дв

Уравнение (V. 2.15) для ф будет иметь вид

т (7 ) 8*ф +  1 дф +  1 ауф =  а  ( у _ 2Л7)
ут'(у) ду2 у ду у2 дв2

Такая запись уравнения в полярных координатах особенно удобна 
при рассмотрении задач о трещинах или острых вырезах в упругопла­
стических материалах до тех пор, пока пластическая область полностью 
не охватывает вырезанную плоскость.

Для вывода выражения для перемещения w в зависимости от потен­
циальной функции ф заметим, что

dw =  7  • dr — d (7  • г ) — dy ■ г , (V 2.18)

так как г  =  V 7^, dy ■ г  =  dy ■ V 7V> =  бф является полным дифферен­
циалом. Интегрируя (V. 2.18), получим

w =  у  ■ "V-уф — ф +  const. (V 2.19)

3. Острый вырез в полубесконечной плоскости
В этом разделе дана общая формулировка задачи об остром вырезе 

с углом 2а  и глубиной а в полубесконечной плоскости, подверженной 
действию на бесконечности напряжений, как это показано на рис. 24.



Р и с . 2 4 . Антиплоский сдвиг полупространства с  остры м вырезом с углом 2а и глу­
биной а



Решение этой задачи в случае идеально пластического материала 
приведено в работах Макклинтока, Коскинена, Райса [39], [14], [31].

Заметим, что вследствие симметрии решение будет также пригодным 
в случае внутреннего выреза с двумя вершинами (при добавлении зер­
кально отображенной части (рис. 24) в бесконечной области, поскольку 
тх и, следовательно, -ух равны нулю вдоль центральной линии.

Интересно отметить, что решение можно получить в наиболее общем 
виде, не предполагая существования определенной зависимости между 
напряжением и деформацией т  =  т (7 ) в области упрочнения.

Геометрический вид отображенной физической плоскости (рис. 24) 
на плоскость деформаций 7У показан на рис. 25 и определяется 
с учетом направления вектора деформации в различных точках вдоль 
границы.

Заметим, что вдоль А В  ух =  0, в =  0. Граничные условия в свобод­
ном от напряжений угле В  требуют, чтобы 7Х =  0 и 7У =  0 в этой точке; 
точка А  находится на бесконечности, где деформации постоянны =  0 
и 7У =  700- Следовательно, в плоскости деформаций ух, 7у прямая АВ  
отображается в отрезок оси 7У между 0 и 7^ . Вдоль границы выреза ВС  
в =  7Г/2  — а. Так как вектор деформации должен скачкообразно менять 
направление в точке С, в этой точке имеется особенность и В С  образует 
угол а  с отрицательным направлением оси ух в плоскости 7Х, 7У с точкой 
Cqo на бесконечности.

Аналогичным образом находятся отображения границ C D  и DE. 
Совпадение А В  и D E  соответственно с верхней и нижней сторонами 
разреза в плоскости деформаций на рис. 25 можно доказать, если заме­
тить, что на рис. 24 7Х отрицательна на малых расстояниях от АВ  и 
положительна на малых расстояниях от DE.

Для определения граничных условий в плоскости деформаций необ­
ходимо отметить, что х =  - а  вдоль А В  и DE. Если учесть, что физи­
ческие координаты связаны с градиентом потенциала деформации соот­
ношениями (V. 2.12), то на А В  D E  получим

dip
д ъ 7i=0

1 dip 
7 дв

=  —а. (V. 3.1)
)=0

На границе выреза В С  имеем у  +  x t g a  =  0. Подставляя значения х 
и у из (V. 2.16) в полярных координатах и полагая в =  п/2 — а, получим 
на В С



дф 
~дв

Аналогично на C D  имеем

дф 
~дв

Принимая во внимание, что ф удовлетворяет уравнению (V. 2.13), 
получим формулировку полной краевой задачи в плоскости деформа­
ций. Геометрический вид разреза затрудняет решение задачи в общем 
случае произвольной нелинейной зависимости т (7 ) и для произвольно­
го нагружения т00. Однако, когда на начальной стадии деформирования 
рассматриваемый материал является линейно упругим, как это показано 
на рис. 20, а потенциальная функция удовлетворяет уравнению Лапласа

V^i/i =  0 при 7 <  7о (V. 3.4)

(7 — 7о представляет собой отображение упругопластической границы) и 
если 7оо <  7о, то разрез полностью находится в области, где имеет место 
уравнение Лапласа, то для нахождения решения в сложной геометриче­
ской области можно применять мощные методы теории аналитических 
функций.

Решение для ф сводится к определению произвольной аналитической 
функции в упругой области (7 <  70) с помощью последовательных ис­
пользований конформных отображений, введения зеркально отображен­
ной плоскости и сведению к краевой задачи Гильберта. В пластической 
области (7 >  70) применяется метод разделения переменных и ф вы­
ражается в виде суммы решений уравнения (V. 2.17) с подлежащими 
определению постоянными коэффициентами. Наконец, оба решения со­
единяются на упругопластической границе (7 =  70), что приводит к бес­
конечной системе уравнений относительно различных неизвестных вели­
чин. Эта система решается с помощью разложения в ряды по величине 
приложенной на бесконечности деформации к деформации, соответству­
ющей начальному пределу текучести.

Решение в упругой области 7  <  70

Поскольку в этой части плоскости деформаций V'l'ip =  0, ф мож­
но представить как мнимую часть некоторой аналитической функции

=  0.
?=-•л72-

(V. 3.3)

0. (V. 3.2)



Р и с .  2 5 . Отображ ение ф изической плоскости на плоскость деформаций



Р и с . 2 6 . К онф орм ное отображ ение упругой области плоскости деформаций в полу­
круг с разрезом в плоскости (  : пунктиром показана зеркально отображ енная область

от 1 у ~  Щх — ,уег9- Конформное отображение £ — £ +  гг] == С(ту ~  *7®) 
позволяет представить ф в виде ф =  Im [h (Q ] и преобразует нормаль­
ные производные, фигурирующие в граничных условия, в нормальные 
производные в плоскости ф Преобразование

лхв

где Л связана с половиной угла выреза а  соотношением

7Г
Л =

я — 2 а

(V. 3.5)

(V. 3.6)

отображает сектор с разрезом, охватывающий упругую область на рис. 
24 в полукруг с разрезом плоскости ф как показано на рис. 26, где раз­
рез занимает отрезок 0 <  £ <  s оси ф a s обозначает безразмерную 
приложенную нагрузку

s = Too
То

(V. 3.7)

Первые производные ф по ух и дают физические координаты. Уело-



вия Коши -  Римана приводят к следующему соотношению

(V. 3.8)

Используя равенство (V. 3.8) для установления связи между произ­
водными в плоскости деформаций и в плоскости ф находим, что гранич­
ные условия (V. 3.2) и (V. 3.3) на наклонных линиях на рис. 24 переходят 
в условие

на оси rj (рис. 26), а условие (V. 3.1) на разрезе (рис. 24) -  в условие

на отображенном вдоль оси £ разрезе.
При геометрическом представлении функции ф как высоты некото­

рой поверхности, измеренной перпендикулярно от плоскости ф ??, усло­
вие (V. 3.10) соответствует занижению поверхности на верхней стороне 
разреза и повышению на нижней стороне путем применения вращения 
дф/дг]\^=0 вокруг оси ф в то время как (V. 3.9) требует, чтобы вращение 
вокруг оси 7) в точках на этой оси были равны нулю. Такое же искажение 
(и, таким образом, идентичное решение) получается, если рассмотреть 
круговую область, содержащую разрез — s <  £ < +  s с таким же враще­
нием поверхности ф в точках £ и —ф Таким образом, введение зеркаль­
но отображенного разреза, показанного ни рис. 26 пунктирной линией, 
с (дф/дг})(£,0 ) — (дф/дг))(—£,, 0) тождественно удовлетворяет условию

Продолжая аналитически h(Q  в область £ <  0 и принимая во внима­
ние равенство 2 (дф/дг)) =  h'{C,)+h'(0 , из граничных условий на верхней 
стороне разреза и его зеркального отображения получим следующее со­
отношение:

(V. 3.9)

(V. 3.10)

(V. 3.9).



где [?(£)]+ и [МО] обозначают значения q(Q, когда £ стремится к оси £ 
сверху и снизу соответственно. Аналогично условия на нижней стороне 
будут

Вычитая (V 3.12) из (V. 3.11), получим

[ м о - м о Г  =  [ м о - м о г ,

- s < £ < s .  (V. 3.12)

- s < £ < s ,  (V. 3.13)

откуда вытекает, что М О  — М О  однозначна вдоль разреза и, следо­
вательно, аналитична всюду внутри единичного круга |£| <  1, включая 
точки вдоль разреза. Однако вследствие симметрии имеем (дф/д£)(£, 0) = 
h{О — М О (для 1 <  Ю >  s), тогда вследствие аналитичности функция 
М О — М О будет равна всюду нулю в единичном круге и М О =  МО- 
Следовательно, (V. 3.11) и (V. 3.12) принимают вид

и о О + и о г
270

1# ~ т , » s  <  £ <  s. (V. 3.14)

Следуя Мусхелишвили [20], введем функцию (£2 — s2)1/2, принимаю­
щую значения ± i ( s 2 — б,2) 1/ 2 на верхней и нижней сторонах, так что

(0 - 5 2)1/2/г'(о 1  -  [ ( М - М ) 1/20 ( 0

2 г 7 о 1л|_ (А_

(V. 3.15)

А
|£| (А ^ ( s 2 — £2)1/,2а, — s <  £ <  +s.

Поскольку однозначность функции (£2 —s2)1/2 при |£| >  s и предыдущие 
замечания относительно симметрии требуют, чтобы разность в (V. 3.15) 
равнялась нулю на 1 >  |£| >  s, то получим [20] следующее частное 
решение h'p(О  уравнения (V. 3.15):

+ S

(с2 -  Ч % ( 0  =  f f  /
7оa f  (s2 — р 2)1/2|/г|

м - С
dp. (V. 3.16)

Полное решение уравнения (V. 3.15) можно получить путем добав­
ления наиболее общего однородного решения h!H{ С), которое просто со­
стоит в том, чтобы функция (£2 — s2)h'H{()  была аналитична всюду в 
единичном круге. Для того чтобы удовлетворить условиям симметрии



{дф/дг})(£,0 ) =  (дгр/дг])(—£, 0) вне разреза 1 > |£| > з, это условие 
принимает вид

(С2 - 5 2) 1/% (С )= С 5 (С ) ,  (V. 3.17)

гДе 5 (C) аналитична всюду при |С| <  1 и ее разложение в ряд Тейлора 
содержит только четные степени С-

Складывая (V 3.16) и (V. 3.17), учитывая, что, согласно (V. 3.8), 
физические координаты даны соотношением

- x  +  i y =  (А/7о)С(А~1,/А [Лр(С) +  / 4 ( 0 ] ,

и подставляя вместо переменной интегрирования в (V. 3.16) величину 
t =  4 / s ) _A, получим

- x  +  iy — (A /7o)C^A_1̂ /A(C2 -  s2) -1/2 x
(V. 3.18)

Если бы рассматриваемый материал оставался линейно упругим для 
7 >  7о, то решение (V. 3.18) было бы пригодным также и для всех 
|С! > 1 и из требования чтобы — х  +  iy —> 0 при С —> оо (конец тре­
щины х =  у — 0 соответствует бесконечно удаленной точке в плоскости 
деформаций), вытекало бы д (С) =  0. Однако для упругопластического 
материала функция д (С) должна быть определена, как это будет пока­
зано в последующем из требования, чтобы х и у были непрерывными 
функциями от 7 и в на упругопластической границе 7 =  70.

Решение в пластической области

Уравнение (V 2.15) для С справедливо в пластической области, где 
т =  т (7 ) представляет собой связь между напряжением и деформацией 
при упрочнении. Уравнения (V. 3.2) и (V. 3.3) показывают, что удобнее 
исследовать это уравнение в полярных координатах (V. 2.17), решение 
которого, найденное методом разделения переменных, будет

ОО

Ф{7, в) =  D kfk (l) sin[(2fc -  1)А0], (V. 3.19)
к=1



где Л определяется выражением (V. 3.6), a fki'f) удовлетворяет уравне­
нию

=  О (V. 3.20)

при следующих условиях

Л(7о) =  1, Л (° ° )  =  0. (V. 3.21)

Последнее из условий (V. 3.21) вытекает из того, что х  =  у — 0 
(конец трещины) для бесконечных деформаций; первое из этих условий 
налагается просто для определенности функций Д (7 ).

Можно допускать довольно общие виды для функции т (7 ), и, дей­
ствительно, нет необходимости, чтобы производная функции т (7 ) была 
непрерывна в области упрочнения. Кроме удовлетворения требованиям 
(V. 3.21) условие непрерывности х  и у  как функций от 7 и в требует, что­
бы Д (7 ) и / ( ( 7 ) были непрерывными в точках разрыва функции т '(7 ). 
Интересным и особенно важным для практических применений механи­
ки хрупкого разрушения является тот факт, что в случае трещины реше­
ние для / 1(7 ) можно найти с помощью одной квадратуры, содержащей 
функцию т (7 ). Однако, определение неизвестных Dk для завершения ре­
шения зависит только от совокупности функций Д (70) и не зависит от 
функционального вида fk{l)- Это обстоятельство позволяет найти об­
щее решение, пригодное для любой зависимости между напряжением и 
деформацией в области упрочнения.

Уравнения (V. 2.16) для физических координат можно записать в сле­
дующем, более компактном, виде:

_ie ( I  дф дф\
- * + > ! /  =  <= ф д а + ' з у ) -  (V 3 -22>

Определяя производные на упругопластической границе и учитывая, 
что f k(70) =  1, получим

- г в  00

( - Х  +  и/) 17=70 =  ^ — J 2 Dk ~  +
Э° к= 1

+ 7оЛ (7о)] е ^ к̂ хв +  [(2к -  1)Л -  (V. 3.23)
- 7 о Л ( 7 о ) ] е - ^ - 1̂ .



Соединение решений

Формулы для физических координат были получены как для упру­
гой (7 <  70), так и для пластической (7 >  70) областей плоскости де­
формаций. Из условия совпадения этих решений на упругопластической 
границе 7 =  70 можно найти неизвестную функцию g(Q  и постоянные 
Dk- Рассмотрим величину а =  егХв, представляющую собой значение 
С на 7 =  70. Приравнивая (V. 3.18) выражению (V. 3.23) при £ =  а 
и решая полученное уравнение относительно д (() ,  получим требуемое 
условие непрерывности решения

| +
О

.. оо

+  2A(1 ~  s2(J~2)l/2  ^  Dk № к -  X)A+ (V ' 3'24)
к=1

+7оД(7о)] cr2{k- 1] +  [(2к -  1)Л -  7о/(-(7о)] сг~2* }  ■

Заметим, что правая часть этого выражения содержит как положи­
тельные, так и отрицательные степени а2, но следует вспомнить, что 
д (С) аналитична в упругой области |£| <  1 и, таким образом, ее значе­
ние на границе д{сг) может содержать лишь неотрицательные степени а2. 
Приравнивая нулю коэффициенты при а " 2, а~4, ...а~2к, получим беско­
нечную систему линейных уравнений для определения D\. D 2, ... D2k, ■■■ ■ 
После определения этих величин и подстановки их в (V. 3.19), с учетом 
(V. 3.22) получим значения физических координат точек, деформируе­
мых в пластической области. Подставляя Dk в (V 3.24) и заменяя а  на (, 
определим функции <?(£), а из (V. 3.18) -  физические координаты точек, 
деформируемых в упругой области8.

Применим метод разложения решений по степеням безразмерной при­
ложенной нагрузки s =  (7о /7о)Л =  (Уо/'го)Л-

Представим функцию д (()  в виде

1 ОО

5 (0  =  -2 7 0 as(1+A)/A £  С ?,(С )Л  (V 3.25)

где функция G j(Q  не зависит от s и аналитична в единичном круге

8К настоящему времени, по-видимому, не получено решения уравнений для Dk в замкнутом 
виде и для исследования системы уравнений относительно Dk можно применить метод разложения 
решений по степеням безразмерной приложенной нагрузки 5 =  (7о/7о)Л =  (то/ть)л-



Аь =

ICI 5~ 1- Постоянный коэффициент Dk представляется в виде

A7oas^1+Â A
(  'Va ̂

j=o

где dkj  не зависят от s. Интеграл, фигурирующий в (V. 3.24), можно 
разложить в ряд Лорана при s <  1; положим

Xjoas'' + ^  2,-

' 2 ( f c - l ) A - 7 0 ^ ( 7 0 ) ^ '  kjS '
(V. 3.26)

Е е
j=о

,(7 JSЩ<?3 . [  CL 
J 1 -

(1 -  t2Xy i 2dt
(,s2a~2)t2X'

(V. 3.27)

где постоянные B3 выражены через гамма-функции следующим образом:

1

Bj =  ~  j t 22\ l - t 2Y 2dt =
Г [ j  + 2А

А А Г  j  +
1

(V. 3.28)

2А 2

Подставляя эти выражения в (V. 3.24), получим

£  G j{a )s 2̂  -  £  B j v - W + W  +
j = 0 j = о

(V. 3.29)

+ (1  -  s2a 2)1/2 Y 2  s2j <| dkj  Cka2[k х) +  а 
j =о

2/с

. Л=1
где

Ск
(:2 к -  l)A  +  7o/fc(7o) (V. 3.30)
(2 fc -  1)А — 7 о/ £ ( 7 о) '

Неизвестные величины определяются путем приравнивания коэффи­
циентов при одинаковых степенях .s. Приравнивая коэффициенты при
s°, получим

Go(cr) — —Boa 2 +  ф.,о Ска 2(-к ^ + а -2  к

к—1
(V. 3.31)

Так как вследствие аналитичности функции Сщ(С) отрицательные 
степени а отсутствуют, решение для dk$ будет

4 ,о — Д ь dkfl =  0 , к >  2, (V. 3.32)



подставляя эти значения в (Y. 3.31), получим

G0(C) = B oC l  (V. 3.33)

Приравнивая затем коэффициенты при s2 в (V. 3.29) с учетом выра­
жений (V. 3.32), получим

G1(a) =  - В хо ^  -  - а - 2 { В0 [Сф +  а~2] } +

(V. 3.34)
ОО

+
к= 1

Поскольку отрицательные степени отсутствуют

ofi.i = -ВцС\,

4,1 = В\ + 2^0) (V. 3.35)
4д = 0, к > 3, (V. 3.36)

подставляя в (V 3.34), находим

СЖ) = -\в0С 2 +  ( в у  + \ в 0)  С 2С2 (V. 3.37)

Продолжая таким же образом, можно определить 4,2 и < 4 (0 , 4 ,s и
Сз(С) и т.д. Можно установить рекуррентную формулу для определения 
< 4 « )  и 4 р  через dPj .  j, 4 j _2 и т.д. Пусть

ОО

p=i

А  =  1/2, А  =  1/8, А  =  1/16, А  =  5/128, (V. 3.38)
_ 1 _ й ^ 3 ) !

' р 4Р~г (р  — 2 ) ! р !  ’ Р -  ’

где коэффициенты /Зр получаются с помощью формулы бинома Ньютона. 
При подстановке этого ряда в (V. 3.29) вместо выражения (1 -  s2a~2)П2 
и нахождения после умножения бесконечных рядов коэффициента при

С, +  сг -2/с



s2-7 получим для j  >  1

ОО

G j{a ) =  -B ja -W + V  +  ] Г  dkj \ cl{k~l) +  a~2k

(V. 3.39)
j -1

i=0

После многочисленных преобразований и суммирований оказалось 
возможным нахождение коэффициентов при каждой отрицательной сте­
пени а в правой части (V. 3.39). Далее, приравнивая эти коэффициенты 
нулю, можно определить dkj{k  =  1 ,2,3, ...) в зависимости от ф д -ь  drд_2, 
... drfl(r =  1 ,2 ,3, ...). В результате получим пригодное для j  >  1 рекур­
рентное решение, так что начиная расчет от значения фд, данного фор­
мулами (V. 3.33), можно вычислить последовательность значений фд, 
затем, исходя из двух последовательностей фд и drд, вычислим после­
довательность ф ,2 и т.д. Рекуррентные уравнения будут

Так как после вычислений мы должны определить решение для ф д 
в виде ряда от ф д  (V 3.26), очень полезным является тот факт, что

Легко видеть из (V. 3.32) и (V. 3.35), что это верно для dtp и ф д . Тогда 
из последней рекуррентной формулы (V. 3.40) непосредственно вытека­
ет, что (V 3.41) верно и для всe x j .  Предположим, что мы пренебрегаем 
по сравнению с единицей слагаемыми, содержащими степени s выше 2 J

1-1

i -г j -k
d k , j  — ^   ̂ 0 j —id k —j+ i, i ) 0 j  - i d j - k  11- i . j C j —k i-i~ j, 2 <  fc <  j i ( V .  3.40)

i=j+l — k i=0

i=0

ф д =  0, если к >  j  +  2. (V. 3.41)



(или в силу (V. 3.7)) слагаемыми, содержащими степени выше 2А J) в вы­
ражениях для Dk. Тогда, приравнивая нулю все пренебрегаемые члены 
высшего порядка (V 3.26) и (V. 3.41), получим

n  _  A70as(1+A)/A ^  j
(2k -  1)А -  То / ' ( 7о)

.2 j

к =  1,2, ..., J +  1, (V 3.42)
Ид, — 0, к — J +  2, J +  3 ,....

Таким образом, удерживая первые J  +  1 слагаемые в решении (V. 3.19) 
для ip и вычисляя коэффициенты согласно (V. 3.42) при конечном чис­
ле dkj, определяемых из рекуррентных формул (V. 3.42), находим зна­
чения физических координат, соответствующих заданной деформации, 
с точностью до членов порядка (7oo/7o)2ÂJ+1  ̂ Интересно также отме­
тить тот факт, что решение, определенное с любой заранее заданной 
точностью, удовлетворяет всем граничным условиям и основным урав­
нениям в плоскости деформаций на рис. 26, за исключением условия 
непрерывности вдоль дуги 7 =  7о, которое удовлетворяется с выбранной 
точностью. В физической плоскости на рис. 24 это означает, что гранич­
ное условие отсутствия напряжений на берегах разреза удовлетворяет­
ся точно, а уравнения равновесия, условия совместности деформаций и 
соотношения, связывающие напряжения с деформациями, удовлетворя­
ются точно в упругой и пластической областях физической плоскости, 
являющихся отображениями областей у <  70 и 7 >  у0 в плоскости де­
формаций. Приближенность формулы (V. 3.42) проявляется в том, что 
значения физических координат, соответствующих заданным деформа­
циям, верны с точностью до (7oo/7o)2Â +1h ошибка такого же поряд­
ка возникает при определении положения упругопластической границы 
в физической плоскости из решений в упругой и пластической областях 
в отдельности и, следовательно, при определении истинного положения 
этой границы. Аналитические функции G j(() , фигурирующие в формуле 
(V. 3.25) для <7(0, получаются из (V. 3.39). Убедившись, что в решении 
для dkj все отрицательные степени а  исключены, и используя (V. 3.41), 
получим

1 1-1 / 1-1 \
c , ( o * E v , a « ( ! , + E  Е Pj—{dj _|_р_j_ 1 _ i ̂ Cj -|_p_|_ \—i I C2p,(V . 3.43)

<7=0 p= 0 V i= 0 /

так что G j(О  представляет собой полином от (  степени 2j.



Р еш ение с точ н ость ю  порядка „12

Приведем формулы для 7Д, где членами порядка s10 пренебрега­
ют; физические координаты, соответствующие заданным деформациям 
в пластической области, могут быть определены из (V. 3.20) и (V. 3.23). 
Для трещины а =  0 и Л =  1, так что ошибка в определении физических 
координат будет порядка (700/ 70)12; для 90°-ного выреза а — 7г /4 Л =  2, 
так что ошибка будет порядка (7оо/7о)24- Определяя dk,j { j  =  1,2, ...5) 
из (V. 3.41) и подставляя в (V. 3.42), получим

1
+ - В\ +  -В о с 2 +  BQc\

А70аД1+А̂ А Г
А -  7о Л (7о) I 

1

Во ^ Д А *2 +  \ в 0С У +

s« +
16

В\ +  ~В( С2СХ +  В0с1

+ 16 В2 +  -В\  +  -В о Сз +  - ( В г
1

2В0) С\С( +  - B qC „10
}•

A70as(1+A)/A 
ЗА -  70/ 2Ы

+ 64

Во S2 +  х Д А * 4+

до

Bi +  - В 0 С2 +  -ВоС\

В\ +  -В о  ) С 1С2 +  ВоС\

D , =  -
А70 as^1+Â A 

5А -  70/ 3(70)
В2 +  \ в х +  -  о )  *4+

+ ^ B 0< V  +  - Д А 2*8 +  
16 61

+
15

128
B 1 +  ± B ) o ) c 2 +  ^BoCt ДО

}■

(V. 3.44)

D a
A70as^1+Â A Г /  

-  7o/i(7o) I  V7А
В'/ +  —В2 +  -В\  +  — Во ) s6+

_5_
16'



А70 аФ1+А)'/А 
9 А -  70/5(70)

A70as(1+A)/A
НА -7о/в(7о)

-D/t =  0, к — 7 ,8 ,9 , ...

Сравнивая эти уравнения с формулами (V. 3.35), можно определить 
dkj и на основе (V. 3.25) и (V. 3.43) с такой же точностью функцию 
5(С)> если бы потребовалось найти решение в упругой области. Кроме 
того, точность решения в пластической области можно улучшить путем 
добавления членов порядка s12 и s14 и т.д., после вычисления значений 
необходимых констант <4д, <4,7 и т.д. из (V. 3.40). Однако вышепри­
веденные уравнения достаточно точны, за исключением случая, когда 
имеющая место на бесконечности деформация 700 очень близка дефор­
мации при начальном пределе текучести 70 и s близко к единице (все 
рассматриваемые ряды расходятся при s  =  1; физически это вытека­
ет из того факта, что при данном условии упругопластическая граница 
простирается в бесконечность).

4. Случай малых размеров области пластического 
течения вблизи трещин и вырезов

Когда величина приложенного на бесконечности безразмерного на­
пряжения s =  (тоо/ть)А мала по сравнению с единицей и величиной 
s2 можно пренебречь, то пластические деформации происходят в малой 
зоне, размеры которой пренебрежимо малы по сравнению с глубиной вы­
реза а. В этом случае решение сводится к решению Нейбера [22], с той 
существенной разницей, что решение Нейбера не дает четкой зависимо­
сти между константой, связанной с приложенной нагрузкой, и геометри­
ей выреза. Пренебрегая в (V. 3.44) всеми членами порядка s2 или выше 
по сравнению с единицей, получим

А7оаФ1+Л̂ А 
А -  70/1(70)

(V. 4.1)

/ 4  =  0, Л; =  2 ,3 ,4 ......



так что из (V. 3.19) имеем

Ф
АуоазП+ЭМ

л -  То/ { (7о)
/ 1(7 ) sin А0. (V. 4.2)

Следовательно, в случае маломасштабного пластического течения фи­
зические координаты в пластической области (V. 2.16), соответствующие 
заданной деформации 7 , составляющей угол в с осью у, будут

х  =

У =

A7oas^1+A)//A 
А -  То Л (То)

A7oas(1+A)/A
А ~  То Л (То)

A /i (t )
т

АЛ ( т )
т

cos в cos \в +  Л (т) sin # sin

sin в cos \в — Л (7) cos $ sin

(V. 4.3)

При т  =  То эти выражения дают параметрические уравнения упру­
гопластической границы в зависимости от 9 , учитывая, что на оси х  
за вершиной выреза в =  0, на основе (П.4.3) можно найти связь между 
деформацией и расстоянием от вершины выреза.

Спрашивается, какие соотношения, если таковые имеются, между на­
пряжением и деформацией в области упрочнения т =  т (7 ), использован­
ные в рассматриваемой деформационной теории, приведут к решению, 
которое будет правильным и для теории течения. Это имеет место, ес­
ли для точек в пластической области направление вектора деформации 
не зависит от приложенной нагрузки. Это означает, что при нахожде­
нии в в зависимости от т и у  получающееся в результате выражение 
не зависит от s. Исследуя решение (П.4.3) для случая малых размеров 
зоны пластичности, легко показать, что это требование равносильно то­
му, чтобы в зависел только от соотношения х/у, так что отношение х/у , 
определенное из (И4.3), не зависит от 7 . Тогда можно показать, что х/у 
не зависит от 7 , только если / 1(7 ) пропорциональна некоторой степени 7 . 
Подставляя в (V. 3.21), находим, что решение (V. 4.3) для случая малых 
размеров зоны пластичности является решением теории течения лишь 
в том смысле, если зависимость между напряжением и деформацией 
при упрочнении имеет вид



Случай малых размеров зоны пластичности вблизи трещины

Когда угол выреза а =  0, получим трещину длины а под действием 
постоянного поля напряжений. В этом случае из (V. 3.6) имеем А — 1 
и из уравнений (V. 3.20) и (V. 3.21) можно определить функцию / 1(7 ), 
фигурирующую в (V. 4.2) и (V. 4.3) с помощью одной квадратуры. Путем 
непосредственной подстановки можно доказать, что решение имеет вид

Л(7)
!_
7о

ОО 1 ОО
f  du f  du

J и2т(и) J и2т(и)
-70 7

(V. 4.5)

Подставляя это выражение в (V. 4.2) и полагая А =  1 и, согласно 
формуле (V. 3.28), Bq =  1, получим

Ф -  -7 о ros2a 7

ОО

/

du
и2т(и)

smt

Интересно отметить, что выражение

К щ  =  Тоо\/па =  товл/тта

(V. 4.6)

(V. 4.7)

представляет собой упругий коэффициент интенсивности напряжений 
для рассматриваемой задачи о трещине и напряжения по линейно упру­
гому закону имеют следующий вид

К ш
гтх = (V. 4.8)

у/27г(т -  гу)

Поскольку предполагается, что пластическая область пренебрежи­
мо мала по сравнению с геометрическими размерами (в масштабе длин, 
сравнимых с размерами пластической области), трещина будет полубес­
конечной, как это показано на рис. 27, и соответствующие граничные 
условия заключаются в том, что искомое решение асимптотически при­
ближается к упругому решению (V. 4.8). На рис. 27 показано отображе­
ние полуразрезанной физической плоскости на плоскость деформаций. 
Граничные условия формулируются следующим образом

дф 
Ъв

Так как ту — irx =  {то/^о^е10 в упругой области 7 <  у0 и 

- x  +  iy =  е~гв [(1/ч){дф/дв) +  1(дф/д7 )],

=  0 ± 7 г /2 . (V. 4.9)



О с о б е н н о с т ь

Р и с .  27 . Случай малой пластической зоны вблизи конца трещины

асимптотическое условие

К Ш
у/2п(х -  iy) 

эквивалентно условию

1 дф дф ^  К п П о -ь
7 дв d j  27гто72

при |х +  и/| —> оо (V. 4.10)

при 7 —* 0. (V. 4.11)

Интегрируя (V. 4.11), потребуем, чтобы функция ф имела особен­
ность вида

K n i  7pSin6> 
2тгт02 7

при 7 —> 0. (V. 4.12)

Решение для ф, удовлетворяющее основному уравнению (V. 2.17), 
граничным условиям и имеющее требуемую особенность, будет

J I + T
2тгт02 J 7 тI 2Того

О О

/
7о

du
и2т{и)

-  1

^  =  ~ Z Z K i i i7ГТ0 7

О О

/

du 
и2т(и)

L 7

sin 0, 7  < 7о,

(V. 4.13) 

sin#, 7  >  7о-



Когда K jji равно значению, данному (V 4.7), последнее уравнение 
в (V 4.13) идентично уравнению (V. 4.6); тем самым доказана общность 
зависимости решений от упругих коэффициентов интенсивности напря­
жений при малой пластической зоне.

Уравнения (V. 2.16) совместно с последним уравнением (V 4.13) да­
ют следующие выражения для физических координат, соответствующих 
деформациям в пластической области:

К 2т  \
2тг т02

7QTQ 
) 7Г(7)

cos 2 в ■ 2707-0

ОО

/

У

du _  7qt0 
u2t(u ) 7r (7 )

K m  7o7o
(V. 4.14)

2тгт027т (7 )
sin 26.

Вычитая независимый от в член из первого уравнения (V 4.14), воз­
водя в квадрат оба уравнения и складывая их, находим уравнения линий 
постоянных деформаций 7 и напряжений т (7 ) в пластической области

[ * - Х ( 7 )]2 +  2/2 = [ В Д ] 2 , 

представляющих собой круги с центрами на расстояниях

du

х ь ) = Ш 2707-0
/

707-0
и2т{и) 7 -7(7 )

(V. 4.15)

(V 4.16)

от конца трещины и с радиусами

R( 7 ) = 7q7q 
2тгт2 7т (7 ) '

(V 4.17)

Аналогично упругопластическая граница также представляет собой 
круг с центром и радиусом

2707-0

ОО

I
7о

du
и2т(и)

-  1 Д(7) ^72/ /
2тгт02‘

(V. 4.18)

Интересно отметить, что в случае малой пластической зоны радиус 
пластической зоны не зависит от соотношения между напряжением и



деформацией при упрочнении. Пластическая зона простирается на рас­
стояние X (jo )  +  R(70) от конца трещины в положительном направлении 
оси х  и на расстояние R ( j0) — X (jo )  в отрицательном направлении. После 
деления второго из уравнений (V. 4.14) на первое получим

У = t g 2 <9, (V. 4.19)
х - Х ( у )

так что, если в заданной точке х, у  имеется деформация величины 7 со­
гласно (V. 4.15), то соответствующий угол в между вектором деформа­
ции и осью у  равен половине угла, составленного прямой, соединяющей 
точку ( Х (7 ), 0) с точкой (х, у), с осью х. Эти геометрические характе­
ристики поля деформаций в пластической области показаны на рис. 28, 
где упругопластическая граница показана пунктирным кругом, а линии 
постоянной величины деформации 7 >  7о ~ сплошным неконцентриче­
ским кругом. Физические координаты, соответствующие деформациям 
в упругой области, можно вычислить из решения для -ф в первом уравне­
нии (V 4.14). Проводя вычисления, можно показать, что получающееся 
в результате соотношение между напряжениями и координатами будет

К ш  (V. 4.20)
л/27г[х -  Х (уо) -гу\

Сравнивая (V. 4.10), можно увидеть, что напряжения в упругой об­
ласти для упругопластического случая даны первоначальным линейно 
упругим решением, но для более длинной трещины с вершиной в центре 
пластической зоны (Х (7о ),0) вместо точки (0,0). Для идеально пласти­
ческого случая аналогичный результат был получен в работах [96], [74]. 
Из уравнения (V. 4.20) вытекает, что линии постоянной величины де­
формации 7 <  7о представляют собой концентрические круги с упруго­

пластической границей, так что, если I =  \J[x — Х ( 7о)]2 +  у2 ~ расстоя­
ние от центра пластической зоны до заданной точки (х ,у ), то соответ­
ствующая величина деформации равна

7 = 3 ? 4 ^ -  (V. 4.21)
г0 л/27ГI

Угол в между вектором деформации и осью у равен половине угла 
между осью х  и прямой, соединяющей центр [Х (70, 0)] пластической зо­
ны с точкой (х ,у ). Эти геометрические свойства решения для случая 
малой пластической зоны в упругой области показаны на рис. 28.



Р и с . 2 8 . Геометрическая картина при малой пластической зоне вблизи конца тре­
щины

Соотношение между напряжением и деформацией в точке, находя­
щейся непосредственно впереди конца трещины на расстоянии х  от кон­
ца трещины до рассматриваемой точки, представляет некоторый интерес 
для механики хрупкого разрушения. Учитывая, что в =  0 впереди конца 
трещины, из (V. 4.14) и (V. 4.21) для этого соотношения получим

х —
К 2

27Г7п 7от0

оо

/

du
и2т(и)

=  Х (7) +  Я(7) =

Kiii ] 7от0
7ГГд I 7 (т)т -  7ого

оо

/
dt )  

t27 $  J ’
7 > 7о,

ж =
7ГТ,?

7от0

О О

/

1
и2т(и) 2

70
(V 4.22)

птб
dt 1

+  х£27 {£) 2 (? )2- 7 < 70-

то



Последние уравнения являются более подходящими, если мы хотим 
оперировать напряжениями, что всегда допустимо, за исключением слу­
чая, когда напряжение конечной величины вызывает бесконечно боль­
шую деформацию.

Используя (V. 2.19) и полагая произвольным образом перемещение 
w =  0 в конце трещины, для перемещения в точке х =  — [R(70) — -ЛД70)], 
где упругопластическая граница пересекает верхнюю поверхность тре­
щины, получим

w0 =  7oi% , (V. 4.23)
тгт02

Это выражение не зависит от использованного соотношения между 
напряжением и деформацией при упрочнении.

Некоторые частные примеры

Если предположить, что при упрочнении имеет место степенной закон

/  \ N
Т(7) =  го ( ^ )  , (V. 4.24)

то решение для малой пластической зоны будет правильным и для тео­
рии течения. При изменении N  от нуля до единицы определяющее соот­
ношение (V. 4.24) описывает все состояния от идеальной пластичности 
до идеальной упругости. Для значений N  больше единицы соотношение 
(V. 4.24) описывает затвердевающий материал. Параметры, описываю­
щие геометрию пластической области согласно вышеизложенному и рис. 
28, будут

(V. 4.25)

и круглая пластическая зона простирается на расстояние Д(7о )+ Х (7о) =  
K jn / [( 1 +  lV)7TTo] впереди и на расстояние R( 70) -  X  (70) =  N К  j u /\{l +  
N )ktq} позади конца трещины. Из (V. 4.22) находим соотношение между 
расстоянием впереди конца трещины и деформациями на продолжении

Х ( 7 )
I — N  К ]п  / 7о\
1 +  N  2-7Гт02 \ 7 )

N + 1

/ . .  \ N+1
тт

-  щ (?)



трещины в пластической зоне

1 Ц п (  То
.7N  +  1 7TTq

JV+1
(V. 4.26)

так что для х >  0 в пластической области

7v(x, 0) =  7о

ту(х, 0) =  т0

K h
(TV +  1)7TTqT

« h i

1ДЛГ+1)

JV/(JV+1)
(V. 4.27)

(TV +  1)tttq

В предположении билинейной зависимости между напряжением и де­
формацией в области упрочнения имеем

т(у)  =  т0 +  е —  ( у  -  70) ,  
То

(V. 4.28)

где е представляет собой отношение модуля сдвига при упрочнении к упру­
гому модулю сдвига. В этом случае имеем

Х (у ) К 2ш 27о То2
27ГГ02 Ц 1  -  е)7 7

+
2е

( 1 - е )
In е7

(1 -  е)7о +  £7.

(1 -  6)70 +  67]
+

(V 4.29)

К 2
Я(7) = 111 То2

27гт02 7 [ ( 1  -  е)7о +  67] ’

пластическая область простирается на расстояние 77(70) +  lV(7o) =  [1 + 
е (1 - е ) -Ч п б ]  К *„/ [(  1 -  е)7гт2] впереди конца трещины. Попытка вы­
разить 7 в зависимости от х в (V. 4.22) сопряжена со значительными 
трудностями, однако можно определить характер особенности у верши­
ны трещины. При е 0 вычисления показывают, что

27Г6То72
К 2ь л 1

[Х (7 ) +  Д (7 ) ] - 1 при 7 оо,

так что для очень малых х  =  Х (у )  -f R (7 ) (т.е. для больших 7 , или, 
точнее, для 7 7g> (1 — е)7оЛ) имеем

7о K m  , >/ёКтЛ'. ( т П)



5. Задачи
1. Получите уравнение (V. 2.17).
2. Докажите, что в случае маломасштабного пластического течения 

решение задачи в упругой и пластической областях определяется выра­
жениями (V. 4.13).

3. Рассмотрите в качестве примера определяющего соотношения дроб­
но-линейный закон ползучести и проанализируйте асимптотическое по­
ведение скоростей деформаций ползучести в окрестности вершины тре­
щины.



VI. Аналитическое решение задачи
о трещине антиплоского сдвига в упроч­
няющемся пластическом материале. 
Высшие приближения

Метод годографа был применен Райсом [94] для исследования напря­
женно-деформированного состояния в окрестности вершины трещины 
в упругопластическом материале с произвольным законом упрочнения. 
Для получения точных решений о трещинах антиплоского сдвига в бес­
конечной полосе и в полубесконечных телах были использованы также 
преобразование Меллина и техника Винера -  Хопфа [46], [49]. Эти ре­
шения представляют декартовы координаты физической плоскости х, у 
в виде асимптотических разложений по параметру, в качестве которого 
выступает интенсивность сдвиговых деформаций (таким образом стро­
ится решение на плоскости годографа -  плоскости деформаций). Об­
ращая эти разложения, можно получить двухчленное асимптотическое 
разложение интенсивности деформаций 7 при в =  0 как функций от фи­
зических координат [46]. Аравас и Блазо [48] представили процедуру, 
позволяющую найти и угловые распределения интенсивности деформа­
ций.

Следует отметить, что решение задачи о трещине антиплоского сдви­
га, полученное с помощью метода годографа, дает основу для понимания 
более сложных случаев нагружения -  трещин нормального отрыва и по­
перечного сдвига.

1. Основные уравнения

Рассмотрим материал, определяющие соотношения которого имеют 
вид

где 7ц =  7щ, тд -- тд2, т 2 =  тдтд, т0 и 70 -  интенсивности касательных 
напряжений и сдвиговых деформаций соответственно. Введем безраз-

/3 = 1 ,2  или в  — х. у. (VI. 1.1)



мерные величины согласно следующим формулам

(VI. 1.2)
т

Т/з = — , 7/3 =
Jo  7о

„  = j - ,  (VI. 1.3)

где L -  некоторая характерная длина. Определяющие уравнения задачи 
(VI. 1.1) могут быть представлены в форме

7 =  атп, (VI. 1.4)
7/3 =  атп~1т0) (VI. 1.5)

где 72 =  7/з7/з, т 2 =  тртд, -  интенсивность сдвиговых деформаций и 
касательных напряжений соответственно.

Условие совместности и уравнение равновесия имеют вид

t  -  Ь(VL L6>

Tfij, =  0. (VI. 1.7)

Связь между перемещением и деформациями определяется равен­
ствами

10 =  ~ -  (VI- 1.8)

Необходимо сформулировать условия отсутствия поверхностных уси­
лий при в =  л и условия симметрии при в =  0 :

=  0) =  0, 7 j,(0  =  7г) =■ 0. (VI. 1.9)

2. Решение на плоскости годографа
Очевидно, что сформулированная система уравнений является нели­

нейной системой уравнений в частных производных и ее решение по­
лучается методом годографа, позволяющего получить линейные урав­
нения на плоскости годографа. Согласно процедуре метода годографа 
физические координаты (х, у) рассматриваются как функции компонент



тензора деформаций на плоскости годографа (плоскости деформаций).
С помощью введения функции ^ (7*. уу) такой, что

дф дф
х =  э 7 с  9 =  9 V  ( v i - 21)

условие совместности деформаций на плоскости годографа

П
удовлетворяется тождественно.

Введем полярную систему координат на плоскости деформаций (ух, уу) 
согласно зависимостям

Ъ  =  - 7  sin X, 7 у =  7  cos (VI. 2.3)

Уравнения (VI. 2.1) могут быть представлены с помощью полярных 
координат на плоскости годографа следующим образом

х =  г cos в =  —ipn  sinx — —ip,x cosx , (VI. 2.4)

у =  г sin в =  фп  cos х  Ф,х sin X, (VI. 2.5)
7

где запятая означает производную по указанной переменной.
Окончательно, с помощью соотношений (VI. 1.4) и (VI. 2.1) уравнение 

равновесия задачи и граничные условия могут быть представлены в виде

1 , 1 ,
 ̂ ^ ’7 ~2 *г'>ХХ

ф,7 = 0  при х  “  0) (VI. 2.6)
ф,х =  0 при х  я-/2-

Решение полученного линейного дифференциального уравнения бу­
дем искать методом разделения переменных:

Ф{7,Х) =  7 6ФЫ)- (VI. 2.7)



Подстановка (VI. 2.7) в линейное дифференциальное уравнение и кра­
евые условия (VI. 2.6) приводит к следующей краевой задаче

ф" +  \2ф =  0 , 
ф(0 ) =  0 , ф'(тг/2) =  0,

(VI. 2.8) 
(VI. 2.9)

где штрих означает производную по полярному углу на плоскости годо­
графа х  и Л2 =  д[п(5 — 1) +  1].

Решение дифференциального уравнения (VI. 2.8) имеет вид

ф =  —В  sin Ах, (VI. 2.10)

где Л =  2k — 1, fc =  1 ,2 ,3 ,....
Следовательно, решение дифференциального уравнения (VI. 2.6) при­

нимает форму

Ф =  Вк7 ^ sin(2fc -  1)х, (VI. 2.11)
к= 1

где 0 > ф >  <̂2 >  <5з >  и

2 п
п 1 -  -y/(n — I )2 +  Ап(2 к — I )2 (VI. 2.12)

Подставляя (VI. 2.11) в уравнения (VI. 2.4), (VI. 2.5), можно получить

х =  ^ Г ^ О с Ь '5'1 \ (VI. 2.13)
к— 1

У =  \
fc=i

(VI. 2.14)

где

ак =  Вк [<5/t sin xsin (2fc — 1)х +  (2А; — 1) cosxcos(2fc — 1 )х ], (VI. 2.15)

bk =  — [<5* cosxsin(2fc — 1)х  — (2к — 1) s in x cos(2fc — 1)х] -(VI. 2.16)



Уравнения (VI. 2.11) -  (VI. 2.15) представляют собой точное решение 
задачи о трещине типа III на плоскости годографа. Заметим, что посто­
янные Вь -  неизвестные константы, определяемые геометрией образца и 
приложенной нагрузкой. Уравнения (VI. 2.13) -  (VI. 2.15) дают также и 
асимптотическое представление физических координат х, у в терминах 
полярного угла х  и интенсивности сдвиговых деформаций 7 при 7 —> оо. 
Данные асимптотические представления необходимо обратить для полу­
чения 7 и х  как функций полярных координат на физической плоскости

Используя соотношения (VI. 2.3), (VI. 1.4), компоненты тензора де­
формаций и напряжений могут быть представлены в форме:

3. Асимптотический анализ

Асимптотическое поведение функции ф(7 , х) ПРИ 7 ~ > 00 непосред­
ственно связано с асимптотическим поведением интенсивности дефор­
маций 7 (г, 9) и полярного угла х (г>$) вблизи вершины трещины г —* 
0. Представим асимптотические разложения интенсивности деформаций 
сдвига и полярного угла в форме:

г, в.

Ъ  =7(n 0)sin(0-x}> 
7б = t ( r , 0) c o s ( 0- x ) ,  
тг =  т(г,в) sin(0 - х ) ,  
те =  т(г,в) cos(0 -  х).

(VI. 2.17) 
(VI. 2.18) 
(VI. 2.19) 
(VI. 2.20)

ОО

(VI. 3.1)

оо

(VI. 3.2)
?:=1

где И <  ti <  t3 <  ... и 0 =  qi <  g2 <  <?з < .....
Величины Cj(0), Xi(^)> и g, -  неизвестные функции, подлежащие 

определению.



Определение степеней асимптотического разложения 
интенсивности деформаций t.

Поскольку х  =  0  при в =  0 ,  из формулы (VI. 3.2) следует, что Хг{@) =  О 
для г — 1 ,2 ,3 ,... при в =  0. Поэтому удобно обратить асимптотическое 
разложение для х  (равенство (VI. 2.13)) и тем самым найти степени раз­
ложения tt. При 0 =  Ог =  х и 7 =  |7У|. Подстановка (VI. 2.13) в (VI. 3.1) 
приводит к выражению

7 Ес> Ea‘7s‘ 1 0 при в =  0. (VI. 3.3)
г= 1

Раскладывая правую часть последнего равенства в ряд при 7 оо 
и удерживая четыре слагаемых в разложении, можно найти

7 =  С ха\' i

+

+

+ С 2аj27 —1)̂ 2

+

1 +  ti (Л217'52“ '51 +  А 31 -у63- 6' +  Л41 'y6i~Sl +  ...) +

— (^ 2 i7 2№“ #l) +  2A 2iA 317 62 +63 ~ 251 +  ...)

Ш  ~ j) + ...) +  ...

+  h  ( A n ib -b  +  +  •••) +

h (h  — 1)

+

+

+

+C'3at137 №_1)t3 [l +  t3 (A n +

+ C 4al47 ({l4,i4 I1 +  U A 2a 62~dl +  - .]  +  -

при 7 —> оо и при 0 =  0, где A m 1 =  am/a 1, m =  2 ,3 ,....
Далее, собирая слагаемые, имеющие одинаковые степени 7 , и прирав­

нивая коэффициенты при них к нулю (учитывая, что U <  ^+1) ,  получим: 
слагаемые первого порядка

(6  -  1 )t% =  1, C ia*1 - 1  =  0, (VI. 3.4)

или

1
h  =  т- ^ - r ,  CiOj1 =  1; (VI. 3.5)

01 — 1



слагаемые второго порядка

№ ~  1)̂ 2 =  (Ф — l)£i +  S2 —
(С  -  2а[2 +  С ^ М и )  7 №_1,‘2 =  О,

или
S2 — <5i
«1 - Г

(VI. 3.6) 

(VI. 3.7)Сг®]2 +  ^i^2i — 0; 

слагаемые третьего порядка 

№  ~  1)*з — (<̂ i — l) ii  +  maa"{2(^2 — Ф), ~  Ф } =  (Si — l)*i +  2(<5г ~ <5i)t
..Л*5! 1)«3 _  QС з^ 3 +  С2а[Ч2А 21 + 21 7'

или
2(52 — Ф) „

Н =  ii 3 т-------—  =  212 — t\,
-  1

Сга\° - t J h -  АЪ =  0 .

(VI. 3.8) 

(VI. 3.9)

слагаемые четвертого порядка

(ф -  1 )t4 =  (Si -  1)Д +  m ax{53 -  Si, 3(<52 -  Ф )} =
=  (Ф — l)ti +  S3 — $i,

■ [С4а\* +  7№~1)f< =  0, (VI. 3.10)

или

tl — t\ +
1 ’

(VI. 3.11) 

(VI. 3.12)

Данная процедура может быть продолжена для отыскания членов бо­
лее высокого порядка малости, что позволяет отыскать степени асимп­
тотического разложения интенсивности деформаций сдвига, например, 
до двенадцатой включительно:

3(^2 — ф)
is — ii +

6̂ — ii +

ф - 1
$2 +  <5з ~ 2(5i

Ф - 1

=  3^ -  2i b

*7 =  *1 +  т  Г ’ 1̂2 — ^

— h  +  U — *i,

S5 - S i
ф - I ’ " "

(VI. 3.13)



Степени асимптотического разложения интенсивности деформаций 
сдвига могут быть непосредственно выражены через показатель упроч­
нения п :

п

*3 — 2t2 — *1, ti

Ч — 3*2 — 2*1, t§

у /(п — I )2 4- 4 п 7 2 — З п  — 1

у/ {п — I )2 +  4п32 — Зп — 1

h

2 (n +  1)

y/(n ~ 1)2 + 4n52 — 3n — 1
2(n +  1)

2̂ +  £4 — t\,

V ( n ~- I )2 +  4n92 -  3n -  1
2(п +  1) 2(п +  1)

Из полученных соотношений видно, что lim Ч =  — 1 для всех значе-
71— » ОО

ний i (что соответствует идеально пластическому материалу).

Определение степеней

Степени д*, фигурирующие в асимптотическом разложении полярного 
угла х  на плоскости годографа, могут быть непосредственно найдены из 
равенства (VI. 2.17). Поскольку

ОО

Х =  ХггЧ‘ (VI. 3.14)
г=1

при г —> 0 , то сомножитель sin(0 — х) может быть представлен в форме 
разложения по степеням г :

sin(0 -  х ) =  sin ( в — xi — £  Xk.rqk ) =  sin(0 -  x i )~
V k=2 /

-  {Х2Г42 +  Хзг43 +  X V 94 +  ••■) cos(0 -  X i ) -

-  (X2r2g2 +  2X2X3rQ2+q3 +  ...) (Uin(0 -  X i)+



Если

т/з =  при г - * °
i=i

7 =  5 3  C i{e)ru при
i=1

0,

то

53 7г1'г*‘ =  sin(6> -  х) 53
г=1 г=1

ИЛИ

7r1V <1 +  7^2V *2 +  7 3̂V*3 +  7r4V*4 +  ... =

r*1 sin(# — Xi) ~  (Хгr tl+?2 +  Хзг<1+93 +  X4?'tl+94
~2 (ХгГ‘1+292 + 2X 2 X3^ '+?2+93 + ■■•) sin(<9 -  x i)+  

+  ^ x lr h+3q2 cos(0 -  x i) +

дг С  2 r t2 sin(0 — Xi) ~  (X2 t̂2+I?2 +  ХзГ*2+1?3 +  ■••) cos(#

-  2 ^ 2r<2+292 s i l l (0  -  X i )  +  ••■ +

+ C 3 [rt3 sin(0 -  Xi) -  (X2̂ 3+92 +  ...) cos(0 -  Xi)j +  
+ C 4 [rt4 sin(0 -  Xi) +  ...] +  ... •

Асимптотический анализ слагаемых, входящих в 
ние, позволяет установить, что

2̂ — t\ +  92) t.3 = t\ + 1ft =  2̂ +  92i 4̂ =

или

(VI. 3.15)

(VI. 3.16)

(VI. 3.17)

+  ...)cos(0 -  x i) -

-  X i )  -

последнее уравне- 

ti H- 94i (VI. 3.18)

Q2 =  12 ~  1̂) 93 — 3̂ — tl, 94 — £4 ~  1̂ (VI. 3.19)



и

Ci sin(# — х\) =  7^ ,  

- С 1Х2 cos(0 -  Xi) +  C2 Sin(6> -  X i )  =  l4 \  

- C i x 3 cos(0 -  x i) -  ~ C i  sin(0 -  x i) -  C2X2 cos{9 -  Xi) +  (VI. 3.20)

+ C 3sin(0 -  x i) =  7r^>
-C iX i  +  c4 s in (0  -  X i )  =  7 r4)-

Равенства (VI. 3.19) могут быть обобщены & =  Ati — — для всех
значений г.

Определение угловых распределений С,-(0), Хг($)

Подставляя (VI. 3.2) в (VI. 2.15) и в (VI. 2.16), можно получить асимп­
тотические разложения величин ак и bk в форме

ОО

(VI. 3.21)
i= i

ОО

(VI. 3.22)

где

ak 1 =  — —  [51 cos 2k\\ -  5£ cos 2(k -  l)x i] , 

a-k2 = ;y X 2Cta(xi).

ak3 =  ^  {хзНыОЫ +  2X2 k2 cos 2fcxi -  5£(k  -  l )2 cos2(fc -  l)x i] } . 

«М = ;yX4pta(Xl),

jxsCbalxi) -  ^X2 [<5fc k3 sin 2k\\ - б £ ( к -  l ) 3 sin 2(/c -  l)x i] +

+4X2X3 [<5fc k2 cos 2kxi -  <5* {к -  l ) 2 cos2(k -  l)x i] | ,



bki =  —Y  [<5* sin2fcxi + 5t  Sin 2(k -  l)xi] , 

bk2 =  -^-XiFkbixi),

h s  =  {xsFkbiXi) -  2^2 [ ^ ^ 2 s in 2 fcxi + t f ( l c  -  l )2 sin 2(k -  l ) x i ]  }  - 

h i  =  -^rX iF kbixi) ,

h 5 = - Щ  jxsFttOti) -  |xi [5fcfc3 cos2fcxi + 6 £ ( k -  l)3 cos 2(k -  l)xi] -  

- 4X2»  [<Vfc2 sin 2kxi +  6 £ ( k - l ) 2 sin 2(k -  l)xi] | ,

5/, =  6k — 2 k +  1, 8£ =  5 k +  2 k +  1,
Fka =  28  ̂к sin 2kxi — 2б£(к — 1) sin2(fc — l) x i ,  
Fkb = 25^kcos2kxi +  2 6%(k — l)c o s2  (к — l) x i-

Используя (VI. 3.1) и биномиальную теорему, ■y5fc~1 можно предста­
вить как

(оо \ —1 оо

£  СгГ1' =  (C lr t ' ) Sk~ 1 £  D klr Ati, (VI. 3.23)

i=1 /  i = l

где

Dki — 1, Dk2 = {8k —

^ 3  =  № - 1) ( ^  +  ^ ^ ) ,  Д м =  ( й - 1) § .

Подстановка (VI. 3.21) -  (VI. 3.23) в (VI. 2.13) и (VI. 2.14) приводит



к следующим асимптотическим разложениям 

г cos 6  — C f1 М *  1̂ 1 [an +  (anZ?i2 +  ai2-Dii) гд<2+

+  (ai\Di3 +  a13D u +  a u D n )  гд<3 +  (an D H +  au D u ) rAu +  ...] +  

+ C f2 V№ 1)fi+t2 [a23D 2\ +  (a2ii?22 +  022- 2̂1 )rAt2 +

+(a2iH 23 +  CL23D21 +  a22D 22)TAt3 +  ...] +

+ C f3 1г№ -1)*1+д4 [a3\D3i +  (a3iZ?32 +  a32D 3i) rAt2 +  ...] +

[a41D41+  ...] +

+ .. . ,

r sin# =  d ' - V 5' - 1»' [bn +  (ЬцГ>12 +  bl2D u ) rAt2 +

+  {biiD u  +  613D 11 +  &12A 2) rAt3 +  (bn D u +  buD u) r Au +  ...] +  

+ c rf*-ir №-i)ti+t» [b2lD21 +  (62lZ?22 +  b22D 2l )rAt2 +

+ {b 2\D22 +  b22D 2i 4- b22D 22)rAt3 +  ...] +

+ С *э-1г №-1)*,+Д, [531Д 31 +  (6з1£ 32 +  b22D 3l ) r At2 +  ...] +

[b41Jc>41 +  ...] +

Собирая слагаемые, содержащие одинаковые степени г, и приравни­
вая коэффициенты при одинаковых степенях г к нулю, получаем алгеб­
раические уравнения относительно функций С ,(0) и Хг($) ■' 

слагаемые первого порядка9

Следует отметить, что нахождение угловых распределений асимптотических разложений ком­
понент тензора напряжений и деформаций в задаче о трещине антиплоского сдвига при использова­
нии метода годографа было предметом исследований в [98], [112], [113]. Если ввести функцию Ф(г, $)

1 дФ дФ
такую, что тТ =  и те =  , и искать решение задачи в виде Ф(1,0) =  -  ̂ 2 Ц г " "+1/ь(® )> то



C f1 гац -  cos в — О,
С 61 ~1Ъп  — sin 0 — 0;

слагаемые второго порядка

C f2 ^ CL21D 21 +  an D i2 +  o i 2 -D n  =  0, (VI. 3.24)
С ( 2 ^ 621 ̂ 21 +  bnD \2 +  612^11 =  0; (VI. 3.25)

слагаемые третьего порядка

С [2 1,1 (®2i ^22 +  ^22̂ 21) +  o,nD\3 +  ЩзТи +  CI12D 12 =  0, (VI. 3.26)
с ? 2 (^21^22 +  2̂2̂ 21) +  b ii- D i3  +  613£ ц  +  Ь\зТ) \2  =  0; (VI. 3.27)

слагаемые четвертого порядка

Cf* <2.31-̂ 31 +  й ц ^ ы  +  014JP11 =  0, (VI. 3.28)
c f 3 ^бзхЛз! +  611Л 14 +  быЛц =  0; (VI. 3.29)

слагаемые пятого порядка

С *2 151 (<221Д 2 3  +  422D22 +  CL23D21) +
+ai]Z)i5 +  CI12-D13 +  CL13D12 +  CI13.D11 =  0, (VI. 3.30) 

C j2 Sl (621^23 +  2̂2^22 +  2̂3̂ 21) +
+^11^15 +  b^D n  +  613Л 12 +  5хзЛц =  0.(VI. 3.31)

Разрешая последовательно полученные соотношения (VI. 3.24) -  (VI. 
3.30), приходим к функциям

Ci =  Е47 « (в ) ,  (VI. 3.32)
Х4 =  <Зх(О(0), (VI. 3.33)

для первого слагаемого в последнем асимптотическом разложении получено [98], [112]



где Ei — Ei(Bk)), Gi =  Gi(Bk) -  коэффициенты исходных асимптотиче­
ских разложений С, и Xi■ Величины, снабженные знаком , представляют 
собой угловые распределения, которые не зависят от . Множители Ei, 
Gi и угловые распределения 7 W, х ^  определяются соотношениями

G\ — 1,

G2 =  B[h ~m i ~Sl) В2, 
Gi =  b I {S*-1)/{1~Si) B i

G4 = Bz,

E1 = B[
Eo — В B 2,

(2<52 —1)/(1—<5j) r 2 
2 >

(VI. 3.34)

v(D -

<5f +  1 -  (<52 — 1) cos 2 \ i 1/(2(1-S,))

arctg —(n +  1) ctg 6 +  \/(n — l )2 ctg2 0 +  4n

-(2) =  (7(1))'*2 (<52 -3 ) c o s (6 » -4 x 1)-(< 5 2 -r3)cos(6> +  2x1)
2(<5i -  1) cos(0 -  2x 0

-(2) =  (7(1))fz 151 № -3 )s in (fl -  4yi) -  (<52 +  3)sin(6> +  2xi) 
2(<5i -  1) cos(0 - 2xi)

фз) =  _ _ф р
(<5i +  l)cos2 x i -  (<5i -  1 ) 

(фУ)4*-*1
2X2 +  - j "  [2X2 (2<52 sin2xi -  <5? sin4xi)

ф 2)
- №  -  (<*a cos2x i -  #  cos4xi) (ft) (7(2T  

2 Ф » ’

X(3) =  ,A . 1------77------ rr ( (Si + l)x2 sin 2xi+
(Oi +  1 ) cos 2x i  — (ft  -  1 ) I 

(" л,(1) '(Лг—<5] Г
+ — —  | x2 [(<5f<5j -  2<5+<52~) cos4xi +  (2<5f<52_ -  5;t'5 j)cos2 x i] +

yW ) ) фа)
+ (ft  -  1 )^(1) ~ 2̂) sin4xi -  (3^ +  ft )s in 2xi) j  | -  № -  l)X2^ y .



7 (4) _  (у (1)У3 (63 -  5) cos 4xi -  {6з +  5) cos 6x 1

X

у&) =

2(5i -  1) cos (0  -  2 x i )

(4) _  (7 (1))'5з_г1 (63 -  5) sin(9 -  6x 1 ) -  (S3 +  5) sin(0 +  4 * i)
2(S, -  1) cos (0 -  2x i)

(yd,)Si

8г cos(2xi -  6») -25Гх (2)Х(3)- ( 7 {1))Й
y(3 )

■7(1)

+
6 2 - 2  fy<

(S2 cos2xi -  # c o s 4 x i)  +  ^ R 2 +2 y d )

i  [ х (3)Я 2 +  2 ( x (2)) 2 (4^2 co s 2 x i -  SXc o s 4 x i) ]  | -

(2) y(Qy(3) № _  2)(Sl -  3) ( t (2))
v(D ( W

^(5) = ~ Jfcosfixi — в) H  {* {2))3 5' C0S(2Xl ~ в) ~ 6 Т SiD(2Xl “  в)+

+  (7(1))

62 — 17I2) 
2 7 (1)

2̂—Si j 62 1 7(3) 62 ~ 2 /  7(2)
7 (1) +  2

f v
7 (1) ) [<52 sin(4xx -  0) +  6% sin(2xi +  0)] -

Xi2)S2 +  ^ { x (3)<S2 -  2 (x (2))2 [4<52 sin(4xi -  0)-

sin (2x i +  в)} }  j  + \  ^  ( 1 ц )

- n y X (3)5 i  -  2<5f ( x (2)) 2sin(2xi - 0)1 ,

X(2)5x -

где

Rk =  2 S^ksin2 (k — l )x i  — 25^(A; — 1) sin 2/cxi,
5* =  28^k cos(2fcxi — #) — 2<5̂ (k — 1) cos [2(k -  l )x i  +  в ] , 
k =  1 ,2 ,3 ,....

Подставляя асимптотические разложения для интенсивности дефор­
маций 7 и для угла х  (VI. 3.1) и (VI. 3.2) в выражения (VI. 2.17), получим 
следующие асимптотические разложения для у@, г  и тр, представленные 
с помощью физических координат (г, в)

7/5 =  ^ E a f r tx, Р =  г,в, (VI. 3.35)
г=1



т =  а~1/п Е *
г=1

f « ) r s (VI. 3.36)

т0 =  а  1 / п Е Л г̂ ^ ,
г=1

/з = г,е, (VI. 3.37)

где А, =  Ai(Bk),

A i =  В[
— ^ H "n( 2̂“-1 ) /( (1 —&l)n) 

  р1Н-2п(<5з—1)/((1—Si)n)A 3 -  B\

А л =  В l+n(i53-l)/((l-i5i)n)
1

B {
B3,

,2+n(<52—1)/((1—$i)n)

В (VI. 3.36) и (VI. 3.37) s* =  (ti/n) -b A ti. Угловые распределение 
асимптотических разложений для у  У  определяются соотношениями

7 ? } = 7 (1)Ф/зь

7д2) =  7 (1)Ф/32 + 7 (2)Ф/ЗХ1 

7 3̂) =  7 (1 )Ф/зз +  7 (3)Ф/п +  7 (2)Фд2 , 

1 {q ] =  7 (1 )Ф/34 + 7 (4)Ф дь
,(5) _ 7 (1 )Ф/35 +  7 (2>Ф/зз +  7 (3)Ф/92 +  7 (5)Ф/31

где

ФГ1 == sin(# -  x i), 
Фг2 =  - X 2cos(i9 -  Xi),

Ф r.3 — — xiХз cos(6> -  Xl) +  7Г sin(# -  Xl)

Фг4 =  -X 4C O S (0  -  Xl),
,~3

Фг5 =  - X 5 C os(6» -  Xl) +  у  c o s ( 6» -  Xl) -  X2X3sin(0 -  Xl),



Ф<п =  cos(6> -  x i) , 

§в2 — Х2 sin(# — x i),
xlФ<?з =  Хз sin(0 -  x i)  -  у  cos(<9 -  x i) ,

Ф<?4 =  X4sin(0 -  xi),
xl

Ф г5 “  X 5 sin(6> -  X l )  -  у  Sin(6> -  X l )  -  X 2X 3 c o s ( 9  -  X i ) -

0 )Функции fW  и fg  определяются выражениями

fW  =

К И~Л2)

р(3)

М

-Ль)

1
п

( у ч )

4  И '
4 ( 7<«)

(1-п)/п
7

1 /п -у(З)
7 (1)

(1—п)/п ,

Т
1 /п

гу(ь)

+
п (  7

2n V 4 1)

/(2)

(4)

1 —
2гг 7 W

f (D
ТР =  4 >Ф/Й
f (2)
р =  4 Ф̂/32 + 'Г̂ 2)ф̂ 51

f (3)
тр =  т )ф/зз + Т(3)Ф/31 +  4 2)ф ,2 ,

ТР — 4 ^Ф/34 + Г(4)Ф/31
0Ь)
р =  4 ^Ф/?5 + 4 2)Фда + ^ Ф / И  +

Угловые распределения компонент тензора напряжений (коэффици­
енты асимптотических разложений для компонент тензора напряжений), 
определяемые последними равенствами, показаны на рис. 30 -  35. Под­
ставляя выражения для Ск{0), Хг($) и к в равенства (VI. 3.5), (VI. 3.6), 
(VI. 3.8) и (VI. 3.11), легко можно видеть, что эти уравнения выполня­
ются, а коэффициенты разложения 74  принимают форму

7 W =  Ек(Вь )у ^ (в ) . (VI. 3.38)



Подстановка выражений для 0^(6), 7^  и Xk в (VI. 3.20) приводит к тож­
дественному выполнению этих уравнений.

Коэффициент А\ может быть связан с инвариантным J —интегралом:

1 л1' " !  3  У ' ' " 11 Г !г (п + 1 )
Л1- а UwsJ ’ /n = ( V L  339)

Выразим степени асимптотических разложений компонент тензора 
напряжений Sj ■— (t\/n) +  Д ti — <, — П(1 -  1Дг) через показатель степен­
ного закона п :

1 V ( п ~  I )2 +  4п32 — п — 3
Sl п +  1 ’ 52  2(n +  1)

л/(п  — I )2 -f 4п52 — п — 3
53 =  2«S2 Sl, 54 =  —7 j гг ,

2(n +  1)
S5 =  3fi2 — 2 s j ,  Sg =  S 2 +  S4 — Sl,

i / ( n  — I )2 4- 4n72 — n — 3 (n — I )2 -f 4n92 — n — 3
57 _  2(n + 1) S l2 _  2(n +  1)

Графическое изображение зависимостей степеней асимптотических 
разложений компонент тензора напряжений как функций от показателя 
степенного закона представлено на рис. 29.

Из последних соотношений видно, что

lim  Si = 0.
п —*оО

Перемещение можно легко получить, интегрируя уравнение yr =  dw/dr :

ОО

W =  5 2  £дш(/с)(0)г^+1 +  шд , (VI. 3.40)
t=i

где =  7 /{tk +  1) и ~ перемещение тела как твердого тела.



Р и с . 29 . Граф ики зависимости степеней асимптотического разложения напряжений 
в зависимости от  показателя степенного закона, связывающего деформации и напря­
жения (точное решение)

Метод годографа, используемый в данной задаче, позволяет постро­
ить аналитическое решение задачи о неподвижной трещине антиплос­
кого сдвига (типа III) в упругопластическом материале в пластической 
области и найти не только главные члены асимптотических разложений 
компонент тензора напряжений и деформаций, но и построить слагаемые 
более высоких порядков и определить при этом как показатели степеней 
асимптотических разложений, так и найти их коэффициенты аналити­
чески.

4. Задачи
1. Докажите справедливость равенства для функции fi(0 )  в формуле 

(III.3.25).
2. Постройте график этой функции как функции полярного угла на 

физической плоскости и сравните с численным решением нелинейного 
обыкновенного дифференциального уравнения для данной функции.

3. Обоснуйте выражение (VI. 3.39) для коэффициента А\.



Р и с . 3 0 . Угловые распределения и интенсивность напряжений для п =  3



Р и с . 32 . Угловые распределения г ®  для п =  3



Р и с . 34. Угловые распределения fg1'1 и для п =  5



VII. Собственные значения в задаче о непо­
движной трещине антиплоского сдви­
га и остром вырезе в материале со сте­
пенными определяющими уравнениям

1. Постановка задачи. Основные уравнения
Рассмотрим острый вырез с раствором 2а в бесконечной плоскости, 

находящейся в условиях продольного сдвига. Уравнения равновесия и 
условие совместности деформаций в этом случае принимают вид

дтГ2 1 1 дтвг d~iez , 1 dlrz 1 n т т7  , ^
-х — +  - ttz Н хх- =  0, — х— "i НБ =  0. (VII. 1.1)or  г г дв д г  г дв г

Определяющие соотношения представляют собой степенную зависи­
мость, связывающую деформации и напряжения (в зарубежной литера­
туре для такого типа определяющих уравнений принято название урав­
нений Рамберга -  Осгуда):

7гг =  ~Втп~1тГ2, 7<?г =  | Втп~1твг, т 2 =  3 (т2г +  т|г) , (VII. 1.2)

где т -  интенсивность касательных напряжений; показатель упрочне­
ния п и В  -  постоянные материала. Будем предполагать заранее, что 
компоненты тензоров напряжения и деформации отнесены к tq и 70 со­
ответственно, где го -  предел текучести материала и 70 -  значение де­
формации, соответствующее этому пределу.

Введение функции напряжения Ф(г, в) такой, что

19ф 9Ф п т  ч !
д а .  т , !  =  ( v n u >

приводит к тождественному удовлетворению уравнения равновесия.
Оставшееся условие совместности деформаций определяет уравнение 

для потенциальной функции Ф(г, в). Решение этого уравнения в окрест­
ности вершины трещины или острого выреза можно искать в виде асимп­
тотического разложения по степеням малого параметра г :

Ф М )  =  г3Ь ( в ) + г 1Ь (в) + s < t  (VII. 1.4)

Найдем главный член асимптотического разложения (VII. 1.4)

Ф(г,9) =  г$М в ). (VII. 1.5)



В соответствии с (VII. 1.3) компоненты тензора напряжения в окрест­
ности вершины трещины представляются в форме:

4j (r , в) =  rs-1;Fy (0). (VII. 1.6)

Подставляя (VII. 1.5) в (VII. 1.3) и последовательно в (VII. 1.2) и 
(VII. 1.1), можно получить нелинейное обыкновенное дифференциальное 
уравнение для функции f i ( 6 ) :

Л- (М Л )2 +  52/т )  +  Л {C i ( /О 2 +  С2/ 2) -  О, (VII. 1.7)

где

Ci =  s(n  — l)(2 s  — 1) +  s2, C2 =  s3(n — l) (s  — 1) +  s4. (VII. 1.8)

Вместе с граничными условиями уравнение (VII. 1.7) определяет нели­
нейную задачу на собственные значения s, где собственная функция 
Д (0, п) должна удовлетворять граничным условиям (граничные условия 
обсуждаются ниже). Заметим, что, поскольку поток энергии, поступаю­
щей в вершину трещины, должен быть ограниченным, собственное число 
s должно удовлетворять неравенству

s >  (VII. 1.9)
п +  1 v '

Имеются три типа граничных условий, которые могут быть сформу­
лированы на берегах трещины или острого выреза:

(A ) условия отсутствия поверхностных условий на берегах трещины:

fi\e=±(ir-a) = 0 ;  (VII. 1.10)

(B ) условия на жестких (закрепленных) поверхностях (в задачах с 
жесткими включениями), когда условие 7гг|б>=±(тг-а) ведет к требованию

Л |в=±(,-а)=0; (VII. 1.11)
(C ) смешанные граничные условия, когда один из берегов трещины 

свободен от поверхностных усилий, а второй жестко закреплен

fl\e=—(w-a) =  0, f[\e=(ir-a) =  0- (VII- 1.12)

В частном случае линейно упругого материала (n =  1) уравнение 
(VII. 1.7) принимает простую форму

f i  +  s2f x =  0. (VII. 1.13)



Из общего решения последнего уравнения легко можно найти соб­
ственные функции и собственные числа:

(Л) для условий отсутствия поверхностных условий на берегах тре­
щины:

(В ) для условий на жестких (закрепленных) поверхностях (в задачах 
с жесткими включениями):

Следует заметить, что в силу линейности задачи при п =  1 суперпози­
ция собственных функций является решением задачи, что, естественно, 
не справедливо в нелинейном случае.

Из (VII. 1.14) следует, что при к =  1 и а =  0 собственное число, отве­
чающее главному члену асимптотического разложения для случая тре­
щины равно s — 1/2. Аналогичным образом можно установить, что для 
а =  7г/2 (полуплоскость) наименьшее собственное число (к =  1) опреде­
ляется равенством s =  1. В соответствии с (VII. 1.6) поле напряжений 
регулярно в отличие от предыдущего случая, когда поле напряжений 
в окрестности вершины трещины сингулярно. Тоже собственное значе­
ние получается для к =  2 и а  =  0. Соответствующая собственная функ­
ция является угловым распределением (коэффициентом) второго члена 
асимптотического разложения компонент тензора напряжений. Решение 
(VII. 1.16) для смешанных граничных условий ведет к собственному чис­
лу s =  1/ 2, если к =  1, а =  0 (доминирующее решение для случая тре­
щины). Для к =  1 а  =  я /2  получаем s =  1/2, тогда как для комбинаций 
к =  1, а  —  3 7 г /4  и  к =  2, а  =  7 г /4  собственное число равно s =  1.

2. Собственные значения

(С ) для смешанных граничных условий:

Л (б )= А [с о 8(50) +  ( - l ) fc+1sin(s0)l , 5 =  г^ , к =  1,2, ../VII. 1.16)
4(я — а)

Аналитическое выражение для собственных значений задачи на соб­
ственные значения для дифференциального уравнения (VII. 1.7) с крае­
выми условиями (VII. 1.10), (VII. 1.11) или (VII. 1.12) можно получить с



помощью методов теории возмущений. С этой целью собственное число 
s представим в форме

s =  s0 +  £, (VII. 2.1)

где so относится к линейной, "невозмущенной" задаче и £ -  отклоне­
ние собственного значения от значения линейной задачи, обусловленное

юнелинейностью
Представим показатель упрочнения п и функцию напряжений f\(9) 

в виде

п =  щ +  гщ + е п2 +  ...

W )  =  +  е ^ \ в )  +  e2f [ 2){9) + ...

(VII. 2.2)

где по и /1°\в) относятся к линейной задаче.
Подставляя (VII. 2.1) и (VII. 2.2) в уравнение (VII. 1.7) и собирая 

слагаемые с одинаковой степенью п, получаем следующую систему ли­
нейных обыкновенных дифференциальных уравнений:

-1 .
( / i (0)) ,, +  so/i(°) =  0,

( / i (1))  +  so/i(1) ~  so M s o  -  1) +  2] f[°\

+ / 2(0)

(VII. 2.3)

1 
1

<мo'з+ 1

ьо

с 2 ( / Г ) 2
1

~~2 ’ 
4

где

C\ =  n i(4s0 -  1) +  n2.so(2s0 -  1) +  1, C l -  So -  1) +  nx\.

10Таким образом, необходимо найти весь спектр собственных значений сформулированной за­
дачи на собственные значения. Следует отметить, что достаточно долго интерес исследователей 
вызывало построение высших приближений в асимптотических разложениях полей напряжений 
и деформаций в окрестности вершины трещины, по заданному главному члену асимптотического 
разложения -  решению Хатчинсона -  Райса -  Розенгрена [53], [54], [88], [92], [93], [113], [115]. Но 
сейчас отмечается необходимость нахождения всего спектра собственных чисел. Так, концепция 
маломасштабного пластического течения и связанного с ней асимптотического граничного условия 
в бесконечно удаленной точке и необходимость более тщательного исследования асимптотики даль­
него поля напряжений и, следовательно, определения других собственных чисел в разложениях ' 
напряжений по собственным функциям, является предметом дискуссии в [71].



Первое уравнение описывает линейную задачу, решение которой для 
различных граничных условий, сформулированных ранее, известно. Ис­
пользуя это решение, можно легко определить решения следующих урав-

предположение, согласно которому секулярные слагаемые должны исче­
зать в решении, получаем последовательность условий для определения 
Щ,П2 , . . . .  В результате первое из уравнений системы (VII. 2.2) в случае, 
когда so ф 1 /2 асимптотическое разложение для показателя упрочнения 
принимает вид

откуда может быть найдена следующая аналитическая зависимость соб­
ственного числа s от показателя упрочнения п :

Для so — 1/2 асимптотическое разложение показателя упрочнения 
принимает форму

В частном случае so =  1 собственное число s не зависит от значения 
показателя упрочнения п s =  sо =  1. Несмотря на то, что асимптотиче­
ское представление (VII. 2.4) в этом случае не является справедливым, 
значение s =  Sq =  1 содержится в (VII. 2.6).

нений, последовательно находя функции f [ V>, f [ 2\ .... Принимая обычное

s S (VII. 2.4)
S S* s — 1

где

(VII. 2.5)

s
(n +  l ) s 20 +  ( n -  l ) ( 2s0 -  1) 

2n (2so -  1)
(VII. 2.6)

+
а/ ((п +  l)sg +  (n -  l ) ( 2s0 -  I ) )2 -  4n2So(2s0 -  1) 

2n (2s0 — 1)

п — 1 —
s0 -  1

1
s -  1’

s
(VII. 2.7)

что эквивалентно равенству
п

(VII. 2.8)



Таким образом, формулы (VII. 2.6) и (VII. 2.8) полностью определя­
ют собственное число s нелинейной задачи, если собственное число so 
известно (выбрано из каких-либо дополнительных соображений). Зави­
симость s от so для различных значений показателя упрочнения показа­
на на рис. 36 -  38.

Р и с . 36 . Угловые распределения тр для п =  1000, So =  1 /2  в случае трещины со 
свободными о т  нагрузок берегами

Р и с . 3 7 . Угловые распределения тр для п =  1000, s0 =  1/ 2  в случае трещины а — 0 
с жесткими берегами



Р и с . 3 8 . Угловые распределения Тр для п =  1000, So =  1 /2 . Случай смешанных 
граничных условий, а =  7г/2

3. Условие разрешимости

В настоящем параграфе рассматривается более общий подход ис­
следования собственных значений задачи, основанный на формулировке 
условия разрешимости краевой задачи для неоднородного обыкновенно­
го дифференциального уравнения. Данный метод может быть использо­
ван для решения задач о трещинах нормального отрыва и поперечного 
сдвига.

Следует отметить [21], что в процессе использования методов возму­
щений возникают совокупности задач, которые должны решаться после­
довательно, одна за другой. При этом задача первого порядка обычно 
оказывается однородной, в то время как задачи высших порядков бу­
дут неоднородными, но линейными. Если соответствующая однородная 
задача имеет нетривиальное решение, то неоднородная задача не будет 
иметь решение, если только не окажется выполненным соответствующее 
условие разрешимости.

Для того чтобы найти условия разрешимости в общем случае, вос­
пользуемся идеей обращения к сопряженной задаче. Рассмотрим крае­
вую задачу для неоднородного линейного обыкновенного дифференци­
ального уравнения второго порядка

Р2{х )у" +  Р\{х)у' +  ро(х)у =  д (х ), a < x < b , (VII. 3.1)



(VII. 3.2)
«п у '(а ) +  а 12у(а) +  апу'{Ь) +  а и у(Ь) =  0ц

« 2 1у'(а) + а 22у{а) +  а 2зу\Ь) +  a 2i y(b) - 02, 

где граничные операторы линейно независимы, т.е. матрица

О ц  « 1 2  а д з  « 1 4  

« 2 1  « 2 2  « 2 3  « 2 4

имеет ранг 2, и, следовательно, существует по крайней мере одна невы­
рожденная матрица размером 2 x 2 .  Иначе говоря, по крайней мере один 
из определителей

Ли =

Д 23

«11  «12  

« 2 1  « 2 2

0 1 2  « 1 3  

« 2 2  « 2 3

Д13 =

^24 —

« 1 1  « 1 3

«21 023

« 1 2  « 1 4

« 2 2  « 2 4

Д14 —

Д34 =

« 1 1  « 1 4

« 2 1  « 2 4

« 1 3  « 1 4

« 2 3  « 2 4

отличен от нуля.
В общем случае граничные условия могут быть смешанными (или 

неразделенными) (т.е. содержать значения искомой функции и ее про­
изводной на обоих концах отрезка [а, 6].) Учитывая граничные условия 
исследуемой задачи (VII. 4.2), рассмотрим случай, когда определитель 
Д 24 ф 0. Разрешая уравнения (VII. 3.2) относительно у(а) и у(Ь), можно 
получить

где

у{а) =  у и у '(а ) +  712у ’ (Ъ) +  6ц 

у(Ь) =  721 У1 (а) +  722 у'(Ь) +  5ц

(VII. 3.3)

Al4 Д 34 ^12
7п  ~ - 7Г~’ 'I'12 = ~ д— ’ 'I'21 = л— • З'22

А 2 4  А 2 4  А 24

А 23
Д 24’

/3 l« 2 4  — /? 2 « 1 4

*24
/32«  12 -  А  «22

^24

Для нахождения условия разрешимости в общем случае воспользуем­
ся идеей обращений к сопряженной задаче. Умножим дифференциальное



уравнение (VII. 3.1) на функцию и(х), которую называют сопряженным 
решением, подлежащим определению в ходе дальнейшего исследования. 
В результате получим

р2иу" +  р\иу' +  роиу — ди, а <  х <  b. (VII. 3.4)

Почленное интегрирование этого соотношения от а до Ь (по отрезку, 
на котором разыскивается решение краевой задачи) дает

6 ь ь ь
J  p2uy"dx +  J  p\uy'dx +  J  p0uydx — J  gudx. (VII. 3.5)
a a a a

Далее, интегрируя по частям первые два слагаемых, после ряда пре­
образований можно получить

ь
J  \Р2и" +  (2р'2 -  P i )  и' +  (Ра -  p'l +  Ро) и] ydx +

а
ь

+  {р 2иу' +  [(pi -  р'2)и -  р2и'} у}\ьа =  j  gudx. (VII. 3.6)
а

Приравнивая нулю подынтегральное выражение в левой части по­
следнего равенства, получим дифференциальное уравнение относитель­
но функции и :

р2и” +  (2р'2 -  pi) и! +  (р'з -  р[ +  Ро) и =  О, (VII. 3.7)

которое обычно называют сопряженным по отношению к однородному 
уравнению (VII. 3.1). Однородное дифференциальное уравнение, соот­
ветствующее (VII. 3.1), называется самосопряженным, если оно совпада­
ет с сопряженным ему уравнением (VII. 3.7). Эти уравнения совпадают 
в том случае, если справедливы равенства

2р'2 - P i =  Pi, Р2 -  Pi =  0 (VII. 3.8)

или

р\ -  А - (VII. 3.9)



При этом однородное уравнение, соответствующее (VII. 3.1), имеет вид

Р2У" +  P W  +РоУ =  (VII. 3.10)

Для того чтобы найти вид граничных условий, необходимых для за­
мыкания сопряженной задачи, рассмотрим однородную задачу, соответ­
ствующую (VII. 3.1), (VII. 3.2), т.е. положим д =  0 и ф =  0, 62 =  0. 
Тогда соотношение (VII. 3.6) примет вид (в случае самосопряженного 
уравнения)

{Р2 [иу' -  и'у}} =  0.

Используя равенства (VII. 3.3), последнее соотношение можно преоб­
разовать к следующей форме

[~ 72iP2 {b)u\b) -  р2{а)и(а) +  7пр2{а)и\а)} у1 (а) +
+  [р2{Ь)и(Ъ) -  Ъ 2Р2{Ь)и'{Ь) +  j i 2P2{a)u\a)} y'{b) =  0.

Выберем граничные условия сопряженной задачи таким образом, что­
бы коэффициенты при у'{а) и у'(Ь) обращались в нуль каждый в отдель­
ности:

р2{а)и(а) -  7пр 2(а)и'(а) +  {Ь) =  0,
(VII. 3.11)

р2{Ъ)и(Ь) +  712р2{а)и'{а) -  722р2{Ь)и'{Ъ) =  0.

Таким образом, функция и представляет собой решение краевой за­
дачи для уравнения

р2и"  +  р2и! +  рои =  0 (VII. 3.12)

с граничными условиями (VII. 3.11).
Определив сопряженную задачу, вернемся к исходной неоднородной 

задаче (VII. 3.1), (VII. 3.2) с тем чтобы найти вид соответствующего 
условия разрешимости. Поскольку функция и удовлетворяет уравнению 
(VII. 3.12), выражение (VII. 3.6) принимает вид

6
{р 2 [и у '-и 'у } }  К  =  J g u d x . (VII. 3.13)



Поскольку решение сопряженной краевой задачи и удовлетворяет 
граничным условиям (VII. 3.2), то последнее соотношение может быть 
представлено как

ь
6iP2(a)u'(a) — 52p2{b)u\b) — J  gudx. (VII. 3.14)

a

Равенство (VII. 3.14) является искомым условием разрешимости, где 
и представляет собой решение сопряженной краевой задачи.

4. Приложение к исследуемой проблеме
Возвращаясь к краевой задаче для неоднородного линейного обыкно­

венного дифференциального уравнения

/ "  +  4 f i  =  ~ so M so -  1) +  2] /о, (VII. 4.1)
fi(0  =  ±тг) -  О, (VII. 4.2)

легко установить, что это уравнение является самосопряженным, по­
скольку в данном случае рг =  П Pi — 0 и р '2 =  Рь а условие разре­
шимости формулируется следующим образом

7Г

J  gudd =  О, (VII. 4.3)
—7Г

где д -  правая часть уравнения (VII. 4.1):

д(в) =  - s o  N ( s 0 -  1) +  2] /„ (0 ), (VII. 4.4)

функция и есть сопряженное решение, совпадающее с функцией / 0(в). 
Ограничиваясь изучением нечетных ш, имеем в качестве сопряженного 
решения

и =  cos sod. (VII. 4.5)

Выполняя несложные вычисления, можно найти, что условие раз­
решимости удовлетворяется только за счет выбора коэффициента щ  =
— 2 / ( 5 0  —  1 ) .

Проводя аналогичные рассуждения для функции / 2(6*), можно за­
ключить, что условие разрешимости (VII. 4.3) и вид сопряженного ре­
шения (VII. 4.5) в этом случае сохраняются. Однако в качестве правой



части д(в) необходимо взять правую часть дифференциального уравне­
ния относительно функции /2(6 ) :

д(в) =  -  [(п2/ ' 2 +  / 02) / "  +  (С 2/,)2 +  С 2/ 2) /о] / s 2. (VII. 4.6)

Вновь проводя необходимые вычисления, можно установить, что усло­
вие разрешимости выполняется лишь при n2 =  (4s0 — l)/(so (so  ~  ^)2)- 

Обобщая полученные результаты для произвольного коэффициента 
щ , можно найти

ОО

1 S° п — 1 +
оо /  Ч к , оо /

— 1 . \ Sn — S , /  So — 1 “  I  SO — 1<S() * \S0 S * J  So 1 V 50

=  — i * (VII. 4.7)
s — s* s — 1

где s* =  Sq/ ( 2 s 0 -  1).
Разрешая полученное уравнение относительно s, можно найти зави­

симость собственного значения от показателя нелинейности материала 
п и от собственного числа, соответствующего линейной задаче so :

_  n (s 0 ф  ~~ (S° — I
2n (2s0 -  1)

(VII. 4.8)

y j [n(#Q +  2s0 -  1) +  (s0 -  l )2]2 -  4n2sj)(2so -  1)

+  2n (2s0 -  1) '

В случае, когда so =  1/2, асимптотическое разложение для показате­
ля нелинейности материала принимает вид

оо / \ к

п =  1  f _  у ' ( _ = £ _ )  =  - -  (VII. 4.9)
So — 1 р *  V So — 1 /  s — 1

откуда получаем хорошо известную зависимость собственного числа от 
показателя нелинейности, соответствующую решению Хатчинсона -  Рай­
са -  Розенгрена:

П (VII. 4.10)
п +  1

Таким образом, предложен способ определения собственных зна- , 
чений в задаче о трещине антиплоского сдвига в материале со степенным



определяющим уравнением, основанный на методе возмущений. Следует 
отметить, что подобная задача была рассмотрена в [47] (см. предыдущий 
параграф), где авторы получали выражения для коэффициентов разло­
жения Пк путем исключения вековых слагаемых в решениях уравнений 
относительно функций Д . Однако наличие вековых слагаемых в реше­
нии исследуемой проблемы ничему не противоречит, поскольку решение 
разыскивается на конечном отрезке [—тг, 7г], а не на полубесконечном ин­
тервале (как известно из теории возмущений, именно наличие бесконеч­
ной области и является источником возникновения неравномерно при­
годных разложений -  в данном случае разложений, имеющих вековые 
слагаемые). Второй причиной обращения к решению данной задачи по­
служила невозможность перенесения идеологии, развитой в [47], на слу­
чай более сложных, с математической точки зрения, задач о трещинах 
нормального отрыва и поперечного сдвига. При исследовании этих ти­
пов нагружения тела с трещиной оказалось, что возникают вековые сла­
гаемые двух видов и при исключении вековых слагаемых получались 
два уравнения для определения одной неизвестной величины Пк на к- 
том шаге. Представленный в настоящей работе подход лишен указанных 
ограничений и может быть применен к решению задач о трещинах нор­
мального отрыва и поперечного сдвига.

5. Задачи
1. Получите обыкновенное дифференциальное уравнение относитель­

но функции /[2\в) (см. систему уравнений (VII. 2.3)).
2. Проверьте представление (VII. 2.4).
3. Рассмотрите случай смешанных граничных условий для различных 

значений угла раствора а.



VIII. Собственные значения в задаче 
о трещине нормального отрыва

1. Трещина нормального отрыва.
Постановка задачи

Исследование напряженно-деформированного состояния в окрестно­
сти вершины трещины нормального отрыва в материале со степенными 
определяющими уравнениями

%  =  - 2 ^ Г Ч >  (VIII. 1.1)

где Eij -  компоненты тензора деформаций, Sy -  компоненты девиатора 
тензора напряжений, <те =  (3sy.Sy/2) -  интенсивность напряжений,
В, п -  материальные константы, приводит к необходимости исследова­
ния уравнений равновесия

+  Grr ~  ° 9в -  0, ^  +  - ^  +  2 ^  =  0 (VIII. 1.2)
or г об г or г об г

и условия совместности деформаций

2—  (г^т1\ -  дЧгг +  г д2 {г£вв) (VIII 1 3)
2 д г { г д в ) ~ д в 2 г а г + г  зг* • (v l i l  l -3)

В случае исследования трещины нормального отрыва в предположе­
нии реализации плоского деформированного состояния определяющие 
принимают вид

Сгг =  - £вв =  \ в о Г 1 (атг -  аев) , егв =  (VIII. 1.4)

где интенсивность напряжений определяется формулой

Ug =  3 (arr — ago)2 /4 +  Зи^.

В полярных координатах компоненты тензора напряжений выража­
ются через функцию напряжений Эри F [r, в) в следующем виде

d2F  Л ^ д  f l d F
авв =  ^  =  A F  -  ^ ) • (VIи. 1.5)



Степенной характер определяющих уравнений задачи позволяет об­
ратиться к представлению функции напряжений Эри в виде разложения 
по собственным функциям:

Р (г ,в ) = г х+1/(в). (VIII. 1.6)

Тогда компоненты тензора напряжений принимают вид

Qrr =  1 [(А +  1) /  +  f " ) ,
овв =  rA- JA(A +  1 )/, (VIII. 1.7)
Отв =  - г а_1А /',

условие совместности приводит к нелинейному обыкновенному диффе­
ренциальному уравнению четвертого порядка относительно функции f ( 8 ) :

f j IV { (n  -  1) [(1 -  А2) /  +  f ] 2 +  / е2}  +  ( п -  1)(п -  3) х 

х {  [(1 -  А2) /  +  / " ]  [(1 -  А2) / '  +  / " ']  +  4А2/ ' / " } 2 [(1 -  А2) /  +  / " ]  +  

+(Г» -  ! ) /e  {  [(1 -  А2) / '  +  Г ] 2 +  [(1 -  А2) /  +  / " ]  (1 -  А2) / " +

+4А2 ( / " 2 +  Г Г ) }  [(1 -  А2) /  +  / " ]  +  2 [п -  I ) / 2 х (VIII. 1.8)
х {  [(1 -  А2) /  +  / " ]  [(1 -  А2) / '  +  Л  +  4А2/ 7 " }  [(1 -  А2) / '  +  Л  + 
+ C l (n -  I) / 2 {[(1  -  А2) /  +  / " ]  [(1 -  А2) / '  +  Л  +  4А2/ 7 " }  Г  +  
+ C , f AJ "  -  0 7 е4 [(1 -  А2) /  +  / " ]  +  / е4(1 -  А2) / "  =  О,

где

f l  =  [(1 -  А2) /  +  / " ]  +  4А2/ ' 2,
Ci =  4А [(А -  1)гг +  1], (VIII. 1.9)
<72 =  (А -  1)п [(А -  1)п +  2].

Вместе с граничными условиями отсутствия поверхностных усилий 
на берегах трещины

/( 0  =  ±  тг) =  0, / '( 0  =  ± т г ) =О  (VIII. 1.10)

уравнение (VIII. 1.8) постулирует краевую задачу на собственные значе­
ния: необходимо подобрать собственное число А, ведущее к выполнению 
сформулированных граничных условий.



2. Собственные значения

Аналитическое выражение для собственного значения Л как функции 
от показателя нелинейности материала п и от Ао -  собственного чис­
ла, отвечающего невозмущенной линейной задаче (п -• 1), может быть 
найдено с помощью представления

А =  Ао +  £, (VIII. 2.1)

где е -  отклонение собственного числа А от собственного числа Ао при
изменении п.

П —  1 +  £П 1 +  £ 2П2 +  . . . , (VIII. 2.2)
f (0 )  =  М в ) +  £ /i(0 ) +  е2т  +  ..., (VIII. 2.3)

где / о(0) -  решение линейной задачи (п =  1).
Для функции / о(0) легко получить линейное обыкновенное диффе­

ренциальное уравнение

+  2(Aq +  1 ) / ;  +  (А2 -  1)2/о  =  О, (VIII. 2.4)

решение которого, подчиняющееся граничным условиям отсутствия по­
верхностных усилий на берегах трещины

м в  =  ±тг) =  0, М в  =  ±тг) -  О, (VIII. 2.5)

в линейной механике разрушения обычно связывают с именем Уильямса 
[110].

Общее решение уравнения (VIII. 2.4) имеет вид

/о(0) =  Bi cos[(A0 -  1)0} +  В2 sin[(A0 -  1)0]+ (VIII. 2.6)
+ i?3Cos[(Ao +  1)0] +  В 4 sin[(Ao +  1)0].

Характеристическое уравнение для собственного значения Ао легко 
получается из граничных условий на берегах трещины

sin27rAo =  0, (VIII. 2.7)

Ао =  т/2 , где т  -  целое число.



Используя найденное выражение для собственного значения, можно 
отыскать соотношения между постоянными интегрирования Bj :

jyi 2
Взт — " ВХт =  B 2mi =  i l ,  i 3 ,  i 5 ,

771 +  2
(VIII. 2.8) 

т  —  2
-®3т  — в хт, В^т — ■ ~B2mi 0' 2; ±4 , i 6, ... .

т  +  2

Для случая нечетных т  решение дифференциального уравнения от­
носительно функции /о($) имеет вид (с точностью до неопределенного 
множителя)

fo (6 ) =  ficos(ав) — a  cos{/36), (VIII. 2.9)

где а =  А0 -  1, /3 =  А0 +  1.
Неоднородное линейное обыкновенное дифференциальное уравнение 

относительно fi(9 )  имеет вид

/ Г  +  2(A2 +  1 ) /"  +  (А2 -  1)2Л =  № Хо +  “ °1 +  (VIII. 2.10) 
9о

+ 2 А о /о  — C j / o  +  С 2Х0 +  2 А о й о /о , 

где для краткости приняты обозначения

ао =  1 — А2, хо =  ао/о +  /о г 9о =  х о +  4Aq(/q)2

wo =  ( 4 )2 +  aax ofo +  4Aq(/o )2 +  4Ао/о/о",

Ci =  4Ао [2 +  п\{Ао — 1)], С\ =  2Ао [1 +  тгДАо — 1)].

Граничные условия для функции f\{9) формулируются как

f i (6  =  ± 7 Г ) =  0, f i ( e  =  ± 7Г)=0.  (VIII. 2.11)

Таким образом, для определения функции f\{0) получена краевая за­
дача для неоднородного обыкновенного дифференциального уравнения 
четвертого порядка. Нетривиальное решение данной краевой задачи бу­
дет существовать, если выполнено некоторое условие разрешимости, для 
формулировки которого обычно обращаются к сопряженной краевой за­
даче.



3. Условие разрешимости
Краевая задача для неоднородного линейного обыкновенного дифферен­
циального уравнения четвертого порядка с переменными коэффициента­
ми имеет вид

р4(х )р 1У +  рз{х)<р'" +  р2{х )р "  +  pi(x)ipr +  p0 {x)ip =  д {х ), (VIII. 3.1) 

<р(а) =  /Зь  {а) =  fa, р{Ъ) =  /З3, ip'(b) =  (34. (VIII. 3.2)

Умножение обеих частей дифференциального уравнения на и(х), где 
и(х) -  решение сопряженной краевой задачи, подлежащее определению 
в дальнейшем, приводит к равенству

ь ь ь ь ь

j  р4шр1Уdx + J  рзшр'" dx + J  p2wp"dx + J  piuip'dx + J  powpdx =
a a a a a

(VIII. 3.3)
b

Igudx,
a

которое после ряда преобразований можно представить в виде 
ь

Ч> [(Piu)IV +  (р3и)'" +  (;р2и)" -  (рги)' + р 0и\ dx +/ '
а

+  {р4шр'" -  [(р4и)' -  p3u} ip" +  \{р4и)" -  (рзи)' +  p2u] V?'—(VIII. 3.4)
ь

~ \(Piu)"' -  {Ръи)" +  (р2иУ -  Piu] ip } \xxZba =  J  gudx.
a

Сопряженное уравнение получается путем приравнивания нулю ко­
эффициента при ip в подынтегральном выражении в левой части послед­
него выражения.

(р4и)1У +  0р3иУ" +  (р2и)" -  {ртУ +  pqu — О (VIII. 3.5)

ИЛИ

JVр4и +  (4^4 -  Р з )  и"' +  (6.Р4 -  Зр3 +  р2) и"+
(VIII. 3.6)

+  (4Pi -  Зр3 +  2р'2 -  рх) и' +  (р\у  -  р'" +  р" -  р\ +  р0) U  =  0.



Требование совпадения (VIII. 3.1) и (VIII. 3.6) дает

Рз =  2р'4) Рз =  2p'i Pl =  2р"' -  “ Р3 +  Р2 =  -р Г  +  Ра-

При этом уравнение (VIII. 3.1) принимает вид

р4щ1У +  2р4<р'" +  р2<р" +  (Р2 -  р(Г) р ' +  Pop =  о (VIII. 3.7)

или

d2 (  cPip
+  pop — 0. (VIII. 3 i

Произвольное самосопряженное дифференциальное уравнение чет­
вертого порядка без правой части может быть представлено в форме

d? /  d \ \  d
dx2 I 2 dx2 J ^  dx

A
dtp 

1 dx
+  Л0р  — 0. (VIII. 3.9)

Для отыскания сопряженных граничных условий рассматривают со­
отношение (VIII. 3.4) для однородной задачи:

{р4нр"' -  [(p4u)' -  p3u] р " +  [(р4н)" -  (р3«У +  P2U] р ' -  
-  [(P4U)"' -  (р3н)" +  (р2н)' -  рхи) р  }  1*1* =  0.

Учитывая граничные условия р ( а )  =  щ'{а) =  р (6 )  =  р'(Ь) =  0, мож­
но найти

p4u|x=i,p"'(6) -  [(p4w)' -  р3и] |х=г,р"( )̂ -

-P4^|x=aP"'(a) +  [{Р4иУ ~ Рги] |х=аР"(а) =  0-

(VIII. 3.10)

Сопряженные граничные условия выбираются таким образом, что­
бы последнее соотношение выполнялось при произвольных значениях 
р " ( а ) ,  р " (Ь ) ,  р '" ( а )  и р"'(Ь) :

н(а) =  0, и(Ь) — 0, и'(а) =  0, «'(&) =  0. (VIII. 3.11)

Таким образом, сопряженная краевая задача -  задача для дифферен­
циального уравнения (VIII. 3.5) с граничными условиями (VIII. 3.11).



Для формулировки условия разрешимости неоднородной задачи необ­
ходимо вновь обратиться к соотношению (VIII. 3.4). Используя диффе­
ренциальное уравнение и граничные условия, которым подчинена функ­
ция и, легко установить, что

ь

[piu"<p' — (piU1" +  Зр4и" — р3и") =  J  ugdx (VIII. 3.12)
a

ИЛИ

{PiU''P4 -  P4u'"i33 -  3p'4u"03 +  р3и"(Зз) |I=6-
(VIII. 3.13)

6

-  {p4u"0 2 -  P a u " '(3 \  -  3pl4u”p2 +  vW P \) |x=6 =  J  ugdx.
a

Условие (VIII. 3.13) представляет собой искомое условие разрешимо­
сти, где функция и -  любое нетривиальное решение однородной сопря­
женной задачи. Выбирая в качестве функции и (х ) любое нетривиальное 
решение однородной сопряженной задачи из выражения (VIII. 3.13) мож­
но получить условие разрешимости исходной краевой задачи (VIII. 3.1), 
(VIII. 3.2).

4. Приложение к исследуемой проблеме 
о трещине нормального отрыва

Применение развитой в предыдущем параграфе теории к рассматри­
ваемой задаче о трещине нормального отрыва приводит к следующему 
условию разрешимости

7Г

У  ugdd =  0, и =  /о(0) =  Pcos(ad) — acos(/39). (VIII. 4.1)
— 7V

Правая часть неоднородного дифференциального уравнения относи­
тельно функции / ; {в) определяется выражением

д(0) =  -  ~п) +  2Ло/о -  +  С\хо +  2Л(,а0/о-(VIII. 4 .2) '
9о



Проводя необходимые преобразования, можно установить, что усло­
вие разрешимости краевой задачи для функции fi(d ) выполняется, если

и, следовательно, двучленное асимптотическое разложения показателя 
нелинейности имеет вид

Для функции / 2(в) неоднородное линейное дифференциальное урав­
нение имеет существенно более громоздкий вид:

9о [ f l V +  2(Aq +  1 ) / 2 +  (Aq — 1)2/г] +
+5о ( —■хо +  CI/q — C fx о +  2АоС2/о) +
+ n i {~ £ о  ( f o Vxo +  шо) [—4Ао/оХо +  8Ао(/д)2] +

+5о^о [~4Axq/q — 2Аоао/о/о — 2АоХо/о +  8Ао(/о)2 +  ^Ao/g/g'] +
+2hQx'0 [ — 4 А 0/ о Х о  +  8 А о ( / о ) 2] — 2h0xo [ —2 A o X g / g  — 2 A o / g X g  +  8 А в / о / д ]  +  

+ 4 A q / i o / o  [ — 4 А 0/ о х 0 +  8 А 0( / о ) 2]  — 2 А 0^ о / о  (fo Vx0 +  Ч > )  -  

-2 \ 0g0fofoVxo +  n-Jilxо + 4A0/ig/0 -  4\0goh0fo -  

~ х о (foIVxo +  и/0) [2xoxl +  8 А 0/ 0Л ]  +  д о ^ У Г  +

+доХо \2х'ох\ +  aofgXi  +  aox o f ” +  8А I f  o f ” +  4Ag/g"/| +  4Ag/g/("] +  
+2h0x r0 [2x0xi +  8Ao/o/j'] — 2/ioXo [xo®i +  x'0xi +  4Ag/g/" +  4Ag/g f[]  +  
+4Ag/i0/o  [2x0X! +  +  g0 ( fo Vx 0 +  w0) +  2 h0g0x\ -

- t h l x x  +  4Ag/i05o/( +  f l v goXQx\} =  0,

go =  x l  +  4A^(/^)2, /10 = x 0x() + 4A§/^/^, % = / f  + a0/ i,

2
(VIII. 4.3)

n -  1 -  Y ^ -r  +  0 (£2). 
Ag — I

(VIII. 4.4)

где

/1 =  — ni(/3cosa0 — niacos/30) lncos(0/ 2)+

(2 A o - l) /2

E c o s ( 2  к — l)#  
PA- -  12 k -  1

2A0 -  1 >  0
+П1/З

2A0 — 1 < 0



+ п ф

(2А0- 1 ) /2  .

E sin(2«  — 1 )0  

2 k -  1 ’fc=i
(1—2А0) /2  . , .y-v sm(2fc — 1)0

fc=i 2k

2Л0 -  1 >  О

2Л0 -  1 <  О

sin ав-

( 2 А о + 1 ) / 2  .

Е 55!̂ -  2А» + 1г0
■»1°  -n S L if l  , , ,  , м  С08^ -Е «.+><о2k  — 1

k=1

(2A0+ l ) /2  . , . .E «. + 120
- " 1“  - Й к )/2 . , , ,  ^E 2Ло + 1 < 02 A: -  1k—1

В силу сложности полученного неоднородного обыкновенного диф­
ференциального уравнения относительно функции /г (0) к настоящему 
времени получены лишь следующие асимптотические разложения пока­
зателя нелинейности материала п для различных значений собственного 
числа А0, соответствующего линейной задаче. Однако, используя найден­
ные асимптотические разложения, можно найти оценку для собствен­
ных значений А, отвечающих произвольному п и далее данная оценка 
должна быть уточнена, например, с помощью численного исследования 
исходного нелинейного уравнения. Численные значения коэффициентов 
асимптотических разложений и сами трехчленные разложения показа­



теля нелинейности материала имеют вид:

4 7Q
Ао =  - 5 /2 ,  п =  1 +  - е  — +  0 (е 3),

=  - 3 /2 ,  п — 1 +  - е  +  +  0 ( е г),

4 Q2
А0 =  —1/2, п =  1 +  -£  +  —  е2 +  0 ( е 3),

Ао =  1/2, п =  1 +  4е +  8е2 +  0 (е 3),
51

Ао — 3/2, n =  1 — 4е Н— —е2 +  0 (е 3),
5

А0 =  5/2, п — 1 — - е  +  е2 +  0 ( е3).

Для Ао =  1/2 (что соответствует классической задаче Хатчинсона -  
Райса -  Розенгрена) можно показать, что

( - 1)*
пк =  -

(А0 — 1 )к+1>
^  ОО

п ~ 1 ~  A o - l ^ ( _ A o - l J  =  _ А — 1 ’

оо /  ч к s
1 (  £ \ А

к - 1

А =  —- — . 
п  +  1

Таким образом, получена’ хорошо известная формула, связывающая соб­
ственное число и показатель нелинейности материала.

Для остальных значений собственного значения, соответствующего 
линейной задаче, получены следующие выражения:

, . 3 Aq — 2Aq -  7Aq +  12А§ +  4А0 — 6
Л0 £ “ 2'  П2=  (Л. +  1)(Л„ -  1)4------------ '

, . 3 А§ -  2А‘  -  7ЛЗ +  I0Ag +  4Л0 -  4
П2~ ---------------(Ао +  1)(А0 -  I )4------------ '

Для этих значений необходимо дальнейшее исследование коэффици­
ентов асимптотических разложений показателя нелинейности материала 
Пк для выяснения возможности представления полученных сумм в виде 
бесконечно убывающей геометрической прогрессии.



IX. Поле напряжений у V -образного выре­
за в материале со степенными опреде­
ляющими уравнениями

В настоящем разделе приводится описание нового практического ме­
тода определения показателя сингулярности поля напряжений вблизи 
вершины трещины в материале со степенными определяющими уравне­
ниями11

1. Основные уравнения. Метод решения
Рассмотрим V-образный вырез с углом раствора 7 (рис. 39).

Предположим, что материал подчиняется закону Рамберга -  Осгуда, 
в соответствии с которым в случае одноосного растяжения

11 Данный метод дискретизации клиновидной области был предложен в работе Chen, D.H. Plastic 
stress singularity near the tip of a V-notch/ D.H. Chen, K. Ushijima//Int. J. Fracture. -  2000. -  V . 106< 
-  P. 117-134.

X

Р и с . 39 . Геометрия исследуемой области

(IX. 1.1)



где ао и £о -  предел пропорциональности и соответствующее ему значе­
ние деформации, е0 =  gq/E, Е  -  модуль Юнга, п и а  -  материальные 
константы.

Обобщенное на случай сложного напряженного состояния уравнение 
(IX. 1.1) принимает вид

1 +  z' 1 — 2v 2 а ( ае \ п ~ 1 . ...
Щ  — ^  Sij Н GkkOij +  I ~  ) siji ( I X .  1.2)

где и -  коэффициент Пуассона, вц =  — с г^ ^ /З  -  компоненты девиа-
тора напряжений, <те =  у/2 sijSij/ 2  -  интенсивность напряжений.

Предполагается, что в непосредственной окрестности вершины непо­
движной трещины вклад упругой составляющей в уравнении (IX. 1.2) 
пренебрежимо мал по сравнению с пластическими деформациями и, сле­
довательно, в рамках дальнейшего асимптотического анализа определя­
ющие уравнения можно представить в форме

£ij ~  2 Е  ( о д )  Sij’ (1Х' 1,3)

где приняты во внимание лишь пластические деформации.
Для асимптотического исследования полей напряжений и деформа­

ций вблизи углового выреза или вершины трещины удобно ввести поляр­
ную систему координат г, в с полюсом в вершине трещины. С помощью 
функции напряжений Эри ф(г, в) и ее асимптотического представления

ф(г,6 ) =  КсгоНф^в) (IX. 1.4)

поле напряжений вблизи вершины трещины принимает вид

ar =  K a 0r s~2 | вф{в) +  =  K<j0r s~2ar(6 ),

<?е =  K a 0r s 2 (s (s  -  l)(f>j =  K a 0rs 2ав(в), (IX. 1.5)

тгв =  K a 0rs 2 ^(1 -  s ) ^ J  =  E a 0r s 2f r<>(6>), 

ae =  К  aors~ 2 о  е(в ).

Из условия совместности деформаций можно получить нелинейное 
обыкновенное дифференциальное уравнение четвертого порядка отно-



сительно функции ф(в) :

n { s - 2 ] ' W -
~71—1
°е s(s — 3 )ф — 2

+ n (s  — 2)[n(s — 2) -t-1] < s (2s — 3)ф

й2ф
d(P

д2ф
d№

+ 6( » - 1) М * - 2) +  1 ] ^ ( 5 Г , ^ ) = 0

для плоского напряженного состояния и

{ ^ - n (s _ 2) K s - 2) +  2] j  х

х < а:П— 1 s( 2 — s)</ 4-
сРф
W

- n —1 (IX. 1.6)

+  4(5 — 1) х (IX. 1.7)

x[„(s-2) + W*r )̂=0
для плоского деформированного состояния.

Решения нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений 
(IX. 1.6) и (IX. 1.7) должны удовлетворять однородным граничным усло­
виям

ф(в =  ±(тг -  7 /2 ) =  ^ ( 0  =  ±(тг -  7 /2 ) =  О (IX. 1.8)

-  условиям отсутствия поверхностных усилий на берегах трещины или 
углового выреза.

В силу однородности полученных уравнений можно сформулировать 
условия нормировки вида ф(0) =  1 и при отыскании решений уравнений 
(IX. 1.6) и (IX. 1.7) перейти к начальным краевым задачам, применяя 
какую-либо из схем построения численного решения в сочетании с ме­
тодом пристрелки. Однако, в отличие от задач антиплоского сдвига, где 
метод пристрелки является однопараметрическим, в данном случае он 
является двухпараметрическим -  необходимо подобрать два параметра 
с тем, чтобы выполнялись два граничных условия на берегах трещи­
ны или углового выреза и, следовательно, результаты требуют допол­
нительного обоснования. Далее предлагается подход [55], позволяющий 
преодолеть указанную сложность при построении численного решения



задачи. Для нахождения численного решений дифференциальных урав­
нений (IX. 1.6) и (IX. 1.7), подчиняющихся граничным условиям (IX. 1.8), 
разобьем область —{ж — 7 / 2) <  в <  (л — 7 / 2) на N  равных углов, как 
показано на рис. 40.

Р и с . 4 0 . Разбиение клиновидной области на N  секторов

Внутри каждой из полученных областей обозначим значение интен­
сивности напряжений ае(в) через aei, г — 1,2,..., N  и предположим, что 
внутри каждой из областей интенсивность напряжений является посто­
янной величиной. Поэтому внутри каждого из секторов нелинейные диф­
ференциальные уравнения (IX. 1.6) и (IX. 1.7) становятся линейными и 
могут быть представлены в виде

d4d> d2d>
№ + a 2 df t  +  a4<t>~ ° '  (1Х Л '9)

где

а2 =  [s2 ( —п2 +  6п — 1) +  s (4п2 — 21п +  9) — 4п2 +  18п — 6] /2 ,
(IX. 1.10)

а4 =  n s(s  — 2) [2ns2 +  s(3 — 7п) +  6(n — 1)] /2



для плоского напряженного состояния и

а2 =  s2 ( —п2 +  4п -  1) +  5 (4п2 -  14гг +  6) — 4гг2 +  12п -  4,
(IX. 1.11)

а4 — ns(s — 2)2[n(s — 2) +  2]

для плоского деформированного состояния.
Поскольку уравнение (IX. 1.9) -  линейное дифференциальное урав­

нение, его общее решение представляется в виде линейной комбинации 
четырех экспонент вида где / г -  корень характеристического урав­
нения, с произвольными константами 61, 62,63 и 64. Следовательно, на­
пряжения на границах секторов ва <  в <  вь выражаются следующим 
образом:

Тгва f 6! |
1 СГ$а > =  K a 0r s~ 2A  < 62 1

ТгвЬ 63 I
( CTffb , 1 Ь* J

(IX. 1.12)

^та f 61 1
Ща [ K «a *„ h3 г „ „ _ г)+1 , 1 62 (
Urb Е n(s — 2) +  1 63 [

к ЩЬ , , Ь J
, (IX. 1.13)

где

А  =

s \ f \ eМ* _ s i f xe he“ sxf 2eh(>a —S i/2e

—ssxe^ea -ssie -he*

- h e *

-ss\ e^ a —ssie

-Sifie^o sifie h6b - s xfieh6b sifae heb

ssxeMb ss xe -Мь ss\eMb ss xe -ьеь

, (IX. 1.14)



где Si =  s -  1 и

В

Ъ це^9а /гце hi2e^9a
11cs

Л е/А h i  h e h 0a
ns2 US2 ns2 ns2

hne^ieb Ьце~^вь Ь\2е^ вь hi2e~^9b

h b L h e~hb h i f 2eb<>b
L П52 ns2 ns2 ns2

(IX. 1.15)

где S  — 2 — S2, Лц +  /^  — Л-11, h\ +  / I  — ^ 12i Л-2 +  / l  — ^ 2Ъ  ^2 +  /|  — ^22> 
/ii, h,2 и h3 определяются выражениями

s ,
1̂ =  — s) ’

fi2 =  hi 3(s — 1)[п(5 — 2) +  1], 
Л3 =  1

(IX. 1.16)

для плоского напряженного состояния

h\ — s (2 — s),
h2 =  h i+  4(s -  l)[n (s -  2) +  1],

A . - ?

(IX. 1.17)

для плоского деформированного состояния.
В матрицах (IX. 1.14) и (IX. 1.15) ± Д , ± / 2 -  корни характеристиче­

ского уравнения

/ 4 + аг/ 2 + а4 — 0. (IX. 1.18)

Матрица жесткости d, связывающая напряжения и перемещения на 
границах секторов

(  TrQa Ura

I -CT$a ► =  d  < Щ а

I Tr$b Urb
{  Овь . . u&b ,

(IX. 1.19)

может быть получена из (IX. 1.12) -  (IX. 1.18) и определена как

d  =  ( ^ 2 ----- ^ [n (s _  2) +  l J r ^ - ^ - ^ A B - 1. (IX. 1.20)
othz



Вычисляя матрицы d* для всех N  секторов и учитывая условия непре­
рывности компонент тензора напряжений тгд и ад на границах секторов, 
можно построить матрицу D , связывающую перемещения на всех грани­
цах клиновидных элементов с напряжениями на берегах углового выреза 
или трещины:

Щд 1~г0\в ~-(л -v/2)
ив, 1 — 0"6||б»=-(7Г—7/2)
UT)2 0
Щ, 2 0

... ► : -  <

ит ,1 0
0

Ur,N+1 Тгв\в={тт-у/2)
ue,N+1 ав\в={*-1 m

Учитывая граничные условия на берегах трещины:

Ттб\в=—(тг—~1 /2) 0)
0Д|0=-(тг-7/ 2) =  0, 
'̂ гв\д=(7т—7/ 2) б ■ 
о̂\в—(тг—7/2) 0)

(IX. 1.22)

равенство (IX. 1.21) можно представить в форме

D

U r д ' 0  '

0

U r,2 0

Щ ,  2 0

У =  <

Uf,\ 0

u e ,N 0

U r ,N + l 0

k U e ,N + l 0

(IX. 1.23)



где матрица D имеет вид

( ^12 Д з d \4 0 0 0 0 0 0

^21 “ 22 ^24 0 0 0 0 0 0

Щ х ^32 ^ з з +  d ] x £^34+ V \ 2 d?i3 d f 4 0 0 0 0

^41 ^42 °^43+ ^21 d \ 4 +  d \ 2 ^24 0 0 0 0

0 0 ^31 d-32 <633+  d j i ^34+ d j 2 ■■■ 0 0 0 0

0 0 d l  2 ^ 43+  ^ 2 1 ^44+ <̂ 22 ••• 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 4 - i d f i [ / - k .  O N J N  
a 34 ' a l2  U 13 < 4

0 0 0 0 0 0 < 3 rfN ~ k -  r jN  d N  
u 44 u 22 u 23 <

0 0 0 0 0 0 < d-зз < 4
V  0 0 0 0 0 0 < 1 < 2 < 3 < 4

Система уравнений (IX. 1.23) есть система 2 (N + 1) однородных урав­
нений относительно 2(N  +  1) неизвестных. Для существования нетри­
виального решения этой системы необходимо, чтобы определитель мат­
рицы обращался в нуль. Решив уравнение detD =  0, можно найти ис­
комое собственное значение s. Определив s, можно найти перемещения 
u r, 1) Щ ,\ , ...,Ur,Jv+ii Щ ,И + 1- Далее, используя (IX. 1.20), можно вычислить 
компоненты тензора напряжений на границах секторов.

Из анализа поля напряжений можно ожидать выделения двух типов 
решений, соответствующих симметричной и антисимметричной дефор­
мации относительно линии продолжения трещины (относительно луча 
6  =  0 ). Поэтому при применении данной схемы расчета необходимо до­
бавить дополнительные условия, задающие тип нагружения.

Как видно из (IX. 1.20), для вычисления матриц d\ г =  1,2, ,.,N  
необходимо знать интенсивность напряжений сге*. Однако это значение 
невозможно определить заранее в начале вычислений. Поэтому для вы­
числения значения д ег в каждом из секторов можно воспользоваться ите­
рационным процессом, суть которого заключается в следующем.

Сначала предлагаемый метод определения собственного числа s при­
меняется для линейной задачи п =  1. В этом случае, как это видно 
из (IX. 1.20), величина интенсивности напряжений не оказывает вли­
яния на элементы матрицы d\ В результате вычислений определяются 
поля перемещений и напряжений. Затем полагают п =  щ  >  1 и при вы­
числении матрицы d ’ используются значения aei, полученные для п =  1. 
Далее вновь вычисляются значения aei до тех пор, пока не будет достиг­
нута требуемая точность. Погрешность вычисления a ei на j - t o m  шаге



итерации e ( j )  определяется как

(IX. 1.24)

2. Задача Хатчинсона -  Райса -  Розенгрена

Естественно применить описанную технику расчета для получения 
собственных чисел задачи Хатчинсона -  Райса -  Розенгрена,12 поскольку 
собственные числа, отвечающие данной задаче, и распределения компо­
нент тензора напряжений для различных значений показателя нелиней­
ности материала известны.

Проведенные вычисления показывают, что удовлетворительная точ­
ность достигается при N  >  30. Например, собственное значение s, най­
денное для N  =  30, 60 и 120, равно 1.7497, 1.7498 и 1.7500 соответ­
ственно. Таким образом, данная техника дает результат с относитель­
ной ошибкой менее чем 0.02% по сравнению с точным решением s =  
(2п +  l ) / ( n  +1 ) .  В ходе итерационного процесса значения интенсивности 
напряжений внутри каждого из секторов определяются уже на седьмом 
цикле Ncycie =  7. Ошибка вычислений, например для N^de >  13, меньше, 
чем 10-4 .

На рис. 41 -  45 представлены угловые распределения компонент тен­
зора напряжений, полученные в результате вычислений по предлагае­
мой схеме. Из представленных рисунков видно, что угловые распреде­
ления компонент тензора напряжений, полученные описанным методом 
дискретизации изучаемой области (обозначенные на графиках точками), 
совпадают с решением, найденным методом Рунге -  Кутта -  Фельберга 
(кривые, показанные сплошной линией). Таким образом, приведенный 
метод исследования собственных значений может быть использован для 
отыскания всего спектра собственных значений данной задачи.

Преимущество данного подхода заключается в возможности нахо­
ждения собственного числа отдельно от определения другого подбирае­
мого значения (значения производной второго порядка функции ф при 
0 — 0). Следует отметить, что обычно при решении такого класса задач 
используется метод Рунге -  Кутта -  Фельберга вместе с методом при-

12Следует отметить, что задача Хатчинсона-Райса-Розенгрена, ставшая уже классической зада­
чей нелинейной механики разрушения, продолжает вызывать интерес исследователей. Только в 
самое последнее время появились работы, предлагающие приближенные аналитические решения 
для трещин антиплоского сдвига [107] и нормального отрыва в материалах со степенным опреде­
ляющим законом [104].



Р и с . 4 1 . Угловы е распределения компонент тензора напряжений, полученные в ре­
зультате расчетов, для п  =  1

стрелки, который в рассматриваемом случае становится двухпараметри­
ческим, и результаты требуют дополнительного обоснования и проверки. 
Описанный метод позволяет подбирать лишь один параметр на каждом 
шаге вычисления.



Р и с . 42 . Угловые распределения компонент тензора напряжений, полученные в ре­
зультате расчетов, для п =  3.



Р и с . 44 . Угловы е распределения компонент тензора напряжений, полученные в ре­
зультате расчетов, для п =  7.



X. Законы сохранения

В механике разрушения широко используются инвариантные интегра­
лы, введение и практическое использование которых связывают с имена­
ми Максвелла, Эшелби, Сандерса, Черепанова, Райса, Будянского, Но­
улса, Стернберга, Л.М. Зубова [52], [62], [82], [99], [42], [10], [11]. В данном 
разделе дан систематический вывод инвариантных интегралов, основан­
ный на теореме Нетер.

1. Теорема Нетер

Рассмотрим трехмерное пространство и введем декартову систему ко­
ординат О х  1X2X3. Пусть П -  потенциальная энергия однородного упруго­
го тела, находящегося под действием поверхностных сил T f, приложен­
ных на части границы тела St и под действием заданных перемещений 
uf на оставшейся части поверхности тела Su :

П =  J  W  [Uij (х)] d v -  J  Tfm ds , (X. 1.1)
£1 St

где W  -  плотность упругой энергии тела (функция симметричной части 
градиента перемещений V u ), в соответствии с которой можно предста­
вить определяющие соотношения материала в форме:

_  т _  _  d w
duij duj/

Напомним, что из теоремы о минимуме потенциальной энергии сле­
дуют уравнения равновесия

(Jik.k. =  0 x G f !  (X. 1.3)

и граничные условия на части поверхности St ■

&1кПк =  Т? х  €  St- (X. 1.4)

Рассмотрим лагранжиан С для некоторого выделенного объема D  :

С — J  W  [uhj (х)] dv. (X. 1.5)
D



Рассмотрим бесконечно малое преобразование координат х, --> х' и 
компонент вектора перемещений щ —> и', зависящее от малого параметра 
<5w :

Xi —> х- =  х г +  Sxi, 5хг =  (pijSujj, (X. 1.6)

Ui(xj) —> гх'(х') =  Ui(xj) +  (5u,(xj), 6щ =  (X. 1.7)

Вариация 6щ (х^  возникает вследствие одновременного изменения 
функции дщ — u '(x j) — Ui(xj) и изменения аргумента гх'(х') — u'^Xj) и
^г,к^Хк.

Выразим изменение функции <9гц как функцию от 6wi :

dut(x j)  =  (ipij -  щ >кфкз) Swj. ( X .  1.8)

Теперь можно вычислить вариацию лагранжиана, различая в вариа­
ции, как обычно, то, что обусловлено изменением функции и то, что 
обусловлено изменением области интегрирования

Г д  W  [
5С — I —— duikd v +  /  div (W x) dv. (X. 1.9)

J ouik ’ J
D  D

Преобразуем объемные интегралы, фигурирующие в последнем со­
отношении, в интегралы по поверхности 8 D , ограничивающей данный 
объем D. Второй интеграл в равенстве (X. 1.9) преобразуется в поверх­
ностный интеграл

J  W($>kjbwjnkds. (X . 1.10)

3D

Что касается первого слагаемого в (X. 1.9), то, используя переста­
новку операций д  и д/ дхк в д щ >к и уравнения равновесия (X. 1.3), его 
можно преобразовать к виду

J  &ik {Ф-,ij -  Ui,h(f>hj) SwjTikds. (X. 1.11)
3D

Таким образом, из необходимого условия экстремума функционала 
6 С =  0 можно найти, что

J  Pkinkds =  О, (X. 1.12)
3 D



где Pki есть компоненты тензора, который в соответствии с терминоло­
гией, введенной Эшелби, называется тензором энергии-импульса. Они 
определяются выражениями

Ркг ^̂ Фкг Оjk ('Ujji&hi Фр") - (X- 1.13)

Сама же теорема Нетер формулируется следующим образом [23], [24]. 
Пусть задана совокупность преобразований (X. 1.6) и (X. 1.7). Тогда из 
инвариантности функционала (X. 1.5) относительно бесконечно малых 
преобразований координат (X. 1.6) и (X. 1.7) следует (X. 1.12).

Законы сохранения

В настоящем разделе рассмотрим приложения (X. 1.12), ограничива­
ясь преобразованиями, сохраняющими энергию Wdv. Наиболее простым 
преобразованием является трансляция (параллельный перенос), когда 
вектор щ смещается параллельно самому себе. В этом случае

фф ■= %  Фц =  0. (X. 1.14)

Применяя соотношения (X. 1.12) и (X. 1.13) к рассматриваемому слу­
чаю, получаем закон сохранения Эшелби (для некоторой замкнутой по­
верхности 5):

J  tW5ik -  (JijUjj) nkdS =  0 . (X. 1.15)
5

Рассмотрим теперь преобразование бесконечно малого поворота про­
странства:

х\ =  OLijXj =  X i  +  EijkdWjXk, (X. 1.16)

где {(>ij) -  ортогональная матрица, 6wj -  малые параметры; закон пре­
образования компонент вектора перемещений определяется равенствами

и\ =  OijUj — Щ +  EijkSiVjUk, (X. 1.17)

что вытекает из равенств

Ф ф  £ i j k x k , ф г  j  —  £ i j k U k . (X. 1.18)



Для этих преобразований получаем закон сохранения Ноулса и Стерн- 
берга [82]:

Рассмотрим наконец преобразование со скалярным параметром дт), 
соответствующее изменению масштаба в пространстве и изменению дли­
ны вектора упругого смещения

где с -  некоторая константа, определяемая позже. Вместо тензора второ­
го ранга -  тензора энергии-импульса теорема Нетер позволяет рассмот­
реть вектор энергии-импульса с нулевой дивергенцией:

Для того, чтобы определить константу с, исследуем инвариантность 
W dv. Элементарный объем трансформируется согласно

N  — 3 в трехмерном случае, N  =  2 -  в двумерном. В рамках традицион­
ных гипотез классической линейной теории упругости плотность упругой 
энергии VH(Vu) есть однородная квадратичная функция V u . При из­
менении масштаба в пространстве и изменении длины вектора упругого 
смещения градиент V u  и плотность VH(Vu) преобразуются следующим 
образом

Из последних равенств видно, что условие искомой инвариантности 
имеет вид

J , „ щ и , - w w ) * S  =  0. (X. 1.19)
S

х\ =  (1 +  6 r j ) X i ,  6 x i  =  Ф г б р , 4>i =  X i ,

(X. 1.20)

и[ =  (1 +  c5rj) щ, 5щ =  cui6rj, фг =  сщ,

Pk ~ W (j> k - (Tjk {uj,h4>h -  Ф]) ■ (X.  1.21)

dv —> dv' — (1 +  Srj)N dv, (X. 1.22)

дщ  ди[ _  1 -t- сбт/ дщ
dxj dxj l +  dr/dxj'

(1 +  c6ri)2 (1 +  Sr})N 2 =  1. (X. 1.24)



Это равенство может быть удовлетворено с точностью до малых более 
высокого порядка, чем первый, если константа с удовлетворяет условию 
2с +  N  — 2 =  0. Откуда

с ~  - 1/2 для N  — 3, с =  0 для N  =  2. (X. 1.25)

После определения константы с мы получаем второй закон сохране­
ния Ноулса и Стернберга для трехмерного случая:

W x knk -  ajknkUj'hXh -  jknkUj \ dS =  0 (X. 1.26)
s

и для двумерного случая:

J  (W x knk -  <Jjknkuj)hx h) dS =  0. (X. 1.27)
s

Следует отметить, что для третьего преобразования законы сохране­
ния имеют различные выражения для трехмерного и двумерного случаев 
в отличие от формул (X. 1.15) и (X. 1.19), справедливых в обоих случаях 
(разумеется с соответствующим снижением числа уравнений для дву­
мерного случая).

И нтегралы  J2, Lt, М

Пусть однородное линейно упругое изотропное тело занимает некото­
рый объем, содержащий дефект D  (например, включение, полость, дис­
локацию, трещину и т.д.). Пусть S -  замкнутая поверхность, полностью 
охватывающая дефект, как показано на рис. 46.

Пусть S' -  некоторая другая замкнутая поверхность, полностью окру­
жающая дефект D  и расположенная целиком внутри поверхности S 
с внутренней нормалью п', тогда как п -  внешняя нормаль поверхности 
S. Таким образом две поверхности S и S' ограничивают область, занятую 
однородным изотропным линейно упругим материалом, не содержащим 
дефектов. Следовательно, справедливы рассмотренные ранее законы со­
хранения (X. 1.15), (X. 1.19), (X. 1.26) и (X. 1.27). Введенные интегралы 
в механике разрушения получили название интегральных инвариантов 
или Ji, Li и М  -  интегралов:

J i=  /  (W r i i -  a jknkUjg] dS (X. 1.28)



Рис. 46. Д еф ект D, окруженный замкнутой поверхностью S 

-  интеграл, впервые введенный Эшелби в теории дислокаций;

Li ^  &ijk Ojh'MhV'k ^pl^l^pj^k) dS, (-̂ * 1-29)
s

M  =  j  <WI t n„ -  , l t nku , . ^  +  (X. 1.30)
5

Принципиальное свойство этих интегралов заключается в их незави­
симости от выбора замкнутой поверхности S. В частности, когда в ка­
честве поверхности S берется поверхность самого дефекта, можно пред­
ставить эти интегралы с помощью функций, характеризующих сам де­
фект. Этим и определяется широкое использование указанных интегра­
лов в современной механике разрушения как параметров, характеризу­
ющих трещину.

2. J—интеграл
Определение

Ограничимся рассмотрением двумерного случая и изучим трещину, 
расположенную вдоль оси О хь  как показано на рис. 47 (F +, F~ -  верх­
ний и нижний берега трещины соответственно, п -  нормаль к контуру 
интегрирования).

J -  интеграл, впервые введенный Райсом, определяется следующим 
образом:



Р и с .  47 . К онтуры  интегрирования Г и Г'

Подынтегральное выражение, фигурирующее в последнем интегра­
ле, обращается в нуль на берегах трещины, поскольку на них п\ =  О 
и Тг =  0. Без изменения значения интеграла в контур интегрирования 
Г можно добавить отрезки берегов трещины. Получим замкнутый кон­
тур, состоящий из контура Г, отрезков берегов трещины и аналогичного 
контура Г', охватывающего вершину трещины (см. рис. 47). Для постро­
енного замкнутого контура справедлив закон сохранения (X. 1.15). Обо­
значая величину контурного интеграла по контуру Г' через J' и меняя 
направления обхода по этому контуру на противоположное и пользуясь 
законом сохранения, получим J =  J' Следовательно, J —интеграл яв­
ляется инвариантной величиной, не зависящей от пути интегрирования 
интегралом.13

J —интеграл есть не что иное, как первая компонента J\ Jj—интеграла 
в (X. 1.28) с одним только различием, что контур интегрирования в ин­
теграле (X. 1.28) является замкнутым, а в (X. 2.1) открытым.

Свойство независимости J—интеграла от контура интегрирования 
позволяет выбрать в качестве контура интегрирования окружность ра­
диуса г и затем воспользоваться асимптотическими формулами линей­
ной теории упругости для полей напряжений и перемещений в окрест-

13Заметим, что принятое предположение, согласно которому берега трещины есть прямые, явля- 
ется существенным, поскольку только в этом случае можно считать, что П\ =  0 на берегах трещины.



166 ___________ _____________________________________ Законы сохранения

ности вершины трещины, что приводит к равенствам:

J = ^ ± ( K 1  +  K h ) ,  (X. 2.2)

в случае плоского деформированного состояния

J  =  (K f  +  К н ) , (X. 2.3)

в случае плоского напряженного состояния

J =  |  (K f  +  К 2п ) . (X. 2.4)

3. Задачи
1. Докажите равенства (X. 2.2), (X. 2.3) и (X. 2.4).



XI. Метод годографа в задаче о трещине 
типа III в среде с поврежденностью

1. Основные уравнения

Детальное исследование полей напряжений и деформаций в окрестно­
сти макроскопического дефекта (трещины, включения, острого надреза) 
имело и имеет крайне важное значение для формулировки критерия раз­
рушения элемента конструкции при его использовании на практике. Ана­
лизу напряженно-деформированного состояния вблизи дефекта в нели­
нейных материалах (материалах, повинующихся нелинейным законам, 
связывающим деформации и напряжения или напряжения и скорости 
деформаций) как ранее и так и в настоящее время посвящается большое 
количество работ, носящих как чисто теоретический, так и прикладной 
характер. Классической в этом направлении механики разрушения ра­
ботой является исследование Райса, основанное на процедуре метода го­
дографа, позволившей построить аналитическое решение задачи о непо­
движной трещине антиплоского сдвига для любого закона упрочнения. 
Вслед за этой работой Райса метод годографа нашел свое широкое при­
менение в нелинейной механике разрушения. Так, Амазиго [46] получил 
решение задачи о трещине продольного сдвига в условиях развитого пла­
стического течения. Бассани [50] исследовал тело с V-образным выре­
зом в материале, находящемся в условиях ползучести с помощью метода 
годографа. Гросс и Йю [66] нашли решения для смешанных гранич­
ных условий на границе V-образного выреза и для случая жесткого 
плоского включения в упругопластическом материале, упрочняющемся 
по степенному закону. Аравас и Блазо [48], Йю и Зоу [114] рассмот­
рели высшие приближения в асимптотическом решении задачи опреде­
ления напряженно-деформированного состояния в окрестности верши­
ны трещины продольного сдвига в упрочняющемся упругопластическом 
материале. Таким образом, можно заключить, что метод годографа яв­
ляется мощным инструментом исследования нелинейных проблем меха­
ники разрушения. Естественным продолжением работ в этом направ­
лении является желание учесть влияние процесса накопления рассеян­
ных микроповреждений в окрестности вершины дефекта на напряженно- 
деформированное состояние тела с макроскопическим дефектом.

Настоящий анализ представляет собой попытку использования транс­
формации годографа для материала, определяющие соотношения кото­
рого построены на основе степенного закона в рамках связанной поста­



новки задачи (когда скалярный параметр поврежденности входит в опре­
деляющие соотношения)14.

Рассмотрим острый V-образный вырез с раствором 2а, находящийся 
в условиях антиплоской деформации, в поврежденном материале, опре­
деляющий закон для которого построен на основе степенной зависимости 
между деформациями и напряжениями.

Выберем систему координат таким образом, чтобы единственной, от­
личной от нуля компонентой вектора перемещений была третья компо­
нента w (x ,y ). Таким образом, отличные от нуля компоненты тензора 
деформаций 7Х =  7хг и 7} =  7у2 в декартовой прямоугольной системе 
координат с началом в вершине трещины вычисляются по формулам

dw dw
7* = & ’ =  <Х11Л)

Компоненты тензора деформаций в полярной системе координат г, в 
с полюсом в вершине трещины 7Г =  7гг и 7# =  7§z связаны с компонен­
тами тензора деформации в декартовой системе координат следующим 
образом

7г =  —7Х sin в +  7  ̂cos в, 'ув =  7х cos в +  sin в. (XI. 1.2)

Для рассматриваемого изотропного материала в рамках предположе­
ния о малых деформациях отличные от нуля компоненты тензора напря­
жений есть напряжения сдвига тх — txz и т 9 =  ryz, связанные с компо­
нентами тензора напряжений в полярной системе координат тг =  ттг и 
то =  твг, равенствами

тг =  —тх sin в +  Ту cos 0, то =  тх cos в +  Ту sin в. (XI. 1.3)

Интенсивности напряжений и деформаций определяются следующи­
ми равенствами

т =  Щ  +  Д )1/2 =  р г  +  . (XI L4)

7 = K + 7 2) ‘ / a = «  +  l l ) ,/S (XI. 1.5)

соответственно.
14Безусловно, приводимое решение основано на ряде гипотез, ограничивающих рамки его приме­

нения. Так, будет принято предположение о возможности интегрирования кинетического уравнения 
и возможности оперирования с результатом интегрирования, что не всегда является возможным 
(например, в случае подвижной трещины).



Определяющие уравнения задачи построены на основе соотношений 
Рамерга -  Осгуда:

(XI. 1.6)
7 = т 
7о Кто,

где 7о и то есть константы материала, 1 <  п <  оо -  показатель упрочне­
ния.

Учитывая процесс накопления рассеянных микроповреждений, опре­
деляющие соотношения представим в форме

7_
7о

(XI. 1.7)
К 1 - Я Ы  ’

где D -  скалярный параметр поврежденности.
Кинетическое уравнение, описывающее эволюцию накопления повре­

ждений, в рамках континуальной механики поврежденности имеет вид

где

D =  D (ad,D ),

- (1  — д) +  2(1 +  2ц)
О \ Ор

1/2

(XI. 1.8)

(XI. 1.9)

-  эквивалентное напряжение, ае и ат -  интенсивность напряжении и 
гидростатическое напряжение соответственно:

1
=  (3sySy/2)1/2, dry ч Gkki DiJ 'ij am8ij. (XI. 1.10)

В (XI. 1.9) константа —1/2 <  д <  1 -  материальная константа, от­
ражающая механизм накопления повреждений. Для д =  —1/2 интен­
сивность напряжений определяет процесс накопления микродефектов. 
В случае, когда д =  1 дилатация микропор является главным механиз­
мом и, следовательно, контролирующим параметром является гидроста­
тическое напряжение.

Предположим, что уравнение (XI. 1.8) допускает интегрирование, ре­
зультат которого представим в форме (для случая ат =  0)

D =  f ( o d), (XI. 1.11)

либо для рассматриваемой задачи антиплоского сдвига

D =  / ( г ) . (XI. 1.12)



Следовательно, определяющие соотношения задачи после введения 
функции / ( т )  преобразуются к виду

7
То _(1 -  / ( т ) ) т 0

(XI. 1.13)

Уравнение равновесия и условие совместности задач антиплоского 
сдвига имеют вид

1 М = о' <х,л'14>

^ - ^  =  °  ( « -1 .1 5 )

соответственно.
Граничные условия есть условие отсутствия поверхностных усилий 

на берегах выреза:

те =  — тх sin# +  Ту cos в =  0, в =  ±(тг — а ); (XI. 1.16)

и условие симметрии:

тх =  0 при 0 =  0. (XI. 1.17)

Сформулированную систему нелинейных уравнений можно привести
к линейной с помощью метода годографа, рассматривая физические ко­
ординаты как функции от напряжений х  =  х(тх,ту), у =  у(тх,ту), или, 
что эквивалентно, от деформаций х  =  т (71, 73/), у =  у {7Х, 7У). Уравнение 
равновесия при этом преобразуется к виду

1 ^ = 0 ,  (XI. 1.18)
дтх дту

при условии, что якобиан данного преобразования отличен от нуля

д(х,у)/д{т х,ту) +  0.

Условие совместности на плоскости деформаций может быть пред­
ставлено следующим образом



когда д (х ,у )/ д {7х ,7у) +  0 .
Уравнение (XI. 1.18) будет тождественно выполнено, если существу­

ет такая скалярная функция Ф(т, 0 ) -  функция полярных координат 
на плоскости напряжений т, 0  :

тх =  -r s in @ , Ту — т cos 0 , (XI. 1.20)

что

<9Ф <9Ф
х =  - — , У = т ~ -  (XI. 1.21

дту дтх

Замечая, что

д  „  9  s in 0  9 <9 .  <9 cos©  д
=  co s0 - -------------—  ——, —- — =  sm ©-

дту дт т <90’ дтх дт т 9 0 ’

можно получить

<9Ф э т О д Ф  . <9Ф сов0<9Ф . .x = -» s e ^  + —  ш  y = (xi. i.22)
Используя равенства

3 . 3  s in 9  9 9 . <9 cos©  5
c o s © - -----------------------------— ——  =  sm 0 - — h-

д'уу d 'y т <9© ’ d'yx d 'y  r  9© ’

можно найти линейное обыкновенное дифференциальное уравнение от­
носительно функции Ф(т, 0 )  :

W M  (Х1Л23)
n [1 — / ( т )  +  т / '( т ) ]  <9т2 т <9т т2 9 0 2 

Граничные условия на берегах острого выреза преобразуются к виду

— 0 при 0  — ± ( 7г/2  — а)  (XI. 1.24)
dr

=  0 при 0  =  0. (XI. 1.25)
<90

Будем искать решение уравнения (XI. 1.23) методом разделения пе­
ременных, полагая

Ф(т, 0 )  =  Р(т)ф(0>). (XI. 1.26)



Подставляя (XI. 1.26) в дифференциальное уравнение (XI. 1.23) и 
граничные условия (XI. 1.24), (XI. 1.25), приходим к следующей задаче 
на собственные значения

ф"(&) +  \2ф{в) =  О, 
ф [±(тг/2  -  а)] =  0, ф'(0) =  0. (XI. 1.27)

Собственные функции, соответствующие рассматриваемой задаче, име­
ют вид

фк{9 )  =  А к cos А*©, (XI. 1.28)

где

Хк =  (2к — 1)— ~ i к =  1,2,3, . . . .  (XI. 1.29)
7Г — IOL

Следовательно, решение уравнения (XI. 1.23) может быть представ­
лено в форме

ОО

Ф(т, 0 )  =  У !  А кРк{т) cos XkQ, 0 > S i >  52 >  53..., (XI. 1.30) 
к=1

где неизвестные константы А к должны быть определены из граничных 
условий в бесконечно удаленной точке, а функции Рк{т) есть решения 
обыкновенного дифференциального уравнения

1 “  / ( r )  гP'k{r) +  -  § Рк(т) =  0, (XI. 1.31)
п [1 -  / ( г )  +  т /ф т)] т  т 2

удовлетворяющие граничному условию Р'к{оо) =  0 (поскольку напряже­
ния и деформации бесконечны в окрестности вершины выреза).

В соответствии с экспериментальными данными для металлов [57], 
[58] кривые D  — а могут быть описаны зависимостью

D =  f ( r )  =  {  1 - ( т )  ’ Т > Т ° ’ (XI. 1.32)
I 0 , т <  г0,

где m >  0 -  материальная константа. Учитывая последнюю зависимость 
для диапазона значений г  >  то решение уравнения (XI. 1.31) имеет фор­
му

а д  = (£ ) *, (xi. 1 .зз)



где

»к
1 — п(т +  1) 1 — п{т +  1)

+  п ( т + 1 )\2к, (XI. 1.34)

где А*; определяются уравнениями (XI. 1.29).
Таким образом, решение задачи об антиплоской деформации беско­

нечного тела с острым вырезом в поврежденном материале в плоскости 
годографа имеет вид

Sk

Ф(т, 0 )  =  ^ 2  Ak J  cos Ак&, 0 >  si >  s2 >  s3 >  .... (XI. 1.35)

Подстановка (XI. 1.35) в (XI. 1.22) приводит к соотношениям

1 00 /  т A s<=_1 
х =  -  afc(0 ) ( -  ) (XI. 1.36)

1 °° /  т  A St_1
у =  ( — )

То ых W
где

afc(0) =  — Ak (Ак sin 0  sin А*0 +  Sk cos © cos A*,©), (XI. 1.37)

6^(0) =  Ak (A* cos © sin Afc© -  Sk sin © cos Afc© ) . (XI. 1.38)

Выражения (XI. 1.35) -  (XI. 1.38) представляют собой решение рас­
сматриваемой задачи на плоскости годографа. Компоненты тензоров на­
пряжений и деформаций находятся по формулам

тг(г, в) =  rs in (0 — ©), (XI. 1.39)

тв(г, в) =  tcos (9 — 0 ) , (XI. 1.40)

7r(r ,0) =  7 sin(6l -  0 ), (XI. 1.41)

70(И 0) =  7 cos(0 -  0 ). (XI. 1.42)



Для завершения построения осталось перейти от плоскости годогра­
фа на физическую плоскость переменных г, в. Однако, в силу нелинейно­
сти задачи эта процедура не является простой. В дальнейшем изложена 
схема возврата на физическую плоскость, позволяющая найти двучлен­
ные асимптотические разложения компонент тензора напряжений и де­
формаций в терминах физических координат.

2. Высшие приближения
Главный член асимптотического разложения

При т  —> оо главный член асимптотического разложения интенсивно­
сти напряжений следует из (XI. 1.36) и (XI. 1.37). Полагая к =  1 в ра­
венствах (XI. 1.36) и (XI. 1.37) и используя

г =  (х 2 +  у2) 1/2 (XI. 2.1)

и

tg(9 =  у/х, (XI. 2.2)

легко получить

— ^ (A2sin2 Ai© +  s2 cos2 Ax0) 9l̂ 2 , при г —> оо, (XI. 2.3)

tg (0  -  в) =  —  tg (A i0) 
si

(XI. 2.4)

где

1
(XI. 2.5)

(XI. 2.6)

Si =•• ~ 1 — n(m  +  1) — [1 — n(m  +  l )]2 +  4n(m 4- 1)Af . (XI. 2.7)

Зависимость показателя сингулярности интенсивности напряжений — 
от материальных констант показана на рис. 48.



Используя условие нормировки

т^\9,п,т) =  1 при 0 =  0, (XI. 2.8)

можно показать, что характер зависимости интенсивности напряжений 
от г выражается равенством

— — ( — т ^ ( 0 , »,  т) при 0 =  0, (XI. 2.9)
то \T0rJ

т ^ (0 , п, m) =  ^cos2 Аг0  +  sin2 Ai© j  . (XI. 2.10)

Подставляя (XI. 1.32) и (XI. 2.9) в (XI. 1.7), можно получить главный 
член асимптотического разложения интенсивности деформаций в окрест­
ности вершины острого выреза

\2 \ -9i/2

где

7  /  л . ч - pi

7о
/ А Л  ~Pl
( — J (#, п, т) при 0 =  0, (XI. 2.11)

где

P i = n ( m + l ) q i ,  (XI. 2.12)

/  А2 \ ~р
7 ^ (0 , п, т) =  ^cos2Ai0-I— |-sin2Ai@J (XI. 2.13)

-  функция полярного угла и материальных постоянных, удовлетворяю­
щая условию нормировки

7 ^ ( 0 ,n ,т) — 1 при 0 =  0. (XI. 2.14)

Зависимость показателя сингулярности интенсивности деформаций —р\ 
от материальных констант показана на рис. 49.

Компоненты тензора напряжений и деформаций вычисляются в со­
ответствии с формулами

Г г(г ,в )=  ( ^ )  41 f М (в ,п ,т ),  (XI. 2.15)



Р и с .  4 8 . Влияние процесса накопления рассеянных микроповреждений на показа­
тель сингулярности интенсивности напряжений в окрестности вершины трещины 
антиплоского сдвига

r0(1)(0,n, m), (XI. 2.16)

Тг{г,в)  =  7r1)(̂ > п, т),  (XI. 2.17)

(А \ ~Pl
—  ) Те ( 0 ,п ,т ) ,  (XI. 2.18)
тог/

где

г(1)(0,п , тп) =  т^^в, п, m) sin(# — 0 ) ,  (XI. 2.19)

т^\в, п, т) =  т^(в, п, m) cos(ff — 0 ) , (XI. 2.20)

7^ ( 0, п, тп) =  7 ^ ( 0, п, m) sin(# — 0 ) , (XI. 2.21)

7^ ( 0, п, то) =  7 ^\ в , п, т) cos(0 — 0 ) ,  (XI. 2.22)

где полярный угол на плоскости годографа 0  выражается через поляр- 
ныД угол на физической плоскости в посредством равенства (XI. 2.4).



Р и с . 4 9 . Влияние процесса накопления рассеянных микроповреждений на показа­
тель сингулярности интенсивности деформаций в окрестности вершины трещины 
антиплоского сдвига

Второй член асимптотического разложения

Удерживая два слагаемых в выражениях (XI. 1.36) и (XI. 1.37) и исполь­
зуя соотношения (XI. 2.1) и (XI. 2.2), получим

г  =  ^ ( Т- У  # ! (© )  +  — ( - V  Я 2(©) +  ... при r - > 0  (XI. 2.23)
То \ г 0 /  То V То

где

tg 0 =  Fo(©) +  ^ ( ^ y 2 +  при г —> О, (XI

Я х(0 ) =  (s2 cos2 Ai© +  A2 sin2 © )1//2 , (XI.

~ , sis2 cos Ai© cos A2© +  AxA2 sin Ax© sin A20  ,VT 
Я 2 ( 0 )  =    rp. , (X I

(s2 cos2 A© +  A2 sin Ai©)

p  ,q . _  si sin 0  cos Ai© -  Ai cos 0  sin Ai© 
si cos 0  cos Ai© +  Ai sin © sin Ai© ’

p  /04 _  si sin 0  cos A20  — A2 cos 0  sin A20  
1 Si cos © cos Ax© +  Ai sin ©sin A i© ’



Р и с . 5 0 . Зависимость интенсивности касательных напряжений о т  полярного угла 
для п = 5, а =  О

где Aj и si определяются выражениями (XI. 2.6) и (XI. 2.7),

S 2 = 2 n(m  +  1) — у [  1 — п(т  +  I)]2 +  4 п(т +  1)А| , (XI. 2.29)

Зя
я — 2а

(XI. 2.30)

Представим двучленные асимптотические разложения интенсивности 
касательных напряжений и полярного угла на плоскости годографа в 
форме

Го
_  r ( l ) r <7i _|_ т (2)г 92 _|_ _ г (XI. 2.31)

0 (0 ) =  0 o(0) +  0 i(0 )r 6 +  ... r - * 0 .  (XI. 2.32)

Подставляя (XI. 2.31) и (XI. 2.32) в (XI. 2.23) и (XI. 2.24), получаем



Р и с . 51 . Зависимость интенсивности касательных напряжений от полярного угла 
для п =  15, а =  О

г(1) (б)]
52-1

г =  ^ Я 1(0 о) [rW(0)r i  1 
То

+(Sl - 1)—Яг(0о) Г
Го L

+ — Я ( ( 0 О) 0 1 (0 ) | т « ( 0 )  
Гз L

+ — Я 2( 0 О) 
то

r 9 i(* i - l )  _j_ 

5 ]  — 2

Si-1

(2)^yi(si-2)+g2

r q i (S 2~l)  _j_ ___

tg0 =  Fo(0o) +  ^ o (e o)© iW r 6 +  
A 2

+ - A F i ( 0 o )  т<У {0) 
A\ L

+  . . .  •

(XI. 2.33)

(XI. 2.34)

Выделяя главные члены асимптотических разложений, фигурирую­
щих в правой и левой частях последних двух равенств, находим

1
<?i si -  Г

(XI. 2.35)

и
Т(1)(б) = ( ^ l(9o))  91 ’ 

W o )  =  tg<9.

(XI. 2.36) 

(XI. 2.37)



Р и с . 5 2 . Зависимость интенсивности сдвиговы х деформаций от полярного угла для 
п = 5, а  =  О

Используя условие нормировки (XI. 2.8) и подставляя введенные обо­
значения (XI. 2.25) в (XI. 2.36), получим

т (1)( 0 ) =  ( ^ )  % (1)(0), (XI. 2.38)

где т^Щв) совпадает с выражением (XI. 2.10). Подстановка (XI. 2.27) 
в (XI. 2.37) ведет к выражению для ©о, совпадающему с (XI. 2.4).

Уравнивая слагаемые следующего порядка малости при г —► 0, мож­
но найти

<7i(s i — 2) +  q2 =  <7i(s i — 1) +  b =  qi(s2 — 1), (XI. 2.39)

( S i - 1 ) ^ ( 0 о) т « ( 0 )  т^(9) +
s \ -2

+ А 1Н [ (в о)© !(0) т « ( 0 )  + Л 2я 2(0о) т М Щ
Sj-1 S 2 - l

(XI. 2.40) 

=  0

b =  (s2 ~  2i)qu (XI. 2.41)

^ ^ (© 0 )0 1 (0 )  + A2F1(e0) [т (1)( 0 ) Г  Sl =  0. (XI. 2.42)



Р и с . 53 . Зависимость интенсивности сдвиговы х деформаций о т  полярного угла для 
п =  15, а =  О

Из (XI. 2.42) имеем

А А  то) F ' (Q  о)
Я ! (©о) , (XI. 2.43)

где

F>(Q) =  (Д1 ~  Л' 51) cos2 A l0  +  (Л* ~  Л' Я1) Sin2 Al° . (XI. 2.44)
0 (si cos © cos Ai© +  Ai sin ©sin Ai©)2

Из (XI. 2.39), (XI. 2.40) и (XI. 2.41) следует, что

42 =  {S 2  -  s i  +  l)< 7 i, (XI. 2.45)

где

(XI. 2.46)

1 -  S! \ ^0(©0) ,
Hi

-S2<7l
, (XI. 2.47)

H [{ Q )  =
(Aj — Aisf) sin2Ai©

2 (sf cos2 Ai© +  A j sin2 Ai© , 1/ 2 '
(XI. 2.48)



Следовательно, двучленное асимптотическое разложение интенсив­
ности касательных напряжений при г —> 0 имеет вид

т
то

А Л  
то

- 9 2

т (2)(0)г92 + ..., г —> О, (XI. 2.49)

где qi и дг определяются формулами (XI. 2.35) и (XI. 2.45), а т ^ (0 )  и 
Л 2)(6») -  (XI. 2.10) и (XI. 2.47) соответственно.

Подстановка (XI. 1.32) и (XI. 2.49) в (XI. 1.7) приводит к двучленному 
асимптотическому разложению интенсивности сдвиговых деформаций

-pi л /  А \ ~Р2
7 W(0)tPi +  - г  ( —  ) Т(2\в)гР2 +  -  , т —i О, (XI. 2.50)

A i \ т о /
_7_
7о

где

Ai
т0

г (1 )
п(тп+1)

(XI. 2.51)

7^ ( 0)  — n (m  +  1) AD n(m+D-l
:(2)W , (XI. 2.52)

P i  =  n (m  +  1 )<?!, (XI. 2.53)

P2-= [52 -  Si + n ( m +  I)]?!- (XI. 2.54)

Компоненты тензора напряжений могут быть вычислены посредством 
подстановки (XI. 2.49) и (XI. 2.50) в (XI. 1.39) -  (XI. 1.42). Главный член 
асимтпотического разложения плотности энергии деформаций опреде­
ляется асимптотическим равенством

01

где

Х'У rsj J''

P i  =  q i  +  P i

при 0,

n(m  +  1) +  1 
si -  1

(XI. 2.55)

(XI. 2.56)

Полученное решение показывает, что постоянная m  уравнения, опи­
сывающего эволюцию процесса накопления повреждений, показатель уп­
рочнения п, угол раствора острого выреза 2а влияют на характер син­
гулярности полей напряжений и деформаций вблизи выреза. На рис. 54



Р и с . 54. Зависимость показателя сингулярности напряжений qi от угла раствора 
острого выреза а  для п =  3 и для п =  20

Р и с . 55 . Зависимость показателя сингулярности напряжений q2 от  угла раствора 
острого выреза а для п =  3 и для п =  20

-  55 показано изменение показателей qi и q2 в зависимости от полови­
ны угла раствора а  острого выреза для различных значений константы 
т (т =  0 ,0 .5 ,1) и показателя упрочнения п (п =  3,20).

Изменение показателей р\ и р2 в зависимости от половины угла рас­
твора острого выреза для различных значений констант т и п  показано 
на рис. 56 -  57. Из рисунков видно, что q\ <  0, pi <  0 и q2 >  0, откуда 
следует, что доминирующие слагаемые в асимптотических разложениях 
напряжений и деформаций сингулярны, и второй член асимптотическо­
го разложения напряжений регулярен. Далее, можно видеть, что учет 
процесса накопления микроповреждений ведет к более слабой особенно­
сти поля напряжений, но к немного более сильной особенности поля де­
формаций и к сингулярности второго слагаемого асимптотического раз­
ложения компонент тензора деформаций (для ряда значений а, т ,  п).



Р и с . 5 6 . Зависимость показателя сингулярности деформаций р х от  угла раствора 
остр ого  выреза а для п = 3 и для п = 20
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Р и с . 57 . Зависимость показателя сингулярности деформаций р2 от  угла раствора 
остр ого  выреза а  для п =  3 и  для п =  20

Следует отметить, что показатель р2 может быть как положительным, 
так и отрицательным в зависимости от значений а, тп, п. При п —> оо 
<7i стремится к нулю, тогда как р\ стремится к —1, что соответствует 
идеально пластическому материалу.

Угловые распределения интенсивностей касательных напряжений и 
сдвиговых деформаций для различных значений постоянных т и п  ил­
люстрируют рис. 50 -  53.

Можно также видеть, что полученное решение редуцируется к реше­
нию для неповрежденного материала при тп =  0 и Л =  0 и, в частности, 
к классическому решению Хатчинсона -  Райса -  Розенгрена для а  =  0.

Остановимся на случае а  =  0 более подробно. В случае трещины

Xk =  2к — 1, А; =  1 ,2 ,3 ,. (XI. 2.57)



Можно легко найти, что

9i п{т  +  1) +  1 ’
(XI. 2.58)

_  \/п2{т  +  I )2 +  34п (т  + ! )  +  ! -  п (т  +  1) -  3
92 0 г / I 1 \ , и 7 (XI. 2.59)2 [п (т  +  1) +  1]

Pi =
п(т  +  1)

п(т  +  1) +  1 ’
(XI. 2.60)

Р 2
\Jn2( m +  I )2 +  34 п(т  +  1) +  1 — 3 п(т  +  1) — 1 

2 [п{т +  1) +  1]
. (XI. 2.61)

Подстановка \\ — 1 и si =  —n(m  +  1) в (XI. 2.10) и (XI. 2.13) ведет 
к выражениям

n2(m +  I )2 +  1 п2(т  +  I )2 — 1
+

2п2(т +  I )2 2тг2( т  +  1)2
cos 20о , (XI. 2.62)

7(1'(0,п,т) =
п2(т +  I )2 +  1 гг2( т + 1 ) 2 - 1

2 п 2 ( т + 1 ) 2 2гг.2 ( т  +  I ) 2 ° °
, (XI. 2.63)

0 О(0) =  arctg 11

где к — п(т +  1) +  1.
Функции т ®  и 7 ^  определяются по формулам (XI. 2.47) и (XI. 2.52) 

соответственно. Подставляя Ai =  1 и Лг =  3 в эти соотношения, получаем 
следующие выражения, используемые в т ®  и ф 2) для случая трещины

# !(© „ )  =  [n2(m +  I )2 cos2 0о +  sin2 0 О] 1/2 , (XI. 2.65)

Н [{©о) =  l r ..n2(m +  1)2sm 2.e ° ) (XI. 2.66)
2 # i(0 o)

,  4 n (m  +  1 )
ctg2 в +  — к̂— ----- ctg 0 (XI. 2.64)



щ е  о) =

П т  =

пт =

2 sin ©о sin 3 0 о — п(т +  l ) s 2 cos ©о cos 3©о

Ж т  ’

[п(т +  1) +  I]2 +  [n2(m +  l ) 2 +  1] cos2© 0 

2 [sin2 ©о — n(m  +  1) cos2 © 0] 2

S2 sin ©o cos 3©o — 3 cos ©o sin 3©
sin2 ©o — n(m  +  1) cos2 ©o

(XI. 2.67) 

(XI. 2.68) 

(XI. 2.69)

где ©о вычисляется в соответствии с (XI. 2.64) и 
1

1 — п(т  +  1) — \fn2{m +  I )2 +  34n(m +  1) +  1 . (XI. 2.70)

Главные члены асимптотических разложений интенсивностей тензо­
ров напряжений и деформаций, а также их компонент могут быть пред­
ставлены с помощью инвариантного J-интеграла:

1//С

[т(в, п, m), Ti{6, п, m)\, i =  r,6, (XI. 2.71)L  l i
Т о ’ То

7  Ъ 
L7o’ То.

J

ТоТо̂ тлТ

J
Гостит

1/к
[7 (в, п, m),%(&, п, m )\, i =  г, в, (XI. 2.72)

где функции т(в, п, т) и 7 (0, п, т) находятся посредством выражений 
(XI. 2.62), (XI. 2.63) и

тТ(в, п,‘т) =  т{6, п, тп) sin(# — © 0) , 

т$(в, п, т) ш т(в, п, т) cos(6 — © 0), 

7г(в, п , т) =  у(в, п, т ) sin(0 — ©о), 

7 д(в, 71, т) =  7 ( 0 ,  71, 771) COS ( в  -  © 0),

n(m  +  1) -1- 1 
Inm — ~ ; 71 тт.

(XI. 2.73) 

(XI. 2.74) 

(XI. 2.75) 

(XI. 2.76)

(XI. 2.77)
2 71(771 +  1 )

Таким образом, можно заключить, что влияние процесса накопле­
ния рассеянных микроповреждений у вершины трещины антиплоского 
сдвига проявляется в более слабой особенности поля напряжений вблизи 
вершины трещины, но в более сильной особенности первого и второго 
члена асимптотического разложения компонент тензора деформаций по 
сравнению с решением для неповрежденного материала.



Р и с . 58 . Зависимость показателя q2 второго слагаемого асимптотического разлож е­
ния компонент тензора напряжений о т  материальных констант п а т

Р и с . 59 . Зависимость показателя р2 второго слагаемого асимптотического разлож е­
ния компонент тензора деформаций от материальных констант п и т

3. Задачи
1. Проверьте справедливость уравнения (XI. 1.23 ).
2. Докажите, что полученное решение сводится к решению Хатчин­

сона -  Райса -  Розенгрена при т =  0 и D — 0.



XII. Усталостный рост трещины 
в среде с поврежденностью

1. Асимптотический анализ усталостного роста 
трещины в среде с поврежденностью

Континуальная механика поврежденности принимает во внимание из­
менение свойств материала вследствие накопления различного рода по­
вреждений, что приводит к необходимости использования определяющих 
соотношений, включающих параметр поврежденности.

В настоящее время появляются многочисленные исследования, посвя­
щенные изучению как стационарной, так и растущей трещины в связан­
ной постановке задачи (в связках упругость-поврежденность, пластич- 
ность-поврежденность, ползучесть-поврежденность). Несмотря на то, 
что единой, математически развитой и завершенной теории роста трещин 
в сплошной среде с учетом процесса накопления повреждений к настоя­
щему моменту не существует, можно выделить характерные особенности, 
присущие этому классу задач.

С этой целью проведем асимптотический анализа усталостного роста 
трещины в среде с поврежденностью [116].

Для линейно упругого материала с рассеянным полем микродефектов 
уравнения, связывающие напряжения и деформации, имеют вид

Сту, £ij и Cijki есть компоненты тензора напряжений, деформаций и на­
чальной жесткости, гр -  сплошность.

Пусть для рассматриваемого материала параметр сплошности гр эво­
люционирует согласно закону

<7ij CijkllpEkh (XII. 1.1)

>  O'thV’7) 

(СГе <  Cth^7)
(XII. 1.2)

где N  -  число циклов; с, m, п (п >  m ), 7 и <rth -  положительные посто­
янные материала;



где
Sij ~  &ij СУl~k5zj/

есть компоненты девиатора напряжений.
Если ф интерпретируется как отношение площади поперечного сече­

ния образца, не занятой повреждениями, к его начальной площади, то 
можно положить 7 = 1.

Рассмотрим медленный рост усталостной трещины нормального от­
рыва (а -  текущая длина трещины) в среде с поврежденностью в усло­
виях плоского напряженного состояния.

После введения функции напряжений Эри F (r ,9 ):

1 d F  1 d2F  d2F  d ( I d F \  ,vrT 1
arr ~  г дг  +  г2 дв2 ’ ° вв~  dr2 ' ° гв~  д г \ г д в ) ^  ' ^

и предположения, что

F(r, в) =  a r x+2f ( 6 ), ф(г, в) =  /Зг*д(в), (XII. 1.5)

так что

(Тгг{г,в) =  а г хд ТГ(9), авв{г,9) =  агхавв(9),
ате(г,0) =  а г хат$(9), (XII. 1.6)

где

Оггф) =  (А +  2 ) /  +  / " ,  двв{9) =  (А +  2)(А +  1 )/,
М в )  =  - ( А + 1 ) / ' ;  (XII. 1.7)

задача сводится к решению обыкновенного дифференциального уравне­
ния четвертого порядка, вытекающего из условия совместности дефор­
маций:

/ " "  -  2E f "  +  (&! +  G ) f "  -  Ь2Ё/' +  (6.з +  егG ) f  =  О, (XII. 1.8)

где

Ё  =  9~ .  G  =  2Е2 -  — ;
9 9

Ь\ =  е\ +  с2 — с3г/ +  щез, Ъ2 =  2еу +  Cie3, 63 =  сгвх +  с3в2,
d  =  —2(А -  I/ +  1), с2 =  ц -  А, с3 -  (А -  д)(А -  /л +  1); (XII. 1.9)

6i =  (-̂  +  2)(1 — v\ — гу), в2 =  (А +  2)(1 — v +  1), 
е3 =  - ( 1  +  м)(1 +  А);



Р и с . 60 . Схематичное представление области активного накопления микроповре­
ждений

и уравнения, следующего из кинетического уравнения накопления по­
вреждений:

d/ф
I n

где

-ca m/ r nrmÂ na™p-n, 

d e  -  \ j 6fr -  d rr d e o  +  Сд9 +  d 2rt

(XII. 1.10)

Следует отметить, что последнее соотношение справедливо только 
при условии

или

где

а гхае >  сгй /3гдр,

Я(г,в) >  1,

д(г,в) =  - ^ - г х~ ^ .  
P&th 9

(XII. 1.11) 

(XII. 1.12) 

(XII. 1.13)

Очевидно также, что необходимо выполнение условия Л — р <  0, 
поскольку при г  —> 0 последнее требование гарантирует существование 
области, где происходит накопление повреждений (см. рис. 60).

Производная сплошности по числу циклов ty'/dLN  вычисляется по 
формуле



Р и с . 61 . В ы бор системы координат в окрестности вершины продвигающейся тре­
щины

Действительно, представив производную как

йф d-ф da
I n  ~  H I n ' (хп ' 1Л5)

и воспользовавшись асимптотическим представлением гр(г, в) — flr^g{6) 
и формулами

d-ф =  дф d/З дф dr дф dd ^
da д/3 da дг  da дв da

=  j ~ rli9 +  19 j -  +  (XI1- 117)da da da aa

а также (см. рис. 61)

3 -̂ =  —cos0, ^  =  -s in 0 , (XII. 1.18)
da da r

можно получить



или, отбрасывая первое слагаемое в правой части, имеющее при г —* О 
более высокий порядок малости по сравнению с оставшимся,

^  =  /Згд_1( —pgcosd  +  g'sind). (XII. 1.20)
da

Пользуясь асимптотическими формулами для напряжений и сплош­
ности в окрестности вершины трещины, можно установить, что

^  =  - c a m[3-nrmX-^nd ^ g -n, (XII. 1.21)

откуда, сравнивая с выражения для dxp/dN, полученным ранее, можно 
заключить

Л _  /*(» + 1 )  - 1 
т

д' sm6  — рд cos 9 =  —а™д~п.

Поскольку неизвестные постоянные Л и р  связаны друг с другом, то 
рассматриваемая проблема сводится к задаче на собственные значения 
для значения р  и системы двух дифференциальных уравнений

/ " "  -  2Ё Г  +  (Ь, +  G ) f "  -  b2E f  +  (Ь3 +  e ,G ) f  =  О, (XII. 1.25)

д 'smd  — pgcosO — — а™д п (XII. 1.26)

В силу симметрии при в =  0 выполняются следующие условия:

/ '(0 )  -  /" '(0 )  =  0, </(0) =  0. (XII. 1.27)

Заметим, что в силу однородности уравнений можно положить

/(0 )  -  1. (XII. 1.28)

На продолжении трещины справедливы условия вида

(XII. 1.22)

(XII. 1.23)

(XII. 1.24)



где F(p,  / " (0 ) )  -  некоторая функция15.
Традиционные условия для напряжений на берегах трещины имеют 

вид

&бе(г, 7г) =  агд(г, 7г) =  0. (XII. 1.30)

Кроме того, может быть сформулировано естественное условие на 
берегах трещины

ф(г, 7г) =  0.

Этим условиям, вообще говоря, невозможно удовлетворить, распоря­
жаясь только двумя параметрами р  и /" (0 ) ,  так как, если все сформули­
рованные условия на берегах трещины выполняются, то имеем crrr(r, тг) =  
0 и, следовательно, имеются три условия и лишь два подбираемых пара­
метра.

Поэтому необходимо перейти к модифицированной постановке зада­
чи, вводя новый неизвестный угол 0d, такой что

Г <ree{r, Qd) =  0 re(r, 0d) =  0,
\ i l > ( r , 6 d) =  0 ( 0 < e d < n ) ,

или

г т )  =  г т  =  о,
\ g{6d) =  0 (0 < ed < тг).

2. Численное решение
Численное решение системы двух обыкновенных дифференциальных 

уравнений для функций /(# ) ,  д(в) :

/ " "  -  2E f "  +  (in +  G ) f "  -  Ъ2Ё/' +  (Ьз +  егб ) /  -  0, (XII. 2.1)

</ sin 0 — рд  cos в — — (XII. 2.2)

15Можно показать, что

И(0ч =  2дз(0) +  m /ц [д (0)Гп Ие(0)]т ~'/________
[2д(п +  1) -  4] 9(0) -  mh2 [ 9 (0 Г (n+l) [<М0)|т - 2 ’

где
hy =  2 s i /" (0 ) +  (s2 +  2s3) [/" (0 )]2 -  [s2 +  2 / " (0)1 [i>i/"(0) +  63) ,

2̂ = [s2 + 2/"(0)] [/"(0) + ex] , 
si =  (Л +  2)2(А2 +  Л +  1), s2 =  (A +  2)(1 -  Л), s3 =  3(1 -  A).

(XII. 1.31) 

(XII. 1.32)



получено с помощью метода Рунге -  Кутта -  Фельберга при задании 
значений /л и / " ( 0) и проверки выполнения граничных условий при 9 =
ed.

Рассматривались следующие значения материальных констант: v =
0.3, 7  =  1, ш  =  2, 4, 7 и п =  2, 4, 7.

Приведем полученную в [116] таблицу значений найденных показате­
лей Л, (л и углов для различных значений материальных констант.

т п М А 9d Фзд(0) 9(0)
2 2 0.331 -0 .003 130.7° 1.991 2.127
2 4 0.251 0.128 95.7° 2.402 1.844
2 7 0.152 0.106 92.1° 2.331 1.560
4 4 0.257 0.071 113.5° 2.219 2.385
4 7 0.158 0.067 97.2° 2.205 1.855
7 7 0.168 0.049 107.8° 2.149 2.390

Угловые распределения компонент тензора напряжений для различ­
ных значений материальных констант показаны на рис. 62 -  64.

Р и с .  6 2 . Угловы е распределения компонент тензора напряжений для т — 2 ,п  =  2 
и т  =  2, п =  4

Для приведенных значений констант материала построены [116] об­
ласти, в которых происходит накопление повреждений (рис. 68 -  70). 

Контуры этих областей определяются уравнением со~1г =  гД$), где

*7,(0) =  w =  *7,(0), (XII. 2.3)



Р и с . 6 3 . Угловы е распределения компонент тензора напряжений для т  =  4, п =  4 
и т  =  4 ,п  =  7

Р и с . 6 4 . Угловые распределения компонент тензора напряжений для т  =  2 ,п  =  7
и га  =  7|П =  7

причем rd(0) находится из уравнения

q(rd,6)  =  1 (q{u,  0 ) =  1). (XII. 2.4)

Скорость роста усталостной трещины будет теоретически найдена по­
сле определения констант а  и /3 в (XII. 1.22). Для этих целей необходи­
мо исследовать характеристики поля, окружающего область, в которой 
существенен процесс накопления повреждений. Самая простая схема -  
предположить, что поле напряжений вне области накопления поврежде­
ний определяется сингулярным слагаемым классического упругого реше­
ния. Таким образом, по аналогии с маломасштабным пластическим тече­
нием данное предположение можно назвать гипотезой о маломасштабной



Р и с .  6 5 . Угловые распределения сплош ности для т  =  2 ,п  =  2 и т  =  2 ,п  =  4

Р и с . 6 6 . Угловы е распределения сплош ности для т  =  4 ,п  =  4 и т  =  4 ,п  =  7

поврежденности, согласно которой считается, что зона, где процесс на­
копления повреждений существенен, мала по сравнению с длиной мак­
роскопической трещины, с характерным линейным размером образца. 
Более сложная схема -  предположение о существовании промежуточной 
области, разделяющей зону накопления повреждений и удаленную зону 
доминирования чисто упругого решения. Напряжения внутри промежу­
точной области определяются выражением:

4 ( г , 0 )  =  (XII. 2.5)

где K i  -  аналог коэффициента интенсивности напряжений для проме­
жуточной области. В силу влияния процесса накопления повреждений 
особенность напряжений должна быть более слабой по сравнению с осо­
бенностью упругого решения, поэтому р >  2.



Р и с . 67 . Угловые распределения сплош ности для тп =  2,п =  7 и т  — 7, п =  7

Р и с . 6 8 . Геометрия области активного накопления повреждений

Р и с . 69 . Геометрия области активного накопления повреждений



Р и с .  70 . Геометрия области активного накопления повреждений

В [116] дан качественный анализ введенной промежуточной области 
с целью определения а  и (д. Рассмотрим условия непрерывности на гра­
нице области накопления повреждений и переходной зоны в точке 0 =  0 
и г =  со (см. (XII. 2.3) и (XII. 2.4)).

Необходимо сформулировать условие непрерывности напряжения сгТГ:

агт(ш, 0) =  a*r(uJ, 0), (XII. 2.6)

непрерывность параметра сплошности:

ф(со, 0) =  1, (XII. 2.7)

а также условие, о п р е д е л я ю щ е е  область накопления повреждений:

g(w,0) =  l. (XII. 2.8)

Разрешая систему последних трех уравнений (XII. 2.6)-(ХП. 2.8) от­
носительно ш, а  и Д, можно найти

и> =
K i a e(0)a*rr(0)

^th^rr(O)

а - -

сГlb1__ рХ t̂h рА+].

L£/<fe(o)<n;(o)J Л (о ) .

Ф (0 )

&th ̂ гг(б)
Kja*rr(0)ae(0)

Pti



Учитывая полученные результаты, можно оценить скорость роста 
трещины

—  -  сК р dN ~  I ’

где

(XII. 2.9)

7 1 + 1 t̂h т~р ГМ0)1
Де(0)_ .М О).

(XII. 2.10)

Последняя формула представляет собой соотношение, по своей струк­
туре аналогичное закону усталостного роста трещины Париса-Эрдогана. 
В частности, если р =  2 (что соответствует предположению о том, что 
зона накопления повреждений окружена K j  -доминантной областью), 
имеет место формула

da
dN
~  =  c K l (XII. 2.11)

3. Задачи
1. Получите из условия совместности деформаций обыкновенное диф­

ференциальное уравнение четвертого порядка (XII. 1.8).
2. Постройте угловые распределения компонент тензора напряжений 

и параметра сплошности.
3. Постройте конфигурации областей активного накопления повре­

ждений для различных значений материальных констант.



XIII. Влияние скоростей упругих деформа­
ций на докритический рост трещины 
в упругом нелинейно-вязком 
материале

Изучение напряженно-деформированного состояния вблизи верши­
ны как стационарной, так и растущей трещины с учетом процесса на­
копления рассеянных повреждений является предметом многочислен­
ных исследований. Особый интерес вызывает рассмотрение взаимного 
влияния распределения напряжений, деформаций, их скоростей и по­
ля поврежденности, что приводит к необходимости формулировки свя­
занных постановок задач (в различных комбинациях -  "упругость - по- 
врежденность", "пластичность -  поврежденность", "ползучесть -  повре- 
жденность", "упругость -  ползучесть -  поврежденность" и других более 
сложных) и их решения.16

Предметом настоящего исследования является попытка оценить вклад 
скоростей упругих деформаций в общее поле скоростей деформаций в ок­
рестностях вершин продвигающихся трещин антиплоского сдвига и нор­
мального отрыва в предположении реализации плоского напряженного 
и плоского деформированного состояний в упругом нелинейно-вязком 
материале в поврежденной среде.

Необходимо отметить, что проблема влияния скоростей упругих де­
формаций на скорость докритического подрастания дефекта в упругом 
нелинейно-вязком материале (в условиях отсутствия накопления повре­
ждений) и ранее привлекала внимание многих ученых, например, [69, 70].

В [69] приведен асимптотический анализ полей напряжений и ско­
ростей деформаций у вершины медленно распространяющейся трещины 
в упругом нелинейно-вязком материале, деформирующемся по закону

е =  а/Е  +  В ап.

Проведенное асимптотическое исследование распределений напряжений 
и скоростей деформаций для трещин типа I и III показало, что для п <  3 
асимптотика поля напряжений определяется исключительно скоростями 
упругих деформаций. Для п >  3 установлена новая асимптотика ком­
понент тензора напряжений и деформаций вблизи вершины трещины 
(г —> 0) aij, Eij ~  т-"1/!™-1). Такое асимптотическое поведение напря­
жений и деформаций справедливо как для установившегося, так и для

16Изложение следует [37].



неустановившегося роста трещины и определяется совместным вкладом 
скоростей упругих деформаций и деформаций ползучести (показатель 
степени находится не в ходе численного анализа на собственные значе­
ния, как это часто происходит при решении данного класса задач меха­
ники разрушения, а путем приравнивания асимптотик скоростей упру­
гих деформаций r s_1 и деформаций ползучести rsn с неизвестным пока 
показателем s).

Таким образом, скорости упругих деформаций играют существенную 
роль и ими пренебрегать нельзя по сравнению со скоростями деформаций 
ползучести в ходе определения напряженно-деформированного состоя­
ния и, следовательно, при формулировке критерия разрушения. Най­
денные поля напряжений и скоростей деформаций получили название 
Н R-распределения.

В следующей своей работе [70] Хьюи изучил процесс продвижения 
трещины типа I в условиях переходного режима (от времен, соответ­
ствующих маломасштабной ползучести, до времен, отвечающих разви­
тым деформациям ползучести). Первый предельный случай называют 
Тб-контролируемым ростом трещины, где К  -  коэффициент интенсив­
ности напряжений, второй -  С *—контролируемым ростом трещины, где 
С*—инвариантный интеграл теории установившейся ползучести. Хьюи
[70] показал, что при медленном росте трещины области доминирова­
ния HR-решения, HRR-распределения [95] и зона превалирования исклю­
чительно упругого решения (одна область внутри другой) вместе дают 
представление структуры кончика растущей трещины. Данное исследо­
вание построено на учете скоростей упругих деформаций и их вклада 
в общее поле скоростей деформаций и, в конечном итоге, в оценку ско­
рости роста трещины.

В последнее время снова наблюдается большой интерес к пробле­
мам докритического роста трещин в металлах при высокотемператур­
ной ползучести. Однако сейчас моделирование основывается на необ­
ходимости описания процесса накопления повреждений (микротрещин, 
микропор, дислокаций). Безусловно, изучение характерных особенностей 
напряженно-деформированного состояния у вершины трещины началось 
с наиболее простых типов определяющих соотношений и для случая ста­
ционарной трещины.

Так, в [65], где исследовано поле повреждений у вершины неподвиж­
ной трещины для материала с определяющими соотношениями



Ее £ <  £0

а =
Ее - + ц ) / { п  +  р)

где Е, п ,е о, Д >  1 -  постоянные материала, можно видеть необходимость 
введения дополнительных гипотез и предположений, обусловленных же­
ланием учесть процесс накопления повреждений.

Антиплоский сдвиг пространства с неподвижной полубесконечной тре­
щиной в изотропном упругом материале в связанной постановке

где to — 1 - г р -  параметр поврежденности, введенный в [30], ф -  параметр 
сплошности, введенный в [12], был исследован в [79]. Определяющие со­
отношения такого типа, построенные на основе концепции эффективно­
го напряжения, обсуждались ранее, например, в [80, 86]. Аналитическое 
решение в [79] найдено с помощью метода годографа, дающего возмож­
ность определить структуру области, примыкающей к вершине трещи­
ны. Установлено, что устье трещины охватывается областью насыщения, 
внутри которой скалярный параметр поврежденности достиг своего кри­
тического значения и поврежденность более не накапливается. Зона на­
сыщения целиком находится внутри области активного накопления по­
вреждений (или области процесса), которая, в свою очередь, охвачена 
неповрежденным материалом.

Следует отметить, что к подобным выводам независимо пришли ав­
торы [116], где приведен асимптотический анализ усталостного роста 
трещины в упругом материале в среде с поврежденностью в связанной 
постановке. В [116] показано, что в непосредственной окрестности вер­
шины трещины существует область процесса -  регион, где происходит 
активное накопление микродефектов, а к берегам трещины примыкает 
область полностью поврежденного материала, таким образом, процесс 
распространения трещины можно представить как продвижение целой 
области, окружающей магистральную, главную трещину. Установлено, 
что влияние накопления повреждений приводит к качественно новому 
распределению напряжений -  существенному снижению показателя син­
гулярности или к полному исчезновению сингулярности поля напряже­
ний.

£*  ~  Е{1 -  u f ij E ( l  -  cu)akk6lj
1 +  и  V



К весьма сходным результатам приводят исследования полей напря­
жений, скоростей деформаций и сплошности в нелинейно-вязком мате­
риале в связанной постановке (связка "ползучесть -  поврежденность").

В [81] получены распределения компонент тензоров напряжений, ско­
ростей деформаций ползучести и скалярного параметра поврежденности 
у кончика трещины типа I в предположении реализации плоского напря­
женного состояния в связанной постановке с определяющими соотноше­
ниями вида

Авторы установили, что влияние процесса накопления повреждений про­
является в релаксации напряжений, иными словами, компоненты тензо­
ра напряжений ведут себя как <Ту ~  rs~2, где s >  2. Для всех наборов 
исследованных параметров материала и констант кинетического уравне­
ния напряжения и скорости деформаций не являются сингулярными.

Вычислительные аспекты механики разрушения и механики повре­
жденности применительно к проблеме роста трещины в нелинейно-вяз­
ком материале (вновь со степенной зависимостью между скоростями де­
формаций ползучести и эффективными напряжениями) в среде с повре­
жденностью обсуждаются в [90, 91]. Мураками с соавторами, апеллируя 
к экспериментальным наблюдениям установившегося роста трещины 
нормального отрыва в меди при 250°С*, вводит в рассмотрение зону ак­
тивного накопления повреждений и априори задает ее форму с помощью 
дуги эллипса и двух прямых, параллельных берегам трещины. Проведен­
ный авторами асимптотический анализ полей повреждений, напряжений 
и скоростей деформаций, а также численный анализ собственных значе­
ний, основанный на использовании метода Рунге -  Кутта для решения 
нелинейной системы обыкновенных дифференциальных уравнений, по­
казали, что свойственная полям напряжений и скоростей деформаций 
ползучести сингулярность либо отсутствует, либо значительно уменьша­
ется.

Естественным развитием полученных результатов является желание 
рассмотреть более сложные определяющие соотношения -  соотношения 
упругого нелинейно-вязкого материала

3 В .Т1— 1

sij 3 Gkkbij +  2 SiB

где



Однако в большинстве случаев, например в [84, 85], авторы, выписывая 
определяющие уравнения упругого нелинейно-вязкого материала, в си­
лу сложности задачи ограничиваются рассмотрением лишь скоростей де­
формаций ползучести.

Данное исследование представляет собой попытку включения скоро­
стей упругих деформаций в анализ напряженно-деформированного со­
стояния в окрестности вершины растущей трещины в поврежденной сре­
де в связанной постановке (в комбинации "упругость -  ползучесть -  по- 
врежденность").

1. Постановка задачи.
Трещина антиплоского сдвига

Рассматривается задача о докритическом подрастании трещины анти­
плоского сдвига в среде с поврежденностью. Для этого вводится пара­
метр сплошности материала ф [12], для которого известно, что ф(Ь =
0) =  1, то есть начальное состояние является неповрежденным (в [30] 
введен параметр поврежденности ш, связанный с ф соотношением ш =  
1—ф). Определяющие соотношения для среды с поврежденностью с вве­
дением гипотезы эффективного напряжения в случае антиплоского сдви­
га представляются в следующем виде:

где тг -  скорость деформаций сдвига, здесь точка означает дифференци­
рование по времени, а сами деформации сдвига складываются из упругих 
деформаций 7? и деформаций ползучести 7гс, то есть 7* =  7f + 7f, тг/ф -  
компоненты тензора эффективных напряжений, т =  у/т]2 +  т$ -  интен­
сивность касательных напряжений, ц -  модуль сдвига, В , п -  постоянные 
степенного закона установившейся ползучести, г =  1, 2 в декартовой си­
стеме координат и г =  г, в в полярной системе координат.

Материальная производная по времени в подвижной системе коорди­
нат Х\Ох2 , начало которой совпадает с вершиной трещины, имеет вид

где v -  скорость роста трещины, или в полярной системе координат

(XIII. 1.1)

£.
dt

д _ _  _д_
dt V дх

_д_
дх\



В случае установившегося роста трещины материальная производная 
по времени будет принимать вид:

I  = i c°se¥ r -  ^ г ш )  ( х ш 1 3)

Тогда определяющие соотношения (XIII. 1.1) могут быть представле­
ны в виде:

д  ( тЛ sin 9 д  ( тЛ 3 „  /  т \ п 1 г,-/. « 1COS
д г  \ ip  J  г  д в  \гр 5е U ) f<хш L4>

Полная система уравнений, описывающая рост трещины в среде с повре­
жденностью, представляется в следующем виде: 
уравнение равновесия

^  =  0; (XIII. 1.5)

условие совместности, сформулированное для скоростей деформаций

кинетическое уравнение, постулирующее степенной закон накопления по­
вреждений:

или с учетом (XIII. 1.3)

’9У - ~ ж ) - а У У ’ ( Х 1 1 1 л -8 )
— V  COS

где А , т -  постоянные материала, определяемые экспериментально. 
Граничные условия рассматриваемой задачи имеют вид: 
условие отсутствия поверхностных усилий на берегах трещины

то(в — ± 7 г )  =  0; (XIII. 1.9)

условие симметрии на ее продолжении (если исследуется в силу сим­
метрии задачи одна из полуплоскостей)



2. Метод разложения по собственным функциям. 
Асимптотический анализ 
поля скоростей деформаций

Целью настоящего исследования является асимптотический анализ 
полей напряжений, скоростей деформаций и параметра сплошности в окрест 
ности вершины растущей трещины (г —> 0) в среде с поврежденностью. 
Будем искать напряжения и параметр сплошности в виде разложения по 
собственным функциям:

Вид уравнений будет определяться тремя существующими возможностя­
ми, а именно:

1) если скорости деформаций ползучести в окрестности вершины тре­
щины являются доминирующими, то определяющие соотношения задачи 
(XIII. 1.4) примут вид

2) если скорости упругих деформаций и деформаций ползучести яв­
ляются величинами одного порядка при г —> 0, то определяющие соот­
ношения (XIII. 1.4) остаются прежними, и следует учитывать оба слага­
емых;

3) если скорости упругих деформаций превалируют при г —> 0, то

Рассмотрим каждый из описанных случаев.
1. Если скорости деформаций ползучести доминируют по сравнению 

со скоростями упругих деформаций в окрестности вершины трещины, то 
изучается докритический рост трещины в нелинейно-вязком материале, 
и распределение напряжений и параметра сплошности при г —> 0 имеет 
вид [2]:

| М , 0  =  г 7 ф М ),  iP(r,e,t) =  r l'g (e ,t) ,  (и >  0). (XIII. 2.1)

(XIII. 2.2)

(XIII. 2.3)



Как видно, у вершины трещины отсутствует характерное для теории 
трещин сингулярное поле напряжений (эффективные напряжения та/ф 
ограничены, а сами напряжения та и сплошность линейно падают до 
нуля в окрестности вершины трещины). Однако, как вытекает из равен­
ства (XIII. 1.1), это противоречит принятой гипотезе о доминировании 
скоростей деформаций ползучести. Действительно, в этом случае ц  ~  г, 
ч/Ф ~  СЧ1)> тогда 7® ~  1/г , 7? ~  0 (1), т.е. скорости упругих дефор­
маций имеют особенность вида 1/г , и это слагаемое является главным 
членом асимптотического разложения скоростей деформаций и его от­
брасывать нельзя.

2 . Принимая предположение о равном вкладе как скоростей упругих 
деформаций, так и скоростей деформаций ползучести, можно ввести без­
размерные величины

X i  - t  .  Ti
■И Г ) t Лр! Tl — ,L Т тв

где L, Т, тв -  некоторые характерные длина, время и напряжение со­
ответственно. Тогда s — — 1 /(п — 1) и поле напряжений может быть 
представлено в форме

Асимптотическое решение этой задачи может быть получено путем раз­
ложения искомых функций Ti(r,e),ip(r,e) по собственным функциям

✓ \ 1/(гс— 1)
г(XIII. 2.4)

а /  \ m / ( n — 1)

^м ) = 4 ( бд)
причем анализ кинетического уравнения позволяет сделать вывод, что 
и =  1 — m /(n  — 1). Тогда для представленного случая

Д /  „  \ (rn + l) /(n -l )

Ti ( r ’ =  V \ b Ji )  r ^ - ^ - Ч Ш О ) ,  (* =  г, в ) .

(XIII. 2.5)
Подстановка соотношений (XIII. 2.4), (XIII. 2.5) в систему уравнений 

(XIII. 1.5) -  (XIII. 1.8) приводит к системе трех обыкновенных диффе­
ренциальных уравнений относительно трех неизвестных функций / г($), 
Л (0), 9(0):



уравнение равновесия:

fed +  feg' +  ^2 -  f Tg =  0, (XIII. 2.6)

кинетическое уравнение:

sin вс/(в)  -  ^1 -  cos вд{в) = - ф т{в), /  =  у/ /2  +  /| ,

(XIII. 2.7)
условие совместности:

(1 — п) sin в/ "  +  (та — 2) sin Qf'e — n cos 6f'r +  n(n — 2 )/(n  — 1) cos 0/e =
= -л -1/*+(n - 1  f r ^ W r f ’r + fefe)+(n -  i)r-7;.

(XIII. 2.8)
Система трех обыкновенных дифференциальных уравнений (XIII. 2.6) 

-  (XIII. 2.8) должна быть исследована с учетом граничных условий: 
условия симметрии:

/ г(0 =  0) =  0; (XIII. 2.9)

условия отсутствия поверхностных усилий на верхнем берегу трещины:

f e (0 =  тг) =  0; (XIII. 2.10)

условия регулярности решения уравнения (XIII. 2.7) (дифференциаль­
ное уравнение (XIII. 2.7) является сингулярно возмущенным, так как 
коэффициент при старшей производной обращается в нуль при значе­
нии аргумента в — 0):

д(в =  0 )= Л ^ в ) )  ; (XIII. 2.11)

условия регулярности для уравнения совместности:

т  =  0) =  -  Щ 0 ) ) п +  ' > ( " - 2 ) / ( п -  1)/«(0) 
1 +  ( п - 1 ) ( 1  +  (Л (0 )Г

Таким образом, осталось подобрать значение fe(9 =  0) =  а методом 
пристрелки так, чтобы удовлетворить условию fg(6 =  ж) =  0.

Численное исследование системы уравнений (XIII. 2.6) -  (XIII. 2.8) 
с граничными условиями (XIII. 2.9) -  (XIII. 2.12) осуществлялось мето­
дом Рунге -  Кутта -  Фельберга 5-го порядка точности (38] в сочетании



с методом пристрелки. Оно показывает, что не удается подобрать зна­
чение а, приводящее к выполнению граничного условия на верхнем бе­
регу трещины. Можно попытаться сформулировать граничные условия 
не на берегах трещины непосредственно, а при некотором значении угла 
в =  9d (такое предположение часто принимается при исследовании дан­
ного класса задач), то есть предположить, что при в >  функция д(в) 
принимает лишь нулевые значения, что означает, в свою очередь, то, что 
материал полностью поврежден при в >  9<*. Тогда вместо условия отсут­
ствия поверхностных усилий на берегах трещины fg(9 =  к) =  0 будут ис­
пользованы следующие граничные условия fe(9 =  вф) =  0, д(9 =  9ф) =  0.

Численное решение этой задачи показывает, что не существует такого 
значения угла 0 <  6*̂  <  7г, для которого выполняются указанные выше 
условия. Этот обстоятельство свидетельствует о том, что ранее приня­
тое предположение, согласно которому оба слагаемых в определяющем 
соотношении (XIII. 1.4) вносят одинаковый вклад, не является справед­
ливым.

3. Рассмотрим доминирование линейной части определяющих соот­
ношений (XIII. 1.4):

1 Ti 
2 р. ф'

Можно ввести безразмерные величины

(XIII. 2.13)

жг =  - ,  t - - ,  T i - ~ ,

где L ,T  -  некоторые характерные длина, время соответственно. Из про­
веденного анализа размерностей следует, что

т = Р
A pm v

Поля эффективных напряжений и параметра поврежденности предста­
вим в виде:

Ц(г, в) =  r sf l(9), ф(г, 9) =* Г д ^ ) .  (XIII. 2.14)
Ф

Тогда полная система уравнений может быть сформулирована следую­
щим образом: 
уравнение равновесия:

Sea +  Sea' +  {s +  v +  1 )Sr9  =  0; (XIII. 2.15)



кинетическое уравнение:

sin9g' -  г/cos9g =  - / m(0); (XIII. 2.16)

условие совместности:
(s +  l ) / ,  =  / ; .  (XIII. 2.17)

Решение системы (XIII. 2.15) -  (XIII. 2.17) — системы трех обыкновенных 
дифференциальных уравнений относительно функций /,-,/,,<? — подчи­
няется следующим граничным условиям: 
условию симметрии:

f T{6 =  0) =  О, (XIII. 2.18)

условию отсутствия поверхностных усилий на берегах трещины:

/0(0 =  7г)=О , (XIII. 2.19)

условию регулярности решения уравнения (XIII. 2.16):

д(0) =  (XIII. 2.20)

Так как система обыкновенных дифференциальных уравнений (XIII. 2.6), 
(XIII. 2.7) и (XIII. 2.17) является однородная, то наряду с функция­
ми / г(в), fe{0), д{в) функции яфг(в), хфв(в), х тд(в), где х  =  x (t )  -  
некоторый постоянный коэффициент, также являются решениями. По­
этому, сводя задачу к начальной, вместо условия отсутствия поверхност­
ных усилий на берегах трещины / , (0  =  тг) =  0 сформулируем условие 
нормировки

/,(0 )  =  1. (XIII. 2.21)

Численное решение этой задачи методом Рунге-Кутта-Фельдберга по­
казывает, что невозможно подобрать собственное значение s такое, чтобы 
выполнялось граничное условие (XIII. 2.19), причем, начиная с некоторо­
го значения угла в =  6d функция д(в) принимает отрицательные значе­
ния, что, вообще говоря, противоречит физическому смыслу параметра 
сплошности. Для преодоления этой трудности предлагается следующая 
модификация постановки задачи. Вводим некоторое значение угла в =  ва 
и предполагаем, что при ва < в <  п значения функций / г(0), /в(в) и д(в) 
нулевые, причем требование непрерывности решения приводит к допол­
нительным условиям

fe{9  =  во) =  0, (XIII. 2.22)



Численное решение системы обыкновенных дифференциальных урав­
нений (XIII. 2.6), (XIII. 2.7), (XIII. 2.17) на отрезке [0,#^] с граничными 
условиями (XIII. 2.18), (XIII. 2.22), (XIII. 2.23) позволяет сделать заклю­
чение о том, что поставленным граничным условиям удается удовлетво­
рить при значении угла 6d =  л /2  и s =  0.

Анализ численного исследования показывает, что существует анали­
тическое решение этой задачи:

при 0 <  в <  9d- Тогда компоненты тензора напряжений можно предста­
вить в виде:

Впервые эти поля напряжений и сплошности найдены в [2].

3. Асимптотический анализ
"дальнего" поля напряжений

Рассмотрим соотношения для скоростей деформаций при достаточно 
больших г (г —> оо). С этой целью оценим вклад упругого и вязкого 
слагаемых.

Предположим, что скоростями упругих деформаций можно прене­
бречь. Тогда поле напряжений имеет известное распределение Хатчинсо­
на -  Райса -  Розенгрена и од ~  га, где а =  — 1 / ( n + 1). Принимая во вни­
мание следующее из кинетического уравнения соотношение /г =  1 +  ат, 
получаем, что ц > 0 при г —> оо, что, вообще говоря, противоречит физи­
ческому смыслу параметра сплошности. Следовательно, предположение 
о том, что доминируют скорости деформаций ползучести, не является 
верным, и скоростями упругих деформаций пренебрегать нельзя.

Предположим теперь, что при достаточно больших г скорости упру­
гих деформаций превалируют. В этом случае асимптотики будут совпа­
дать с асимптотиками для линейно упругого тела, т.е. а =  —1/2. Как 
следует из определяющего соотношения, это предположение справедли­
во для п >  3, что соответствует большинству материалов, поскольку 
3 <  п <  12. Следовательно, при достаточном удалении от вершины рас-, 
тущей трещины скоростями деформаций ползучести можно пренебречь.

fe{@) =  cos#, f r{9) =  sin#, g(6) =  cos# (XIII. 2.24)

(XIII. 2.25)



4. Оценка скорости роста трещины

Для определения скорости роста трещины проанализируем выраже­
ния для параметра сплошности ф, используя найденное решение в окрест­
ности вершины трещины и граничные условия в бесконечно удаленной 
точке. В соответствии с полученным ранее решением задачи сформули­
руем выражение для параметра сплошности ф в окрестности вершины 
трещины. Итак, при г —» О

А  /  v \ т./(п-1) 
ф =  — ( —— ) г cos0. (XIII. 4.1)

v \пСг /

При достаточно больших г (г —> оо) справедливо

К  ш  ■ б К ш  втг =  — _  sin те =  - = =  cos - ,  (XIII. 4.2)
V 27ГГ /  V  27ГГ ^

так что можно сформулировать выражение для параметра сплошности 
ф, полученное путем интегрирования кинетического уравнения:

ф =  1 -  А  0 = )  r - m/h.  (XIII. 4.3)

На границе этих двух областей (область, примыкающая к вершине 
подвижной трещины, где справедливо решение (XIII. 4.1), и область, где 
имеет место распределение (XIII. 4.2)) при некотором значении г =  г* 
значения параметра ф должны быть равны. Математическая формули­
ровка этого условия представима в виде:

Фг{г*) -  Фе(гф, (фг)' (г,) = (феУ (г*),

где ф1 -  решение, определяемое формулой (XIII. 4.1); фе -  решение, опре­
деляемое формулой (XIII. 4.3), где штрих означает дифференцирование 
по г.

Проведя ряд преобразований, получаем следующую оценку скорости 
роста трещины:

v =
1 ( А (  т  +

_ (£ ц )т тп V 2 ;

1/9

где q =  п — т — 1.



5. Трещина нормального отрыва
Рассмотрим задачу о докритическом подрастании трещины нормаль­

ного отрыва в условиях плоского деформированного состояния в среде 
с поврежденностью.

По аналогии с трещиной типа III в случае трещины нормального от­
рыва определяющие соотношения для упругого нелинейно-вязкого мате­
риала в среде с поврежденностью в рамках связанной постановки задачи 
представим в виде:

* - Ч г { $ ) - i ( ? b  + lB г  (хш 51)
где £ij -  компоненты тензора скорости деформаций, Е  -  модуль Юнга, 
и -  коэффициент Пуассона, В ,п  -  постоянные степенного закона пол­
зучести, Sij -  символ Кронекера, $ij =  сщ — (1/3)сгш% -  девиатор тен­
зора напряжений, ст =  у/(3 /2 )sySy -  интенсивность напряжений. Вве­
денный таким образом в рассмотрение параметр сплошности материала 
ф [30, 12], для которого известно, что 0 <  ф <  1 и ip(t =  0) =  1 удо­
влетворяет кинетическому уравнению, постулирующему степенной закон 
накопления повреждений:

(ХШ-5'2)
где А, т  -  постоянные материала, определяемые экспериментально.

Найдем асимптотическое решение этой задачи, положив

~ { г ,  в) =  a r sf rT(0), в) =  a rsfee{0),

г, в) =  a rsf Te(9), ф(г, в) =  (Зг^д(в),
ф

(XIII. 5.3)

где /3 — A a m/v. Выпишем для этого необходимые уравнения и сформу­
лируем граничные условия.

Анализ, аналогичный проведенному для трещины типа III, позволя­
ет сделать вывод о том, что в определяющем соотношении (XIII. 5.1) 
нельзя пренебрегать скоростями упругих деформаций. В связи с этим 
рассмотрим предположение, согласно которому линейное слагаемое яв­
ляется доминирующим, тогда определяющее соотношение представим в



виде:

ец =  - —  ̂  6ц. (XIII. 5.4)
13 Е  ф Е  ф 3 V ;

Исходя из этого, сформулируем условие совместности деформаций, 
которое при данном предположении будет выглядеть следующим обра­
зом:

fee -  fr r  -  2 ( f ' r  ~  fee) +  (s2 +  25 -  2) ( /rr -  fee) + 4s f re = 0. (XIII. 5.5)

Уравнения равновесия V  • о  =  0 в полярной системе координат при­
мут вид:

((s 4- /Н +  1 ) f rr — fee) 9 +  9' fr r  +  9frr =  (XIII. 5.6)

((s +  p, +  2) f re +  fee) 9 +  9 fee =  0- (XIII. 5.7)

Кинетическое уравнение сохраняет свою форму:

sin9g'{e) -  цсозвд{в) =  - f m{9), (XIII. 5.8)

где /  =  (\ /3 /2 ) д / ( / гг -  fee)2 +  4 /г20 и ц =  1 +  sm. Система (XIII. 5.5) -  
(XIII. 5.8) представляет собой систему четырех обыкновенных диффе­
ренциальных уравнений. Сформулируем для нее граничные условия: 
условия отсутствия поверхностных усилий:

М 7г) =  0, /гй(тг) =  0; (XIII. 5.9)

условия симметрии:
М О )  =  0, М О )  =  0; (XIII. 5.10)

условие регулярности, вытекающее из кинетического уравнения:

9(0) М Г ( Ш ^ М Й Г .  ( х ш . 5.п )

Методом пристрелки можно свести задачу к начальной. С этой целью 
заменим условия (XIII. 5.9) на требования:

М О )  =  сц, f re{0) =  а2. (XIII. 5.12)

Поскольку полученная система уравнений (XIII. 5.5) -  (XIII. 5.8) яв­
ляется однородной, условия (XIII. 5.12) можно, нормируя, заменить на 
условия



По аналогии со случаем трещины антиплоского сдвига приходим к не­
обходимости изменения постановки задачи [116, 2], которая заключается 
в следующем: область, характеризующаяся значениями угла Qd <  0 < 
7Г, является областью полностью разрушенного материала, и равенства 
(XIII. 5.9) должны быть заменены соотношениями:

feeifid) =  0, f re(9d) =  0. (XIII. 5.14)

Численный анализ полученной системы обыкновенных нелинейных 
дифференциальных уравнений (XIII. 5.5) -  (XIII. 5.8) с граничными 
условиями (XIII. 5.10), (XIII. 5.11), (XIII. 5.14) показывает, что удовле­
творить требуемым условиям можно лишь при значениях 9d =  ж/2  и
а =  0.

Анализ численного решения позволяет сделать вывод о существова­
нии аналитического решения задачи: 

при 0 <  в <  7г/2

— (г, в) — 2G x(t)  sin2 в, —— (г, в) =  2G x(t)  sin 29,'ф ip

—  {r,9) =  2 G x{t)cos2e, j!>(r,e) =  - G mx m(t)rcos9. (XIII. 5.15)
Ф V

6. Область процесса накопления повреждений

Полученное решение задачи о докритическом росте трещин типа I и 
III в связанной постановке позволяет построить области процесса накоп­
ления повреждений.

Учитывая, что на границе области процесса накопления повреждений 
напряжения в окрестности вершины трещины (т*) и в бесконечно удален­
ной точке (те) равны, получим уравнение границы области накопления 
повреждений.

Так, для трещины антиплоского сдвига г  — л/тф +  и

т 1 =  p,x(t).

С другой стороны, как следует из известного решения линейной механи­
ки разрушения, имеем:

т е =  К ш  
у/2п г



Р и с . 71 . О бласть процесса накопления повреждений, охватывающ ая вершину тре-

(иМ & Ушины и ее берега, для трещины типа III, где х\ =  27ГХ! ( J  

/ \ 2
Х2 =

2пх2 ~клт)

Тогда, приравнивая правые части этих уравнений, запишем следующее 
соотношение для границы области при 0 <  в <  7г/2 :

г =  1,

2

где г =  2кг ( J _ безразмерная переменная. Очевидно, что полу-
\Т<1П

ченное уравнение для границы области накопления повреждений явля­
ется дугой окружности.

Поскольку трещина распространяется, то граница области полностью 
поврежденного материала представляет собой дугу окружности и две 
прямые, параллельные линии трещины (рис. 71).

Для трещины нормального отрыва в условиях плоского деформиро­
ванного состояния интенсивность напряжений определяется формулой:

o' = ~7£~\J(°Vr — &ее)2 + 4сф0.

Тогда, в силу решения (XIII. 5.15), при 0 <  в <  к/2 справедливо

аг =  2\/3 G x(t) ,



Р и с . 72 . О бласть процесса накопления повреждений, охватывающ ая вершину тре­
щины и ее берега, для трещины нормального отры ва в условиях плоского деформи-

» ( i V S n G x l t )  \ 2 „ ( 4\/37r G n { t ) \
рованного состояния, где * 1 = 1  ----------- —  I * 1 , *2 =  I  —  ) *2

а из линейной механики разрушения известно, что

K l  sin 0. 
iirr

Приравнивая эти выражения для интенсивностей напряжений, полу­
чаем уравнение границы области процесса:

г  =  sin2 в ,

где г =  Т -  безразмерная переменная.

Известно, что для трещины нормального отрыва в условиях плос­
кого напряженного состояния интенсивность напряжений определяется 
формулой: __________________

а =  V 3 у  а2гт -  атгаев +  +  3а2гв.

Тогда, проводя аналогичный анализ, найдем уравнение границы области
процесса:

г =  ( 1 +  3 sin2 -  j cos2 - ,

/  l6n\/3Gx(t) \ где г =  I -------- -щ— ^  ) г.



Р и с . 73. О бласть процесса накопления повреждений, охватывающ ая вершину тре­
щины и ее берега, для трещины нормального отры ва в условиях плоского напряжен-

* /  167r\/3Gx(t)\2 , {l6 ir\/3G>c(t)\2ного состояния, где x j =  ( --------^ — V* I хь х*2 =  I --------^ ^  I х2

Границы областей активного накопления повреждений представлены 
на (рис. 72, 73).

Таким образом, в настоящем разделе:
1) проанализированы поля напряжений, скоростей упругих деформа­

ций и деформаций ползучести, а также скалярный параметр сплошности 
в окрестности растущих трещин антиплоского сдвига и нормального от­
рыва в упругом нелинейно-вязком материале;

2) показано, что скоростями упругих деформаций в окрестности вер­
шины растущей трещины пренебрегать нельзя по сравнению со скоро­
стями деформаций ползучести;

3) проведено исследование "дальнего" поля напряжений (распределе­
ние напряжений при больших расстояниях от вершины трещины). Для 
чего дан сравнительный анализ скоростей упругих деформаций и де­
формаций ползучести при г —> оо. Установлено, что скорости упругих 
деформаций вносят основной вклад в асимптотическое поле скоростей 
деформаций;

4) дана оценка скорости роста трещины;
5) определена конфигурация области накопления повреждений в ок­

рестности вершины трещины типа III и типа I в условиях плоского де­
формированного и плоского напряженного состояния.



7. Задачи
1. Сравните полученное решение с решением Хью -  Риделя для рас­

тущей трещины в упругом нелинейно-вязком материале.
2. Получите приведенные уравнения, определяющие границы обла­

стей накопления повреждений, для трещин нормального отрыва в усло­
виях плоского напряженного и плоского деформированного состояний.
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