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П Р Е Д И С Л О В И Е

Ц и ф р о в а я  о б раб от ка  сигналов  находит  по­
стоянно р асш и р я ю щ ее ся  практическое  применение,  
поэтому знание  основ цифровой об раб отк и си гн а ­
лов безусловно необходимо современному р а д и о ­
инженеру.  К а к  область  науки ц и фро вая  о б раб от ка  
интенсивно р азв ив ает ся  и пока  еще д а л е к а  от сво­
его заверше ния.  К  на стоя щ ем у  времени в свет вы ­
шло немало фунд ам ен та льн ы х монографий,  посвя ­
щенных этой об ласти  знаний [1, 2, 4, 8, 9, 10, 1 11. 
Вместе  с тем существую щ ая  л и тера ту ра  по тем или 
иным причинам малодос тупна  д л я  студентов.  Это 
обстоятельство  побудило авт ора  к нап исанию 
настоящег о  учебного пособия,  в котором нашли 
о тр аж ен и е  лишь основные аспек ты  цифровой о б р а ­
ботки сигналов,  относящиеся  к цифровой ф и л ь т р а ­
ции п спек тральном у анализу.  В пособии и з л а г а ю т ­
ся, в частности,  на ч а ла  теории дискретных си гн а­
лов и линейных дис кретных систем; алгорит мы  о б ­
работки сигналов,  основанные на дискретном пре­
о б раз ов ан ии  Фурье; свойства,  особенности и мето­
ды  расчета  цифров ых  фильтров;  влияние  эффектов ,  
обусловленных конечной ра зр яд н остью регистров 
процессоров цифровых фильтров.

Пособие  предназна че но д л я  студентов радиотех­
нических специальностей,  а т а к ж е  для  с л у ш а т е ­
лей Ф ПКИ.



С П И С О К  У С Л О В Н Ы Х  С О К Р А Щ Е Н И И

А Ф  —  а н а л о г о в ы й  ф и л ь т р ;
А Ч Х  —  а м п л и т у д н о -ч а с т о т н а я  х а р а к т е р и с т и к а ;  
А Ц П  —  а н а л о г о -ц и ф р о в о й  п р е о б р а з о в а т е л ь ;  
Б П Ф  —  б ы с т р о е  п р е о б р а з о в а н и е  Ф урье ;
Д П Ф  —  д и с к р е т н о е  п р е о б р а з о в а н и е  ф у р ь е ;

Д С  —  д и с к р е т н а я  си сте м а ;
Д Ф — д и с к р е т н ы й  ф и ль т р ;
И Х  —  и м п у л ь с н а я  х а р а к т е р и с т и к а ;

Н Ц Ф  —  н ер ек у р си в н ы й  ц и ф р о в о й  ф и ль т р ;
П т Ф  —  п е р е д а т о ч н а я  ф у н к ц и я ;

Р Ц ф  —  р е к у р с и в н ы й  ц и ф р о в о й  ф и ль т р ;
Ц А П  —  ц и ф р о -а н а л о г о в ы й  п р е о б р а з о в а т е л ь ;

Ц Ф  •— ц и ф р о в о й  ф и ль т р ;
Ф Ч Ф  —  ф а з о ч а с т о т н а я  х а р а к т е р и с т и к а .



1. О С Н О В Ы  Т Е О Р И И  Л И Н Е Й Н Ы Х  Д И С К Р Е Т Н Ы Х  
С И С Т Е М  И Д И С К Р Е Т Н Ы Х  С И Г Н А Л О В

1.1. Д И С К Р Е Т Н Ы Е  И Ц И Ф Р О В Ы Е  С И Г Н А Л Ы

С иг н алом  на зы ваю т  процесс,  несущий информацию.  Р а з л и ­
чают аналоговые,  дискретные и цифро вые сигналы.  Аналого/ иге  
сиг налы  непрерывны по времени и по своим значениям.  
Дискретные  с иг н ал ы  дискр етны по времени,  но непрерывны по 
знач ени ям  (амплиту де) .  Они могут рас см ат рив атьс я  как  по сле­
довательности отсчетов аналогового  сигнала  x d (t ) ,  взятые  с пе­
риодом дискр ет иза ции Т: х ( п Т ) = х a(t) \ 1= „т. Часто  аргумент  
дискретных процессов в ы р а ж а е т с я  в м ас ш т а б е  нормированного  
времени t H — 1/Т.  В этом случае  запись дискретного  сигнала  
упрощается :  х  (п) ,  где и =  0. 1, 2 ... — целочисленный а р г у ­
мент. Н и ж е  мы будем пол ьзоваться  обоими способами записи 
дискретного  сиг нала  без допол нительных замечаний,  т ак  как 
способ записи ясен из контекста.

При цифровой обрабо тке  сигналы п р ед ста вл яю тся  в виде по ­
следовательностей чисел. Ци фровой  сигнал образ ует ся  посред­
ством временной дис кре тиз аци и аналогового  сигнала  с шаго м Т 
и д ал ьн ейш его  пр еоб ра зо вани я  полученных дискретных отсче­
тов в цифр овую форму.  При таком пр еоб разов ани и к а ж д о м у  
отсчету сиг нала  ставится  в соответствие  двоичный код — ф и зи ­
ческое представ ление  числа.  Отсчеты сиг нала  имеют конечную 
величину разрядности,  ограниченную точностью представления  
чисел в ЭВМ. Поэт ому отсчеты цифрового  сигнал а  могут пр и­
нимать  одно из ряда  допустимых дискретных значений — ур о в ­
ней квантования .  Ш а г  кв ан тован ия  по уровню опр ед еляется  в е ­
сом мл ад шего  р а з р я д а  двоичного числа  сигнала  (рис. 1.1). Таким 
образом цифровые сигналы явл яю тся  дискретными по времени 
(аргументу)  и ква н това н ны ми по значени ям  (уровню) .  При



ограниченном числе р а зр ядов  двоичных чисел обычные о п е р а ­
ции сложен ия  и умно ж ен ия  применительно к цифровому сигн а­
лу ока зы ваю тс я ,  вообще говоря,  нелинейными.  Во из бежа ни е  
свя зан ны х с этим трудностей исследование эффектов,  обусл ов ­
ленных квантованием сигналов,  вы дел яю т  в особый класс  
задач .  Во всех других случая х  в качестве  модели цифрового 
сигнал а  берутся дискретные сигналы, которые можно р а с с м а т ­
ривать  к а к  цифровые,  ампл ит уд а  которых определена  с не огра­
ниченно высокой точностью.

Прив едем  примеры некоторых дискретных сигналов  
(рис. 1.2):

%  ** } т п т
0  4 2  3 r t О С 2 3  4 п . С 1 2. 3  ч £  Я- О

а)  Г
Рис.  1.2

единичный  имп у л ь с  6 (п ) -

е диничная  ступень и ( п )  =

дискретная экспонента х ( п )  =  

дискретная синусоида  х ( п )  =

1 при п — 0; (1.1,а)

0 при л ^ О ;
1 при 0; (1.1,6)
0 при л < 0 ;

С" при л >  0; (1,1,в)
0 при п <  0;

sin 01 и . (1.1,г)

1.2. Д И С К Р Е Т Н Ы Е  И Ц И Ф Р О В Ы Е  Ф И Л Ь Т Р Ы

О б о бщ ен н ая  система цифровой обраб отки сигналов,  с тру к­
т у р н ая  схема которой и з о б р а ж е н а  на рис. 1.3, состоит из А Ц П ,

Хор) ЙЧП
Х\(п)

Ц<Р
Уч?п£

ЦАП
Ца/п.)

РИС. 1.3

осущест вляю щ его  дис кре тиз аци ю и квантова ни е  входного а н а ­
логового  сиг нала  х а ( / ) ;  Ц Ф ,  прео бразующ его в соответствии 
с з а д ан н ы м  алгор итмом входную последовательность х ц (л) 
в выходную у ц(//•); Ц А П ,  восста на вли вающе го аналоговый 
сигнал y a(t) .  Физически ЦФ  — это процессор,  о п е р и р у ю щ и й  
с двоичными ко дами — отсчетами цифрового сигнала .  П о с к о л ь -
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ку при ограниченной ра зр ядн ости регистров процессора  а р и ф ­
метические операции в нем вы пол няю тся  не совсем точно (па- 
пример,  за  счет усечения или округления  произведений) ,  Ц Ф ,  
сирого говоря,  п ред ста вляю т собой нелинейные устройства.  
К ним не применимы методы синтеза  и а н а л и з а  линейных си­
стем, д а ж е  в случаях ,  когда алгоритмы обраб отк и являю тся  
линейными. Однако,  ка к  правило,  величина разр ядн ости чисел, 
ци ркул иру ю щи х в Ц Ф ,  выбираетс я  достаточно большой,  чтобы 
ошибки,  связанн ые с неточностью вычислений,  были малыми.  
В этих условиях цифро вые сигналы и Ц Ф  при ближе нно  можно 
считать дискрет ным и си гна лами и соответственно дискретными 
фильтрами.  Н и ж е  преимущественно будут  изучаться линейные,  
инвариант ные  к временному сдвигу,  стацио нар ны е Д Ф .  З а м е ­
тим, что инвариантность  к сдвигу означает ,  что временный сдвиг 
последовательности на входе  системы приводит  лишь к пропор­
ционально му сдвигу выходной последовательности.  П а р а м е тр ы  
стацион арны х систем не измен яются  во времени.  Т ак  как  мы 
полагаем,  что в Ц Ф  алго рит мы  обраб отки сигналов  реализую тся  
точно, то, если не оговорим особо, не будем дел ать  различий 
межд у  Д Ф  и ЦФ.  Это позволяет  использовать  а п п ар а т  теории 
линейных систем применительно к ЦФ.

Извест ны дв а  основных метода (класс а  методов) ,  используе­
мых в з а д а ч а х  а н а л и з а  и синтеза  линейных дискретных систем. 
Один из них основан на использовании структурных с х е м , п е р е ­
даточных функций,  частотных характе рис тик ,  интегральных п р е ­
об разовани й Л а п л а с а ,  Фурье  или Z -преобразования .  М ы снач ала  
од на ком им ся  с этим методом.  Затем  обрати мся  ко второму 
методу пространства  состояний.

1.3 . Z - П Р Е О Б Р А З О В А Н И Е  И Е Г О С В О Й С Т В А

В теории ЦФ  Z -прео бр азс вание  имеет та кое  же  значение,  
к ак  пр еобразо вание  Л а п л а с а  в теории АФ. П о к а ж е м  связь этих 
преобразований.  За п и ш ем  пр ео б ра зо вани е  Л а п л а с а

со

Х я (Р) =  |' А а ( 0  е '» el l , (1.2)
о

где x a (t) — а н алог ов ая  функция времени (ха (t) =  0 при / < 0 ) ;
А а (р)  — ее о т обр аж ен и е  по Л ап ласу .

Воспользуемся  для  вычисления (1.2) численным методом 
прямоугольников ,  полож ив t =  п Т  и dt  — Т,  получим

оо

А'а (р) =  Т V  д. (пТ)  с прГ . (1.3)
п — О

Вы раже ни е ,  с точностью до м но ж ит еля  Т совп адаю щ ее  с 
в ы р аж ен и ем  (1.3),  на зы вается  дискретным п р ео бразованием



Ла п л а с а :

Х ( Р ) = 2  х  (лТ) е_рп7' .
п^О

Введем комплексную переменную

2 =  ерГ

получим ф орму лу  прямого  Z -пр еобр азо вания
ОО

А  ( 2 )  =  V  х  ( п Т ) 2 - я  .

(1.4)

(1.5)

( 1.6 )

Изучение  соответствия  м е ж д у  р-  и 2-плоскостями,  на ко то ­
рых з а д аю т ся  L-  и Z -отображения,  я в ляе тся  весьма важ н ы м,  
т а к  как  проектирование  АФ часто основывается  на ана лиз е  р а с ­
пределения нулей и полюсов передаточной функции системы на

/7-плоскости. Это относится т а к ж е  к ЦФ 
и 2-плоскости.  Пр ео бр азо ван и е  (1.4) 
в (1.6) с помощью переменной (1.5) 
озн ач ает  конформное  от ображ ен ие  
комплексной плоскости р  в ко м п лек с ­
ную 2 -П Л О С К О С Т Ь  (рис. 1.4). При этом 
ось мнимых p -плоскости о т о б ра ж ае тся  
в ок руж нос ть  единичного ради уса  
2-плоскости,  а левая  р-полуплоскость  — 

во внутренность круга  радиуса  / г / —А.
С ф ормули руем  основные теор емы Z -преобразования .
Т е о р е м а  л и н е й н о с т и .  Z -преобразова ние  суммы 

а' (//) =  их  1 (л) 4- Ьх2 (л) равно сумме Z -преобразованнй с л а г а е ­
мых А (2) =  а Х[ (2) +  Ь Х 2 (2 ) .

Док а за те л ь ст в о :  уч ит ыв ая  ф орм улу  (1.6),  запишем

X ( г )
П -  U

ОО

а Х\  (г) +  Ъ Хъ (z) .

=  2  Iй П (/г) 1 b x 2( n ) ] z ~ v  =  0 .2  .v, (о) 2
п=0 л=О

+  Ь 2  х 2 (л) 2-
п —О

(1.7)

Т е о р е м а  о с д в и г е  в о  в р е м е н н о й  о б л а с т и .  Если 
X( z )  =  Z { x ( n ) }  и а  (л) =  0 при л <  0, то Z -преобразование 
ствинутой последовательности Z { x  (л — г)} =  z ~ r X  (2 ).

Д о к а з а т е л ь с т в о :  Z -пр еобразование  сдвинутой последо­

вательности Z { x  (п п —
З а м е н и м  переменную m  «  л

<30
2 -г V  С { ш) 2  м e * .z r f X  (2 ) ,

г)} =  2  А' (Л— г) 2""  =  2  х  (л — г ) 2“
л=0 я=г

г и получим 2 { х ( л — г)}



Т е о р е м а  о / - п р е о б р а з о в а н и и  с в е р т к  и. Дискрет-  
ной сверткой у  (я) двух  последовательностей х ( п )  и h  (я ) на-

оо

зы ваю т  вы р а ж е н и е  у  (я) — У, х  (г) h (я — г). Свойства  и зна-
г ~0

чение свертки мы рассмотрим ниже.  Зд есь  д о к а ж е м  теорему:
оо

/  п реобразов ан ие  свертки Y  (г) =  2  У (п ) z ~ n равно пр ои зве ­
л о

дению Z -преобразований сверты ваемых  последовательностей 
У (г) =  А' (г) • Н (z) .

оо

Д о к а з а т е л ь с т в о :  за пи ш ем  У (z)  =  У^у (я) z~"  =
п  =  О

ОО СО

=  2  х  (Г) I’ (" ~~г ) г  " •
п — 0 г О

Переменим  поряд ок сумм иро вания  и учтем, что h (я) ----- О
о о  о о  ОО

при я <  0. Тогда  Y (г) 2  х  (r ) 2  (п — Г) z '~" =  2  А (г) X
г —0 л = 0  г = 0

ОО

X 2  h (п — г) z  n . З ам ен и м  во внутренней сумме переменную
П=-Г

со

сумм иро вания  т  =  п — г и получим Y (z) =  v  х  (г) z ~ r X
Г — 0

оо

X 2  h  ( t n ) z ~ ' "  = .V (г) // (г).
w = 0

Ра ссмот ри м методы вычисления обратн ого  / п р е о б р а з о в а ­
ния. О б р ащ ен и е  / - п р е о б р а з о в а н и я  х (я) = / - 1 { / (г)} можно 
выполнить  несколькими методами.

Контурный интеграл

.V (я) =  (1 /2  я  у) ф X (г) д” 1 г/г, /г =  0, 1,... (1.8)
С

позволяет  получить в ы р а ж е н и е  д л я  временной последователь-  
иости в з ам кн ут ом  виде. Здесь  контур ин тег рирования  о х в а т ы ­
вает все особые точки (полюсы)  функции X  ( г) .  Д л я  д о к а з а ­
тельства  (1.8) ум но ж им  вы р а ж е н и е  (1.6) на г " - 1 и запишем

со

X  (г) г " - 1 =  2  х  (г ) г"- ' '  -1
г =о

н вычислим контурные инте гралы от левой,  правой частей по­
лученного в ы ра ж ени я .

Тогда
оо

f А (г) z n~ 1 d z  =  2 А (Г) Ф 2я d z  . (1.9)
с г=0 с

Согласно известной в теории функций комплексного пе ре­
менного те ореме Коши
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( z n ' clz =  \ ^ я ! ПРИ r =  n ' 
c I 0 в остальн ых случаях .

Следовательно,  в правой части в ы р а ж е н и я  (1.9) только 
один член суммы отличен от нуля,  д л я  которого г =  л. Учи ты­
вая  это, получим вы р а ж е н и е  2 п  j  х  (п)  =  & X  (z)  z" ' dz,  pan-

С

посильное (1.8).
Метод получения  обратного  Z -преобразования  на основании 

разл ож ени я  функции X  (г)  в степенной ряд  по степеням г  1 
не требует  интегрирования  в комплексной плоскости.  В самом 
деле  за пише м бесконечный ряд

X  (Z) = С0 +  С[ 2 1 +  c2z - 2 +  ... (1-10)

Д а л е е  запишем,  ф ормулу  (1.6) прямого  Z -пр еобразования  в виде 

Л'(г) =  х (0) +  х ( 1) z - 1 +  х ( 2 )  z - 2 +  ... ( 1. 11)

В результате  сравнения  форм ул  (1.11) с (1.10) получим
Л-(О) =  Г0; х { \ )  = Сй х ( 2 )  =  с2... (112)

Д л я  д робно- рациона льных  функций X  (г) =  А (г) /  В  ( г) ,  
где А  ( г) ,  В (г)  — полиномы от z ~ \  р а з л о ж е н и е  (1.10) не­
трудно получить простым делением числителя  А  (г)  на з н а м е ­
натель В  (2 ). Метод разл о ж ен и я  в степенной ряд  дает  только  
численное решение  д ля  х  (л) .

На  пра кти ке  д ля  получения  обратного  Z -пр еобразования  
можно пол ьзоваться  т а бл и ц а м и  такого  пр еобразо вания ,  кото­
рые приведены в справочной л и тер ату ре  13J.

х  1.4. Л И Н Е Й Н А Я  Д И С К Р Е Т Н А Я  С ВЕ РТ КА .
Р А З Н О С Т Н Ы Е  У Р А В Н Е Н И Я  Д С

Во временной области  линей ная  ин ва ри ант на я  к сдвигу Д С  
полностью опр еделяется  своей ИХ h ( л ) , а алгоритм ф и л ь т р а ­
ции — линейной дискретной сверткой.  По определению ИХ — 
это отклик фи льт ра  на единичный импульс  б (л) (1.1,а ).

Выходной у а ( 0  и входной х а (t) сигн алы линейной А С  свя-
ОО

зап ы интегралом свертки г/а ( 0 =  |  ^ а ( х ) х а(^— ГД°
— X)

Нл (t) — ИХ системы.
В дискретной свертке операци ю интегрирования  следует з а ­

менить суммированием:

у ( п )  =  У  /г (г) х (л— г) =  X  ?г (п— г) х  (г) , (1-13)
Г — - <n> г - = - < Х )
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где х ( п ) ,  у ( п ) — входная  и выход ная  последовательности соот­
ветственно,  h (п) — диск ре тна я  ИХ ЦФ.

Д л я  физически ре ализ уемых (ка уза льн ых )  Д Ф  к (п) =  О 
при п <  0. Если,  кроме того, х  (я) =  0 при п <  0, то

'/ (")  =  i j  11 (г ) х  («— ■г) =  /l ( п— r) х  (г) . (1.14)
r=0 т— 0

Соотношение  (1.14),  имеющее большое значение при м а т е ­
матическом описании и ан али зе  Ц Ф ,  известно под назван ием  
л и н е й н о й  дискретной свертки.

ЛФ мате матически описыв аю тся  д и ф фер ен ц и ал ьн ы м и  у р а в ­
нениями.  Под обн ым об раз ом  Ц Ф  мож но  описать  разностными 
уравнениями.  В зависимости от вид а  этих ура внений р а зл и ч аю т  
два  типа  Ц Ф :  рекурсивные и нерекурсивные.

Р ассмотр и м разностное  уравнен ие  вида

v  Ь, У (/!—/•) = (!<"х {11 — 111) , (1.16)
г 5=0 т~-0

где х ( п ) ,  у  (п)  — отсчеты входной и выходной по сл ед овател ь­
ностей, соответственно;  a,-, bi — ко эффиц иен ты  (постоянные 
для  стацио нар ны х фильтров) .

П о л о ж и м  в в ы р а ж е н и и  (1.3) bn =  1 и перепишем его в виде  
м  /.

У (П) =  \ ]  О,,, X ( / /—///) -  V  / , ; I/ (it— Г) . ( 1- 16)
т —-0 I .

У равн ени ями вида  (1.16) опи сывается  Р Ц Ф .  К а к  видно, 
в этом фильт ре  величина отсчета  выходной последовательности 
и (п) в те кущем моменте времени п  опр ед еляется  значениями
отсчета  входной последовательности х ( п )  в этом ж е  времени,
M -входными пр ед ше ствующ ими  воздействиями,  а т а к ж е  L-в ы ­
ходными отсчетами в пре дш еств ующ их моментах  времени.  Т а ­
ким образом  Р Ц Ф  — это система с обратной связью.  Она  о б л а ­
да ет  бесконечной памятью,  т а к  ка к  к а ж д о е  значение  выходной 
последовательности опред еляет ся  всей предысторией входного 
воздействия .  И Х  такой системы имеет  бесконечную д л и т е л ь ­
ность, поэтому Р Ц Ф  н а з ы в а ю т  т а к ж е  Б И Х  (с бесконечной ИХ)  
фильтрами.

Ра зн остное  уравнен ие  д л я  Н Ц Ф  мо жн о  получить,  если п о­
л ож и ть  в (1.16) Ь, =  0, тогда

м
И («) =  У, а т .V (п— т)  . ( 1 1 7 )

/77=0
В этом случае  отсчет выходной последовательности у  (.п ) 

зависит  только от входных отсчетов:  текущего х  (я) и в  М  п ре д ­
шествующих моментах времени и не зависит  от значений вы хо ­
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да.  Эти системы о б ла д а ю т  конечной пам ят ью и, соответственно,  
ИХ, имеющей конечное  число отсчетов. Такие  фильтры н а з ы ­
вают т а к ж е  КИХ (с конечной ИХ)  — фильтрами.

П о к а ж е м ,  что в Н Ц Ф  величины коэффициентов  разностного  
уравнен ия  (1.17) тожде ственн о ра вны  отсчетам ИХ фильтра ,  
п р е д п о л о ж и м ,  что дл и на  импульсной ха ракт ери стик и составляет  
.V =  М — 1 отсчетов,  и запи шем  свертку (1.2) д л я  значений в р е ­
мени п >  /V — 1 :

N - \  N - \
У( п ) =  2  ^  (т ) х  (п — т ) =  2  h («— т ) х  (т )- ( 1 1 ^ )

т = 1 т =  О

К а к  видно, в ы р а ж е н и я  (1.17) и (1.18) эк ви валент ны  при ус ло ­
вии u,n = h ( m ) .

1.5. П Е Р Е Д А Т О Ч Н А Я  Ф У Н К Ц И Я  ЦФ

В об ласти Z -отображе ний Ц Ф  описывается  своей пе ре да точ ­
ной функцией (П тФ ) .

Получим вы р а ж е н и е  д ля  ПтФ.  Д л я  этого применим к левой 
м правой частям разностного уравнения  (1.16) операцию Z-npe- 
образ ов ап ия  и, используя теорему о временном сдвиге,  запишем

/. м
Y  (г) (1 +  2  />, т ') =  X  (z)  2  «». z , (1.19)

Г  —  J I I I — О

I ,-,е Y  (д) -  Z {// («)}, X (z)  =  Z {.г (а)} .
ПтФ ЦФ  опр ед еляется  как  отношение Z -отобр аже ния в ы ­

ходной последовательности к Z -о тображ ен ию входной последо­
вательности

П  (z) — Y (z)  /  X  (z)  . (1.20)

Использу я  ф ор м ул ы  (1.19),  (1.20),  получим вы р а ж е н и е  для 
ПтФ Р Ц Ф

М L
Н  ( 2 ) =  2  o i n z - ' n /  ( 1 + 2  t>r Z ~ r ) . ( 1 . 2 1 )

m = 0 r =  l

Подобны м образом,  на основе уравне ния  (1.17),  для  ПтФ Н Ц Ф  
можно получить

м
Я  (г) =  2  e m гг-™ . (1.22)

т~- 0

Определение  неизвестной последовательности выходного 
сигнала  ЦФ  у  (п)  через известную последовательность — вхо д­
ной сигнал  х  (п)  в случае,  когда фильтр  за дан  своими к о э ф ф и ­
циентами,  м ож ет  быть выполнено д ву мя  способами:  во времен­
ной области,  путем решения разностных уравнений (1.16) или

12



(1.17),  и в области  2 -от ображ ен ий.  Во втором случае  з а д а ч а  
решается  в три этапа .

1. Определение  Z -пр еобразо вания  входной последователи-
оо

пости X ( z )  =  X  х {п ) 2 11 и ПтФ  Н  (z)  (1.21) или (1.22) в зависп-
п =0

мости от типа  фильтра .  Ясно,  что X  (z) д о л ж н о  вычисляться  
для к а ж д о й  ре ализ аци и входной последовательности,  в то время 
как  ПтФ Я  (z) — еди но ж ды  д ля  данного фильтра.

2. Определение  Z -от об раж ен ия  выходной по следоват ельно ­
сти в соответствии с формулой (1.20):

У (z) =  X  (z) ■ Я  (z) . (1.23)

3. Вычисление обратного  Z -преобразовани я  по формуле  
у (п) =  (1 / 2  л  j)  Ф У (z) z n - 1 dz  либо другим способом, рас-

С

смотренным в п. 1.4. За метим ,  что часто используется  м оди ф и ­
кация  приведенного алгоритма,  котор ая  основана  на использо­
вании частотных х а ра кт ерис тик  фильтров .  Н а  этом алгоритме 
подробнее  остановимся  ниже.

ПтФ ЦФ Я  (z) связан а  с ИХ h (п ) Z -преобразованисм:
оо

Я  (z) =  v  у („) z - n  (1 24)
п — 0

Это соотношение  нетрудно получить,  если применить операцию 
Z -пре образов ани я  к свертке (1.14) и учесть ф ормулу  (1.23).  
Ясно,  что сп равед ли ва  т а к ж е  ф ор м ул а  обращ ени я

h (п)  =  (1 /2  л  j) -( II (z) z" 1 d z  . (1.23)
С

Д л я  физически реал из уем ых  систем ПтФ — суть д р о б н о - р а ­
ци он альн ая  функция,  числитель и зн ам ена тель  которой я в л я ­
ются полиномами комплексной переменной z ~ l (см. вы р а ж е н и е
1.21). Р а з л о ж и в  полиномы числителя  и з н ам ен ателя  в ы р аж ен и я  
! ' ( : )  на эл емент арны е множители,  за пише м ПтФ Ц Ф  в виде

31 л/
П (1 — cmz ') П (z — cm)

II (z) == //.о Пйд! =  н 0 - Z l i l L .    . (1.20)
П (1 — d r z - ]) z M L П (z — dr)

Г «  1 г =  1

где Я 0 — константа;  dr — полюсы ПтФ (корни з н а м е н а т е л я ) ;  
ст — нули (корни числителя) .

ПтФ с дей ствительными коэ фф иц ие нт ами могут иметь п о л ю ­
сы и пули либо действительные,  либо ком пл ексно-сопряженные 
пары.  Ра спр еделени ем  полюсов и нулей на комплексной z -плос­
кости полностью определяются  свойства и хар ак терис ти ки  ЦФ
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(см. п. 1.7). Д л я  Н Ц Ф  ко эффициент ы зн а м е н а т е л я  П т Ф  равны 
нулю, и все полюсы этих фильтров  ра спо лож ен ы  в на ча ле  к оо р­
дина т  z-плоскости.

1.6. У С Т О Й ЧИ В О С Т Ь  ЦФ

В устойчивых системах от кл ик  на ограниченное  воздействие  
т а к ж е  является  ограниченным. Т а к  к а к  И Х  дискретной системы 
пр едста вляет  собой отклик на единичный импульс,  то условием 
устойчивости будет

Устойчивость системы можн о опред елить  по пол ожению по­
люсов на z -плоскости.  В п. 1.3 отмечалось,  что конформное  ото ­
б р аж ени е  p -плоскости в z -плоскость переводит  левую  полуп лос­
кость первой из них во внутренность  единичного круга  второй 
(см. рис. 1.4). Известно,  что полюсы устойчивых анало говых си­
стем (АС) р а спо лагаю тся  в левой р-полуплоскости.  Это о з н а ­
чает, что полюсы устойчивой Д С  д о л ж н ы  находиться  в пред е­
л а х  круга  ради уса  |z |  <  1 . И н ач е  д л я  устойчивости фильтра  
необходимо и достаточно выполнение  условия

где d k — /е-й полюс П тФ  Н  ( z ) .
Ясно, что Р Ц Ф  при некоторых условиях те ря ю т  устойчи­

вость, поэтому необходима провер ка  их устойчивости.  Н Ц Ф  
об ла д а е т  абсолютной устойчивостью (всегда устойчивы) .

Частотную х а р акт ери сти ку  Ц Ф  мо жн о  получить,  воспол ьзо ­
вавшись  следу ю щи м ф у н д ам ен та л ьн ы м  свойством линейных ин­
вари ант ны х к вре менному сдвигу систем: при воздействии на 
вход тако й системы гармонического  к о лебани я  выходной сигнал 
т а к ж е  я в ляе тся  гармоническим коле ба ние м той ж е  частоты и 
отличается  от входного только значением ампл ит уды и з а п а з ­
дыв анием  фазы. Иначе ,  при воздействии на входе комплексной

2  \h (п)  | <  оо . (1.27)
/1 = 0

\dk \ < 1 ,  к =  1,2, ..., L , (1.28)

1.7. Ч А СТ О ТН ЫЕ  Х А Р А К Т Е Р И С Т И К И  ЦФ

синусоиды с частотой шс

л- (п Т ) -  е ^ " г (1.29)

выходной сигнал  опред еляет ся  в ы р аж ен и ем

у  (пТ)  =  Н {е]'"сГ) е ' “="г , (1.30)

где /7 (е;о’сГ) =  Н  ( е ;“7 ) |,ш=ше — значение комплексного ко-



зффи ци ен та  передачи (частотной х ар акт ер ис ти ки )  на частоте 
о  =  оу с .

Подста вим  вы р а ж е н и е  (1.29) в свертку  (1.14) и получим
оо оо

i/ {пТ)  =  У  Л (гГ) e J"'c{n- r)T =  e ; "Jc"7 v  /, (rT ) e ~ Ja,^ r . (1.31)
г-- 0 г =0

С р ав н и вая  в ы р а ж е н и я  (1.30) с (1.31) и пол ага я  значение ч ас ­
тоты ы с произвольным, получим д л я  частотной ха ра кте рис тики

оо

Н  ( е > ,г) =  У  h  (п Т ) е - ' - пГ. (1.32)
л= 0

К ак видно, в ы р а ж е н и я  (1.32) и (1.24) совпадают,  если в по­
следнем по ложить  z  =  е/(” С Это совпадение  не случайно.  В с а ­
мом деле,  частотную х а р акт ери сти ку  АС можно получить,  если 
взять значения  ее передаточной функции на p -плоскости вдоль 
оси мнимых: Н л (j со) =  Н я (р) |Р„/„, . Подобным образ ом  ч ас ­
тотную характ ери стик у Д С  соста вляю т значения  передаточной 
функции Н (z) ,  взятые  на 2-плоскости по окруж ности единич­
ного радиуса :  Н  ( d mT) =  Я  ( z ) \ z . Таким образом,  если
известно вы р а ж е н и е  П тФ  H ( z ) ,  то д ля  получения  частотной 
характерис тики Н  (е/ '” г) в этом в ы р аж ен и и  достаточно в ы п ол­
нить подстановку 2  =  е/юГ. Ч асто тн ая  х ара кт ерис тик а  (1.32) 
является  комплексной функцией вещественного аргумента  «> Т: 
Н ( d " ’ r) =  | Н  (е ' т) j e J:irg /,(<,J'"T) . модуль которой Л (..>) =- 
=  | Я  (е/ "’ г ) |  составляет  АЧХ, а аргумент  ср(со) =  агу  / /  (е-''"7' ) -  
Ф ЧХ  фильтра .  И м ея  в виду ПтФ (1.21),  нетрудно получить вы ­
р аж ени я  д ля  АЧХ

/  /и “ " ""... ~ ".......Ти ” "
( У] а,п cos  /и о) Г ) 2 +  ( X о,,, sin in о) 7' )2

/1 / .  \  §  /  т  =  0  , 1  о  о  \/1 ((») =  1 /  -------д ---------------------—̂ , ------------------  (1-33)
I  ( 1 +  У) Й, cos  г т  7 ' )2 +  ( X  hr s in  г ы  Г ) 2 
Р г ■ 1 г - I

II ДЛЯ Ф Ч Х

/- Ж
X й,- s in г (о Т V о,„ sin in о) 7'

(|1 ((о) =  — arctcy—'~~-L------------------- Т arctp--------------------------  . ( 1.34)
1 +  У Ьг cos  г (о Т X о»  cos  in ы Г

т 1 т  =  0

Если в ы раж ен и е  ПтФ за писан о в виде (1.26),  то можн о получить
м
II (с"" ' — Сш)

И  ( е '  ",т) =  А  (со) е Ы ' Ч  =  /-/0_  -------------------. ( 1 . 3 5 )

с' "* ((—«)'■ п  (с l,J 1 --(/,)
г 1
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Пред став ив  в в ы р аж ен и и  (1.35) со мно жител и в по ка зательно й 
форме

А ( со) H q П  А  н т /  П  А пГ; ср (ю) — 2  9нт 2  ®пг

Ф ор м у л ы  (1.37) удобны д л я  графоа нал итическог о  расчета  
АЧХ и ФЧХ.  Мод ул и и углы векторов  в (1.36) опр ед еляю тся  по 
векторной д и агр амм е ,  ко торая  строится  на  основе р а сп редел е ­
ния нулей и полюсов П тФ  на  z -плоскости.  Д л я  Р Ц Ф  второго 
по ря дка  вект ор на я  д и а г р а м м а  приведе на  на рис. 1.5. А Ч Х  и 
Ф Ч Х  можн о получить по (1.37),  пов торяя  процедуру опр еделе­
ния векторов  д л я  р я да  точек  на  единичной окружности.  Точки 
а и b этой ок руж но ст и соответствуют частотам 0 и n / Т ,  а 
полный оборот  вектора  е ' !"т против  часовой стрелки соответст­
вует пр и ращ ен и ю частоты <м0 =  2 я / 7 ’ в р а д и а н а х  на секунду.  
Отметим,  что (о0 =  2 я / 0— это частота  дискре тизац ии  цифрового 
сигнала .  В а ж н а я  особенность Д С  состоит в том, что их частот­
ные характерис тики ,  в отличие  от подобных х а ра кт ери стик  АС, 
яв ляю тся  периодическими функциями частоты и  с периодом 
2 я / Т .  В самом деле,  если вектор  е ' '” т на  рис. 1.5 совершит k 
полных оборотов,  то значения  А (со) и у (со) останутся  неи з­
менными,  и поэтому Н  (е/((° +* =  Н  (е/<оГ ) — периодическая  
функция.  То ж е  самое можно по к аз ать  на основании (1.32):

Нетрудно по к аза ть  физическую причину этого явления .  Д и с к р е т ­
ные сигналы sin  (со пТ)  и sin [ (м  +  k  со0) пТ]  имеют с о в п а д а ю ­
щие отсчеты (рис. 1.6), и поэтому фильтр  на эти сигналы д о л ­
ж е н  реаги ро вать  одинаково.

е' “ т — с,п =  А н m е'Тнт; е' —  d.r =  А пг е' fnг , (1.36)

получим
м L м L

со ( М  — L)  Т. (1.37)

оо

=  у; h  (п Т ) е_"/ '“г =  н  (е/шГ),  к  =  0, 1, 2, ... (1.38)

Llmr А д к г Ы
* тн

& ,7Л  1-12



Типичный вид АЧХ и Ф ЧХ цифрового  Ф Н Ч  пок азан  на 
рис. 1.7,а и б соответственно.  К а к  видно,  основной период ч ас ­
тотной ха рак тер ис тик и Н  (е' '“т) ограничен частотным интер­
валом — л / Т  ... л / Т ,  который обычно н азы ваю т  основным д и а ­
пазоном.  Раб очи й ди а п а зо н  частот  Ц Ф  ограничен по сути д ела  
основным диапазоном.

м
1 0

Р  п с. 1.7

О б рат и м ся  к вопросу получения  ИХ Д С  по ее частотной х а ­
рактеристике .  Учтем, что вы р а ж е н и е  (1.32) пре дс тавляет  собой 
р а зл о ж е н и е  периодической функции Я  ( е ' шГ) в ряд  Фурье.  К о э ф ­
фициенты этого ряда ,  составл яю щ ие  отсчеты ИХ,  опр ед еляю тся  
обычным,  известным из теории рядов  Фурье,  способом:

г г

h  (пТ)  -  ( Г / 2  л ) I / /  ( с "" 7) е ' и "'  (/(.). (1.39)
- т .  I

Интегрир овани е  в (1.39) производится  на интервале  (— л / Т ,  
л / Т )  — периоде частотной хар акт ери стик и / 7 ( е ' шГ).

1. 8 , С П Е К Т Р  Д И С К Р Е Т Н О Г О  С И Г Н А Л А

Комплексный спектр X  (е-"”г ) дискретной по след овате льно­
сти .г (п'/') можн о получить с помощью пр еоб разо вани я  Фурье:

О О

X  (е'  "J т) =  V  х  (,;•/•) с • . (1.40)
п =  —  О О

П р е д е л ы  суммир ова ния  здесь в ы б р ан ы  в предположении,  что 
сигнал х  (пТ)  мо же т  существовать  к а к  в области  по лож ит ел ь­
ного, т а к  и отрицательного  времени.  Спектр  X  (е' ' ) является  
периодической функцией частоты с периодом ио =  2 я /Т ,  что 
можно п ок азать  подобно (1.38).

Сигнал  А' (п Т ) через его спектр можн о вырази ть  с помо­
щью обратного  Фу рье -п ре об разовани я

а  (пТ)  =  (Г/2 л)  Y -  (е ""т) e'v »r d(o . (1.41)
-кт

Инт егрир овани е  в ( 1 . 41) производится  на интервале  — л/ Т. . . л / Т,  
равном одному периоду спектра  X  (е/юГ). Ясно,  что спектр
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сигнала  на выходе Д С  равен произведению спектра  на входе 
па частотную х а ракт ери сти ку  системы:

Y  ( е ' - ' Д  =  X (е/ тТ) Н  ( d  шТ) .

Отсюда следует,  что отклик Д С  на входную последовательность  
х  (п Т ) может  быть определен с помощью ин тег рала  Фурье  вида

Ч (.п Т ) =  ( 7 7 2 л ) ]  X  ( d" ' T) Н ( d 1) d ° nTd i о.  (1.42)
— г/Г

Во многих случая х  полезным являетс я  равенство П а р с е в а л я ,  
которое д ля  Д С  можно получить из (1.40):

Г  т -  Т 00 оо

2 я .2 я - ]' A’ ( d ' ”r ) \ 2cl (о =  )’ Д  Д  х  (пл Т) х  (п?Т) X
— T .J ,, Т  п !=■—ОО Л3— —оо

оо т Г.1Т
■ г ■ == Д  -v (/?i7') .V (я27") —— j e-'"J " Д Д ы

п, ^  — оо п.,—- оо я - с Г

Так  ка к  интеграл

(■/72 л )  Т  С  ,  ‘ .......' Д у т  0 при п\=/=пг,

то получим окончательно
ОО ~ I
Д  j л' («Г)  I2 =  ( 7 / 2  л)  f BY ( е ' ,,J Д | 2 d  ы =

/7- О С

тг/Г
(7 /л )  J |Х ( е / ' Д Д / . о  . (1.43)

Ра ссмотр и м за д ач у  дискретизации  АС и определим стр у к­
туру спектра  дискретной последовательности и ха р а к т е р  его 
связи со спектром исходного аналогового  процесса.

Пусть  з а д а н  аналоговый  сигнал x a (t) и его спектр X,  ( / (о) 
(рис. 1.8,а ).  Аналоговый сигнал  в ы р а ж а е т с я  через свой спектр 
с помощью обратного  пр еоб ра зо вани я  Фурье:

х а ( 0  =  ( 1 / 2 я )  j  АД (/ a i ) d mt d  со. (1.44)

X(i ) i L  W aT)\
J V V V

a)

т_пт - гтут о 

5 )

Рис.  1.8
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П о л а г а я  в вы р а ж е н и и  (J.35) t =  пТ,  д л я  дискретной после до ­
вательности х ( п Т )  =  x a (t) 11=пТ запишем

ОО

Л (пТ)  =  ( 1/2 я )  ]' З’а (/со ) =
—оо

ОО (2 Й  f  1 ) тс/Г

=  (1 /2  л)  У  J ' Х а ( d mr) d m"T d  со. (1,45)
* = - с о  (2АГ— 1 )т г /г

В в ы р а ж е н и и  (1.45) ось частот (— оо, оо), вдоль которой п р о ­
изводится  интегрирование,  р а зб и ваетс я  на совокупность от р е з­
ков длиной 2 п / Т  ка ж ды й .  Исходн ый интеграл  пр едста вляется  
в виде суммы частных интегралов ,  вз ят ых  на у к а з а н н ы х  ча стот ­
ных подынтервалах .  В правой части в ы р а ж е н и я  (1.45) заменим 
переменную интегрирования  а /  =  со— 2 п к / Т  и переменим п о р я ­
док суммир ова ния  и интегрирования:

Г-!Т оо
х ( п Т )  =  ( Г / 2  я )  j  ( l / Т )  v  Лг а [/ (со +  (2 п / Т )  k)\eJ"'nT cl о  .

—it/Г А== -оо

С.оотношение спектров  дискретного  и аналогового  сигналов 
нетрудно получить путем сравнения  полученного в ы р а ж е н и я  
с (1.41):

ОО

Л ( е " " ' )  =  (1 /Т )  v  X  а [ / (ж у ( 2 л / Т ) Т ) \ .  (1.46)
& — — ОО

В ы р а ж е н и е  (1.46) объясн яе т  сущность об раз ован ия  пер ио ди­
ческого спектра  дискретного сигнала.  Этот спектр состоит из 
взвешенной суммы (весовой множитель  I / ' / ’) бесконечного числа 
спектров аналогового  сигнала ,  сдвинутых но частоте на вел и ­
чину 2 п к / Т ,  к =  . . .— 2, — 1, 0, 1, 2. . .  (рис. 1,8,6). Если спектр 
аналогового  сигнала  ограничен по частоте и сосредоточен 
г. полосе частот |со| <  п / Т  (Л'а (/ со) =  0 при о  >  л / Т ) ,  то 
спектр дискретной последовательности (на одном периоде) и 
спектр аналогового  сиг нала  совпадают.  В этом случае  при ц и ф ­
роа нал огово м пре об ра зо вани и из дискретной по следо вательно ­
сти м ож ет  быть выделен исходный анал оговы й процесс без и с к а ­
жений.  Если ук аза н но е  выше ограничение  полосы спектра  а н а ­
логового сиг нала  не выполняется,  то сдвинутые вдоль  оси а б с ­
цисс копии спектра  этого процесса  пер ек рыв аю тся  и при с л о ж е ­
нии иск аж аю тся .  В ре зул ьтате  возн и каю т ошибки  на ложе н ия .  
Ск аз ан но е  основывается  на известной в теории сигналов  теореме 
отсчетов Котельникова .  Следует,  однако ,  иметь в виду, что 
реально условия  теоремы Кот ельникова  могут вы полняться  пр и ­
ближенно,  т а к  к а к  ограниченные по времени сигна лы  тео рети­
чески имеют бесконечные по частоте спектры и наоборот.  П о ­
этому ошибки,  св язанн ые с дискр етиза цией сигналов  по време-
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ии, принципиально неизбежны.  Величиной этих  ошибок можн о 
уп рав лять  путем выбора  величины частоты дискр етизации
/ о = 1 / 7 ’ .

1.9. М Е Т О Д  П Р О С Т Р А Н С Т В А  С О СТ ОЯ НИ Й.
О Б Щ И Е  С В Е Д Е Н И Я

В современной теории систем и сигналов  находит  применение  
метод пространст ва  состояний. Ра ссмот ри м основы этого мето­
па. Геометричес кая  интерпретация  метода  да ет ся  на основе 
понятия многомерного обобщенного  пространст ва  [5].

В пространстве  состояний л ю б а я  с л о ж н а я  линей ная  система 
рас см ат ри вается  ка к  многоме рна я  и описывается  системой д и ф ­
ф ерен циа льн ых уравнений или системой разностных уравнений 
первого поряд ка  в зависимости от вида  системы (ан алог овая  или 
ди скр етна я ) .

Б л а г о д а р я  низкому (первому)  порядку,  эти системы у р а в ­
нений реша ют ся  непосредственно во временной области,  без ис­
пользования  интегральных (частотных)  преобразований.  В этом 
состоит одна  из наиболее  существенных особенностей метода.

М но го мер на я  Д С  имеет N
Xifn.) ------------------------  У*(п.) входов и М  выходов (рис. 1.9),

на которых действуют сигналы
Л'1 (п ) ... x N (п) и у  1 (п)  ... ум (п)  
соответственно.  Кроме того, в 
методе  про странства  состоя- 

р и с 19 ний вводятся  переменные сос­
тояния  qi ( n )  ... q n {i ) , х а р а к т е ­

ри зующие состояние  системы в текущем времени п  (здесь п — 
б ез раз мерн ое  вре мя) .  Много мерны е сигнал ы и переменные сос­
тояния удобно представить  в виде векторов,  а д ля  уравнений,  
их свя зы вающ их ,  использовать  матричную форму.  В та ком 
случае  входные и выходные сигналы, переменные состояния  
можн о р ассм ат ри ва ть  к а к  ко орд инаты  соответствующих векто ­
ров, з а д ан н ы х  ' в  обобщенном многомерном фазовом п р ос тра н­
стве.

Ясно, что состояние системы в любой момент  времени х а ­
рактеризуется  совокупностью коор дина т  вектора  состояния.  
С этими пре дс тав лени ями связано наименование  метода.

Описание  систем в пространстве  состояний,  матри чн ая  ф о р ­
ма сравнений являю тся  удобными д ля  решения на ЭВМ. Метод 
пространства  состояний може т  применяться к некоторым типам 
нестационарных и нелинейных систем. В этом состоят достоин­
ства метода.  Вместе с тем рассмотренный выше частотный метод 
ко многих случая х  об ла д а е т  большей компактностью и н а г л я д ­
ностью.
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1.10. А Н А Л И З  Д С  В П Р О С Т Р А Н С Т В Е  С О С Т О Я Н И Й 1

Описание  Д С  в пространстве состояний позволяет  ср ав н и ­
тельно просто провести временной анализ .  О б ра тим ся  сн ачала  
к более об щем у случаю нестацио на рны х Д С .  К нестационарным 
относятся  адап тив ные  системы,  оп тимальные  и ква зи оптнмаль-  
пые фильтры типа  К а л м а н а  и другие.  Хотя такие  системы в н а ­
стоящем пособии не изучаются,  они имеют большое пр ак ти че ­
ское значение.

Д л я  метода  пространства  состояний х а ракт ерн о  описание  
системы ур авнения ми вида

q ( п +  1) = А  ( n ) q ( n )  +  В ( п ) х ( п ) ;  (1.47)

у  (я) = C ( n ) q ( n ) + D ( n ) x ( n ) ,  (1.48)

первое из которых обычно на зы в а ю т  у р а в н е н и е м  состояния,  а 
второе— ур а в н е н и ем вы хода. Здесь  х  (п) =  \ x l ( n ) x 2(n) ...xN (п) \т— 
А/— мерный вектор входного сиг нала  ( Т— символ т р а нс по ни ро­
в ан и я) ;  у ( п )  = \ у \ ( п)  у 2 (п) ... у м ( п ) \ т — М — мерный вектор  в ы ­
ходного сигнала;  q (п) =  \qt (п) q2( n ) . . . qN ( n ) \ T — А'-мерный в е к ­
тор переменных состояния; А (я ) ,  В ( п ) , С (я ) ,  D (п ) — матри цы 
коэффициентов  с переменными п а р ам етр ам и  соответствующих 
размерностей.  Ясно, что система с таки ми коэффиц иен та ми я в ­
ляе тся  нестационарной.

По своей форме уравнение  (1.47) является  ве кто рно -матрич ­
ным неоднородным разностным уравнением первого порядка .  
Г1о логической сущности это уравнен ие  означает,  что вектор 
состояния  системы в последующем шаг е  (на следуемом тактовом 
интервале времени) определяется  значением вектора  состояний 
в, текущем шаге  и значением вектора  входа т а к ж е  в текущем 
времени.  Ясно,  что т а к а я  структура  уравнения  состояния  позво­
ляет  моделировать  инерционность системы. В самом деле,  чем 
больше вес вектора  состояния  в правой части (1.47),  тем сил ь­
нее инерционность системы. Уравнение выхода является  а л г еб ­
раическим вектор но-матричным.

Р ешени е  (1.47) можн о получить с помощью следующей ите- 
рацио н н о й процедуры:
шаг п =  0 q (1) = .4  ( 0 ) q ( 0 )  +  В ( 0 ) х ( 0 ) ; 
шаг п =  1 <7(2) ==.4(1)<7(1) -Ь/3( l ) . v ( l )  =

=  Л( 1) Л ( 0 )^ (0 )  n , T ( l ) S ( 0 ) . v ( 0 ) + S ( l ) . v ( l ) ;  

произвольное  q (п) = А ( п — 1 )А (я — 2)...  .Т(0)</ (0) +  

я — 1 + А ( п — 1) Л ( я — 2)... 3 (1) Я (0) А (0) +

* В д а н н о м  учебном  пособии  т о л ь к о  в п. 1.10 буквы  е ч е рточкой  с в е р х у  
о з н а ч а ю т  векторы .
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+ A( t i— 1)A (я— 2)...  A( 2)  6 ( I ) x ( l )  + . . . + '
+ A (ti— 1) B ( n — 2 ) x ( n — 2) + B ( n — \ ) x ( n — 1).

Введем переходную матри цу состояния

Ф ('h r +  1) = А ( п — 1) -А (я — 2 )... А (r +  1)
д л я  г =  — 1, 0, 1, 2, я — 2; ( я > г  +  1); и

Ф ( п , г + \ ) \  п=г +\  =  Ф ( г + 1 , г + 1 )  = / ,  (1.49)
где /  — единичная  (д иа го на льн ая )  матри ца .
Тогда ,  ка к  нетрудно видеть,

с 1 ( п ) =Ф( п ,  0 ) г 7 ( 0 ) + 2  Ф ( « ,  r + l ) S ( r ) x ( r ) .  (1.50)
/••=1

В формуле  (1.50) текущ ее  состояние  системы q (я) в ы р а ­
ж ае т с я  через начальное  состояние  q (0) и все предшеству ющи е 
входные воздействия  х ( г ) ,  г =  0, ..., п — 1, поэтому эта ф орм ула  
являе тс я  решением уравнен ия  состояния  (1.47).  Т а к  к ак  ре ш е ­
ние алгебраич еских  уравнений вида  (1.48) обычно не встречает  
затруднений,  то решение  з а д ач и  временного а н а л и з а  Д С  можн о 
считать законченным.

В стациона рн ом случае  решение  (1.50) упрощается .  Д л я  ст а­
ционарной системы элементы м а тр и ц  в уравне ниях  (1.47),  
(1.48) — константы,  поэтому эти ур авне ни я  мо жн о записат ь  
в виде

q ( п +  1) = A q  (я) + В х ( п ) . (1.51)
у  (я) =  Cq (я) +  D x  (я ) .  (1.52)

В этих фо р м у ла х  т а к ж е  учитывается ,  что реально Ц Ф ,  со­
с тав ляю щ и е  предмет  нашего  изучения,  имеют одномерный (т. е.
ска лярны й)  вход и выход,  поэтому в фо р м у ла х  (1.51),  (1.52)
х ( п ) , у ( п )  по лагают ся  с к а л я р н ы м и  переменными,  D  — с к а л я р ­
ная  постоянная ,  С — вектор-строка,  состав ленн ая  из постоян­
ных коэффициентов.

Т а к  к а к  матри ца  А в уравнении (1.51) не зависи т  от в р е ­
мени, то перех одная  м атр и ц а  стац ион арн ой системы являет ся  
функцией разности значений дискретного  времени,  о боз на че н­
ных в ее аргументе:

Ф (п, r +  \ ) = Ф  (п— г— 1 ) = A n~ r J , (1.53)

Ф ( п , 0 ) = Ф ( п ) = А п. (1.54)

П од ста вим  в ы р а ж е н и я  (1.53),  (1.54) в ф орм улу  (1.50) и по­
лучим решение  ура вне ния  состояния д л я  стаци онарной системы

q (я)  =  Anq (0) + " s  А п~ г ~1Вх ( г )  , (1.55)

где А0 —  I .
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Под ставим  (1.55) в уравнен ие  (1.54) и получим
П — 1

у  (я) =  СА" </(0) +  С V дл -г- 1  B x { r )  + D  х ( п ) . (1.56)

При нулевых на ча льны х условиях х (я) =  0 при я <  0 
и <7 (0 ) =  0, т. е. для  пре дв арительно невозбужденного  фильтра  
вы р а ж е н и е  (1.56) приводится  к виду

Фо рмул ы  (1.56),  (1.57) поз воляют  рассчитать  откли к Д С  на 
произвольное  воздействие  на входе,  провести исследование  пр о­
хождения  сигналов  через фильтр.  Сужд ен и е  о динамических 
характ ерис тик ах  Д С  как та ковой можно получить по импуль с­
ной харак тери стик е  — отклик у системы на тест-сигнал — еди­
ничный импульс (1,1,а ):

При я =  0 сумма в правой части (1.58) равна  нулю и, следова- 
юльно,  h (0) =  D  6 (0) =  D.  Д л я  я > 0  можно написать

h (я) =  С А" 1 В 6  (0) + С А “- 2 В 6  ( 1 ) +  ... + Д 6  (я) .  (1.59)

Т а к  к ак  6 (0) =  1 и 6 ( г ) = 0  при г=Д0, в правой части отли ­
чается от нуля только первое  слагаемое .  Следоват ельно

Л И Н Е Й Н Ы Х  С Т А Ц И О Н А Р Н Ы Х  Д С

Вы ше предполагалось ,  что п а р а м е т р ы  Д С  в пространстве 
состояний заданы .  Их можн о т а к ж е  получить путем соответ­
ствующего пре об ра зо вани я  разностных уравнений.  Рас смотрим  
эту за дач у  применительно к стациона рн ым ДС.  Возьмем Д С  
(рекурсивный фи льт р ) ,  котор ая  описывается  разностным у р а в ­
нением N  -го поряд ка

Р ассм отри м процедуру приведения описания  (1.61) к виду 
(1.51),  (1.52),  в которой разностное  уравнение  А’-го поряд ка  
пр еобразуется  в систему N  уравнений первого порядка .  В в е ­
дем вспомогательную пром ежу точную переменную v (п) и пред-

у ( п )  =  С А  дп-г - 1  в х ( г )  + D x ( n ) . (1.57)

п -  1
/; (я) =  С V  -1 В 6 (/') + D  6 (я) . (1.58)

при я  =  0; 

при я > 0 . (1.60)

1.11. О П И С А Н И Е  В П Р О С Т Р А Н С Т В Е  С О СТ О Я Н И И

N /V
у ( п ) =  V, аг х  (я — г) — v  h , . y ( n— r ) .  (1.61)



ставим фильтр;  соответствующий уравнен ию (1.61),  в виде  двух 
последовательно включенных фильтров  Ф 1 и Ф2 (рис. 1.10,а ) . 
Р азн ост ны е уравнения ,  опи сываю щи е эти фильтры,  запишем как

v ( n ) =  2  d r X ( n - r ) ,  (1-62)
Г— О

у ( п )  =  v ( n )  —  2  br у ( п — г) . (1.63)
г —1

j ср2 )--С1 — дд? I

а;  ^

Р и с .  1.10

Т а к  к ак  исходная  Д С  лин ей ная  и стац ионарна я ,  то порядок  
включения фильтров  Ф 1 и Ф 2 можн о изменить (рис. 1.10,6). 
Тогда  получим

р ( п ) = х ( п )  —  2  br p ( n — r ) ,  (Р64 )
/•«= 1

У(«)  =  ar p ( n — r).  (1.65)
г= О

где р ( п )  — новая  пр омежу точ на я  вспом огат ельна я  переменная .  
Введем переменные q i ( n ) ,  q>(n),  ■■■, q.v(n )- 

q l ( n ) = p { n  - N)  ,
q:,(n) =  p (11— N I 1), (P66)

<7.v(rt) =  P {n—  1).
Теперь можн о составить систему уравнении 

C/l ( rt +  1 ) =  6/2 ( rt) )
<72 (/г+  О =  7з (п ) >

qn — 1 (^ +  1) =  qn {ti) , (1.67)
<7/ v ( n + l )  =  — b lqN ( n ) — b2q N - i ( n ) — . . .— bNq ( n ) + x ( n )  .

Первы е N — 1 уравне ния  системы (1.67) непосредственно 
следуют из системы (1.66).  Последнее  уравнение  нетрудно по­
лучить,  если соответственно в последнее соотношение (1.66) под ­
ставить  (1.64).
За п и ш е м  систему (1.67) в матричной форме

q ( n + 1) = A q { n )  +  Bx(ri )  , . (1-68)
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где

Ч 1 ( " ) 0 1 0 0 0

У ( I I )  =
У2 (II)

. х  =
0 0 1 0

, в

0

0

У х ( п ) 0 0 0 1 о

—  1>N —  /' /V J- ----С V 1 2 - ь , 1

Теперь составим уравнен ие  выхода.  Д л я  этого перепишем у р а в ­
нение (1.65) в виде

N
у ( п )  =  а0р ( п )  +  V  (1/ р  (/г— г) . (1.69)

Г =  1

В первое слагаемое  правой части (1.69) подставим (1.64):
N

//(//)== До А-(д) +  (а т — а()Ь„,) р ( п — т)  . (1.70)
т 1

За мени м в в ы р а ж е н и и  (1-70) переменную суммир овани я  
г =  N  — т  +  1 и запишем

N
У ( I I )  =<Й1-\ - ( /0 +  V  ( (, iV (Ч , _  / , . .  ; , , )

г=гЛ

. . / ’(/-' Л/4 / 1) (1.71)

Обозначи м константы cr = aN — r] i— а0 hN...,.,, и замени м пе ре ­
менные р ( п — V +  r — 1) н соответствии с (1.66).  В результате  
IIO.'IV'IHM

л
//(//) -  ^  с, </, (//) | д(1 л (//) , (1.77)

Перепишем уравнение (1.72) в векторной форме

И (и)  =  Cr j ( n )  +  а0 х  (и)  , (1-76)

где С =  \с[ с2 ... cN\ — 'V-мерный вектор-строка  коэффициентов.  
Выпи шем  ур авне ния  (1.68) и (1.73):

q { n + l ) = A q ( n )  +  Б х ( п )  , (1.71)

У (п)  =  С д ( п )  +  «о .г (/?). (1.75)

Ясно, что (1.74) — это уравнен ие  состояния,  а (1.75) — 
уравнения  выхода.  Эти ф ор м улы  совпа да ют  с (1.51),  (1.52),  
если принять  D  =  a0. Таки м о браз ом  мы получили описание  Д С  
в про странстве  состояний.

Св язь  уравнений состояния  с передаточной функцией систе­
мы можно получить ра зн ыми способами [1,5]. Воспользуемся  
соотношением (1.24):

ОО
Н  ( 2 )  =  h  ( 0 )  +  v  h  ( / г ) г - п

П — 1
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и подставим в него в ы р а ж е н и е  для  импульсной хар акт ери стики 
(1.60):

сю

H ( z )  =  D +  V  САП- 1 Bz п .
п^\

Выполнив операци ю суммирования ,  д л я  ПтФ получим [5] 

H ( z )  =  C[z I  — Л J 1 В +  D  , (1.76)

где [z I — A] 1 — о б р ат н а я  матрица .

A5  2. А Л Г О Р И Т М Ы  О Б Р А Б О Т К И  С И Г Н А Л О В ,
О С Н О В А Н Н Ы Е  НА Д И С К Р Е Т Н О М
П Р Е О Б Р А З О В А Н И И  Ф У Р Ь Е

2.1. Д И С К Р Е Т Н О Е  П Р Е О Б Р А З О В А Н И Е  Ф УР ЬЕ

Дис кр етно е  пре образо ва ни е  Фурье  у с тан ав ли вает  связь  м е ж ­
ду вре менными и частотными пре дс тавлени ям и дискретных 
сигналов,  составляет  основу алгор итмов  филь траци и сигналов  
в частотной области  и спектрального  ана лиз а ,  а т а к ж е  ряда  
других эффективных алгоритмов обработки  сигналов.  И с п о л ь ­
зование  Д П Ф  получило особенно широкое  распр остранение  
после того, к ак  были р а з р а б о т а н ы  экономные ал го рит мы  Б П Ф .

ЭВМ, к а к  ариф метическое  устройство,  о б л а д а ю щ е е  конеч­
н ы м  объемом памяти,  оперирует  только  с дискр етным и з н а ч е ­
ниями функций времени и спек тральных  функций,  опр ед елен ­
ными на конечных интервалах.  Д и ск р етн ы м  пре дставлением 
сигналов  и их спектров обуслов лены  особенности Д П Ф ,  среди 
которых в а ж н ы м  являетс я  свойство периодичности.  Р ассм отри м 
суть этого свойства.

Из  теории сигналов  известно,  что конечные по длительности 
сигнал ы имеют, вообще говоря,  бесконечные по частоте спектры. 
С другой стороны,  сигналы,  о б л а д а ю щ и е  спектрами,  строго ог ­
раниченными некоторой полосой частот,  д о л ж н ы  иметь н еог ра ­
ниченную (бесконечную)  длительность.  Помимо  этого, к а к  
пок аза но в п. 1.3 (см. т а к ж е  рис. 1.8), дискр ет ные  сигналы им е­
ют периодические спектры,  а линей чатым (дискретным)  спект­
рам соответствуют периодические сигналы. В па мят и ЭВМ, о д ­
нако,  могут храниться  только  дискр етные  значения  сигналов  и 
спектров и только  конечные по длительности их реализации.  
К а ж у щ е е с я  противоречие  м еж д у  пре дставлением сигналов,  сле ­
дующ им из теории,  и в озм ож н ы м  пре дставлением их в памяти  
Э В М  р а зр еш ается  следующим  образом.

Од но вр ем ен на я  дис кр ет из ац и я  сигнал а  п о в р е м е н и  с шагом Т 
и его спектра с шагом дис кре тизации по частоте F  означает,
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что дискретный сигнал и соответствующий ему дискретный 
спектр — бесконечные периодические  последовательности,  пр и ­
чем период временной последовательности состав ля ет  1 / F ,  а 
спектральной — 1/7’ (рис. 2.1).  Очевидно,  что число отсчетов п о ­
следовательностей на периоде  состав ляет  N  =  1 / F T ,  К а к  будет

xfnjy

/11 м К /i
О ] r i /F 2 / f i . n J

Ш )

показано,  м е ж д у  периодом временной последовательности и о д ­
ним периодом спе ктральной последовательности имеет место 
в заим но однозначное  соответствие.  П оэтом у нет необходимости 
в запо ми на ни и бесконечных периодических последовательностей 
сигнала  и его спектра :  в памяти  Э В М  достаточно хранить  по 
одному периоду той и другой последовательностей.  В ы ш е бы ла  
введена  нор ми ро ван на я  ш к а л а  времени / н =  7/7’, в которой 
аргумент  функции времени х  (п Т ) п редста вляется  б е з р а з м е р ­
ным целочисленным временем п. Подобно этому введем но р м и ­
рованную шк алу частот /„  — f /F,  и вместо размерной  д ис кр ет ­
ной частоты kF,  к — 0, 1 , 2 . . .  будем пользоваться  т а к ж е  б е з р а з ­
мерной частотой к. В этом случае  функцию частоты X (kF) — 
— X ( f ) \ f ^ k i -  запишем  в виде  X (к).

Ра ссмотри м периодическую последовательность с периодом N:  
х ( п )  = x ( n  +  r N) ,  г — 0 , 1 , 2 , . . .  ( знак  — озн ач ает  периодичность 
п о с л едоват ельн ост и) . В силу периодичности последовательность  
м ож ет  быть р а з л о ж е н а  в ря д  Фурье,  т. е. пр едс тав лена  суммой 
комплексных гармонических последовательностей с частотами,  
кр атны ми основной частоте  2 n / N  (частоте периодичности х ( п ) :

х ( п )  =  ( l / A O ^ s '  X  (к)  с iFr-iN)nu _ (2.1)
*=0

Верхний предел в сумме (2.1) ограничен,  т а к  ка к  вслед 
ствие периодичности комплексной экспоненты е/(2 * №)(*+/■«)«, = 
__е/(2® iN)nk>r — целое,  существует  только  N  гармонических п о­
следовательностей с ра зл ич ны ми  часто тами со* =  (2 n / N ) k .  
Норми рую щ и й множ итель  1/Л/ в (2.1) не имеет пр и нц и пи аль­
ного значения .

Определим последовательность  отсчетов спектра  X  (к).  Д л я  
этого ум н о ж и м  обе части в ы р а ж е н и я  (2.1) на е - / ( 2*/лПпт н Пр0. 
суммируем от я  =  0 до N — 1:
Д-1 Л - I  IV—I
v *  (п)  е-7<2* .W)"'” =  V [ ( l /А/) V  X  (к) е/(2п / Л'>«Д е ц2г./л-,яш_ 

п—0 /2—0 к— 0
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Переменим  поряд ок суммир овани я  в правой части э т о г о . с о о т ­
ношения и за пише м
Л — 1 А/ — I N - 1
У  л' (п) е Н2*{»)пт — ( з /Л/') У; Х ( к )  2  е/(2* / л') (*-«)« .

п = О А = 0 п =0
Гак к а к  геометрическая  прогрессия

V c/(2, /ли ( N  п р и Л  =  / н,  (2.2)
п~о \ 0 при к ф  т ,

то получим ;

.V (к)  =  2  -V («) с- /(27 Л')"/г. (2.3)
я —- 0

Нетрудно видеть,  что спе к тр альн ая  последовательность  Х ( к )  

периодическая ,  с периодом N.  В самом деле

X  (k +  lllN) =  2  Г (п ) С- /<2~ / N) ( k+mN)n  —  
п = 0

ЛЛ —1 /V-12  Г ( п )  C- U 2 r . / N ) n k  е- /2-nm = V  у е -Ц2* Ш)пк = % (к) (2.4) 
п--п ‘ п=0

Обозначим д л я  удобства  W7y =  е~о(2 -/ло и перепишем фо рмул ы 
(2.1),  (2.3) в виде

А' (Л) = ‘2 1 -v (л) (2.5)
л = 0 

ЛС-1
•V («) V 2  -Y (/’) W'v ■ (2.3)

л  А = 0

В ы р а ж е н и я  (2.5),  (2.6) могут рассм ат ри ва тьс я  к а к  па ра  пр ео б ­
р а з о в а н и й  и явл яю тся  пре дставлением периодической после до ­
вательности дискретным рядом Фурье.

Выдели м из периодических бесконечных последовательностей 
-V (/г), Л' (/г) конечные подпоследовательности длиной в один 
период /V по пр ави ла м

х  (п)  при 0 < л с  5/— 1 ,
О в других случаях,  (2.7)

; ,? (А.’) при 0 <  k  <  N — I,
( о в других случаях.  (2.8)

Соотношения (2.5),  (2.6) спра ведли вы  т а к ж е  д л я  конечных по­
с л е д о в а т е л ь н о с т е й  (2.7),  (2.8):

| 2  -v (п ) W х кп при 0 <  к <  N — 1 ,
.V (к) =  п=о

98 [ 0 в дру гих  случаях.  (2.9)

Л- (п)



.V 1
(1/Л/) ^  л' (*) ^  ,!/i при 0 <  п <  \ 1.

*=о
О в других случаях .  (2.10)

Фо р м у л ы  (2.9) ,  (2.10) собственно и соста вляют  пару
дискретного пр еоб ра зо ван ия  Фурье,  причем перва я  из них имеет 
смысл прямого  Д П Ф ,  а вторая  — обратного  О Д П Ф .  В Д П Ф  
ка к  сигнал  х  ( п ) , т а к  и его спектр X  (/г) являю тся  ко мп лек с­
ными последовательностями.

П а р у  Д П Ф  (2.9),  (2.10) мы получили путем усечения  бес­
конечных последовательностей х (п ) и X  (/г). Од на ко  свойства 
Д П Ф  конечных последовательностей совп ад аю т  со свойствами 
п ре об ра зо вани я  (2.5) и (2.6).  Эти свойства истекают из под ­
разу ме ва ем ой  периодичности Д П Ф  (2.9) и (2.10).  Форм улы 
Д П Ф  могут расс мат ри ватьс я  в качестве  ал гор ит ма  п р и б л и ж е н ­
ного вычисления интегрального  пр еоб ра зо ван ия  Фурье  с по мо­
щью ЭВМ. Ра зум еется ,  что по отношению к дискретным после­
довательно ст ям  пара  Д П Ф  являет ся  совершенно точным преоб 
разоваинем.

9 2.2.  О С Н О В Н Ы Е  С В О Й С Т В А  Д П Ф

Л и н е й н о е т ь .  Д П Ф  суммы х  (п) = а х , (п)  ц 1>х2(п)  р а в ­
но сумме Д П Ф  X  (к)  =  a.Y, (k)  -f ЬХ2 (к) ,  где a, b константы

С д в и г  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и .  Е с ­
ли х ( п )  — периодическая  последовательность 
с периодом /V отсчетов и Д П Ф  {х  ( r i ) }  =  X ( к ) , 
то Д П Ф  {х (п - / / „ ) )  =  X  (к) е - M V)/;,,0, где 
«о — целое  число (временной сдвиг) .  Д л я  к о ­
нечных последовательностей сф о р м у л и р о в ан ­
ное выше свойство справед лив о при круговом 
сдвиге,  который ха ра кт ери зу ется  пе ре стано в­
кой отсчетов последовательности из конца 
в на ча ло  или, наоборот,  из н а ч а л а  в конец 
в зав исимости от на п рав лени я  сдвига 
(рис. 2 .2 ) . : В этом пр оявляется  п о д р а з у м е в а е ­
м ая  периодичность Д П Ф .

С и м м е т р и я .  Если последовательность  
х  (п ) являе тся  действительной,  то ее Д П Ф  имеет четную 
действительную и нечетную мнимую части:

Re  X (к) =  R e  X  (— k)  =  R e  X ( N— к ) ,

Ini  X  (к) =  — I m  X (— к) = — 1т X (Х’— к ) . (2.11)

Х(п)

Х/п-П^
Л -0 A/-d п.

[■Till
О А Ч  П 

Р  II с. 2.2

X (п) =
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В случае,  если х ( п )  — мни ма я  последовательность,  то ее Д П Ф  
имеет нечетную действительную и четную мнимую части:

R e X ( k )  =  — R e  X  [— k ) =  Re  X ( N — k)  ,

I m  X ( k )  =  I m  X  (—k)  =  I m  X ( N — k ) . (2.12)

На  пра к ти ке  последовательности во временной об ласти  обычно 
яв ляю тся  действительными. В этом случае,  при необходимости,  
две последовательности могут быть объеди не ны в одну к о м п ­
лексную последовательность ,  действительную часть которой со­
ставл яет  одна  последовательность,  а мнимую — вторая .  И с п о л ь ­
зуя свойства симметрии (2.11) и (2.12),  Д П Ф  совокупной по­
следовательности нетрудно разд ели ть  на дв е  составляющие,  
явл яю щи еся  Д П Ф  исходных временных последовательностей.  Т а ­
ким об раз ом  пр едста вляется  в оз м ож н ы м  с помощью одной пр о­
цедуры Ф урье -пр еобразо вания  получить Д П Ф  двух пос ледова ­
тельностей.

П е р и о д и ч е с к а я  (кр уговая)  с в е р т к а .  Пусть  з а д а н ы  
две  периодические  последовательности х  (п)  и Я (п) ,  имеющие 
одинаковый период N  отсчетов.  Д П Ф  этих последовательностей

-V (/с) = A v ‘ Ц т )  U V ' 1* ;  п  ( к ) = " • £  Г, ( г )  A V *  . ( 2 .1 3 )
т = 0 г =  О

Требуется  определить  третью последовательность  г/(и),  Д П Ф  
которой

Y( k )  =  X ( k )  Я (k)  . (2.14)

По дст ави м  ф орм ул ы  (2.13),  (2.14) в вы р а ж е н и е  О Д П Ф :

Г/ («) =  ( 1 / А ' ) ' S '  Г (/?) W N "к -
к= о

N  — 1 N - 1  / V - )
=  ( 1/А)  £  S  v  х  ( ш )  Г ( г )  W Ni>"+'- ">* , ( 2 .1 5 )

к = о о т= 0 г =  О

переменим по рядо к суммиро вания  и запишем

у  (//) =  ( 1 / А ) Д̂ '  ^  х  (т ) Гг (/ ) V  W,v(m+r п)к. (2.16)
т —0 г= 0 к= 0

Вну тренн яя  сумма в в ы р а ж е н и и  (2.16) есть геометрическая  
прогрессия,  д л я  которой справедлив о равенство
w - i  , , w ( N  при г — (п— т ) + Ш , 1 = 0, 1, ...

у  W N(m+r п)к — I
»=о ( 0 в других случая х  (2.17)

П одста вим  равенство  (2.17) в в ы р а ж е н и е  (2.16).  В результате  
получим

У 1п ) -  2  Л'  (т ) ^ ( п - ~ т) .  (2.18)
т—О
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Из ура вне ни я  (2.18) видно,  что иск омая  последовательность  
у  (я) пре дс тавляет  собой свертку  последовательностей х  (п ) и 
к  (л) .  Т ак  к а к  свертываем ые  последовательности периодические,  
то и свертка  у  (л) т а к ж е  пре дс тавляет  собой периодическую 
последовательность  с тем ж е  периодом N.  Кроме того, пер ио ди­
ческая  свертка  (2.18) отличается  от линейной свертки (1.13) 
по своим значениям,  что очень существенно д ля  ее пра к ти че ско ­
го использования  (подробнее  см. п. 2.5) .  При  использовании 
алгорит ма  Д П Ф  (2.9) ,  (2.10) д л я  конечных после доват ельно с­
тей необходимо уч итывать  п о д ра зу м ева ем ую  периодичность 
св ер ты ваем ых  последовательностей.  Иначе ,  в этом случае  сверт­
ка т а к ж е  опред еляется  в ы р аж ен и ем  (2.18).

2.3. А Л Г О Р И Т М Ы  Б ЫС Т РО ГО  П Р Е О Б Р А З О В А Н И Я  ФУРБЕ.
О Б Щ И Й  П О Д Х О Д

Б ы стры м и н азы ваю т  алгор ит мы  существенно (на несколько 
порядков)  с о к р а щ а ю щ и е  число арифметических операций,  необ­
ходимых д ля  вычисления Д П Ф .  Рассмотрим с н ач ала  общим 
подход к созданию экономных алгоритмов,  а затем  обратим ся  
к конкретным алгори тмам  БП Ф .

Возьмем ^-то чеч но е  Д П Ф

X (к) =  v  д- (п ) W Nnk\ А’ =  0, .... Л’— 1; W N = e->2 4 N. (2.19)
п =  О

При пря мом  вычислении X  (к) по фор муле  (2.19) для  к а ж ­
дого k  требуется  N  комплексных умнож ений и N — 1 комплексное  
слож ени е  или 4 N  умнож ени й действительных чисел и 4 N  — 2 
сложений (напомним,  что в алгоритме Б П Ф  все переменные я в ­
ляю тся  ко мп лек сны ми) .  П ри  необходимости вычисления X  (к) 
во всех /V точках число комплексны х ум нож ени й составит Л-, 
а сложений N  ( N — 1). При большом N  (например N =  1024) 
за т р а ты  на вычисление  Д П Ф  по ф орм уле  (2.19) ок аз ы ва ю тс я  
непомерно большими. По этой причине  Д П Ф  до открытия  « б ы ­
стрых» алгоритмов считалось  практически малозн ачи мым.

Пр едп о сы лк ам и  к повышению эффективности вычисления 
Д П Ф  являю тся  свойства периодичности и симметрии к о м п л ек с ­
ной экспоненты W n  ; W%* =  W $ ' N)* ; W = ( № # ) * ,
где * — з н а к  ком пл екс но-сопряженной величины.  В Б П Ф  п ре д ­
полагается  вычисление  Д П Ф  д ля  всех N  значений переменной к. 
Основной принцип этих алгоритмов состоит в раз л о ж е н и и  оп е ­
рации Д П Ф  последовательности дли ны  N  на операции Д П Ф  
меньшей длины,  именуемом понижением п ор ядка  Д П Ф .  П о к а ­
жем,  что понижение  п ор яд ка  приводит к уменьшению количест­
ва арифметических операций,  необходимых д л я  выполнения
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Д П Ф .  По ни же ни е  п орядка  воз мо жн о  только в случае,  если раз-  . 
мерность Д П Ф  N  — составное  число. Пусть  N = N r N 2, причем 
1V" I и АД произвольные целы е числа.  Тогда  переменные п и А 
is формуле  (2.19) можн о представить  следу ющи м образом:

п =  ЛДщ +  щ;  A = N 2k\ +  к ‘2 , (2.20)
где п и Ад =  0, ..., Аф— 1; п2, А2 =  0, ..., АТ— 1.

Под ст авим  (2.20) в (2.19) и учитывая ,  что =
=  е /2 51 «2*1 =  1, получим

Л , —1 N ., - 1
А(ЛДА, +  А2) =  V  w N .n ,kt W nf ,  v  .v(AT«2 +  /p)

«1 = 0 ' ла—0

П о л о ж и м  ДДч =  ИДА =  е~ - 'Д/ А;  И Д 2 =  Г А  =  е ' А / А
п запишем

лт, —1 до—1
X ( N2ki +  А2) =  V  W nb, W n,k._ V  x ( N ln 2 +  n l) W ? f * .  (2.21)

«1=0 1 н2—о J
К а к  видно из ф орм ул ы  (2.21),  АД АД - точечное Д П Ф  м о ж ­
но выполнить  в три этапа:

а) вычислить ДА- точечное  Д П Ф :

>' (Ф/Д) =  Д -V (ЛДщ j-/;,) : (2.22)

б) умн ож ить  Y  (щ А2) на комплексные множ ители 
(которые принято на зы вать  п овора ч ив аю щ им и или ф а зо в ы м и ) ;

в) вычислить ДА-точечное Д П Ф :

-V (АДА’! +  A,) =  ' v  ‘ (> (/щ/c..) ] W " / '  •
п,ж) Л|

Последов атель нос ть  опе раций в описанной процедуре  может  
быть иной: сна чала  умнож ени е  на по вора чив аю щие  множители,  
затем — два  Д П Ф ,  АД- и ЛД-точечные соответственно.  В этом 
случае

IV.,- 1  Л ', - 1
X ( N 2k l +  k 2) =  2  v  | Л-(ЛД/Щ2 +  /Щ) (2.23)

пй= 0 я 1=0 1

Алгоритм ы (2.21),  (2.23),  к ак  пок азано  ниже,  при водят  к р а з ­
ным типам Б П Ф .  Обоим этим алгорит мам,  эк вив алент ны м по 
вычислительной сложн ости , -пр ису ща в а ж н а я  особенность,  кото­
ра я  состоит в перестановке  очередности следования  отсчетов во 
входной или выходной последовательностях  х ( п )  и АДА). Н е ­
трудно пок азать ,  что с помощью в ы р а ж е н и я  (2.20) по следова­
тельности —- одномерные массивы отсчетов х ( п ) ,  «. =  (), ..., N — 1;
А (А), А =  0, ..., Л' 1, пр еобразую тс я  в дв ухмерные массивы



ЛфX/V2. Существо этого пре об разован ия  удобно пояснить на 
конкретном примере.

Пусть  Л/ =  12, // =  0 11 и к-= 0, 11. Возьмем Лф =  3, Лф =  4,
тогда пр ео бразо вани е  индексов по первой формуле  (2.20) имеет 
вид п =  3 п2 +  П\\ / / i = 0 ,  1, 2; //9 =  0, 1, 2, 3. Нетр удно заметить ,  
что при вычислении Д П Ф  по ф ор му ле  (2.21) при к а ж д о м  з н а ­
чении переменной п х перем енн ая  л 2 пробегает  все значения  
от 0 до Аф— 1 (в р ассм ат ри вае м ом  примере  от 0 до 3).  Иначе,  
при вычислении Аф-точечного Д П Ф  (2.22) о т с ч е т ы х ( л )  =  х(Лф«2 +  
-Ь //1) вы б ир аю тся  из столбцов  двухмерного  массива  (рис. 2.3,а ) ,  
а в совокупности при вычислении (2.21) отсчеты входной 
последовательности берутся  в поряд ке  д ( 0 ) ,  х ( 3 ) ,  х ( 6 ) ,  х ( 9 ) ,  
х  ( / ) ,  х ( 4 ) ,  х ( 7 ) ,  .г ( 10), ,v(2), .v ( 5 ) , х ( 8 ) ,  . v( l l ) .  Инд екс ы вы ход­
ной последовательности х ( к ) ,  к = 4 к { + к2, /д =  0, 1,2; /с2 =  0, 1, 2 , 3  
получаются  в соответст­
вии с разм ещ ен ие м  в 
столбц ах  т а бл и ц ы  (рис.
2.3,6).  Отсчеты посл едо­
вательности X  (к)  в этом 
случае  имеют естествен­
ный порядок следования.
Ясно,  что перед вычисле­
нием Д П Ф  по формуле  
(2.21) необходимо пр ед ­
ай рптельно осуществить 
перестановку отсчетов 
входной последовательности х ( п ) .

В в ы р аж ен и и  (2.23) при. ка ж до м значении переменной /ф п е ­
ременная  пл принимает  все значения  от 0 до Аф— 1. Таким о б р а ­
зом, вычисление «внутреннего» Д П Ф  в ф ормуле  (2.23) проис­
ходит  по строкам т а бл и ц ы  (см. рис. 2.3,а ) .  П ри  этом входные 
отсчеты х ( п )  берутся в естественном порядке  (без пере ст ано в­
ки) .  Отсчеты выходной последовательности в та ком случае  соот­
ветствуют их ра зм ещ ен ию по строкам т абл иц ы  (см. рис. 2.3,6) 
и следуют в очередности 23(0), А’(4),  23(8), А’ (1) ,  АД5) , А (9),  
А (2),  А (6),  А (10),  23(3), 23(7), 23(11), т. е. о к азы ваю тс я  пере­
ставленными.  Ясно, что д л я  восстановления  естественного по­
рядка  следования  отсчеты А (к)  необходимо переупорядочить.  
Таким образ ом  в обоих случая х  к трем основным эт а п а м  а л г о ­
ритма Б П Ф  д о л ж н а  быть д о ба влена  процеду ра  перестановки.

Оценим вычислительные з а т р а т ы  на выполнение  алгоритмов
12.21), (2.23) и (2.19).  В качестве  критерия  эффективности а л ­
горитмов обычно берут количество операций ум но ж ен ия  к ак  
наиболее  сложных.  В ы ш е  отмечалось,  что прямо е  вычисление  
N -точечного Д П Ф  N  =  АфАФ по ф орм уле  (2.19) требует  Аф-Аф- 
умножений.  Выч исления  по ф о рм ул ам  (2.21) и (2.23) р а зб ив аю тся
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ка Д в у т о ч е ч н ы х  Д П Ф ,  A72fV|-точечных Д П Ф  и N \ N 2 умнож ении 
па пов орач ив ающ ие  множители.  Итого  получим Р =  A;iА/22 +  
+ N t2N 2 + N i N 2 =  N  lN 2( N l + N 2 +  1) умножений,  что, очевидно, 
меньше Л Д Д 22. Таким образом,  процеду ра  пон ижения поряд ка  
Д П Ф  приводит  к уменьшению вычислительных затрат .

При условии,  что размерность  Д П Ф  Д  обла д а е т  большим 
числом множителей,  процедура  понижения п оря дка  м ож ет  быть 
применена  многократно,  а эффективность  алгорит ма  Б П Ф  соот­
ветственно повышена.  Это условие,  а т а к ж е  регулярность  с тру к­
т уры Б П Ф -а л г о р и т м а  обеспечиваются ,  если размерность  Д — 
степень целого числа.  Н а  пра кти ке  наибол ьшее  распр остранение  
получили Б П Ф -а л г о р и т м ы  по основанию 2, д ля  которых Д  =  2'-, 
тле L — целое  число.

2.4. А Л Г О Р И Т М Ы  Б П Ф  П О  О С Н О В А Н И Ю  2

Известно два  вида быстрых алгор итмов  по основанию 2, 
именуемых соответственно Б П Ф  с про ре ж ив ани ем по времени и 
Б П Ф  с п рор еж ив ан ие м  по частоте.  О б р ат и м с я  к Б П Ф  с п р о р е ­
жи ванием по времени и рассмотрим Д П Ф  X  (к ) по сл ед оват ел ь­
ности х  (я) длиной N  =  2 L. П ри таком составном N  алгоритм Б П Ф  
может  вычисляться  рекурсивно.  Н а  первом шаг е  Б П Ф  в ы п о л н я ­
ется при АД =  2 и N 2 =  2 l - \  что эквива лентно разбиен ию /V-точеч­
ной. последовательности х ( п )  на две  ( N / 2 )  -точечные п о следова­
тельности л (2 п)  и х (2 п +  1), соответствующие четным и нечет­
ным отсчетам .v (//). Воспользуемся  в ы р аж ен и ем  (2.21) и, учи­
тывая ,  что W nnP-= — 1, получим

N  2 - 1  /V ,2 — 1
А* (/с) =  v  д.(2 П) Wf f , ,  +  W% v  д (2 п +  1) W *  ; (2.24)

Л = 0  /2 =  0

А (Д +  Д72) =  Avf .v  (2 п) W % * W kN Лу ~ ' v(2 п +  1) W\*„ ;
п - 0  л = 0

// =  0, ..., Д / 2 — 1 .
Обозначим a ( n ) = x ( 2 t i ) ,  b (п)  =  х  (2 п +  1).
Выпи шем  в ы р а ж е н и я  д л я  (Д/2) - точечных Д П Ф :

2V/2—1
A (k) =  V  а( п)

Л—о

B ( k )  =  * V ~ ' b ( n )  W t f ,  
/2 =  0

к =  0, ..., Д /2 — 1. (2.25)

Учитывая  (2.25),  перепишем вы р а ж е н и е  (2.24) в виде 

Х ( к )  = А  (к) +  W % B ( k )

X  [ к +  NJ2)  =  А (k) — W „  В (к)
к =  0, Д / 2 — 1. (2.26)
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К а к  видно, на первом шаг е  Доточенное Д П Ф  пред ста вляется  
комбинацией двух (/V/2)-точечных преобразовании,  которая осу ­
ществляется  с помощью Д  сложений и Д/2  умножений на W RN 
На следую щем  шаге  два  (Д /2 ) - то ч е чн ы е  Д П Ф  А  ( к )  и В  ( к )  
комбинируются  из четырех (А/4) -точечных Д П Ф ,  д ля  чего т а к ­
же необходимы N  сложени й и Д/2  умножений.  Ясно, что т а к а я  
процедура  м ож ет  пр о д о л ж атьс я  L  =  logvV шагов ,  пока  э л е м е н ­
тарные Д П Ф  не станут двухточечными.  В этой процедуре  па не­
котором г-м шаге  ( / = 1 ,  L — 1) 2' 2 Л ' - т о ч е ч н ы е  Д П Ф  сво­
д ятс я  к 2i+1 2 /- - ' ~ | -точечным Д П Ф  посредством Д  сложений и 
N/ 2  умножений.  Н а  последнем L -м ш аг е  вычисл яются  Д/2 д в у х ­
точечных Д П Ф  к' (к) ,  к =  0,1, последовательности / ( « ) ,  « =  0,1:

F  (0) =  /  (0) +  W 2° f (  1) ;

F ( l )  = П 0 ) - ^ 2 ° / ( 1 )  , (2-27)

для  выполнения которых требуется Д  сложений и Д/2  у м н о ж е ­
ний (заметим,  что ум но ж ен ия  в (2.27) тривиальные,  т. к. W 2° = l ,  
но это обстоятельство мы учтем ни ж е) .  Таки м  образом,  число 
комплексных умнож ени й Р  и число комплексны х сложений А,  
требу емых  д ля  вычисления Д-точечного Б П Ф  по основанию 2, 
составляет:

Р =  (Д/2) 1оо-2Д, (2.28)

А =  Д  log2 Д . (2.29)

Удобное и наглядное  графичес кое  представление  алгоритма 
Б П Ф  дает  его нап рав ленн ый  граф.  В нап равлен н ом г раф е  
(рис. 2.4) к а ж д а я  вершина (узел) соответствует переменной,  а 
к а ж д а я  дуга  (стрелка)  озн ач ает  перенос переменной от в е р ш и ­
ны к вершине с весом (м но ж ит ел ем) ,  обозначенным около дан-

S r n a n l  Э т а п 2 Эт апф  , А т оп!^

а) 5)
Р и с .  2.4
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ной дуги. Значение  переменной,  предписанное некоторой в е р ш и ­
не, образует ся  к а к  сумма значений всех переменных, соответст­
вующих исходным верш и на м всех дуг, вхо дящ их  в дан ну ю  в ер­
шину, ум но ж ен ны х па весовые коэффициен ты  этих дуг.

Гр аф  8 - точечного Б П Ф  с про ре ж ив ани ем  по времени п о к а ­
зан! на рис. 2.4,а. Применител ьн о к этому графу  описанную выше 
пошаговую процедуру пон ижения по ря дка  следует  р а с с м а т р и ­
вать от конца г р а ф а  к началу.  Тогда  на  первом эт апе  вы ч и с л я ­
ются по ф о рм ул ам  (2.27) 7V/2 == 4 2 -точечных Д П Ф ,  а на посл ед ­
нем— по (2.26) дв а  4-точечных Д П Ф  комбинируются  в одно 8-то­
чечное. Алгоритм Б П Ф ,  соответствующий графу  (рис. 2.4,а ) ,  имеет 
особенность,  кот ора я  состоит в том, что только вы ходная  посл ед о­
вательность имеет естественный п ор яд ок следо вани я  индексов,  
в то вре мя  к а к  входная  последовательность  вводится  в у п о р я д о ­
ченном виде. Эта упорядоченность  обусловлена  общи м подходом 
к построению алгоритмов Б П Ф  путем пон ижения пор ядка ,  р а с ­
смотренным в п. 2.3. Н о м ер а  (индексы)  упорядоченной после ­
довательности могут быть опр еделены методом двоичной инвер ­
сии, котор ая  состоит в по ра зр яд но- обрат ной  перестановке  битов 
двоичных кодов исходных номеров.  Поясни м суть этой пе ре ста ­
новки па примере . Пусть У = 8 ,  L =  3 и исходный номер л 11СХ = 6 ,  
L  — р а з р я д н ы й  двоичный код числа 6 будет 110. После  п о р а з ­
рядной инверсии получим код 011, которому соответствует д е ­
сятичное /7,шв =  3. Д л я  8-точечного Б П Ф  последовательность  
индексов 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 методом двоичной инверсии пр еоб­
разуется  в последовательность  0, 4, 2, 6, 1, 5, 3, 7.

Простой перестановкой строк направл енного  г р а ф а ' ( с м .  
рис. 2.4,а) без нар ушений связей м е ж д у  верши на ми  г р а ф а  м о ж ­
но получить естественный поряд ок следования  индексов вход ­
ного массива.  Однако при этом на выходе устан авл и ва етс я  д в о ­
ично-инверсный порядок.  Гр аф  такого  вида ал гор ит ма  8-точеч­
ного Б П Ф  с п рор еж ив ан ие м  по времени пре дс тавлен на 
рис. 2.4,6.

Алгоритм Б П Ф  с пр оре живание м по частоте строится  на ос­
нове способа понижения п ор яд ка  Д П Ф ,  обусловленного в ы р а ­
жением (2.23).  Д л я  получения  этой ф ор мы Б П Ф -а л г о р п т м а  
входная  последовательность  из N  отсчетов х ( п ) , п =  0, ..., 
А — 1 т а к ж е  ра збива етс я  на две  равные  части с естественным 
порядком следо вания  индексов.

При этом можн о записать

АД к)  =  S  - v ( H ) n * + V - v ( « ) n s ^
п =  0 n =  N j 2

N/2 1
=  2  [* (п ) +  (n +  N l2)]  W **, /е =  0, N — \ . (2.30)

п “ О
Учтем, что — е " =  (— 1)*, а т а к ж е  W'2n =  W n ' iz и
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перепишем вы р а ж е н и е  (2.30) разд ельн о  д ля  четных и нечетных 
значений k:

N12—1
.V (2k) =  V  г , ; (п ) +  .V (/г +  .Y/2) | W «* , k  =  0 .........  Л'/ 2 -  !;

л=0
/V/2—1

¥  (2 /с +  1) =  v  |.v (я) — д- (л +  N/2)  W  % ] W"*  , k = 0, ..., Д//2 ~1,
л = 0  ' ‘

(2.31)
Перепи шем  в ы р а ж е н и я  (2.31) в виде

Л'(2 /г) = Л/| ‘л ; ( « )  /г =  0, ..., . ¥ / 2 - 1 ;
/7—0 '

JV/2- 1
Л'(2 /г +  1) -  v  Х2{п) W n* k =  0, ..„ N/2  — 1, (2.32)

п 0 '
где лд (л) =  х ( п )  + x ( n  +  N / 2 ) , п =  0, ..., .¥/2— 1;

х 2(п) =  [х (/г) — .г (п +  .¥/2) ] W V ,  п =  0, ..., . ¥ / 2 — 1. (2.33)

Таки м образом,  N -точечное Д П Ф  X  (к) исходной по сл ед оват ел ь­
ности х ( п )  сводится к вычислению по ф ор м ул ам  (2.32) двух 
V/2-точечных Д П Ф  Л’(2 к)  и Л'(2 / г+ 1) соответственно подпосле­
довательностей .Г] (п)  и л'2(«) ,  /г =  0, ..., N / 2 — 1. Д л я  о б р а з о ­
вания  этих подпоследовательностей необходимо согласно (2.33) 
выполнить N  сложений и N12 умножений.  Ясно,  что описан ная  
процедура  на следующем шаге  пон ижения п орядка  м ож ет  быть 
применена  к под последовательностям Х\ (п)  и х 2(п) .  К а к  и 
в случае  пр о р еж и ва н и я  по времени,  этот метод м ож ет  использо­
ваться  рекурсивно д л я  вычисления  N  -точечного Д П Ф  за  
L =  log2¥  шагов ,  причем на последнем шаг е  вы полняются  N12 
двухточечных Д П Ф .  К а ж д ы й  такой шаг  требует N  сложений 
и N12 умножений.  Следовательно,  вычислительные з а т р а т ы  .ме­
тодов п рореж ив ани я  по времени и по частоте  одинаковы. Гр аф  
У точенного Б П Ф  с про реж ив ани ем  по частоте,  опред еляющий  
структуру вычислений д ля  этого метода ,  приведен на рис. 2.5. 
Ле гк о  видеть,  что г р афы  (см. рис. 2.4,6 и рис. 2.5) изоморфны,  
но отличаю тся  значени ями весовых коэффициентов .

Р ассм отри м некоторые свойства  и особенности БП Ф .
О д н о т и п н о с т ь  о п е р а ц и й а л г о р  и т м а Б П Ф .  А н а ­

лизи руя  г р а ф ы  Б П Ф ,  нетрудно убедиться,  что алгоритм 
Б П Ф  мож но  составить  из однотипных базовых  операций.  Д л я  
метода с пр ореж ив ани ем  по времени алгоритм базовой операции 
опре деляется  в ы р а ж е н и я м и  (2.26).  Граф,  соответствующий этой 
операции,  по ка зан  на рис. 2.6,а. Этот граф  б лагод аря  своему 
виду, как ,  впрочем,  н сама  баз о в ая  операция ,  носит назван ие  
«бабочка» .  Б а з о в а я  опера ция  (бабоч ка)  требует выполнения о д ­
ного комплексного умн ож ен ия  и двух комплексных сложений.
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Умножение  на «— 1» не учитываем,  т а к  ка к  эта опера ция  ф а к ­
тически не являет ся  умножением.  Нетр удно видеть,  что на к а ж ­
дом из L  =  log2 N  этапов  Б П Ф  выпол няется  по N / 2  бабочек.

Г раф  бабочки д ля  метода с про реж ив ани ем  по частоте при ­
веден на рис. 2.6,6. Здесь,  в отличие  от г р а ф а  (см. рис. 2.6,а ) ,  
с н ач ала  производятся  операции комплексного сложе ни я вход ­
ных переменных, а затем  умнож ени е  одной из сумм на комп­
лексный по во ра ч ив аю щ ий  множитель .

Э к о и о м и я в ы ч и с л и т е л ь н ы х  з а  т р а т. Поскол ьку  
БП Ф -а л г о р и т м  вычисляет  Д П Ф  за  ( N / 2) log2iV опе раций умно­
жения вместо А'2, то практический выигр ыш  е =  
— А 2 /  ( N / 2  logy/V) =  2 N / log2 А/ м ож ет  быть очень большим.  Так  
для  1024-точечного Д П Ф  /V =  2 111 и в ~  200.

Фактическое  количество операций - умно ж ен ия  в алго рит ме 
Б П Ф  меньше (2.28),  если учесть, что умно ж ени я на W/,v°= 1 и н а ± / 
тривиальны.  Это относится,  в частности,  к двухточечным Д П Ф ,  
которые выпо лня ютс я  на одном из этапов  всех видов Б П Ф .  
Поэтому в алгоритме Б П Ф  м ож ет  быть получена  до по лни те ль­
ная  экономия.

С в о й с т в о  з а м е щ е н и я  п а м я т и .  Алгорит мы Б П Ф  
позволяют выполнять  вычисление с за мещ ен ие м  памяти,  суть 
которого состоит в следующем.  Из  г р а ф а  бабочки (см. рис. 2.6) 
видно, что вычисления  двух  элементов выходных дан ны х н е о б ­
ходимы только дв а  эле мента  дан ны х входного массива .  П ом им о  
этого эти элементы  в последующих вычислениях не исп ользу­
ются.  П оэ тому вновь вычисленные да н ны е  могут заноситься  
в ячейки па мят и ЭВМ, в которых хранилис ь  исходные данные.  
Тем самым экономится  тр ебу емая  па м ять  ЭВМ.

Отметим,  что помимо Б П Ф  с основанием 2 практическое  р а с ­
пространение получили т а к ж е  алго ри тм ы с други ми о с но ва ни я­
ми, в частности,  с основанием 4 [11].

ЭтапЭ Этапе! ЭтапЗ

Р  и с. 2.5

5'
Р  и с. 2.6
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2.5. М Е Т О Д Ы  В Ы Ч И С Л Е Н И Я  Д И С К Р Е Т Н О Й  С В Е Р Т К И

Существуют прямой (во временной области)  и косвенный (в 
частотной области)  методы вычисления дискретной свертки.

В п. 1.4 отмечалось,  что процесс  на выходе линейной Д С  оп­
ределяется  сверткой входной последовательности х ( п )  с ИХ си­
стемы h ( n ) .  Та ки м об разо м  линейной сверткой (1.14) о п и с ы в а ­
ется процесс цифровой филь траци и сигналов  во временной 
области.

В данном ра зд ел е  будет ра сс м ат ри ват ьс я  свертка  конечных 
последовательностей.  П ре дп о л о ж и м ,  что последовательности 
ограничены по длительности и сод е р ж а т  М  и N  отсчетов соот­
ветственно:  х ( п ) ,  п =  0, ..., М — 1; h ( n ) ,  ii =  0, ..., N — 1. Нетрудно 
видеть,  что свертка  у ( п )  этих последовательностей имеет длину 
не более N  +  M — 1 ненулевых отсчетов (см. т а к ж е  пример ни же ) .  
Учитывая  это, за пише м линейную свертку (1.14) в виде

П П

у ( п ) =  У} /г ( т ) х  (п— т)  =  2  x { n ) h { n — т ) , я  =  0, ..., N  +  M — 2.
т =0 /л=0

(2.34)
З аметим ,  что в в ы р а ж е н и и  (2.34) фа ктические  пределы сум­
мирования  определяются  интервалом значений переменной //г, 
на котором в ы р а ж е н и е  под зн ак ом  суммы не равно нулю, и м о­
гут отличаться  от обозначенных в этой формуле .  На  рис. 2.7,а 
приведен пример линейной дискретной свертки д ля  /VI =  5, N  — 3.



В частотной области  (косвенным методом)  вычисление л и ­
нейной свертки основано на  использовании теор емы о свертке 
из теории Д П Ф  (см. п. 2.2).  В ооб ще  говоря,  те орема  о свертке 
относится  не к линейной,  а к круговой свертке,  поэтому в час­
тотной области  линей ная  свертка  в ы р а ж а е т с я  через круговую 
свертку.  Этот алгоритм имеет большое практическое  значение,  
поэтому оз на к ом им ся  со свойствами круговой свертки п од ­
робнее.

Отметим, что вообще периодическую (круговую) свертку  
мо жн о вычислить, во временной и в частотной (с помощью Б П Ф )  
областях .  Вычисление  во временной области  (имеющее только  
методический интерес) выпол няе тся  по фор муле

N—1 _ N 1 _
у ( п )  =  2  х ( т ) h (п— т)  h ( m )  х ( п — гп) . (2.35)

т —О т =О

В периодической свертке последовательности х ( п )  и 1г(п) 
имеют одинаковую д ли ну по /V отсчетов.  В в ы р а ж е н и и  (2.35) 
х ( п )  и Я (я) пол агаю тся  бесконечными периодическими по сле­
д ов ате льнос тя ми с периодом N.  Ясно,  что свертка  у ( п )  т а к ж е  
является  периодической и имеет период N  отсчетов.  Поясним 
сказан ное  на примере  (рис. 2.8),  где х  (ri) , Я ( п ) — конечные после­
довательности длиной по N  отсчетов (рис. 2.8,а ,б) ;  х ( п ) ,  h ( n )  — 
их периодическое  расширение  (рис. 2.8,в , г ) ; у ( п )  — периодиче­
ская свертка  (рис. 2.8,д);  у ( п )  — один период этой свертки 
(рис. 2.8,е ) .

Л и н ей н ая  и круговая  свертки одних и тех же  пос лед оват ель­
ностей х ( п )  и I i ( u l )  в  общем случае  не совпадает  ни по д л и ­
тельности,  ни по структуре .  Это наг лядн о  видно из при веден­
ного примера  (см. рис. 2.8).  В самом деле  д ля  пос ледов ат ель­
ностей х ( п ) ,  /г (л) ,  взятых в примере , линейная  свертка  до лж н а
иметь длину 2 /V -1 отсчетов,  в то время ка к  круговая  свертка
на одном периоде  имеет дли ну только N  отсчетов.  Од на ко  су­
ществует способ пр еобра зо вани я  сверты ваемых  пос лед ов ат ель­
ностей, в результате  которого кр уг ова я  свертка  (на одном пе­
риоде)  и линей ная  свертка  тождественно совпадают.  И спо льзуя  
это преобразование ,  составим алгоритм цифровой ф иль траци и 
сигналов  в частотной области.

Пусть,  к а к  и выше,  з а д а н ы  две  последовательности:  сигнал 
д (/г), п =  0, ..., М — 1 и ИХ Н Ц Ф  h ( n ) ,  п =  0, ..., N — 1. Ф и л ь т р а ­
цию сигнал а  х ( п )  можно осуществить с помощью следующей 
пошаговой процедуры.

Ш а г  I. Вы бер ем  число L  — минимальную целую степень 
числа  2 так,  чтобы L > jV +  M — 1, и дополним по следовате льно­
сти х ( п )  и h ( n )  нулевыми отсчетами до длины L. Иначе,  о б ­
разуем новый сигнал  х ( п ) ,  /? =  (), L — 1:
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х ( п )  =  х ( п )  при а — 0, М — 1; 

х ( п )  =  О при п =  М,  М - \ - 1, L — 1 (2.36)

и новую ИХ Я (л) ,  п — О, L — 1 так,  чтобы 

Н(п) =  h ( n )  при п =  0, N — 1;

Я (л) = 0  при n = N,  Л,г+ 1 ,  L — 1. (2.37)

Ш а г  2. Вычислим Б П Ф  последовательностей х ( п )  и i i (n) :

X (Я) =  V 1 д-(Л) w"L* , Я =  0 .......  L — 1; (2.38)
П= О

/ 7 (7с) =  2 Я ( « )  №/.*, Я =  0, .... / . - - 1 ,  (2.’39)
/> = 0

где =  е /<2* /3 .
Ш а г  3. Вычислим комплексное  произведение  X  (к) и Н ( к ) ,

пре д ста вляю щ ее  собой дискре тны й спектр выходного си гн а­
ла фильтра :

? ( к ) = Х ( к )  Я  {к),  к =  0, ..., L — 1. (2.40)

Ш а г  4. Вычислим об ратное  Б П Ф  последовательности ?{к) :

Г/(п ) =  ( ! / / . )  V 1 У (к) W ,  п* , п =  0, ..., L — 1. (2.4 I )
й = и

Последовательность  /7(л) в соответствии с теоремой о сверт­
ке является  периодической сверткой последовательностей х ( п )  
и 1г(п).  Последоват ель нос ть  Г/(п) совпад ает  с линейной сверткой 
ц ( п )  (2.36) в N + M — 1 точках.  Если L > N  +  M — 1, то остальные 
точки этой последовательности — нулевые.  Ин ач е

/7( п ) = у ( п )  при л =  0, .... N +  M — 2,
/7(//) =  0 при n =  N  +  M — 1, ..., 1. — 1. (2.42)

Таким образом,  ре шается  з а д ач а  получения  линейной сверт ­
ки в частотной области  (косвенным методом)  через вычисление 
периодической свертки.

Сра вни м вычислительные з а т р а т ы  прямого и косвенного ме­
тодов.  В качестве  критерия  эф фективности алгоритмов п о -п р еж ­
нему возьмем требуемое  число опе раций умножения.  Н епо сре д ­
ственной проверкой можно убедиться,  что требуем ое  число у м ­
ножений д ля  вычисления всех N + M — 1 отсчетов линейной 
свертки по ф ор му ле  (2.34) составляет

Рлт =  M N  . (2.43)
П ри фи льтрац ии  в частотной области  з а т р а т ы  на вы чи сле ­

ние Д П Ф  И Х  (2.39) можн о не учитывать,  т а к  к а к  это Д П Ф  
можн о определить  з ар ан ее  и е ди но ж ды  д л я  данного фильтра .
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Таким образом  д ля  вычисления  свертки в частотной области  
необходимо выполнить Б П Ф  (2.38),  О Б П Ф  (2.41) и L  ко м п лек с ­
ных умнож ений в соответствии с (2.40).  Учитывая  в ы ра ж ен и е  
(2.28),  получим требуемое число комплексных умножений

Р  к пер =  2 (Б/2)  log2 L +  L  = L. ( l o g y L + l )  (2.44,а) 

и число действительных умно жен ий

^ л и с р =  4 1  ( log2 L +  1). (2.44,6)

Нетрудно заметить ,  что эффективность  свертки в частотной 
области  зависит  от соотношения величин L  и N  +  M — 1. При 
выполнении условий L —2-' и N  +  M — 1 < L  в смысле  вычислител ь­
ной эффективности благ опр ия тны м являетс я  соотношение  
А' +  М — 1 ~  2'  и менее благ опр ия тным N  + M — 1 ~ 2-'—1.

Анализ ,  выполненный на основе в ы р а ж е н и й  (2.43) и (2.44,а,б) ,  
по ка зывает ,  что метод свертки в частотной области  э ф ф ек т и в ­
нее прямой свертки при дл и не  И Х  У > 4 0 .  Эфф ективность  метода 
свертки в частотной области  обусловлена  использованием в нем 
Б П Ф ,  поэтому этот метод наз ываю т  т а к ж е  быстрой сверткой.

В быстрой свертке при действительных входных сигналах,  
используя  свойство симметрии Д П Ф  (см. п. 2.2) ,  м о ж ­
но дополнительно сократить  число операций умно жен ия 
примерно в дв а  раза .  Д л я  этого достаточно из двух  действ и­
тельных последовательностей сф орми ровать  искусственный 
комплексный сигнал и об раб отать  его за  один проход ал го р и т ­
ма (2.36) — (2.42).

2 . 6 .  М Е Т О Д Ы  С Е К Ц И О Н И Р О В А Н И Я  С В Е Р Т К И

При работе  в реальном м ас ш т а бе  времени фильтр,  исполь­
зующий алгоритм свертки во временной области  (2.34),  выдает  
отсчеты выходного сиг нала  в темпе  поступления на его вход 
отсчетов входной последовательности.  П а м я т ь  таког о  фильтра  
ра вна  длительности ИХ N . Соответственно этому з а п а з д ы в а н и е  
сигнала  имеет величину,  пропорцио нальн ую длине  ИХ.  В от ли ­
чие от этого процесс обраб отки в фильтре,  использующем метод 
свертки в частотной области  (2.36) — (2.42),  может  начаться  
лишь после того, к ак  в за п о м и н а ю щ е м  устройстве процессора  
ф ильтра  накоплена  вся выбор ка  входного сиг нала  объе ма L  от ­
счетов. Вс ледствие  этого в тако м Ц Ф  отсутствует  возможность  
выдачи отсчетов выходного сигнала в темпе  поступления  отсче­
тов на вход фильтра.  Сиг нал  на выходе образ ует ся  не рань ше  
окончания  и накопл ения  всей реа лиз аци и входного сигнала .  
П ри  длинны х (квазибесконечных)  входных сиг налах  т а к а я  з а ­
д е р ж к а  в выдач е  е ы х о д н о г о  сиг нала  недопустима.  Кр оме  того.
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д л я  з ап ом и на ни я  длинной последовательности м о ж е т  пот ребо­
ваться  большой объем памяти,  пр е в ы ш а ю щ и й  наличный  ресурс.  
П оэ тому при длин ны х р е а л и з а ц и ях  входного сигнала ,  когда 
L  >  N,  при меняется  секционирование  свертки,  суть которого 
состоит в разбиении входного  си гна ла  па секции ограниченной 
длины,  вычислении сверток к а ж д о й  секции в отдельности с ИХ 
филь тра  и последующ ем объединении частных результатов  
в единую выходную последовательность.  Существует  два,  п р и ­
мерно эквив ален тны х  по вычислительным з а т р а т а м  метода с е к ­
ционирования  свертки.

М е т о д  п е р е к р ы т и я  с с у м м и р о в а н и е м .  Р а зд е ли м  
входную квазибесконечную последовательность  х ( п )  па секции 
х, (п)  — смеж ны е подпоследовательности длиной по Mi отсчетов

ОО
а- (п ) =  v  Л>(П) > (2.45)

г= О
( х ( п )  при гМ].д7/ <.; ( г +  I) Аф;

где хг (п ) = ( О  при других значения х п .

П р е дп ол ож им ,  что ИХ  h (п)  со де рж ит  N  ненулевых отсчегоз.  
Тогда  д л я  линейной свертки последовательностей х ( п )  и h (п) 
мо жн о  за пи сат ь

ОО с о  ОО

. ' /(") =  2  2  ЛГ,(//— т)  h (т)  = 2  '• ( ")  • (2.46)
г=0 т-0 г—О

К а ж д а я  частная  свертк а  у, {п) имеет  длину N f M i  — 1 отсче­
тов и п ере к ры вается  с последующей сверткой у г+\ (п)  на участке  
длиной N — 1 отсчетов (рис. 2.9).  К а к  видно, на интервалах ,  на 
которых перекрытие  частных сверток отсутствует,  их отсчеты 
переносятся в резу льт ир ующ ую  последовательность  без изме не ­
ния; на и н тервалах  перекрытия  отсчеты частных сверток су м м и ­
руются.

Прак ти чески  частные линейные свертки у г (п)  вычисляются  
через круговую свертку косвенным методом в соответствии с 
фо р м у ла м и  (2.36) — (2.42).  Особенность этого метода  состоит 
в том, что размернос ть  Б П Ф  L  м о ж е т  быть произвольной — ее 
следует  вы брат ь  из р я да  чисел L = 2 J, где /  — целое число. 
Ра зм ерно сть  Б П Ф  L > N  вы бира ется  в соответствии с зад ан но й 
длиной ИХ N.  Основан ия  д л я  выбо ра  конкретного числа  L  мы 
приведем ниже.

Выб оро м разм ерности Б П Ф  предопр ед еляет ся  т а к ж е  выбор 
дл и ны  секции х г (п) .  В самом деле  условием аде кватности л и ­
нейной и круговой (на одном периоде) сверток являе тся  
L  >  N  +  Mi  — 1. Отс юда  д л я  дли н ы  секции получим 
Mi  =  L —  N  +  1.
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М е т о д  п е р е к р ы т и я  с н а к о п л е н и е м .  В этом м е ­
тоде  входная  последовательность  х ( п )  делится  на секции д л и ­
ной L  отсчетов (L -размерность  Б П Ф ) ,  пер ек рыва ю щи еся  в N — 1 
точках  (рис. 2.10).  Необходимость  перекрытия об условлена  осо­
бенностями вычисления  частных сверток.  Поясним этот а лго ­
ритм подробнее.

г /  )р

Р  и с. 2.9

. 1 , .
г / , 9  7 j i  u  \ •

X i  .1 1х г

У/fn)

Уг/пА

Рис.  2.10

п.

п.

Ш а г  1. В ы б и р аем  раз мерность  Б П Ф  L  сообразно з а д а н ­
ной ИХ. Д л и н а  ИХ по лагаетс я  равной N.  Ясно,  что д ол ж но  
быть L  >  N  .

Ш а г  2. Н а  этом ш аг е  вычисляется  Б П Ф  ИХ. П р е д в а р и ­
тельно ИХ h ( n ) ,  п =  0, ..., N — 1 дополняе тся  нулевыми отсче­
тами  до дли ны  L,  т. е. преобразуе тся  к виду

h ( n )  =  h ( n )  при п =  0, ..., N — 1.
Н(п)  = 0 при n = N,  ..., L — 1 .

Ясно,  что искомое пр ео бразо вани е

Я  (к) = V  h ( n ) W Lnk, /> =  0, ..., L —  1.
п —0

Ш а г  3. В ы бир аетс я  секция  входного сигнала  х г (п) ,  п — 0, 
..., L — 1, состоящ ая  в общем случае  из ненулевых отсчетов,  и 
вычисляется  Б П Ф

Х г (к)  =  V  х , { п )  W L"k, к =  0, ..., L —  1.
п =о
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О б р ат и м  внимание ,  что здесь,  в отличие от предшествующего 
случая ,  секции сиг нала  нулевыми отсчетами не пополняются.

Ш а г  4. Вычисляет ся  комплексное  произведение

Yr (к) =  (к) ■ Н  (к) .

Ш а г 5. Вычисляет ся  обратное  п р еобра зо вани е  Фурье

y r (n) =  ( l / N )  s '  ?г (к) W L «*, n =  0, ..., L — 1.
к^О

Ш а г  6. Объ еди н яю тся  частные свертки в у г (п)  единую в ы ­
ходную последовательность  у ( п ) .  Поясни м способ такого о б ъ е ­
динения.

К а к  отмечалось,  линей ная  свертка  двух  последовательностей 
по L  и N  отсчетов имеет дли ну N  +  L — 1 отсчетов. В р а с с м а т р и ­
ваемом алго рит ме циклически сверты ваю тся  секция  сигнала ,  
состоя щая  из L  ногтевых отсчетов,  и ИХ, т а к ж е  им ею щ ая  L от ­
счетов, из которых только  N  отсчетов отличны от нуля,  а ос­
тальн ые L — N  отсчетов — нулевые.  П о л у ча е м а я  круго вая  св ерт ­
ка  имеет период L  отсчетов.  К а к  видно,  дл и на  линейной свертки 
больше периода  круговой свертки.  Это означает,  что не все от ­
счеты круговой свертки верны.  Непосредственной проверкой (см. 
т а к ж е  [9J) можн о убедиться  в том, что первые /V— 1 
отсчеты круговой свертки у г (п) ,  п =  0, ..., N — 2 неправильные,  
тогда к ак  отсчеты от N — 1 до L — 1 соответствуют отсчетам л и ­
нейной свертки*.  З ам ети м ,  что число верных отсчетов равно 
числу нулей в ИХ h ( n )  плюс единица,  т. е. L — N + 1 .  Отсюда  
видна целесообразность  соблюдения неравенства  L ^> N  при 
выборе  величины L.

Таким обр азо м процедура  секционирования  на к а ж д о м  этапе  
получает M = L — jV+ 1 отсчетов,  которые вкл ю чаю тся  в в ы х о д ­
ную последовательность  у ( п ) . Н е п ра вил ьн ы е  N — 1 отсчеты 
(помеченные на рис. 2.10 крестик ами )  отбрас ывают ся .  П о д п о ­
следовательности пра ви льн ых  отсчетов д о л ж н ы  быть п р и м ы к а ю ­
щими.  Ясно,  что последовательность  у ( п )  мо жн о  составить из 
отрезков  по М  пр авиль ны х отсчетов,  когда последовательные 
секции Х г ( п )  входного сиг нала  п ерек ры ваю тся  на  N — 1 точек. 
Это перекрытие  носит условный хара кт ер :  первые N — 1 отсче­
тов текущей секции повторяют N — 1 отсчетов предыду ще й се к­
ции. Отметим,  что при пр ограммной  ре ализ аци и алгоритм пе ре ­
крытия  с накоплением предпочтительнее  ал гори тма  перекрытия 
с суммированием,  т а к  к а к  он проще реализуется  при использо ­
вании стан дартных  пр огра ммны х  средств  [8J.

* В п р и л о ж е н и и  р а с см о тр ен  д р у г о й  сп особ  р е а л и з а ц и и  м е т о д а  л ер ек р ы -  
т и я с н ак о п л ен и ем ,  в к о т о р о м  р а с п о л о ж е н и е  н еверн ы х  о тсч ето в  в частной  
с в е р т к е  иное.
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О б р ат и м с я  к  вопросу обоснованного  выбо ра  размернос ти  
Б П Ф  в методе фи льтрац ии  сигналов  в частотной области.  К а к  
было показано,  в к а ж д о м  цикле  итераций этого метод а  ф ил ьт ­
руется только L — N + 1  отсчетов входной последовательности.  
Д л я  того чтобы отфильтр оват ь  J отсчетов входного сигнала,  
необходимо выполнить  / /  (L— N +  1) циклов .  Опр еделим полное 
число операций умно жен ия,  в этой процедуре,  с учетом ф о р м у ­
л ы  (2.44,6),  получим

^полн =  U /  ( L— N  +  1) J (4 L  log2 L - М ). (2.47)

К а к  видно из в ы р а ж е н и я  (2.47),  при з а д ан н ы х  J и N  полное 
число опе раций ум но ж ен ия  я в ляе тся  функцией L.  З а д а ч а  в ы ­
числения  L,  при которой Р полн минимально,  ра ссмотрена  в л и ­
терат уре  [4]. Р е з у л ь т а ты  расчет а  оптимального  L, в зависимо-
сти  от  д л и н ы И Х  N, п р и в е д е н ы н и ж е:

Д л и н а  И Х  /V 11 И ...17 18...29 30...52 53... 94 95... 171 172.„310 311.„575

О п т и м а л ь ­
ное L  32 64 128 256 512 1024 2048 4096

Н етрудно заметить ,  что опт има льное  значение  L  растет 
с увеличением N  не в прямой,  а более  высокой пропорции.  В м е ­
сте с тем, число операций ум но ж ен ия  «не очень быстро» [4J в о з ­
ра ста ет  при отклонении выбранного  значения  L  от о п т и м а л ь ­
ного. Поэтому в случае,  если доступный объем па мят и не д ос та ­
точен д л я  опт имального  Ь от , мо ж н о  использовать  субопти- 
мальное  значение  без резкого  снижения эффективности ал го р и т ­
ма. Так,  например,  если вы бир аетс я  L ~ 2 N ,  то требуемое  число 
операций у м но ж ен ия  во зр астае т  лишь в 1,33 раза.

2.7. С П Е К Т Р А Л Ь Н Ы Й  А Н А Л И З  С П О М О Щ Ь Ю  БПФ

Д П Ф  мо ж н о  ра ссм ат ри вать  к а к  алгор итм  вычисления  инте­
грального  пр еоб разо вани я  Фурье  с помощью ЭВМ. О д н ако  п р и ­
менение Д П Ф  д л я  спектрального  а н а л и з а  имеет особенности.

Вы бер ем  некоторое  значение  переменной k\  из м но ж ест ва  
к =  0, ..., N — 1 и вычислим в этой точке Д П Ф  X  (£,) =

N -1
— 2  х ( п ) е —Н2*1К'>пкк П ре дп о л о ж и м ,  что х ( п ) — ко м пл екс ная

п -  О
диск ре тна я  синусоида:  х  (л) =  е1шп, п =  0, ..., N — 1. В таком 
случае

X  (/г,) =  X ki (e/w) =  V  е Ч -  < W w>*i i« . (2.48)
п —0
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К а к  видно, сумма в правой части (2.48) — геоме трическая  п р о ­
ф е с с и я .  П р о су м м и ровав  прогрессию, получим

У (h \ —  I С' ^__
А  ^ '> 1 —  е ' К  ( г - / ' ) * , )

_   yin {N 0)/2).  Р/ f<:: it iN)kl\ / 2 ' (2.49)
s in  (co/2 —  n k J N )

Обозначим
A ki (со) =  \ Xk\ ( e 'w) | =  sin (N  co/2) / s i n  (co/2—л k J N ) . (2.50)

Ф ункция (2.50) по к аз ы ва ет  зависимость  мо дуля  /«у-го отсче­
та Д П Ф  от частоты гармонического  ко леба ния  единичной 
амплитуды.

Нетр удно заметить ,  что функц ия Л*, (со), гр а ф и к  которой 
п ок аза н  на рис. 2.11,а, эк ви вал ен тн а  АЧХ полосового фильтра  
с центральной частотой со/,, =  ( 2 n / N ) k l . К а к  видно из в ы р а ж е ­
ния (2.50) и рис. 2.11,а, эта  АЧ Х имеет относительно большие 
боковые лепестки.  Алгоритм Б П Ф  .
позволяет  вычислить ср азу  N  спект- 1И(е ) /
ра льн ых составляющих.  Поэт ому этот А
алгоритм эквив алентен гребенке  из N i V
фильтров,  настроенных на частоты о ■ гг гжus
й » = ( 2 я / N ) k ,  k =  0, ..., (V— 1. Г р аф и к 
АЧХ этой гребенки д ля  8-точечного S)
Б П Ф  приведен на рис. 2 .11 ,6
(здесь п ок аза н ы  только гл авные о ~jT ~Jyr7e>
лепестки х ар акт ер и ст и к  — боковые 0
лепестки опу щены ) .  1 с'

Лепестко вость  х а ра кт ерис тик  фильтров  весьма неж елат ельн а ,  
т а к  к ак  приводит  к явлению «расте ка ния » или «утечки».  В с а ­
мом деле,  энергия сигнала ,  частота  которого п р и н а дл е ж и т  неко­
торому фильтру  гребенки,  но не совпадает  точно с его ц ен т ­
ральной частотой о)& — (2 ж/N)  /г, будет проходить в другие  
ка н алы ,  через боковые лепестки их АЧХ и наоборот.  К а к  видно, 
Б П Ф  эквивалентно набору фильтров  с относительно невысоким 
разрешен ием  по частоте и бо льшими лепестка ми характеристик .  
Уменьшение  лепестковости АЧХ можн о обеспечить путем по ­
членного ум но ж ен ия  зад ан но й последовательности сигнала  х ( п )  
на некоторую весовую последовательность  w ( n ) ,  п — 0, ..., N — 1. 
При выборе  весовой функции,  на зы вае мо й т а к ж е  врем енны м  
о кн о м , можн о учитывать  ра злич ны е требования ,  которым соот­
ветствуют разли чн ые  виды окон (см. подробнее разд .  3) .  Здесь  
ж е  отметим х а р акт ерн ую  особенность окон: все они, вне з а в и ­
симости от конкретного вида,  плавно на ра с т а ю т  вн ач але  и т а к ­
ж е  плавно спа даю т в конце.  С учетом вз веш ив ани я  д л я  Б П Ф
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последовательности х г (п )  на  некотором r -м интервале  н а б л ю ­
дения  м ож н о написать

Xr ( k )  =  2  х , ( п )  w ( n )  е- '<2 ^/">"*, к =  0; .... N —  1. (2.51)
п = 0

Д и с к р е т н а я  функция А(&),  н а з ы в а е м а я  п е р и о д о г р а м м о й

Ir (k)  =  \ Xr (k)  |2 /  2  w 2(n) ,  k =  0, ..., А/— 1, (2.52)
n =0

м ож ет  служит ь  характ ерист икой спектрал ьной  плотности м о щ ­
ности детермин иро ванного  дискретного сигнала .

Д л я  получения  оценки спектра льной  плотности мощности 
( С П М )  S x ( f k ) ,  где  Д  =  k / N ,  случайного  временного  ря да  
необходимо вычислить пе ри од огра ммы (2.52) в пос ледоват ель­
ности наб люд ени й г  =  1, ..., М  и осуществить усреднение  п е ­
риодограмм по мн ож ест ву  реализ аци й

м
S,  (Д) =  (1 /М )  2  1г (к) . (2.53)

Г — I

Оце нка  (2.53) являе тся  случайной.  Дис пе рс ия  этой оценки 
умень ш ается  с ростом М  —  количества  усредняемых  пе ри од о­
грамм.  Существует  м оди фи ка ци я  метода  пер ио дограмм,  поз во­
л я ю щ а я  получить оценку С П М  по меньшей дл и не  а н а л и з и р у е ­
мой случайной последовательности [9J.

2.8. В Ы Ч И С Л Е Н И Я  Д П Ф  НА О С Н О В Е  Л И Н Е Й Н О Й  
Л Ч М - Ф И Л Ь Т Р А Ц И И

Р ассмотр и м Д П Ф  последовательности х ( п ) ,  п =  0, ..., N — 1: 

Х ( к )  = У . ' - ( / г )  Г " * ,  / г = 0, ..., /V— 1 (2.54)
п = 0

и, учитывая  соотношение  nk  =  — (/г— п ) 2/ 2  +  п 2/ 2  +  к2/ 2,  приведем 
(2.54) к виду

A-(k)  =  W W  V  |.r {п) W  »./2 w  (*-„. ,2 . (2.55)
п = 0

П о к а ж е м ,  что Д П Ф  (2.55) мо жн о получить с помощью л и ­
нейного Н Ц Ф  с ИХ вида

h  (/г) =  е ' 11 n2lN п =  0, ..., 2 /V— ] . (2.56)

Этот фильтр  обычно н а з ы в а ю т  Л Ч М - ф и л ь т р о м  из-за его сход­
ства с АФ,  используемым в р ади ол ока ци и д л я  согласованной 
фи льтрац ии  ЛЧ М -с иг на лов .  Возьм ем  некоторый всп ом огат ель ­
ный сигнал v  ( л ) ,  п  =  0, ..., N — 1 и рассмотрим его п р о х о ж д е ­
ние  че рез  Л Ч М -ф и льт р .  Ясно,  что выходной сигнал  ф иль тра  
48



у ( п )  пре дс та вл яет  собой линейную дискретную свертку  си гн а ­
л а  v (п ) с импульсной хара кт ери стик ой  h (п) и имеет  д л и те л ь ­
ность 3 N — 1 отсчетов.  На  интервале  У У < ; п < 2 N — 1 эта сверт­
ка имеет вид

Л' 1
у ( т )  =  2  v ( n )  h ( m ~ n ) ,  m  =  N,  ..., 2 N — \. (2.57)

п =О

Изменим в в ы р а ж е н и и  (2.57) на ча ло  отсчета  k =  tn— N  и, учи­
ты в ая  ф ормул у  (2.56),  за пи ш ем

У {к) = 2  v ( n )  h ( k — n +  N)  = V 1 („)  w - i * - n + N ) ’i 2, k =  0} yV— 1.
л=0 n= 0

После  эле мент арн ых пре образо вани й нетрудно получить

У (к)  =  е/ '  v  (п ) W - V - w  . (2.58)
л=0

З ам ети м ,  что здесь e-'EiV=  1 при четном N  и d ~ N =  — 1 
при нечетном /V.

Сопоставив  в ы р а ж е н и я  (2.55) и (2.58),  увидим: д ля  того, 
чтобы получить ^-точ еч но е  ДГ1Ф последовательности х ( п )  ме­
тодом Л Ч М - п р е о б р а з о в а н и я  на  вход фи льт ра  нужно подать  по­
следовательность  и ( п ) = х ( п )  W n:ф2 , выб рать  отсчеты выходной 
последовательности у ( п )  с номер ами n =  N,  ..., 2 N — 1 и у м ­
ножить  их на весовые ко эф фиц иенты  W k̂ 2e --/_.«== W  <■£- N 2 X 
X e-ir.N*' Очередность этих опе раций п о к а за н а  на рис. 2.12.

Д П Ф  — алгоритм на  о с ­
нове Л Ч М  - пр еоб разо ва ни я  ^ п*/2 ё ^ \л 1 ! п~^)г/г
имеет  практическое  значе-  &хоэ JN  ЛУМ ___ [->\У фильтр [ / &Ь!ХоЪ
ние.  В ча ст н ос ти ,  к н а с т о я ­
щ е м у  в р е м е н и  с о з д а н ы  п р и ­
б о р ы  с з а р я д о в о й  с в я з ь ю  Р и с .  2.12
( П З С )  и у с т р о й с т в а  на

поверхностных акустических волнах  (П А В ) ,  с помощью которых 
с л о ж н ы е  ф ил ьтры  мо жн о р е ализ ова ть  на одном кр и ста лле  и 
использовать  их д л я  вычисления Д П Ф .  Устройства  на П З С  
и П АВ наибо лее  эф фек тив ны  д л я  ра бо ты  в реальном м ас штабе  
времени.

3. Ц И Ф Р О В Ы Е  Ф И Л Ь Т Р Ы

3.1. ЗАДАЧА ПРОЕКТИРОВАНИЯ ЦФ

В наиболее  общем смысле  под Ц Ф  понимают линейную,  ин­
вариан тну ю к временному сдвигу ЛС,  котор ая  реализу ется  на 
основе арифметического  устройства  с конечной точностью.

* З д е с ь  учтен  с д в и г  k =  m —  N  и о б о з н а ч е н и е  перем енной  ш  за м е н е н о  
на  п, т. к. с и гн а л  на  в ы х о д е  ф и л ь т р а  —  ф у н к ц и я  времени.
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В про ектировании Ц Ф  можн о выделить  три основных этапа:  
определение  требуе мы х х ар акт ер и ст и к  фильтра ;  
апп ро ксимаци я этих  х а ра кт ерис тик  на основе использования 

физически ре ализ уе мы х  дис кретных систем;
р е а л и з а ц и я  Ц Ф  на основе технических устройств,  исп ользую­

щих ариф мети ку  с ограниченной точностью.
Н а  первом этапе  применительно к  частотно-избирательным 

ф иль трам опр еделяю тся  тре бован и я  к Л Ч Х  в полосе п р оп уска ­
ния и полосе з а д ер ж и в а н и я ,  ширине  переходной полосы,  а т а к ­
же к Ф ЧХ  или групповому времени за п а зд ы в а н и я .  Д л я  специ­
альных,  на пр име р согласов ан ных  фильтров,  эти требов ани я  мо- 
:у т  быть иными.

Н а  этапе  апп роксимации р а з р а б а т ы в а е т с я  физически р е а л и ­
з уем ая  мате м атич ес к ая  модель  Ц Ф ,  котор ая  пр иближ енн о в ос ­
производит з ад ан н ы е  характерис тики .  В качестве  такой модели 
удобно вы бра ть  ПтФ (1.21)

и  (2) =  2  ат z - m /  (1 +  V  Ьт Z-"')  .(3.1)
/72— 0  /72 — 1

пли разностное  уравнен ие  (1.16)

У( п ) =  2  « п , х ( п — т)  —- V  />т у(п-111)  . (3.2)
/7 2 = 0  / 7 2 = 1

Н а  этапе  ре ализ аци и реш аю т  три задачи.  Одна  из них з а ­
ключается  в построении структурной схемы ЦФ,  соответствую­
щей его ПтФ. Стру кт ур на я  схема,  по сути дела ,  пр едс тавляет  
собой графическое  и зо б ра ж ен и е  ал гор ит ма  Ц Ф  и позволяет  опи­
сать процесс обраб отки сигналов  в фильтре  на интервале  одного 
периода  следования  отсчетов входной последовательности,  а 
т а к ж е  выяснить  состав обору дов ани я  специализированного  уст­
ройства при а пп ар ат но й реализ ац и и ЦФ.  З а д а ч а  выбо ра  с т р у к ­
турной схемы не имеет  однозначного решения.  Существует,  
вообще говоря,  множество  разли чн ых структур,  ре ализ ую щи х 
одну и ту ж е  ПтФ или одно и то ж е  разностное  уравнение.  В ы ­
бор структурной схемы влияет  на ш у м ы  и ошибки воспро из ­
ведения  ха р а к т е р и с т и к  Ц Ф ,  обусловленные конечным числом 
разр ядо в  регистров вычислителя,  на динамический ди ап азон ЦФ,  
а т а к ж е  на ап п ар атн ы е  з а т р а т ы  при построений спе ци али зи ро­
ванного  вычислителя .

В т ор ая  за д ач а ,  р е ш а е м а я  на эт апе  реализаци и,  состоит в оп ­
ределении влияния  на ха ракт ери ст ик и ф иль тра  у ж е  упо мянутых 
ошибок реальны х арифметических устройств,  о б л а д а ю щ и х  о г р а ­
ниченной точностью,  и в выборе  на этой основе разрядности 
регистров.

Третья з а д а ч а  состоит в выполнении (технической р е а л и з а ­
ции) Ц Ф ,  которое  в оз м ож н о в двух  формах:  програ ммной  или 
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аппаратной.  В первом случае  ос уществляетс я ,  мо дел ирование  
структурной схемы на ЭВМ; во втором — схема филь тра  р е а л и ­
зуется  в виде  конкретной цифровой аппаратуры .

3.2. СТРУКТУРНЫЕ СХЕМЫ ЦФ

Ц Ф  могут быть ре ал и зо в а н ы  по ра зличны м структурным схе­
мам. Д л я  рекурсивных ( Б И Х )  Ц Ф  наиболее  часто используются 
пр ямая ,  каноническая ,  ка с к а дн а я ,  п а р а л л е л ь н а я  формы.

П р я м а я  ф орма  (рис. 3.1) непосредственно следует  из р а з ­
ностного уравнения  (3.2).  К а к  видно, в этом случае  Ц Ф  р е а л и ­
зуется  с помощью 2 N + 1  умножителей,  су ммато ра  и 2 N  э л е ­
ментов з а д е р ж к и  (регистров).

К ан о н и ческую  ф орм у  можно получить,  если ПтФ (3.1) пр ед ­
ставить  в виде произведения

H ( z )  = H l (z)  И 2 (2 ) =  [ 1 / ( 1 +  V  /у,,
tn—1

ПтФ  H \ { z ) и H 2{z ) р е а л и ­
зуются  в прямой форме 
(рис. 3.2,а).  П ро изв ед ени ю 
П тФ  H \ ( z )  H 2(z)  соответ­
ствует последовательное  
включение  фильтров,  ко т о ­
рые эти функции пр е д с та в ­
ляют.  Существо  процессов 
в Ц Ф  не изменится ,  если 
в устройстве  (см. рис. 3.2,а)

использовать  одну общу ю цепочку элементов  з а д ер ж к и .  Таким 
образом,  приходим к канонической фор ме  Ц Ф  (рис. 3.2,6).  Из  
сравнения  прямой и канонической форм видно,  что д л я  р е а л и ­
зации последней требуется  меньше элементов  з а д е р ж к и  (в дв а  
р а з а  в первом пр и бл и ж ен и и ) ,  но число сумматоров  во зр астае т  
до двух.

51



В прямой и канонических фо рмах  фильтров  высокого п о р я д ­
ка  н аблю д ает ся  н е ж ел а т е л ь н а я  чувствительность  частотных х а ­
рактерист ик  к погрешностям коэффициентов  ПтФ,  которые в о з ­
никают вследствие  конечности р азр ядн ой  сетки ЭВМ, и в о з м о ж ­
ны существенные ис к аж ени я  частотных х ар акт ер и ст и к  по этой 
причине.  Поэт ому такие  схемы д л я  Ц Ф  выше второго п ор яд ка  
при менять  не рекомендуется .

К а ск а д н а я  (последова те льная )  ф орма  (рис. 3.3) реализ ац и и 
образ уется  путем ка ска дного  соединения однотипных звеньев 
(блоков)  второго пор ядка ,  соответствующего представлен ию 
П тФ  (3.1) в виде произведения

Н ( г )  =  П  Я , ( г ) ;  H, ( z )  =  Г + t z Z Z ^  ' <3’4 >

Бло к и — ф ил ьтры  второго п ор яд ка  в в ы р а ж е н и и  (3.4),  ко то ­
рые часто на зы в а ю т  биквадратн ым и,  могут ра сс м ат ри ват ьс я  ка к  
универсал ьн ые  звенья ,  пригодные д л я  построения лю бы х  
фильтров .

Со

X tn .)
HKz) Hz(Z) Hk(z)

Р II с. 3.3

Ч  Нк(г)\
Р  и с. 3.4

П а р а л л е л ь н а я  форма  (рис. 3.4) образ уется  путем,  п а р а л ­
лельного включения однотипных звеньев-блоков .  П ереда точные 
функции звеньев по лучаются  р азл о ж ен и ем  ПтФ ф иль тра  (3.1) 
на эл ем ент арны е  дроби:

* ,_ 1
(3.5)Н (г)  =  g  t f , ( z ) ;  //,- (г)

Зв ень я  в (3.4),  (3.5) выпол няю тся  по прямой пли конони- 
ческой форме.  Многозвен ные стру кту ры (3.4),  (3.5) менее чу в ­
ствительны к точности пр ед ста влени я  коэффициентов  и поэтому 
яв л яю т ся  предпочтительными.

Н ерекур сив ны е (КИХ)  
Ц Ф  т а к ж е  могут быть р е а ­
ли зо в а н ы  по ра зличны м ф о р ­
мам. Про стейшей является  
п р я м а я  фо рм а  реализ ац и и 
(рис. 3.5.),  котор ая  соответ­
ствует ПтФ вида
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//(•г) =  v  a,n z - m = f l 0 +  fli z - l +  ..,-\-aN 2- < x - i y  (3.6)
m=Q

П р я м а я  ф о р м а  Н Р Ц  являе тся  наибол ее  употребительной.  П о ­
этому мы во зд ер жи мс я  от описания более сл о ж н ы х  схем.

3.3. РАСЧЕТ РЕКУРСИВНЫХ (Б И Х )  ЦФ

/8.3.1. Общие сведения
Д л я  расчета  Р Ц Ф ,  под которым мы понимаем процедуру 

получения  ПтФ,  пр едста вляется  в оз м ож н ы м  использовать  х о ­
рошо р а зр або тан н ую  теорию АФ, поэтому наибо льше е  ра с п р о ­
странение на ш ли  методы расчета  Р Ц Ф  по ан алоговом у прото­
типу, п р едп ол агаю щ и е  на первом этапе  расчет  соответствую­
щего АФ п последующее пре образо ва ни е  анало говых х а р а к т е ­
ристик в цифровые.  М етоди ка  расчета  АФ подробно рассмотре­
на в лит ерату ре  |6| ,  поэтому мы ограничимся  лишь излож ением  
методов дискр етиза ции АФ, получивших на ибольш ее  пр ак ти че ­
ское распространение.  Пом им о расчета  по аналоговом у пр ото­
типу используются  пр ямые  методы проектирования  Р Ц Ф .  С в е ­
дения об этих методах  мож но  найти в л и терату ре  [9].

ПтФ Р Ц Ф  д о л ж н ы  удовлет ворять  ря ду  условии:
ПтФ д о л ж н а  быть дробно-рац ионально й функцией с в ещ ест ­

венными коэффициентами;
п орядо к числителя  до лж е н  быть равен или меньше порядка  

знам ена теля ;
полюсы ПтФ д о л ж н ы  л е ж а т ь  внутри круга единичного р а ­

диуса на д-плоскости.  Выполнение  первых двух условий о з н а ­
чает физическую реализуемость  фильтра ,  последнее  является  
признаком устойчивости Р Ц Ф .

3.3.2. М етод инвариантности  ИХ

В этом методе  суть пр еоб разо ва ни я  (дискретизации)  ЛФ-про- 
тотппа  в ЦФ состоит в том, что в качестве  отсчетов ИХ ЦФ  
принима ютс я  значения  ИХ АФ, взя тые  с постоянным шагом:  
h ( n T )  =  h. , ( t )  | , = „т. Таким образом  ИХ ЦФ  и ИХ АФ в м о м е н ­
ты времени t — n T  инвариантны.  В общих чертах процедура  р а с ­
чета ЦФ  несложна:  по ПтФ АФ Н а (р) ,  котор ая  полагаетс я  из ­
вестной, опред еляет ся  ИХ АФ h 3( t ) ; д ал е е  производится  д и с ­
кретиз ац ия  ИХ /щ (/) - >  /г ( п Т ) ; затем с помощью Z -преобразо-  
вания  ИХ получают ПтФ Р Ц Ф .  Ра ссмот ри м процедуру расчета  
фильт ра  подробнее.  Эта процеду ра  выполняется  в течение ряда  
шагов.

Ш а г  1. В соответствии с целевым назначением Ц Ф  о п р е ­
дел яю тс я  его требуе мые па рам етры;  по этим па р а м е т р ам  вы б и ­
рается  тип и рассчи тывается  ПтФ АФ Н а(р) .



EI  а г 2. ПтФ  АФ-прототипа  р а с к л а д ы в а е т с я  на э л е м е н т а р ­
ные дроби и пр едста вляется  в виде

м
Н Л Р )  =  2  сk /  ( р — рк)  , (3.7)

*=i
где Рк — /г-й полюс Я а (/?); с* — константы.

Такое  р а зл о ж е н и е  возможно,  т а к  к а к  ПтФ физически р е а л и ­
зуемого АФ Я а (р) — А ( р ) / В ( р ) — д робн о-р ац ио на льн ая  ф у н к ­
ция и А ( р ) ,  В ( р )  — полиномы от р.

UJ а г 3. О пр ед ел яет ся  ИХ АФ. Применив к ПтФ (3.7) о б ­
ратное  пре об разо вани е  Л а п л а с а ,  получим

м
Л. (О =  2  ck e P A u { t )  , (3.8)

* = 1
( 1 при л > 0

где м(/)  =  ( .  — функция единичного скачка ;
( О  при я <  0

Ш а г  4. Осуществля етс я  дискр етиз аци я  ИХ АФ. Период  
дис кре тиз аци и Т,  если он не за дан ,  вы бира етс я  в соответствии 
с теоремой отсчетов Котельникова .

В результате  д л я  ИХ Ц Ф  получим
м

l i ( nT)  =  v  с ,,. e 'V'7' //(//) . (3.9)
к = 1

LLI а г 5. Рассчи ты вается  ПтФ  ЦФ.  Ис ко мую  П тФ  получаем,  
выполнив Z -нреобразовдние  ИХ (3.9):

м
Я  (г) =  v  с , / ( 1 — e'>kTz ~ ' )  . (3.10)

k—\

Метод инвариантности ИХ преобразуе т  устойчивый АФ в ус­
тойчивый ЦФ,  т а к  к а к  полюсы ана логовой ПтФ,  на ход ящ иес я  
в левой уа-полуплоскости, при пре образов ани и (3.10) пе ренос ят ­
ся вовнутрь  круга  единичного ради уса  в д-плоскости (см. т а к ­
же п. 1.3). Вместе  с тем, при дискр ет иза ци и АФ методом и н ва ­
риантности ИХ в о зм о ж н ы  ис к аж ен ия  частотных характе рис тик ,  
обусловленные эф фек том на ложе ния.  Р ассм отри м сущность 
этих искажений.

Связь  м е ж д у  компл екс ным и час тотными х а р ак тер и сти к ам и  
ЦФ  и АФ прототипа  мо жн о  получить в общем виде.  Д л я  этого 
используем подобие м е ж д у  про ц ед урам и дис кре тизац ии  а н а л о ­
гового сиг нала  и пр еоб разо вани я  ИХ аналогового  ф иль тра  в ИХ 
цифрового  ф иль тра  методом инвариантности.  В обоих случаях  
происходит  дискр етиз аци я  функций времени:  в первом случае  сиг­
на л а  дга (Ц,  во втором — ИХ h a (t ) .  Поэт ому воспользуемся  
р езу льтата ми,  полученными в п. 1.8, и аналогично (1.46) за-  
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м ж

п и ш ем
ОО

Н  (е/ш т) =  ( l / Т )  У  У/ а [/ ( о ) + ( 2 я / Г ) ш !  (3.11)
m  —  — ОО

Из ф о р м у л ы  (3.11) следует,  что частотная  х ара кт ери стик а  
ЦФ,  будучи периодической функцией частоты,  пре дс та вляет  со­
бой бесконечную взвешенную сумму частотных х аракт ери ст ик  
АФ, сдвинутых относительно друг  др у га  на частоту  ди с к р е т и ­
зации о)0 =  2 я / Т  (рис. 3.6). Т а к а я  структура  частотной х а р а к ­
теристики Ц Ф  предопр ед еля ет  возможн ость  возникновения э ф ­
фекта  на л о ж е н и я  и сопутствующих ему иск аже ни й х а р а к т е р и с ­
тик. Нетрудно заметить ,  что эф фект  на л о ж ен и я  ос лабл яетс я  по 
мере уменьш ения полосы пропус­
кания  ф иль тра  или ш аг а  дискре-  ^
тизации Т,  поэтому метод инва- / ф  ж
риантности ИХ пригоден преиму- —  ____ _

г  О О  -2Т, -JL  О V / 2ТГ/ 6Jщественно д л я  расчета  узкопо-  А -г -f /т
лосных фильтров.  В отсутствие 6)
на ложе ний этот метод да ет  хоро- р ис 36
шие резу льт ат ы  для  Ф Н Ч  и по ­
лосовых фильтров  Бат тер ворта ,  Бесселя ,  Чебыш ева .  К  д осто ­
инствам метода  следует  т а к ж е  отнести сохранение  в Ц Ф  таких 
ж е  ф азо вых х ар акт ер и сти к  и ха р а к т е р и с т и к  затухания ,  
к а к  и у исходного АФ.

3.3.3. М етод билинейного преобразования

Этот метод основан на пре об ра зо ва ни и ПтФ АФ Я а (р) в ПтФ 
Ц Ф  путем за м е н ы  комплексной переменной по ф ор му ле

2 1 — z—1 2 z— 1
/> -  Т - - т т т з - = - Г  т т т  • <3-12>

Р ассм отри м сн ачала  особенности метода,  а затем определим 
их влияние на процедуру расчета  ЦФ.  Билинейное  пр е о б р а зо ­
вание пре дс та вляет  собой конформ но е  о т о бр аж ен ие  р-плоскости 
в 2 -плоскость,  причем к а ж д о й  точке комплексной р-плоскости 
Р =  сг +  /со однозначно ставится  в соответствие  определен ная  
точка  2 -плоскости 2  =  е < + / ~’ )r =  | z j e / e r . В ы р а ж е н и е  (3.12) 
можно представить  в виде  2 =  ( 2 / Т  Л-р)  /  ( 2 / Т — р ) .  Отс юда  н е ­
трудно получить

| г |  = { [ ( 2 / Т +  а ) 2 +  го2] / [ ( 2 / Т - о ) 2-Но2]}1 А , (3.13)
Q Т =  arc t g [(,)/( 2 / Т  + а)  | +  a r c t g [со/( 2 / Т — а)].  (3.14)

К а к  видно из в ы р а ж е н и я  (3.13),  при ог<0 имеем |z|  <  1, 
при о >  0 — |г|  >  1 и при о =  0 — \z\ — 1. Это означает ,  что 
билинейное пр ео бра зо вани е  о то бр аж ае т :  левую полуплоскость
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p -плоскости в единичный круг  ( | z |  <  1) ,г-плоскости; правую 
/ (-полуплоскость в область,  ра сп олож ен ну ю вне единичного 
круга ( | г |  >  1); мнимую ось /о ,  p -плоскости в единичную 
окру жность  ( | г |  =  1) на  z -плоскости (рис. 3.7).

П ров еде м  до по лни те ль­
ное исследование в з а и м ­
ного соответствия  оси 
мнимы х /  (о и единичной 
окр уж нос ти  |г] =  1. О ч е ­
видно, что при 0 =  0 и 
|z |  =  1 вы р а ж е н и е  (3.14) 
принимает  в и д Q =  ( 2 /Г )  X 
Xarc tg(co  Г / 2 ) .  Отсюда с ле ­
дует,  что на чало  коор дина т  

p -плоскости (а  =  0, (о =  0) о т о б р а ж ае т с я  в точку z -плоскости с к о ­
ор ди н атам и  (1,0),  бесконечно уд ал ен н ы е  точки оси мнимых 
(0 =  0, / с о = / о о  и 0 =  0, / о  =  —/ о о )  в точки ( +  л,  0) и (— я, 0) 
соответственно,  а п олож и тел ьн ая  и от ри ца тельн ая  мнимые по ­
луоси / со p -плоскости о т о б р а ж аю т ся  соответственно в верхнюю 
и ни жню ю полуокружност и |г |  =  1 г-плоскости.  Кр оме того
видно, что связь м е ж д у  ш к а л а м и  «цифровой» Q и «а н а л о г о ­
вой» (о частот нелинейная .

Видом конформного  от о бр а ж ен и я  предопр ед еля ется  х а р а к ­
тер связи м е ж д у  ПтФ аналогового  и цифрового  фильтров.  Д л я  
метода  инвариантности ИХ — это бесконечная  сумма (3.11);  
для  метода  билинейного пр еоб ра зо вани я  — это простое а л г е б ­
раическое  вы р а ж е н и е

Я  (г) = / / а (р) |/ ==(-2 7')(1 г - 1) (I г ~ 1) • (3.15)

Из  проведенного  а н а л и з а  следует:
методом билинейного  пр еоб ра зо вани я  устойчивый АФ пр еоб ­

разуется  в устойчивый ЦФ;
Я ( г )  являетс я  физически реализуе мой ПтФ,  поскольку  в р е ­

зу льтате  пр еобразо вани я  (3.15) д р о бн о-ра ц ио на льн ая  функция 
Я а (р) преобразуе тся  т а к ж е  в дроб но -р ац ио на льн ую  функцию,  а 
отношение порядков  числителя  и зн а м е н а т е л я  не изменяется;

ис к аж ен ия  частотных хара кте рис тик ,  св яза нн ые  с эффектом 
на л о ж е н и я  и х а р а к т е р н ы е  д л я  метод а  инвариантности ИХ, о т ­
сутствуют;

методу билинейного пр еобра зо вани я  присущ эф ф ек т  д е ф о р ­
мации  ш к а л ы  частот,  об условленный отмеченным выше н ели­
нейным х а р акт ером  связи ш к а л  частот.  Эфф ект  деф орм аци и 
приводит к иск аже ни ю частотных х ар ак тер и сти к  Ц Ф  относи­
тельно ха р а к т е р и с т и к  исходного АФ. Од на ко  эти и ск аж ени я  о к а ­
зыв ают ся  иными,  чем в методе  инвариантности ИХ.

Р и с .  3.7
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Ра ссмотр и м влияние  эф ф ек т а  деф о р м а ц и и  ш к а л ы  частот.  
Нетрудно заметить ,  что ш к а л а  частоты со АФ ,и ш к а л а  часто- 
! ы Q Ц Ф  с вяза н ы  соотношением

«  =  ( 2 / Т)  t g  (Й Т / 2 ) .  (3.16)

Гр аф ик,  и л л ю с т ­
рирующий формулу 
(3.16),  приведен на 
рис. 3.8,а,б. К роме  т о ­
го, па рис. 3.8,а из о­
б р а ж е н ы  А Ч Х  а н а л о ­
гового и цифрового  
фильтров,  а на рис.
3.8,6 — их ф а з о ч а с т о т ­
ные характерис тики .
К а к  видно, в области  
низких частот  Q < 0 , 3  Т 
зависимость  (3.16) близка  к линейной (w ~  Q) и ис к аж ен ия  
незначительны. В области  высоких частот  ш к а л а  частот  ЦФ  
деформируется .  Соответственно и с к а ж а ю т с я  АЧХ и Ф ЧХ ЦФ.

Если интересоваться  только  амплитудной характе рис тикой ,  
то влияние  деф ор м ац и и  ш к а л ы  частот  м ож ет  быть во многих 
случа ях  скомпенсировано путем введения  п ре ды ска ж ен и й  в АФ. 
Т а к а я  процедура  позволяет  получить Ц Ф  с з а д ан н ы м и  п а р а м е т ­
рами:  требуе мыми зн ач ени ями полос пропускания  или неиро- 
цускани я  и т. п. Од на ко  при этом не обеспечивается  в Ц Ф  со ­
хранение  ф ормы  АЧХ и Ф Ч Х  АФ (например,  линейности Ф Ч Х ).

Расче т  Ц Ф  методом билинейного пр еоб ра зо вани я  в ы п о л н я ­
ется в сл едующе й последовательности:

111 а г 1. Опр еделение  требу емых па ра метро в  и х а р а к т е р и с ­
тик  Ц Ф  в соответствии с его назначением.  Определени е  на ш к а ­
ле частот  хара кте рн ых точек:  граничных частот  полос пр оп ус ка ­
ния и непропускания  или каких-либо других.

Ш а г 2. Введение п ре ды ска ж ен и й  путем пересчета х а р а к ­
терных частот по соотношению (3.16) в ан алоговую область.

Ш а г  3. Р асче т  АФ- проготипа  с учетом коррекции ш к а л ы  
частот  по стан да рт ны м методикам.

Ш а г  4. Р асче т  П тФ  Ц Ф  в соответствии с вы ра ж ени ем
(3.15).

Метод билинейного п р е о бразо вани я  бла го д а р я  своей просто­
те наш ел  широкое  практическое  применение , в частности д л я  
расчета ци фровых Ф Н Ч ,  полосовых фильтров  Б аттер вор та ,  Ч е ­
бышева,  эллиптических фильтров.  По ми мо рассмотренных и з ­
вестны т а к ж е  другие  методы расчета  Р Ц Ф ,  сведения  о них м о ж ­
но найти в л и терат ур е  [1, 2, 7, 9, 11].
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3.3.4. Частотны е преобразован и я  фильтров

В теории час тотно-избирательных фильтров п ок аза н а  во з­
можность  пр еоб разо вани я  ф иль тра  одного вида в фильтр д р у ­
гого вида с сохранением в пр еобразо ванно м ф ильтре  оп ре де­
ленных свойств и х ар ак тер и сти к  исходного фильтра .  Такие  м е ­
тоды носят на зван ие  частотных п р ео бр а зо ва н и й  фильтров.

Частот ные  пр еобразо ва ни я  поз воля ют  осуществить м а с ш т а ­
бирование  фильтров  по частоте ( «сж ати е— растяж ени е»  их ч ас ­
тотных хар а к т е р и с т и к ) ,  а т а к ж е  п р еоб разо вани е  полосы частот 
совместно с пр еобразованием  филь тра  одного вида в фильтр  
другого вида  (например,  Ф Н Ч  в полосовой фильтр  и т. п.).

Испол ьзо вани е  частотных пр еоб разов ани й позволяет  ун и фи ­
цировать  процедуру расчета  фильтров ,  свести ее к двум основ­
ным этапа м:  расчету  норми рованного  ф иль тра  основного типа  
и последующего пр еобра зо вани я  фил ьт ра  основного типа  в т р е ­
буемый фильтр.  В качестве  основного филь тра  используется  
Ф Н Ч  с нормированной полосой про пускания  (по лагается  о б ы ч ­
но частота  среза  f i c =  1 р а д / с ) ,  но с з а д ан н ы м и  х а р а к т е р и с т и ­
кам и избирательности.  Ясно,  что т а к а я  у н и фи ка ци я  откры вает  
широкие  возмож но сти  по использованию д ля  расчета  фильтров  
разного рода  справочников  (таблиц,  н о мог рамм) ,  а т а к ж е  ти по ­
вого математического  обеспечения д л я  ЭВМ.

Методы  частотных п реобразо вани й р а з р а б о т а н ы  к а к  д ля  АФ, 
га к  и д ля  рекурсивных ЦФ.  П оэ тому при расчете  Ц Ф  по АФ- 
нрототипу в о з м о ж н ы  2 схемы:

1. Расчет  аналогового  нормализован ного  Ф Н Ч -ж п ре об раз ов а -  
ние полосы частот в аналоговой области  -ж д ис кре тизац ия  
АФ -ж Ц Ф  с з а д ан н ы м и  ха ракт ерис ти кам и .

2. Расч ет  аналогового  н ор мализ ован но го  Ф Н Ч  -ж д и с к р е т и ­
зац ия  АФ —я пр ео бразовани е  полосы частот в цифровой о б л а ­
сти ж  Ц ф  с з а д ан н ы м и  х ар акт ер ис ти кам и .

Подробное  из лож ен ие  методов частотных преобразо ваний  
выходит за  р ам к и  нас тоящего  пособия.  Сведения  о них можн о 
найти в л и терату ре  [1, 2, 4, 11].

3.4. С В О Й С Т ВА  Н Е Р Е К У Р С И В Н Ы Х  (K1IX) ЦФ

В нерекурсивной форме  могут выполняться  АФ разл ичных  
видов: частотно-избирательные,  д иф фе ренц иаторы,  п р е о б р а з о ­
ватели Гильберта ,  а т а к ж е  о б л а д а ю щ и е  спе циальными х а р а к ­
теристиками,  нап ример согласо ванные  фильтры.

Перечислим особенности Н Ц Ф .  К достоинствам этих ф и л ь т ­
ров можн о отнести: возможн ость  получения  строго линейной 
ФЧХ;  а бсолю тн ая  устойчивость:  возмож но сть  проще,  чем
в Р Ц Ф ,  минимизи роват ь  шумы,  воз ни ка ю щие  за  счет выпо лне ­
ния арифметических операций с конечной точностью.
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Вместе  с тем Н Ц Ф  присущи т а к ж е  и негативные качества .  
Д л я  получения  высокой избирательности в полосно-пропускаю-  
щих фильт ра х  требуются  «длинные» ИХ с большим числом о т ­
счетов. Соответственно большим о к азы ва ется  количество  а р и ф ­
метических операций,  необходимых д л я  выполнения свертки 
сигнала  с такой ИХ. При ап п аратно й р е ализ аци и Н Ц Ф  д ля  по­
лучения «хороших» амп лит уд ны х  х аракт ери ст ик  обычно т р е б у ­
ются большие апп ар а т у р н ы е  з атра ты ,  чем в Р Ц Ф .  ПтФ Н Ц Ф  
(см. п. 1.4) пре дс тавляет  собой полином относительно z - 1 с т е ­
пени N — 1:

где h  (п ) — отсчеты ИХ, а„ =  h  (п) —  ко эффици ент ы фильтра.  
Перепи шем (3.17) в виде

Из  ф о р м у лы  (3.18) видно,  что ПтФ  Н Ц Ф  имеет N — 1 п о л ю ­
сов, расп ол оже н ны х в на чале  коор дина т  2 = 0 ,  и N — 1 нулей.  
Р а зл и ч н ы е  виды Н Ц Ф  х ар ак тер и зу ю тс я  присущим им у п о р я д о ­
чением ра спо ложе н ия  нулей в z -плоскости.

Ц е л есо об разн о  выделить  дв а  вида Н Ц Ф :  м и н и м а л ь н о -ф аз о ­
вые и с линейной ФЧХ.  Х ар а к т е р н ы м  признаком  фильтров  пер­
вого вида  являетс я  распо лож ен ие  нулей внутри и на окружности 
единичного ради уса  комплексной z -плотности (рис. 3.9,а ) .  М и ­
ни м ально -фазо вы е ф ил ьтры  о б л а д а ю т  хорошим разрешен ием  по 
времени:  при одина ко вых условиях по избирательности такие  
ф иль тры имеют более короткую ИХ.

Линейность  ФЧХ во многих при ло ж ени ях имеет особое з н а ­
чение.

N  -1  /V 1

Н  (z) =  2  ^ ( « ) 2~ я =  а„ Z " n , (3.17)

Я  (2 ) =  ( 1 / z " - 1) V  / ; ( „ )  7'•N— 1 —п (3.18)
п=0

к(п)

Р ис .  3.9 Р и с .  3.10
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Д а л е е  по к аж ем,  что условием получения  строго линейной 
Ф Ч Х  в Н Ц Ф  являе тся  симметрия  ИХ  или, что то ж е  самое,  с и м ­
метрия  коэффициентов  а п в ПтФ (3.17).  Эта симметрия  м ож ет  
быть четной и нечетной. Симмет рич ные  ИХ Н Ц Ф  п о к а з а н ы  на 
рис. 3.10. Нетрудно заметить ,  что существует  четыре  в а ри ант а  
таких характе рис тик ,  соответственно ра зл и ч а ю т  ф ил ьтры  ч ет ы ­
рех видов:

В и д  1
N  — нечетное,  симметричные коэффициен ты  (рис. 3.10,а ) ; 

а т =  til =  0, ..., ( N— 2)12.
В и д  2
N  — четное, симметричные коэффи циент ы (рис. 3.10,6);  

a m = a N- i - m ,  in =  0, ..., А//2— 1.
В и д  3
N  — нечетное,  ант исимм етричные коэффи циент ы (рис. 3.10,в ) ;

С1т ~  Од? — ] —■ т , U1 =  0, ..., (Л/ 3)/2.
В и д  4
/V — четное,  антисимметричные коэффи циент ы (рис. 3.10,г).

U m  =  Од'  ni ,  t i l  —  0 ,  . . . ,  Л / 2 — 1.

Вос пол ьзо вавш ись  соотношением

II  (С/ - )  =  * 2  Л (л) с /•"" =  V а,„о , (3.19)
п =0 т =0

нетрудно получить комплексные частотные хар акт ери стики этих 
фильтров.  В самом деле,  д ля  фи льт ра  вида  1 мо ж н о  записать

II (е;'ш) =  * е '•••" -|-и (Л- i  > /2 е - / - ‘ v u i“ -|-
т ~0

/V 1

I- S  " » ' е ■т=(  Д + 1)/2
Во второй сумме правой части заменим  переменную суммир о­
вания  / =  N — 1 — т  и, изменив затем  обозначение  переменной 
сум мирования ,  запи шем

//  (с ' ) =  a (,v- ,) /2 е- ч /2 +  ( V , _ [am е /».»« +
m =  о

+  О д -  , с | .

Учитывая  сим метрию коэффициентов ,  ролучим окончательно

/ / (е '  Ц =  {а ( лг-1 ,/2 Д 2 * v  3''flmC(,s[c.,(m— (Л — 1)/2)])е / .«(лг—п/а,
ш = 0

( 3 .2 0 )
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Нетр удно убедиться  в строгой линейности Ф ЧХ р а с с м а т р и ­
ваемого фильтра .  В самом деле,  вы р а ж е н и е  в фигурных ско б ­
ках (3.20) является  вещественным и на фа зу  не влияет;  в ы р а ­
жение  в п о к аза те ле  комплексной экспоненты,  соста вляю щее  
ФЧХ,  являет ся  линейной функцией частоты м.

П одобным образом,  учитыв ая  приведенные выш е условия ,  
можно получить в ы р а ж е н и я  частотных х аракт ери стик  д л я  ф и л ь ­
тров видов 2, 3, 4. Д л я  частотных хар а к т е р и с т и к  фильтров 
можн о получить следую щие в ы раж ени я :

В и д  1. Я ( е ' "’ ) =  е 1°>L v  с, cos «  / ,  (3.21)
i = и

где
L — ( N— 1)/2;  £’0 =  а (д- — 1) 2; с / =  2 а  (л —1) 2 - 0  

1 =1 ,  ..., (Л — ! )/2.

Ви д  2. И  ( е ' ) =  е /■•• г/+<>.••) v  С/Сos (/-у 0,5),  (3.22)
/=,0

где L — N / 2 — 1; о  =  2 о л Д - | - , ;  / =  0, ..., N / 2— 1.

В Ы  3. / / ( е ' “ ) =  е v  Cl sin / ,  (3.23)

где /. (V 1)/2: С /=  2 а  (ЛГ-1 ) / 2- г ;  / = 1 ,  (^V— 1)/2.

В/к? 4. П(е>"’) =  е / ( .'.+о,5) v  с . s ;n ( / + 0 , 5 ) ,  (3.24)
II

где Л =  Л / 2 - 1 ;  С/ =  2 aN/2- i - i \  1=0,  .... А /2— 1.

Фи льт ры  с линейной Ф ЧХ  х ар акт ер и зу ю тс я  вполне  оп ред е­
ленными зако но мерно стя ми ра спо ложе н ия  пулей в г-плоскости 
(см. типовую д и а г р а м м у  на рис. 3.9,6):

вещественные нули могут ра спо лагать ся  на единичной о к ­
ружности в точках  z / = ± l  (точки Z \ ,  z2 на рис. 3.9,6);

ко мп лек сно -сопр яже нные  па ры  нулей могут р аспо лагать ся  
на единичной окру жности  г 3, г 3*;

вещественные нули,  л е ж а щ и е  не на единичной окружности,  
об раз ую т  пары,  симметричные относительно этой о к р у ж н о ­
сти г 4, 1 / г 4;

комплексн ые нули, р аспо лож ен ны е  не на единичной о к р у ж ­
ности, д о л ж н ы  о б р аз о в ы ва ть  группы из четырех нулей с в з а и м ­
но симметричным ра спо ложе нием  (z5, 1/z* и z * ,  l / z 5). П о л и н о ­
мы вида (3.17),  о б л а д а ю щ и е  таки м  размещ ен ие м  нулей,  н а з ы ­
вают зеркально-от раж ающ ими.  П рив ед енн ые сведения  о р а з ­
мещении нулей Н Ц Ф  могут быть пол езными в з а д а ч а х  а н а л и за  
и синтеза фильтров.
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3.5. РАСЧЕТ НЕРЕКУРСИВНЫХ (К И Х )  ЦФ

3.5.1. Подход к з а д ач е  расч ета  НЦ Ф

Д л я  синтеза  Н Ц Ф  при меняются  преимущественно пр ямы е  
методы расчета  без использования  ЛФ-прототипа .  Н и ж е  р а с ­
сматр и ваю тся  некоторые методы решения з а д ач и  а п п р о к с и м а ­
ции х а ра кт ерис тик  Н Ц Ф  с линейной Ф ЧХ  на основе исп ользо­
вания  физически реал из уем ых  дискр ет ных  систем. Ра ссмотрим  
общие подходы к этой задаче .  К а к  и ранее,  предпол ожи м,  что 
требуе мые (же лат ельн ые )  или «идеальные» характерис тики ,  к о ­
торые т а к ж е  будем на зы ва ть  ц елевы м и  ф ункциям и ,  определены 
из условий использования  ф иль тра  по назна чению на п редше ст ­
вующем этапе  проектировани я  Ц Ф  (см. п. 3.1).

Д л я  описания целевой функции Й(со) м ож ет  использоваться  
весьма широкий набор средств.  В то ж е  время,  час тотная  х а р а к ­
теристика физически реализуемого  Н Ц Ф ,  к а к  следует  из формул 
(3.21) — (3.24),  п редста вляется  тригонометрическим полиномом 
конечной длины.  Таким образом,  возника ет  з а д а ч а  апп ро кс и­
мации целевой функции тригонометрическим рядом.  Основными 
этап ам и решения этой з адач и  являются :

выбор критерия  аппроксимации,  т. е. уточнение смысла  пр и ­
ближенного  равенс тва  Н  (е/т ) ~  D (со) на задан но м интервале 
частот;

оценка  необходимого  п ор яд ка  ф иль тра  N; 
расчет коэффициентов  передаточной функции фильтра,  при 

которых выполняется  упомянутое  условие Н (&>"’) ~  D  (со) в с м ы ­
сле выбранного критерия;

провер ка  выполнения з а д ан н ы х  требова ний к х а р а к т е р и с т и ­
кам фильтра .  В случае,  если з ад ан н ы е  требо вани я  не в ы п о л н я ­
ются,  то следует изменить поряд ок ф иль тра  N  и выполнить по ­
следующие шаги повторно.

К з а д ач е  апп роксимации,  в свою очередь,  во зм о ж ен  р а з л и ч ­
ный подход.  Н а иб олее  эф фек ти вн ыми яв л яю тся  методы,  в к о ­
торых оптимизируется  вся совокупность коэффициентов  ф и л ь т ­
ра из условия  мин иму ма  ошибки аппроксимации.  В частности,  
практическое  применение находят:

метод наименьши х ква др атов ,  в котором минимизируется  
средний взвешенный к в а д р а т  ошибки апп роксимации [2J:

где q (со) — весовая  функция,  п о з в о л я ю щ а я  у п равлять  точно­
стью апп роксимации на ра злич ны х учас тка х  частотного ин тер ­
вал а (соI, (02);

метод наилуч шей равномер ной  (чебышевской)  а пп рокс и­
мации:

( q (и)  | Н (е/ш) — D  (со) | z d  со min , (3.25)

m a x  q (со) j Н  (е/со) — D  (со) [ ы ^ т т . (3.26)
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Суть чебышевского  метода  состоит в мин ими зац ии  взв еш ен ­
ного модуля  макс им альн ой  ошибки аппроксимации.

Про це дуры (3.25) и (3.26) яв л яю тся  опт имальными.  Это з н а ­
чит, что не существует  другого по рядка  филь тра  N { <  N, при 
котором обеспечивается  м ен ьш ая  ош иб ка  апп роксимации в со­
ответствии с выбран ны м критерием.  По мим о этого находят  пр и­
менение методы синтеза  Н Ц Ф ,  в которых оптимизируются  з н а ­
чения не всех, а только  части коэффициентов  фильтра .  Эти м е ­
тоды естественно не приводят  к строго оп тимальным  решениям.  
Боле с  того, существуют методы,  в которых без применения п р о ­
цедур оптимизации,  по некоторому п ра ви лу  ж е латель н ой  ф и з и ­
чески нереализ уемой частотной х ара кт ерис тик е  (целевой ф у н к ­
ции) ,  ставится  в соответствие х а р акт ери сти ка  физически р е а л и ­
зуемого Ц Ф .  Упомянутые методы отличаю тся  по сложност и и 
используются в зависимости от х а р а к т е р а  решае мой  задачи.

3.5.2. М етод взвеш ивания  с использованием
временных «окон»
Метод «окна» является  одним из наиболее  простых методов 

расчета Н Ц Ф .  В качестве  отправного  пункта в этом методе  
берется ц елевая  функция D  (ю) — т р ебу ем ая  част отная  х а р а к ­
теристика ,  которая ,  ка к  отмечалось,  не об язательно  д о л ж н а  уд о в ­
летворять  условиям физической реализуемости.  Простейшим 
примером такого  рода  м ож ет  служит ь  идеальный Ф Н Ч  
(рис. 3 .1 1,а).

С помощью обратного  пре об ра зо вани я  Фурье  можн о полу­
чить ИХ, соответствующую целевой функции D  (со):

hn( n)  =  (1 / 2  л ) f D  (oi)e/ ",n do). (3.27)
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Получе н на я  таким образом  ИХ, к а к  правило,  определена  на 
интервале  (— оо, сю), т. е. бесконечна  по длительности 
(рис. 3.11,6).  Ясно,  что т а к а я  ИХ не удовле творяет  условию 
физической реализуемости,  т а к  к а к  отлична от нуля в области  
отрицательного  времени п  <  0. К роме  того, бесконечная  ИХ  
не соответствует  К И Х  — структуре  синтезируемого фильтра .  
Отмеченные зат руд н ен ия  можн о устранить  путем усечения ИХ 
по длительности и сдвига усеченной ха ра кт ер ис ти ки  в область  
положител ьн ого  времени.  Такой  сдвиг  не влияет  на АЧХ ф и л ь т ­
ра, а вносит лишь соответствующее за п а з д ы в а н и е  по фазе.

В обобщенном смысле  усечение мо жн о р ас см ат рив ать  как  
ум но ж ен ие  И Х на временное «окно». Временное  «окно» о» (п)  — 
это диск ретна я  последовательность  конечной длительности 
п =  0, ..., N — 1. Прост ейшим  является  «окно» прямоугольной 
ф ормы (рис. 3.11,в).  Ясно,  что применение прямоугольного 
«окна» эк вив алент но простому усечению. П олуче н на я  таким 
образом  ИХ h( n)  =  h D( n ) w  (п)  соответствует  физически р е а л и ­
зу емому КИ Х- фил ьт ру  (рис. 3.11,г) .  По причинам,  которые по ­
ясним ниже, обычно используют «окна»,  не прямоугольные,  а 
специальной форм ы [12J. Их  общей особенностью является  
плавное  н ара ст ан и е  ам ил ит уд ы отсчетов последовательности 
«окна» в начале,  а т а к ж е  плавное  спа да ние  в конце.  Типичное  
«окно» пок аза но  на рис. 3.11,д. Опе рац и ю  ум но ж ен ия  ИХ на 
«окно» н азы ваю т  взвеш иван ием ,  а само «окно» — весовой  п о ­
следовательностью. С этим связано  на зв ан ие  метода — метод 
взвеш и ва н и я .  Оп ера ци я  взв еш ив ан ия  приводит  к тому,  что ч ас ­
тотная  хара к т е р и с т и к а  фи льт ра  изменяется  и ок азы в а е т с я  о т ­
личной от исходной целевой функции.  Д л я  определен ия  х а р а к ­
тера  этого изменения  рассмотрим суть операции взв еш ивания.

И з  теории пр еобра зо вани я  Фурье  известно,  что умно жен ию 
двух временных функций (ИХ и «окна»)  в частотной области  
соответствует  свертка  их спектров  (в нашем случае  целевой 
функции и спектра  о кн а ) ,  поэтому частотную хар акт ери стик у 
физически реализуемого  филь тра  (т. е. с учетом взвешива ния )  
мо жн о получить с помощью свертки

Комплексный спектр прямоугольного  «окна» w  (п) =  1 при 
п — 0, ..., N — 1, w ( n ) = 0  при других п имеет вид

/ / ( е ' ") =  (1 /2  л ) J- I) (Q) W  (с'Ч"> ■-’)) d j j  (3.28)

N - \
где W  ( е ' " )  =  У\ w (п) е 1 ■’11 — спектр  «окна» w ( и ) .

л = 0

sin (со N /2 )  
sin (со/2) е

/ » (/V—1 )/2

( 3 .29 )
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Н а  рис. 3 . 1 1,е по к аза н  ампл итуд ный  спектр прямоугольного  
«окна»,  а на рис. 3.11 ,з — модуль  свертки (3.28) целевой ф у н к ­
ции D ( со) со спектром этого «окна».  К а к  видно,  при использо­
вании прямоугольного  «окна» в АЧ Х синтезируемого фильт ра  
/ 7 (е,’<|') | п оя вл яю тс я  пульсации.  В теории сигналов  это явление  

на зы в а ю т  эффектом Гиббса.  Э фф ект  Гиббса  состоит в возн ик­
новении кол ебани я  АЧ Х синтезируемого фи льт ра  в окрестности 
резкого изменения целевой функции.  Пул ьс аци и АЧХ, обуслов ­
ленные этим эффек том,  приводят  к  ухуд шению избирательности 
фильтров .  Часто тны е  ха ра кт ерис тик и фильтров  при использо­
вании прямоугольного  «окна» в большинстве  пр ило ж ени й о к а ­
зыв ают ся  неудовлетворительными.  Отметим,  что увеличение  д л и ­
тельности прямоугольного  «окна» не приводит  к улучшению к а ­
чества характе рис тик ,  т а к  к а к  при этом изменяются  ампл ит уда  
и частота пульсаций,  однако  п лощ адь  м е ж д у  кривой пульсаций 
н осью абсцисс остается  неизменной.

Сп ек тры  «окон» специальной ф ор мы имеют м ал ы й  уровень 
боковых лепестков  (рис. 3.11,ж ) .  Вл ия ни е  таких  окон на т ребу е ­
мые, обычно «идеальные» частотные х а р акт ери стик и (целевую 
фу нк ц ию ) ,  состоит в с г л аж и в а н и и  в них разры вов  х а р а к т е р и с ­
тики в п ределах  некоторой переходной полосы конечной ш и р и ­
ны. Суть таког о  с г л а ж и в а н и я  применительно к идеальному 
Ф Н Ч  п о к а за н а  на рис. 3.11,к. К а к  видно, в ре зул ьтате  этого 
с г л аж и в а н и я  устран яю тся  лепестки в АЧ Х за  счет некоторого 
обычно небольшого расши рения  главного лепес тка  и сопутст­
вующего увеличения среднего к в а д р а та  ошиб ки аппрок сим аци и

1 г  =  ( 1/2 я . )  )' J D ( ( d )  —  И  ( с 1' " ' )  j б  i n  .

В связи с этим отметим,  что д ля  многих фильтров  наиболее 
пр ие млемым критерием оптимальности являе тся  минимум м а к ­
симальной абсолютной ошибки

е  =  | D  ( c d )  —  /7 ( е Г " )  j - о -  min.

В смысле  этого критерия  специальные «окна»  имеют лучшие 
пок аза тели по сравнению с прямоугольны м «окном»,  т а к  как  
лепестковость  спектра  последнего приводит  к большим абс о л ю т ­
ным ошибкам.  П оэт ом у вз ве шива ние  ИХ  спе циальными весо­
выми функциями приводит  к улучшению избирательности 
фильтров.

Требования ,  п р е д ъ я в л я е м ы е  к весовым функциям  («окнам») ,  
я вл яю тся  противоречивыми.  С одной стороны,  час тотная  х а р а к ­
теристика  (спектр)  «окна» д о л ж н а  о б ла д а ть  в оз м ож н о узким 
главным  лепестком (для  уменьшени я ошибки е2), а с другой 
стороны — м а л ы м и  боковыми лепестками.  Во временной о б л а ­
сти «окно» д о л ж н о  описываться  достаточно простыми функция-
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ми. Р а з р а б о т а н о  большое число различных «окон», в разной 
степени удо влетв оря ющи х этим и ряду  других требований [1,2,  
12]. В качестве  примера  приведем описание некоторых оконных 
функций:

ф у н к ц и я  Х эм м и н га
to (п ) =  0,54 +  0,46 cos [2 л  п /  (N  — 1) |,

п  =  — (yV— 1) / 2 ,  ..., (N  — 1) /2;

фу и к ц и я  Л  а нцош а
w  (п ) =  {sin [2 я  n / ( N — 1)] /[2  л  п / ( N — 1 )]Р ,

п =  — (А'— 1) / 2 ,  ..., (.V — 1) /2;

где L  — положительно е  целое,  па р а м е т р  окна;  
ф у н к ц и я  К айзера

w  (п ) =  / 0  {а | (К —  1) / 2J ) / 1-—[2 п / ) / I 0[ a ( N— l ) / 2 \ ,

где / 0 ( х ) — м оди фи ц и рован н ая  функция Бе сселя  первого рода  
нулевого порядка ,  

а  — полож ительно е  число, па р а м е т р  окна.
В о зм о ж н ы й  подход к выбору па раметро в  окон изложен 

в п. 3.5.5. Т а к  к а к  в методе «окна» не производится  о п т и м и з а ­
ция пар аметров ,  то ок азы в а е тс я  за труднительны м п р ед ск аз ать  
точное значение  п ар ам етр о в  филь тра  (например полосы п р о ­
пускания  или з а д е р ж и в а н и я ) ,  которые получатся  в результате  
синтеза.  Поэт ому  м ож ет  пот ребоваться  ко рр ек ти ро вка  п а р а м е т ­
ров фильтра ,  ко торая  выпол няется  путем повторного расчета  
методом проб и ошибок.  При использовании Э В М  этот не дост а­
ток метода не являет ся  существенным.

Метод «окон» применим для расчета  широкого класса  Н Ц Ф .

3.5.3. Метод частотной выборки

Р ассм от ри м  сн ач ала  упрощенный подход к за д ач е  синтеза 
Н Ц Ф  на основе частотной выборки.  Пусть  на частотной ш к а л е  
в рав ноо тстоя щих точках  з а д а н ы  выборочные значения  Н  (к) ,  
к — 0, ..., N — 1 требуемой частотной ха ра кт ерис тик и Н Ц Ф .  
Вы борки  мо жн о з а д ат ь  на основе целевой функции П(о>) .

П ри м ер  взятия  такой  частотной вы- 
Wm ! HXeJU>)l борки д л я  идеального Ф Н Ч  пок азан

... .  на рис. 3.12,а.
I, Потребуем,  чтобы значения  час-

о фу  о о,з/ тотной хара кт ерис тик и И  (е/о ) син-
а) В) тезируемого  фил ьт ра  на выбран ны х

частотах  о н = Ц 2 n / N ) k ,  k =  0, ..., N — 1 
Рис .  3.12 совпа да ли с выборкой Н  ( к ) . О д н ако  на
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всех проме жут оч ных  час тотах  со=тЦ2 n / N ) k  не будем на к ла д ы в а ть  
каких-либо условий на соответствие  реальной  и идеальной ч а с ­
тотных х ар акт ер и сти к  (в р а ссм ат р и ва ем о м  упрощенном подхо­
де) .  Тогда  д л я  получения  И Х -ф ил ьт ра  достаточно выполнить 
об ратное  Д П Ф  над частотной выборкой:

h (п ) =  (1 / N )  * 2  H ( k ) e f ( 2* / N>nk, п =  О, ..., N — 1. (3.30)
fc=0

Зам етим ,  что на рис. 3.12,а вз яты  ампл ит уд ы \ H( k ) \ ,  в то время 
к ак  в ф ор му ле  (3.30) фигурирую т комплексн ые отсчеты Н (k)  =  
=  j Н (к)  | е Ч ( ш*>. Н а  способе доопредел ени я  частотной выборки,  
т. е .на учете ФЧХ,  мы остановим ся  ниже.

П тФ  Н Ц Ф  по частотной выбо рке  мо жн о  получить с помо­
щью Z -преобразования ,  подставив  (3.30) в (3.17):

н  (2 ) = ^ 2  [ ( 1 / ^ 2  11 ( /0 е /(2п /«)"*] 2 ,» =
л*=0 ft =0

= ( 1 /̂ V) V  н (k) V  [е'(2- ! N ) k  у  1]я .
К—0 п=о

Здесь  во втором в ы р а ж е н и и  в правой части внутренн яя  с у м м а — 
геометрическая  прогрессия.  Просуммир уем прогрессию и з а ­
пишем:

1 — z - v " 1 Н  (/-•)
н  (z ) N 2 о] _.. j/<-'п /л/)*г—i ■ ( З - п

П о л о ж и м  в (3.31) г  =  е/го и после эл ем ент арны х п р е о б р а з о в а ­
ний получим комплек сну ю частотную ха ракт ери стик у фильтра

Н  ( е ,ш) =  е /w (Л'“ ' )В у* /у (3 32)
v ’ N  v ’ s in  (<о/2 —  я  /г/Л/) v ’

В (3.32) не уч итывается  пр и на дл еж но сть  фильтра  к какому- 
либо классу:  с линейной Ф Ч Х  мин има льно- фаз овые.  В д а л ь н е й ­
шем ограничимся  случаем Н Ц Ф  с линейной ФЧХ.  Учтем, что 
вещественные фильтры имеют четную АЧХ и нечетную ФЧХ и 
д ля  выборочных значений амплитудной и фазовой х а р а к т е р и с ­
тик фи льт ра  с линейной фазой при нечетном N  запишем

\ Н (k) \  =  \ Н ( N  — k ) \ ,  k = \ ,  ..., (/V— 1 ) / 2 . - ,

{ “  f (2 тт/А') (А - 1) /2 J  /г, * = 0 ,  ..., ( V - 4 ) 2 .  

ф ( } ( [ (2 л / N )  ( N — 1) / 2 ]  ( А — /е), /г =  ( Л 1 +  1) / 2 ........ /V- 1 .

(3.33)
Ф о р м у л ы  (3.33) д л я  м одуля  и ф а з ы  частотной выборки II (к)  =  
=  | Н  (k)  используем д л я  доо пре дел ени я  частотной выборки в
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(3.32). О пу ск ая  в ы кл ад ки  [4 ,  с. 85— 86) ,  д л я  АЧХ -филь тра  поЛучим"

I и  I pi «о I =  1"  ! sin (N ю/2>
1 К П N  sin (со/2) f

\ N~ V n \ H  ( 0 1  I sin [A/" (co/2 —  n k j N )  \ s in  [A (co/2 +  л  k / N ) \  |
Jg£\ A I sin (co/2 —  n k / N )  1 s m  (co/2 +  л A’/ jV) j •

Соответственно при четном N  м ож н о  запи сать  
\ H ( k ) \  =  \ Н  ( N — k ) \ ,  k = \ ,  ..., N / 2 - 1 ,

H  { N/ 2)  =  0 , (3.35)

( — [(2  n / N)  ( N — 1) /2 \k , k =  0, ..., iV/2— 1; 

ф (k) =  [(2n //V ) (/V— 1)/2J  ( N — k ) ,  k = N / 2 + \ ,  .... N — 1;
I 0 ,  к =  N  /  2 .

Используя  форм улы (3.35),  д л я  АЧ Х-ф ил ьт ра  можн о получить 
I I I  ( е / ,„  _  \Ч (<>) i S C I  (A со/2)

A' s in  (со/2) 1

л . "  У  ‘ <А'> I 1 s i " [ ' V | - -in[A ( м /2  +  л / Д У ]  .
А' ( sin (со/2 — я/г/А) 1 sin (и)/‘2 + л  li/N) j '  '

Фо р м у л ы  (3.34),  (3.35) соста вляю т основу д ля  расчета  Н Ц Ф  
с линейной Ф ЧХ  видов  1 и 2 (см. п. 3.4) (подобные ф орм улы 
д ля  фильтров  видов 3 и 4 мо ж н о  найти в [4J). Эти в ы р аж ен и я  
удобны д ля  практического  использования,  т а к  к ак  в них входят  
лишь отсчеты модул я  требуемой частотной характеристики.  
Ра ссм отрен ная  про цедура  расчета  (в р а м к а х  упр ощ ен но го 'и од -  
хода)  обеспечивает  лишь совпадение полученной х а р а к т е р и с ­
тики | Я ( е /'ш) |  с выборкой | / 7 ( / г ) |  на  частотах  о)*= ( 2 n / N ) k  
it не пр ед ста вляет  возможности п р едска за ть  поведение  ч а с ­
тотной ха ракт ери стик и м е ж д у  частотными вы борками.  Боле е  
того, фильтры,  синтезируемые в соответствии с этой про цеду­
рой, без принятия  специаль ных  мер ок а зы в а ю тс я  неудовл етво­
рительными-  вследствие  недопустимо больших пульсаций АЧХ. 
Д л я  примера  на рис. 3.12,6 п о к а за н а  АЧХ цифрового  Ф Н Ч ,  
соответствующая частотной выборке ,  приведенной на рис. 3.12,а. 

Д л я  уменьш ения пульсаций используется опт им и зи ру ющ ая
про цедура  расчета,  в которой на- 

1Н(н)1 lH(eJCJ)l ряду с полосами пропускания  и не-
пропускания  области  ( 1 , 3  на рис. 
3.13,а) вы бир аетс я  переходная  
полоса конечной ширин ы (об- 

Ц5/ 0,5/  ласть  2).
а )  о) В переходной полосе, в отличие

от поло с  п р о п у с к а н и я  и непропу с-  
Р и с. 3.13 к а н и я ,  о тс че ты  ч а ст о тн о й  х а р а к т е -
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ристики | Н (k)  5 на выборочных час тотах  пол агаю тся  неопр еде ­
ленными,  «свободными».  Свободные эл емент ы выб орк и п одби ­
раются  таки м  образ ом,  чтобы расхожд ени е  в полосах  п р оп ус ка ­
ния и (или) непропускания  расчетной ха ра кт ери стик и и т р е ­
буемой ха ракт ери стик и (целевой функции)  было ми н има льным  
(рис. 3.13,6).

Д л я  оптимизации '  используются итерационные алгоритмы,  
хорошо ре ализ ую щи еся  на ЭВМ. В з а д ач е  оптимизации ча ст от ­
ные ха ракт ери стик и (3.34),  (3.36) удобно представить  в об об ­
щенном виде

м
| н  ( е ' ) | = - 2  jН  ( k ) \ S k (о ' ) .  (3.37)

к = D

В ы р а ж е н и е  (3.37) мо жн о р а ссм ат р и в ать  к а к  взвешенную 
сумму интерполирующих функций S k (&>"). Весьма суще ст ­
венно то, что множество  этих  функций не зависит  от ко н кр ет ­
ных п ар ам етр о в  синтезируемого фи льт ра  (кроме п ор яд ка  N) .  
В этом мо жн о  убедиться  путем непосредственного сравнения  
в ы р а ж е н и я  (3.37) с ф о р м у ла м и  (3.34) и (3.366 Б л а г о д а р я  эт о­
му, приняв  за  основу мно жес тво  функций S k ( d w),  мо жн о  по­
строить процедуру синтеза  Н Ц Ф  произвольного вида  из класса  
фильтров  с линейной ФЧХ,  в которой опт им и заци я  АЧХ о су ­
ществ ля ется  путем варьи ро ван ия  свободными частотными в ы ­
борками.  И т е р ац и о н н а я  процеду ра  оптимизации  частотной х а ­
рактеристики мин имизирует  м а кс им альн ое  значение  взвешенной 
ошибки

с (со) =  | q ((о) | |Л((о) — Н  (е '"’) | ,

где ч (со) — некоторая  весовая  функция,  п о з в о л я ю щ а я  у с т а н а в ­
лива ть  ра зл ич ны е  уровни ошибок на разны х и н тервалах  ап п р о к ­
симации.

На  нач аль ном  этапе  итерационной процедуры изменяемые 
(свободные) выборки \ Н (к) \  в (3.37) вы бирают ся  пр ои з­
вольно.

Д л я  получения  коэффициентов  ПтФ синтезируемого фильтра  
(или ИХ, что то ж е  самое) необходимо выполнить  операцию 
обратного  Д П Ф  над частотной выборкой Я  (/г), в которой учи­
тываю тся  т а к ж е  оптим изированн ые элементы.

Метод частотной выбо рки  можно при менять  д ля  Н Ц Ф  р а з ­
личных типов: Ф Н Ч ,  ФВЧ ,  пол осно-пропускающих и полосно- 
з а г р а ж д а ю щ и х  фильтров,  ди ффе ре нц иа то ров  и п р е о б р а з о в а те ­
лей Гильберта .  Этот метод наибол ее  эффективен при расчете  
узк ополосных фильтров,  поскольку в этом случае  б оль ш ая  часть 
частотных выб орок р авн а  нулю.
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3.5.4. Метод наилучшей равномерной  
(чебышевской)  аппроксимации

Основу метода  состав ля ет  тео рема о чебышевском альтер-  
нансе  (обобщенн ая  теорема Ч е б ы ш е в а ) .  С ф ормули руем  с н а ­
чала  эту теорему.  Пусть за дан ы :  D  (со) — н еп рерывн ая  на ин ­
т е рв ал е  частот  (ссь <х2) ц елевая  функция,  Q N ( о )  — линей ная  
к ом бинац ия N  косинусов:

N — 1
,Qn (®) =  2  ст COS со т  ; (3.38)

т — О

с/ (со) — кусочно-непрерывная  на  интервале  ( а ь  а 2) весовая  
функция.  Ставится  з а д а ч а  апп рокси ма ци и целевой функции- 
тригонометрическим рядом  (3.38) с весом q (<«).

О ш и б к у  аппроксимаци и е (со) мо жн о за пи сат ь  к ак

е(со) =  |</(со) | D  (со) — Q n ( со) |, а ,  <  со <  а 2. (3.39)

Теорема Ч ебы ш ева  утве ржд ает ,  что ош ибка  равномерного  
пр и бли ж ен ия  е (со) (3.39) в зависимости от частоты имеет 
кол еб ате льный  (пульсирующий)  ха ракт ер ,  и существует  п р и ­
знак,  присущий наилучшей аппроксимации.

В соответствии с этим признаком  д л я  выделения  наилучшего  
при бл иж ени я  необходимо и достаточно,  чтобы ош иб ка  е (со) 
приним ала  равные  друг  другу  по абсолютной величине  и чере­
дую щ иес я  прот иво по лож ные  по зн ак у  э к стр ем альн ы е  значения  
в А7 -I-1 последовательно распо лож ен ны х  точках  со0> « ь  ..., co,v 
частотного  интер вала  (a i ,  « : ) .  Иначе ,  ош ибка  имеет пу льси­
рующий характе р ,  ампл ит уд ы пульсаций при наилуч шем  р а в ­
номерном при бл иж ен ии  д о л ж н ы  быть одинаковыми.  Этому у с ­
ловию соответствует одна  единственно в о з м о ж н а я  совокупность 
значений коэффициентов  ст в функции (3.38).  При любы х 
других зн ач ениях  коэффиц иенто в  при бл иж ени е  не будет н а и ­
лучшим,  и пр и зн ак  не выполняется .  Аналитически условие  
теоремы Ч ебы ш ева  в ы р а ж а е т с я  соотношениями

^ (too) =  - <' (<о,) =  ... =  (— \ ) N е (о/V)
при ос 1 ^  о>о A  o)i А  ... соn сб2

с (о/)  >  ;с (со) |, /  =  0, ..., N ; a i  с  со С  а 2. (3.40)

Ча стоты о)0, col, ..., на которых ош иб ка  е(со) при нимает  эк с тр е ­
ма льн ые  значения ,  на з ы в а ю т  точками альтернанса. Отсюда 
следует  и назван ие  самой теоремы.

Теорема Че бы ш ева  сп раведли ва  т а к ж е  д ля  случая ,  когда 
апп рокс им ир уе ма я  ц елевая  функция з а д а н а  не на всем интер­
вале  частот  (ai ,c62), а только  на отдельных по ды нте рвалах ,  не 
имеющих общи х точек.  В та ком случае  эта функция д о л ж н а  
быть доо пре дел ена  на пр омежу точных по ды нт ервала х  так,  что- 
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бы получилась  неп рерывна я  функц ия на за мкн ут ом интервале ,  
вкл ю ча ю щем  все з а д ан н ы е  подынтервалы .  О д н ако  все точки 
альте рн анс а  д о л ж н ы  р аспо лагать ся  только  на з а д ан н ы х  по дын­
тервалах .  Эго обстоятельство весьма существенно при прое к­
тировании час тотно-избирательных фильтров ,  когда п р е д ъ я в ­
ляю тся  тре бован и я  к точности аппрок сим аци и х аракт ери ст ик  
только в полосах  про пускания  и непро- 
пускания ,  ра зд ел ен ны х  переходной по ­
лосой. В качестве  пр и мера  на  рис. 3.14 
приведена  г р афи ч еск ая  интерпретация  
чебышевской аппро ксимации частотной 
хара кт ер ис ти ки  идеального  Ф Н Ч ,  здесь 
Ц Ф  — ц елевая  функция,  з а д а н н а я  т о ль ­
ко в полосах  пропускания  и з а г р а ж д е ­
ния, и АФ — ап п р о к си м и р у ю щ ая  ф у н к ­
ция при А  =  6.

И спо льзов ани е  чебышевской аппроксимации пред пол агает  
возмож но сть  представ лени я  х ар ак тер и сти к  физически р еа лиз уе ­
мых фильтров  вы ра ж ени ем  вида  (3.38).  Однако,  к а к  видно из 
формул (3.22) — (3.24),  ПтФ  физически ре ализ уемы х  фильтров  
не всегда  опи сываются  тригонометрическим рядом вида (3.38).  
Д л я  Н Ц Ф  с линейной Ф ЧХ воз ни ка ю щ ие  в связи с этим з а т р у д ­
нения можн о избежать ,  если представить  частотную х а р а к т е ­
ристику фи льт ра  в виде

П  (с/~) =  Р  (о,) Q n (со) , (3.41)

где Р (it)) — некоторая по д х о дя щ ая  н еп рерывн ая  функция,  з н а ­
чение которой будет ясно из последующего.

В этом случае  ош ибку апп роксимации мо жн о выразит ь  как

с (со) =  | q (со) | | П ( с о ) - Я ( е / “ ) Н < Ц с о ) |  |D(co)— Q«(co) | , (3.42)

где q (со) = q  (со) • Р  (со) и /5 (со) = D ( c o ) / P ( c o )  .
Как  видно,  если частотные ха ракт ери стик и п редс тав и мы  в 

гид е  (3.41),  то з а д ач а  апп ро кси мац и и сводится  к классической 
постановке  (3.39).  П о к а ж е м  на конкретных пр и ме ра х  таку ю  
возможн ость  д л я  Н Ц Ф  с линейной фазой.

Оп уск ая  в в ы р аж ен и и  (3.21) член с линейной фазой (так 
можн о поступить,  т а к  к ак  в ф о р м у ла х  (3.39) и в (3.42) р а с ­
см атри ваетс я  модуль  о ш иб ки ) ,  видим,  что в этом случае  з а д ач а  
определения  функции Р  (со) тр и в и а л ь н а я  и Р ( со) =  1. Р а с ­
смотрим д ал е е  (3.23).  Лин ейн ую ко мбин аци ю синусов в этом 
в ы р аж ен и и  можно за пи сат ь  в виде

N  N  1
2  с„ s in со n =  sin со 2  сП c o s c o n ,  (3.43)

с к =  (ёк+ 1 — с к - 1) / 2  ,
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В этом случае  Р  (со) =  sin со. По д об ны е  пр и мер ы мож но  п р о ­
долж ить .  Таким образ ом,  мы п о к а з а ли  возмож но сть  исп ользо­
вания  метод а  при про ектировании разл ичных  физически р е а л и ­
зуемых фильтров .

Теперь обратим ся  к цен тральной з а д ач е  метода:  способу 
определения  аппрок сим иру ющ ей функции Q n ( со) наилучшего  
равном ерного  прибл ижени я.  П р е дл о ж е н о  несколько способов 
решения этой задачи,  из которых наибол ее  практичен метод,  
основанный на итерационной процедуре ,  известной под н а з в а ­
нием второго алгоритма Ремеза,  и д л я  которого созд аны  э ф ­
фективные м ашин ны е п р о гр ам м ы  [2, 10, 11J. Поясним  логиче­
скую сущность этого метода.

Н апомним,  что функция Qat(co) опред еляет ся  N  своими 
ко э фф ициен тами сп, п =  0, ..., N — 1. Таки м  образом,  з а д а ч а  со­
стоит в отыскании опт имального  вектора  коэ фф ициентов  [с!. 
П р едп ол ож и м ,  что по ря док ф иль тра  состав ляет  N.  За метим ,  что 
д л я  оценки п ор яд ка  фил ьт ра  существует  п р и бл и ж е н н а я  э м п и ­
рич еская  ф о р м у ла  (см. п. 3.55).  Основа  а л гор и тма  Ре м е з а  со­
стоит в следующем.  В теореме о чебышевском альте ри анс е  
(3.40) у тверж да ется ,  что в случае  опт имального  решения о ш и б ­
ка апп роксимации имеет  1V+1 экстремумов.  П ре дп о л о ж и м  
условно вначале ,  что множество  частот  экстремумов со*, /г =  0, 
..., N  известно.  Тогда  на к а ж д о й  из этих частот  модуль  ошибки 
63.39) составит некоторую (неизвестную)  величину 6. Учиты­
вая  знакопе ременны й х а р а к т е р  ошибки,  можно составить систе­
му Л'+ l  уравнений

|7(о / . ) !  |В(сое) — Q n  (со*) | =  (— 1)*б,  к -  0, ..., N  , (3.44)

в которой неизвестными яв л яю тся  ко эффициент ы с„ ряда  (3.38) 
и ош ибка  б. Система (3.44) м ож ет  быть решена  и определены,  
таки м образом,  искомые коэффициенты.  Однако,  вследствие  
исходной неопределенности,  множество  частот  со* м ож ет  не со­
ответствовать  точкам альтерн анса .  Соотношения (3.40) в этом 
случае  выпол нят ься  не будут,  поэтому поиск опт имального  р е ­
шения проводится итерационным способом.  К а ж д ы й  цикл ите­
раций проводится  в два  ш аг а  [2J.

Ш а г  1. В ы б и р а ю т  N + 1  з н а ч е н и й ,  частот  со*, решаю т  
систему уравнений (3.44),  вычисляют  в результате  этого к о э ф ­
фициенты сп и б. Та ким  образ ом  получают тригонометрический 
полином по косинусам,  который в точках  со* (/г =  0, ..., N )  о т л и ­
чается  от целевой функции на величину ± 6 .

Ill а г 2. Ана лиз и ру ю т  ошибку е (со) на всем интервале  
частот  (на плотной частотной сетке) .  Если ош иб ка  |е(со)|  < 6  
на всей об ласти  аппроксимации,  то полученное  решение  я в л я ­
ется оптимальным.  Если най дутся  частоты a i < c o < a 2, на ко то ­
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рых fefto) [ > 6 , то вы бир аю т  новое множество  экстремальн ых 
частот  путем рассмотр ени я  N + 1 точек,  в которых ошибка  
мак с и м а л ь н а  и имеет  черед ующ ийся  знак.  Д а л е е  описан ная  
процеду ра  повторяется .  М о ж н о  показать ,  что в этой пр оц еду ­
ре  б на к а ж д о м  ш аг е  во зр астае т  и в конце  концов сходится 
к своей верхней границе.  Н а ч а л ь н о е  множ ество  частот  можн о 
взять  произвольно.

Отметим, что в алго рит ме Р е м е з а  пр ед лож ен способ вычис­
лений,  по зволяю щий из б е ж а т ь  решения системы (3.44) на к а ж ­
дом ш аг е  итераций.  Тем самым п овы шается  эффективность  
алгор ит ма  [2 ].

3.5.5. Особенности практической реализации
методов расчет а  НЦФ

Рассм отр ен ны е  методы расчета  Н Ц Ф  р еализ ую тся  с по мо ­
щью ЭВМ. В результате  расчета  требуется  получить м и н и м а л ь ­
ные число (поря док ф ил ьтра)  и знач ени я  коэффициентов  ПтФ,  
при которых обеспечивается  з а д а н н а я  точность аппроксимации 
целевой функции;  т р ебу ем ая  избирательность ,  допустимые  п у л ь ­
сации в полосе прозрачности 6 ( и полосе з а г р а ж д е н и я  62 и т. п. 
О д н ако  все рассмотре нные  выше  методы не вполне  соответству­
ют такой постановке задачи,  т а к  к а к  в них с н ач ала  выбира етс я  
по ря док фил ьт ра  N, а у ж е  затем рассчи тыв ают ся  к оэ фф иц ие н­
ты. Ясно,  что д ля  выбо ра  N  нео бходима ап ри орн ая  и н ф о р м а ­
ция.  П ра кт ич ески  выбор по ряд ка  N  производится  на основе э м ­
пирических формул,  графиков ,  та блиц,  построенных по эк сп е­
рим ент альны м данн ым.  Разу меется ,  т а к а я  пр ед вар ит ельн ая  
оценка  по ряд ка  м ож ет  о ка за тьс я  неточной. Тогда  приходится  
производить много кр атный расчет,  пос ледовательно п р и б л и ж а ­
ясь к оп тима льном у решению. При  использовании Э В М  и т е р а ­
ционные процедуры пос ледовательных при бл иж ен ий  о к а з ы в а ­
ются  вполне п ри емл емым и д л я  практического  использования.  
Р ассм отр и м  особенности методов  расчета  Н Ц Ф ,  связанн ые с их 
практическим использованием.

М е т о д  о к н а .  Не ра вн омер но ст ь  АЧХ- фильтра ,  получ ен­
ного с помощью метода,  зависит  от ампл ит уды боковых лепес т­
ков выбранн ой функции окна,  и, когда  окно выбрано,  эти а м п ­
литуды,  очевидно,  фиксированы.  В свою очередь ам пли туды  
боковых лепестков  з авис ят  от величины п а р а м е т р а  окна  (если 
таковой в ф орму ле  окна имеется) .  Д л я  вы бора  п а р а м е т р а  окна 
удобно пользоваться  графи ко м  вида  (рис. 3.15),  на котором п о к а ­
з ан а  зависимость  макс им альн ого  уровня  пульсаций АЧХ в полосе 
про пускания  и з а д е р ж и в а н и я  (61 =  62 =  6) для  окон Л а н ц о ш а  
и К а й з е р а  от па раметров  этих функций [4].
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Ш и р и н а  переходной полосы A F  АЧХ фи льт ра  зависи т  от 
ш ир ин ы основного лепестка  амплитудного  спектра  окна  (см. 
рис. 3.11),  которая ,  в свою очередь,  опр ед еляется  величиной N. 
Когда  вы бр ан вид используемой функции окна  и подобран а  в е ­
личина  ее п а рам етра ,  два  других п а р а м е т р а  N  и A. F могут сво ­
бодно, но совместно варьир оват ься ,  поскольку они с вяза н ы  соот­
ношением неопределенности вида

N  A F =  с , (3.45)

где с — константа,  з а в и с я щ а я  от вида окна и его п араме тра .  
Д ля  выбора/V можно воспользоваться  графи ком вида (рис. 3.16),  
на котором п о к аза на  зависимость  произведения  (N — 1) A F от 
макс има льно го  уровня  пульсаций.

О/оно Л а н ц о ш а  
О 0,5 1 i5  й 0,5 3 45

- 90
- 3 0
- 9 0'0

у-. - Ч)
- 6 0
- 70с>
- 80
- 9 0

О к н о
Л а н ц о ш а

Окно Ыайзрра

9 5 0 5  в  7 S 9 

О кно Ю оизррах- 

Р и с .  3.15

-30 -80-70 60 -so -40-30-20 
20Ед$ (дБ)

Р и с .  3.16

М е т о д  ч а с т о т н о й  в ы б о р к и .  В этом случае  д ля  по­
иска оптимального  решения в в ы р а ж е н и и  (3.37) м ож ет  быть 
использовано разви тое  матем атическ ое  обеспечение совре мен­
ных ЭВМ. В работе (4] д ля  решения задач и оптими зац ии ис­
пользуется  стан да р т н а я  пр ограм м а  с именем А Р М М  из библ и о­
теки научных пр ограмм язы к а  Фо ртран ЕС ЭВМ. Суть этой 
оптими зац ии состоит в минимиз аци и м акс им альн ой ошибки 
в полосе з а д е р ж и в а н и я  фильтра .  А мпл итуды пульсаций в п о ­
лосе з а д е р ж и в а н и я  зав ис ят  от числа  варьи руе мых выборок АС, 
которые нужно выбрать  априори.  Эмпирические  да н ны е уровня  
пульсаций в дец иб елах  относительно уровня  передачи в полосе 
пропускания,  относящиеся  к цифров ым Ф Н Ч ,  имеют з н а ­
чения [4]:
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Отметим, однако ,  что к этим д ан н ы м  следует  относиться 
с осторожностью,  т а к  к а к  в случаях,  когда проектируемый 
фильтр  имеет «очень узкую» или «очень широкую» полосу пр о­
пускания,  зат уха ни е  в полосе_ з а д е р ж а н и я  м ож ет  выходить  за  
у к а з а н н ы е  пределы.

Д л я  оценки п ор яд ка  филь тра  N  пр ед пол ож им ,  что з а д ан ы  
шири на  полос пропускания  з а д е р ж и в а н и я  и переходной п ол о­
сы, а т а к ж е  уровень пульсаций 62 в полосе з а д ер ж и в а н и я .  Т ог ­
да,  воспо льзовавшись  вы ш еп рив ед енн ым и данным и,  можн о 
определить  число ва рьи руе мых  выб ор ок  N v, п оп ада ю щ и х  в п е ­
реходную полосу  шириной A F. Д а л е е  нетрудно определить  о б ­
щее  число выборок,  п ри ходящ их ся  на полосу частот  (0,1),  
N  =  ( I / A / 7) N v. З аметим ,  что здесь частота  по лагаетс я  но рми ­
рованной (б ез раз ме рн ой ) .

В практической рабо те  следует  иметь в виду,  что пр ог ра мма 
А Р М М  чувствительна  к точности вычислений,  поэтому при рос ­
те числа  переменных N v и соответствующем уменьшении у р о в ­
ня пульсаций м ож ет  пот ребоваться  д в ойн ая  точность вычис­
лений.

М и н и м а к с н ы й  ч е б ы ш е в с к и й  м е т о д  а п п р о к ­
с и м а ц и и .  Д л я  оценки мин имального  п орядка  филь тра  N  шп  
по этому методу пре длагается  сл е ду ю щ а я  эм пирич еск ая  ф о р ­
мула,  с п ра ве д ли ва я  д л я  Ф Н Ч  [2|:

N  мин =  (8i> 62) / Д  F +  D-2 (6Ь б2) A t  +  1,
где

/Д (8 i , 62) =  15,309■ 10 3 ( l g 8 , ) 2 +  7,114- 10~2 l g 8 ,  —
— 4,761 • 10 ‘J lg 62 +  [— 2,66- 1()-3 ( lg б , ) 2 —

— 5,91 - 10 1 lg -  4,278- 1 0 - !] ; 
l ) 2 (6 b 62) =  11,01217 +  0,51244 (lg 6 , — lg f i2).

Д л я  чебышевского метода  апп рок сим аци и пр е д л о ж е н а  э ф ­
фе кт ив на я  п р о гр ам м а  д л я  ЭВМ, в которой используется  а л г о ­
ритм Р е м е з а  [2, 10J. П р о г р а м м а  о б ла д а е т  большими в о з м о ж н о ­
стями:  ее мо жн о использовать  д л я  расчета  сложных,  в том чис­
ле  многополосных, час тотно-избирательных фильтров,  д и ф ф е ­
ренциаторов ,  пр еоб ра зо ват ел ей Гильберта .

4. Э Ф Ф Е К Т Ы  К О Н Е Ч Н О Й  Р А З Р Я Д Н О С Т И  В ЦФ

)4.1. О Б Щ И Е  С В Е Д Е Н И Я
ОБ Э Ф Ф Е К Т А Х  К О Н Е Ч Н О Й  Р А З Р Я Д Н О С Т И

Ясно, что ра зр ядн ость  регистров  па мят и реальны х цифровых 
процессоров  ограничена .  Поэт ому числа,  с которыми оперируют
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таки е  процессоры,  имеют конечное количество  р а з р я до в  (бит),  
и п р ед ста вл яю тс я  в Э В М  с ограниченной точностью. Ошибки,  
обусловленные э ф ф ек т ам и  конечной разрядности,  могут суще ст ­
венно влиять  на свойства и хар ак те ри ст ик и устройств  цифровой 
обр аб от ки  сигналов,  а в некоторых случая х  д а ж е  на их но р­
мально функцион ир ова ние  — поэтому необходим обоснованный 
выбор ра зр ядн ости регистров.  В этой з а д ач е  мы ограничимся  
случаем, получившем практическое  распространение,  когда  
в процессоре  ЦФ  используется  а риф м ети ка  с фиксированной 
точкой. Кр оме того, предпол ожи м,  что используется  двоичная  
система счисления  в дополнительном коде. В тако м случае  в л и я ­
ние конечной ра зр ядн ости регистров  пр оявляется  в эф фек тах  
ква н това н ия  и переполнения .  О б р ат и м с я  сн ач ала  к первому из 
этих эффектов.

В Ц Ф  переменные обычно нор мируются  так,  чтобы х <  1. 
При этом условии в дополнительном коде двоичное число х  и 
его десятичный эк ви валент  х д с вяза н ы  соотношением

х д =  - д-(°| +  V  л-(0 2 ' ,  (4.1)
i=i

где  л'('> е  0, 1, 1Ф 0 — значение  бита /-го ра зр я д а ;
А-(°) е  0, 1 — зн ак овый  бит; b — дли н а  кода  числа  а  (без з н а ­
кового бита) .

Ш а г  кв ан тован ия  q опред еляет ся  весом м ладш его  р а з р я д а  
двоичного числа и, к а к  видно из соотношения (4.1),  составляет  
q =  2 Л  К вант овани е  можн о р а ссм ат р и вать  к а к  нелинейное  
пре обра зо вани е  m -разрядн ого  двоичного числа /^-разрядное число 
с мёпьшим количеством р а зр ядов  ( f t < m ) .  К вант ов ан ие  сопр о­
в о ж д аетс я  ош иб ка ми

е =  Q  ( а ) . —  а  , (4.2)

где а — к в а н т у е м о е  число ,  е — о ш и б к а  к в а н т о в а н и я ,  Q ( х)  — 
х а р а к т е р и с т и к а  п р е о б р а з о в а н и я .

В Ц Ф  р а зл и чаю т  три вида  ошибок квантован ия:  ошибки 
кв ан това н ия  коэффициентов  ПтФ,  ошиб ки кв ан тован ия  отсчетов 
входных сигналов  в А Ц П  (см. рис. 1.3) и ошибки  кв ан тован ия  
произведений (результатов  арифметичес ких опера ций) .  Эти 
ошибки в большинстве  случаев  можн о считать случайными ве­
личинами.  Ошибки з авис ят  т а к ж е  от способа  ква нтования:  о к ­
ругление или усечение чисел.

Округлени е  выполняется  по правилу:  если старший бит
отбрасыва ем ой  части квантуемого  числа  «1», то в мл адш ий  р а з ­
ряд  сохраня емой части (т. е. Ь-й р а з р я д  числа  (4.1) п р и б а в л я ­
ется «1». В противном случае  о т б р а с ы в а е м а я  часть просто игно­
рируется.  П ри  усечении о т б р а с ы в а е м а я  часть квантуемого  чис­
л а  игнорируется  без а н а л и з а  ее значения .
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Х аракте ри ст ики п р е о б р а з о ­
вания  д л я  окр угления  и у се ­
чения приведены на рис. 4.1,а 
и б соответственно.  П о с л е д ­
няя сп раведли ва  только  д ля  
чисел,  ко дируе мых в д о п о л н и ­
тельном коде. К а к  видно, 
ошибки округления  и усечения 
удовле тво ряют  условиям
— 2 ь/ 2  <  еощ, < 2 ~ ь/2 ,  (4.3,а)

Р и с .  4.1

(4.3,6)

О шибки кв ан тован ия  е окр и е ус являю тся  случайными ве ­
личина ми и подчинены ра вн ом ерно му з ако н у распределения .

К а к  видно,  м а к с и м а л ь н ая  ош и б ка  округления  составляет  
половину шаг а  кв ан тован ия  е окрмакс =  q / 2, в то время ка к  при 
усечении е усма](с =  q. На  пра кти ке  используются оба  способа 
квантования .  Технически усечение реализу ется  проще.  Мы, о д ­
нако,  ограничимся  ана лиз ом  влия ни я  только  округления,  т ак  
ка к  в этом случае  ан ал из  о к азы вается  более простым.

В оценке  влияния  кв ан тован ия  на работу  Ц Ф  используются  
дете рм ин ир ов ан ны й и вероятностный подходы.  Д е т е р м и н и р о ­
ванные оценки позвол яю т определить  абс олютн ые  границы ош и ­
бок квантования .

Вероятностный подход более  удобен д л я  а н а л и з а  влияния  
ошибок кв ан това н ия  аналитическими методами.  В тако м случае 
используется  лин ей ная  модель  нелинейного пре об ра зо вани я  
квантования .  Согласно этой модели,  спр аведливой при малом 
шаге  кв ан тован ия  q, кв ан тован ны е значени я  отсчетов сигнала  
полаг ают ся  равным и сумме исходного (точного) значения  и 
случайной ошиб ки квантования .  При та ком подходе  случайные 
ошибки кв ан тован ия  (4.2),  взятые  во времени с периодом вре ­
менной дис кре тиз аци и Т, об раз ую т дискретный случайный 
процесс (ш ум) ,

Если выполняется  условие  х ( п Т ) — х ( п Т — Т)  > с/, т. е. если за 
время Т кван туе мый сигнал  изменяется  на величину,  суще ст ­
венно большую ш аг а  ква нтования ,  то отсчеты ш ум а е ( п Т ) ,  
п =  0, 1 ... ок а зы в а ю тс я  взаимно независимыми,  случайными 
величинами,  а шум кв ан тован ия  (4.4) — белым шумом.  В боль­
шинстве практических случаев это условие  выполняется.  П о ­
этому, если не будет оговорено особо,  по лагаем  процесс е ( пТ)  
белым шумом.

с (пТ)  = Q  [ х ( п Т ) \  —  х  (п Т ). (4,4)
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П р и  равномерном распр еделении дисперсия  ш ум а  ок р у гл е ­
ния ста2 и м ате мат ическ ое  о ж и да н и е  т е составл яют

в е2 =  <72/ 1 2  =  2 - 26/ 1 2 ; т е =  0. (4.5)

Второй вид эффек тов  конечной ра зр ядн ости —  эф ф ек т ы  пе­
реполнения  разр ядн ой сетки — могут н аб лю д ать ся  в с у м м а т о ­
рах  ци фровых процессоров.  В Ц Ф  эти эф ф ек т ы  при водят  
к сильным ис к аж ени ям  сигналов,  а в некоторых случ ая х  к в о з ­
никновению неж ел ательны х  ко леб ате льны х процессов.

4.2. П О М Е ХИ  В ЦФ,  О Б У С Л О В Л Е Н Н Ы Е
К В А Н Т О В А Н И Е М  В Х О Д Н О Г О  С И Г Н А Л А

Д л я  а н а л и з а  такого  рода помех воспользуемся  линейной 
моделью ква нтования ,  в соответствие  с которой квантова нный 

сигнал на входе  фи льт ра  пол ага етс я  аддитив- 
I 6(пТ) ной суммой входного сиг нала  х ( п Т )  и шума 

xfnTjX . X(п-Т) кв ан тован ия  е (пТ)  (рис. 4.2).  Нетрудно з а ­
метить,  что шум кв ан то ван ия  входного

Р и с. 4.2 с и г н а л а  я в л я е т с я  в н е ш н и м  по о т н о ш е н и ю  к
фильтру.

Опред елим дисперсию этого шум а на выходе фильтра .  Будем 
считать при этом, что влияние  других эф фект ов  конечной р а з ­
рядности отсутствует и что алгоритм цифровой фильтр ации 
выполняется  точно. Такой  подход правомочен при м алом  шаг е  
ква н това н ия  q. В этом случае  к другим источникам ошибок 
кв ан тован ия  т а к ж е  при менима ли не й на я  модель.  Это означает,  
что разл ичные  источники ошибок в та кой  лин еари зо ванн ой си ­
стеме  мо жн о  р а ссм ат р и в ать  раздельно и независимо.

Энергетический спектр ш ум а  кв ан тован ия  входного сигнала  
на выходе  дискретной системы нетрудно определить  обычным 
образом,  ум н о ж и в  спектр  шум а на входе  на к в а д р а т  модуля  
частотной х а р акт ери стик и системы Ф ВЬ|Х (со) = Ф вч(со). | Я ( е /шГ) | 2. 
Д л я  опр еделения  дисперсии помехи на выходе о 2ых проинтег­
рируем ее энергетический спектр:

а 2вых =  (Т / 2  л)  "f  Ф вх(со) ! Я  (е1'"1 г) \2 d  ,.>. (4.6)
—г., т

В z -плоскости интегрирование  производится  по контуру,  в к а ­
честве которого вы б ра н а  ок руж нос ть  единичного радиуса

ст2ых =  (1 /2  я  /) f Ф вх (2 ) Я (2 ) Я (2 Я) 2 - ■ dz. (4.7)
i«:=i

Особый интерес пре дс тавляет  случай,  когда на входе в о з ­
действует  шум с равномерно й спе ктральной плотностью — бе- 
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лыы шум, д л я  которого

Ф вх (со) =  Фп =  const .  (4.8)
В этом случае

Овых =  ( Ф 0 Г / 2 л )  " f  I и  ( e / “ r ) | 2 dfi> =
- - т.)Т

=  (Ф„ Г / л )  ] 'Г | Я  (с ) -</(■). (4.9)
‘о

При мем  во внимание  в а ж н у ю  особенность дискретного бе­
лого  шума.  В отличие от аналогового  белого шума,  дисперсия  
которого полагаетс я  бесконечно большой,  дискретный шум име­
ет конечную дисперсию.  В самом деле,  учтем, что спе к тр а л ь ­
ные функции дискре тны х процессов опр еделены на конечном 
интервале  частот  — л / Г  <  w <  я /Г .  В тако м случае  д л я  д и с ­
персии белого ш ум а сп раведли во  соотношение

о 5вх =  (Г/2 я )  f  Ф (ы) d M =  (Ф 0 Г / 2  я )  " f  d  со =  Ф 0 .
- Г т - - I

(4.10)

К а к  видно, дисперсия дискретного белого шума и его спект­
р ал ьн ая  плотность мощности имеют равно велик ие  значения .  
П од ста вив  соотношение  (4.10) в (4.8) и (4.9) д ля  дисперсии в ы ­
ходного ш ум а  получим

<Твых =  (г>вХ Г / я )  f | II ( d " ‘ ') 2 d  о ,  (4.11)
0

< „ х =  К х / 2 л  /) ( H ( z ) H ( z - ' ) z ~ ' d z .  (4.12)
1 г  | = 1

Ра ссмотри м случай,  когда  ЦФ  за д ае т с я  своей ИХ, а не ПтФ. 
Воспользуемся  равенством П а р с е в а л я  (1.43),  которое  з а п и ­
шем в виде

( Г / л ) f  / /  (е' • ' )  </<•,.
о

(1 /2  л /) ( H ( z ) H ( z  ' ) z  ' d z .  (4.13)
v  h2(nT)  =

n= 0

‘ 4 7 J/ . г | =1

Учитывая  в ы р а ж е н и я  (4.11),  (4.13),  получим в ы ра ж ен и е  
для  дисперсии выходного шума:

п ОО

Овых =  о2х Е  й2 («Г) .  (4.14)
л=0

Д л я  нерекурсивных (1\ИХ) ЦФ  верхний предел  суммиро вания  
в ф орм уле  (4.14) ограничен длиной ИХ  и состав ляет  N — 1, где 
N  — п ор яд ок фильтра .
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Н а м и  была  рассмотре на  з а д а ч а  про хож де ни я  ш ум а через 
дискретную систему в общем виде, без учета х ар ак тер и сти к  ис­
точника  шума.  В конкретном случае  д л я  ш ум а  кв ан тован ия  
входного сигнала  с учетом формул  (4.5),  (4.11) и (4.14) 
получим

К1Т оо
°ксных ~  (2 2*с/ 1 2 )  ( Т / л )  j  I Н d<»= ( 2 - Ъ / 1 2 ) 2  h*( nT) ,

о ,  п= о
(4.15)

где Ьс — ра зр ядн ость  А Ц П  (без знакового  бита) .
На  основании в ы р а ж е н и я  (4.15) мо жн о  рассчитать  разрядн ость  
входного А Ц П :  за д ав ш и с ь  до пустимым уровнем дисперсии по ­
мехи сГвЫХЯОП , нетрудно определить  разр ядн ос ть  Ьс (см. п. 4.4).

3 4.3. О Ш И Б К И  К В А Н Т О В А Н И Я  П Р О И З В Е Д Е Н И Й

Анали з  ош ибок кв ан тов ан ия  произведений проведем снач ала  
применительно к Р Ц Ф .  Перепиш ем д ля  удобства  разностное  
уравнение  ПтФ  (1.16)

М  L

У( п ) =  2  с’т х  (п— т)  — V  ь, у  (п— г ) (4.16)
т =  0 г ~1

и вы р а ж е н и е  ПтФ (1.21)
м

=zJIL^ - r — > ( 1 1 )
] +XI).  г

Г  =  1

которыми опи сываются  эти фильтры.  Произве де ние  двух 
Ь\- и Ц - р а з р я д н ы х  чисел вида (4.1) имеет bi +  b2 ра зр яд о в  
(знаковые биты, к а к  ранее,  не уч ит ываем) .  П оэт ом у в отсут­
ствие кв ан то ван ия  произведений в рекурсивных структура х  вида
(4.16) ра зр ядн ость  чисел с течением времени от рекурсии к р е ­
курсии д о л ж н а  неограниченно возрастать .  Ясно,  что в таких ЦФ  
принципиально необходимо кван тован ие  произведений.  П р а к ­
тически произведения  квантую тся  и в других устройствах ц и ф ­
ровой о б ра ботки  сигналов.

Анализ  влия ни я  эффек тов  кв ан тован ия  произведений в ЦФ  
осуществляется  на основе линейной модели кв ан това н ия  чисел, 
описанной в п. 4.1. В соответствии с этой модел ью в к а ж д ы й  
умно жител ь  на его выходе вкл ю ча ет ся  источник аддитивного  
белого шума,  учит ыв аю щи й ошибку квантования .  Соответст­
венно в к а ж д о е  сл ага ем ое  в правой части (4.16) до бав л я етс я  
сл уча йн ая  компонента  ш ум а  округления:  

м  /.
У ( П ) =  1  \ O m X  (n —  m)  +  Cm (tl) \  —  V  [!;,г у  (п —  Г) +  Cr ( f t )  ,

т=0  г =1
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где <?i ( f t ) — шу м i -то источника:  у ( п ) — отсчеты выходного
сигнала ,  ис к аж енн ы е под воздействием ш ум а  квантования .

З ам ети м ,  что здесь имеются  в виду ис ка же ния ,  об условлен­
ные прохождение м через цепи фи льт ра  всего совокупного ш ума  
к ван то ван ия  всех произведений.  Ясно,  что отсчеты входного 
сигнала  х  (п ) т аким и ск аж ен и ям  не подверже ны,  и поэтому 
они в ф ор муле  (4.17,а) по лагают ся  точными.  С тр у к ту р н ая  схема 
Р Ц Ф  в прямой форме,  
в которой введены ис­
точники ш ум а  к в а н то ­
вания,  п о к а за н а  на 
рис. 4.3,а. Из  струк­
турной схемы видно,  
что источники шум а 
всех умнож ителей,  по д ­
ключенных к одному 
сумматору,  могут быть 
объеди не ны в один эк вив алент ны й источник е Ц я ) ,  возд ейс т­
вующий на выход этого су м м а то р а  (рис. 4.3,6).  П ри этом э ф ­
фект  воздействия  шумов на Ц Ф  не изменится .  Таким образом,  
уравне ние  (4.17) мо жн о пре дставить  в виде

М  L
у  (я)  =  ^ а т х ( п — пг) — 2  bry ( n — r ) +  е Ц я )  . (4.18)

т = 0  r  =  1

П а р ц и ал ь н ы е  шум ы в уравнении (4.17,а) явл яю тся  не зав иси ­
мыми белыми.

В случае  окр угления  все они имеют нулевые средние  т с, — О 
и один ак овы е дисперсии о2. =  2 2ь“/ \ 2 ,  где Ьл-  разр ядн ость
(без знакового  бита)  произведений после  округления.  Я с н о ,ч то  
эквив ал ен тн ый шум по-прежнем у будет иметь нулевое  среднее,  
а дисперсия  увеличится  в М  +  L  +  1 раз  по числу ум нож ителей 
в уравнении (4.16) и составит

о 2 =  (Af +  L +  l)  <72/ 1 2  =  (/V1 +  L +  1) 2 2й" /12.  (4.19)

Опре делим  ош ибку округления  на выходе ф иль тра  ка к

е (л) =  у  (я) — У («)■ (4.20)

По дст ави м  в формулу (4.20) уравнен ия  (4.16) и (4.18) и по­
лучим

г (я)  +  2  !)г г (п— г) = Су (п)  . (4.21)
Г =t\

К ак видно,  ош иб ка  е (я) опр ед еляется  только  шумом <?v ( я)  и 
па р а м е т р а м и  ф иль тра  и не зависит  от значений сигналов,  ц и р ­
кул ир ую щих в фильтре.  Это является  следствием статистиче-
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екой йезависимости Шума к [кантования е (п)  и Квантуемого 
сигнала ,  а т а к ж е  линейности ЦФ.

Ра зно ст ном у ура внению (4.21) соответствует линей ная  си­
стема  с ПтФ

в Ъ ) =  1 / (1  +  Ж Ьг Z ~r ) ’ ( 4 ' 2 2 )

где В (z)  — зн ам ена тель  ПтФ (4.17).
Н а  входе  этой системы действует  эк вив алент ны й шум е Ц я ) ,  

на  выходе — помеха е ( п ) . С т рук турна я  
схема Ц Ф  с учетом ошибки округления  
приведена  на рис. 4.4. Сл едует  отметить,  
что эта схема справ едлив а ,  вообще го ­
воря,  только  д л я  прямой формы 
реа лиз аци и ЦФ,  в которой исполь­
зуется  один сумматор.  В других 

в канонической (см. рис. 3.2,6),  к о л и ­
чество сумматоров  в которых больше одного,  па рци альны е 
шумы кв ан тован ия  группируются  в эк вив алент ны е источники 
другим образом,  отличным от пок азанного  на рис. 4.3,а и б. К о ­
личество  эквива лентных  источников ш ум а  в та ких  структурах  
оп ред еляет ся  числом сумматоров ,  к  которым подключены у м н о ­
жители.  Соответственно иной о к азы вается  и эв и вал ен тн ая  
структ урная  схема.  Общий случай мы рассмотрим ниже,  а пока 
вернемся  к Р Ц Ф  в прямой форме.  И м е я  в виду (4.19) и (4.22),  
нетрудно по ф ор муле  (4.12) вычислить  дисперсию помехи на 
выходе фильтра :

- <yW +  Z.+  l ) , 2 - “ . . / 1 2 T i 7 j; Д  (4.23)
РЫ 1

В п. 4.2 отмечалось,  что Р Ц Ф  высокого  п ор ядка  выполняются  
по многозвенным, последовательной или пар аллельной ,  формам.  
Распр остра ни м резул ьтат  (4.23) на пос ледовательную к а с к а д ­
ную форму.

В последовательной форме  ПтФ  Ц Ф  за пи сывает ся  в виде 

/ / ( г )  =  П Hi ( z )  , (4.24)
[=i

Я/ (2 ) =  (1 +  Оц ~ 1 +  Q-2 i z  2) /  (1 -\-Ьц z  _1 +  b2i z  2) . (4.25)

По анал огии с пр ед ыдущ им  случаем (см. рис. 4.4),  введем 
в к а ж д ы й  би кв адратн ы й блок  Я,- (z ) дополнительное  звено 
с ПтФ \ / B i ( z )  =  \ / ( \  +  b {iz  [ +  b2iZ  Таким образом,  при 
учете ошибок окр угления  структ урная  схема Ц Ф  (см. рис. 3.3) 
преобразуе тся  к виду,  приведенному на рис. 4.5. Д л я  ш ум а  ок-

X f n f

B sh ) ■/ £(п)
В (?)

Р II с. 4.4 

формах,  например
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ругленйя e Si , образ ую щ его ся  в г'-м к а с к а д е  фильтра ,  Пт Ф  от 
носительно выхода  ф и л ьт р а  составляет  

1
B i  (2)

1
В;  (г)  ’

■Hi+l (z)  ... H k ( z) ,  i = l ,  2, ..., /г— 1,

, г =  k  . (4.26)

 | # ^ К +)— -Лн*(г)

Р  и с. 4.5

Учитывая  вы р а ж е н и е  (4.26),  нетрудно распрос транить  р е ­
зу льта т  (4.23) на  ка с к а дн у ю  фо рму  Ц Ф .  Таки м об разом  для  
дисперсии г-й сос тав ляющ ей  помехи на выходе фильт ра  
получим

4 (2- г. , / , 2 ) Ц , !  1 Fs , <г > " " ^ '

' " 2  ;," ' / 1 2 ) J -  т % —  ■■ « ' - * » •  (4 -27)|2| —1
В фо р м у ла х  (4.27) учтено,  что би кв адратн ы й блок  Ц  (.-г) 

в (4.24) содерж ит  4 ум но ж ит еля .  С о ставл яю щ и е  ошибки  (4.27) 
°пвыхП г ~  •••> k  статистически не зави сим ы друг  от друга .

Поэтому дисперсия  полной помехи на выходе фил ьт ра  равна  
сумме дисперсий соста вляющ их:

к
II UHN ПОЛИ îlBLIX/ . (4.28)

i = 1
Проведе нный ан ал и з  относится,  к а к  отмечалось,  к частному 

сл у ч аю — Р Ц Ф  в прямой форме.  Расс мотрен ны й метод нетрудно 
распрост ранит ь  на ф ил ьтры  других видов и форм.  Д л я  этого 
воспользуемся  обобщенной шумовой моделью ЦФ.

О б о б щ е н н а я  ш умо вая  модель пре дс тавляет  собой н а п р а в ­
ленный г ра ф  (рис. 4.6),  у з л ы  которого соответствуют с у м м а то ­
рам,  а дуги (ветви) — ум н о ж и т ел я м  и эл ем ен там  з а д е р ж к и  
структурных схем фильтров.  В ерх ня я  половина г р а ф а  п р е д н а ­
зн ач ается  д л я  а н а л и з а  эф фект ов  ква нтования ,  а н и ж н я я  — э ф ­
фектов переполнения .  На  рис. 4.6 используются обозначения:  
х ( п ) — дискре тный («точный»),  не кв ан тован ны й по уровню 
входной сигнал;  г/(га) — выходной сигнал,  вк л ю ч аю щ и й  в себя 
выходной шум ква нтования;  ес (га)— шу м кв ан това н ия  входного 
сигнал а  (шум А Ц П ) ;  е ъ 1  — экв ив ал ен тн ый шум ква нтования

83



в г-м узле  суммиро вани я ,  во зн и ка ю щи й вследствие округления  
результатов  операций у м но ж ен ия  в регистрах  умножителей,  
подключенных к /-му сумматору;  G , ( z ) ,  gi ( n)  — соответственно 
ПтФ и ИХ-части Ц Ф  от выхода  /-го сум матора  до выхода  ф и л ь т ­
ра; v ( n ) — выходной сигнал /-го сумматор а;  f i ( z ) ,  f i ( n ) — со­
ответственно ПтФ и ИХ-часги Ц Ф  от его входа  до  выхода /-го
n™ u , T m i r  И 1 у\ u i n \  — ПтФ и ИХ всего ф иль тра  в целом.

Н а  основе обобщенной шумовой 
модели нетрудно составить  соот­
ветственно обобщ енн ые  в ы р а ж е н и я  
д л я  расчета  шум а кв ан то ван ия  на 
выходе фильтра .  Д л я  этого вос ­
пользуемся  описанной в 4.2 ме то ди­
кой определения  дисперсии шума 
на выходе линейной дискретной 
системы.  О б рат и м ся  к шуму к в а н ­
товани я  произведений.  Ист очни­
ками  ш ум а  на схеме рис. 4.6 я в л я ­
ются  сумматоры.  И м ея  в виду, что 
импуль сн ая  хара к т е р и с т и к а  для  
/-го источника ш ум а  относительно 
выхода  фильт ра  есть g,  (п ) для

выходного ш ум а округления  произведений,  мо жн о написать
ОО

0 п вых( *= С2  2/’" / 1 2 )  v  п  V  ё * ( п Т )  , ( 4 . 2 9 )
L Л =  О

где г, — число умнож ителей,  под ключенных к /-му сумматору.
Под обны м об раз ом  в случае,  если известны ПтФ (7, ( z ) , 

запи шем

о„2»,« =  ( 2  2" " / 1 2 )  V  г * 4 G, ( z )  0 , ( 2 - ' )  z r ' d z  =
“  I Ц- l

=  (2 ->' и/1 2 )  V  Г; (Т /  Л) V  : Gi (e/,u т) ' 2 d  ы . (4.30)
/ 'о

Нетр удно заметить ,  что расчеты,  выполненные на основе 
обобщенной схемы и по ранее  описанным методикам,  приводят  
к ад ек ва тн ым резул ьтата м.  В самом деле,  если в формуле  
(4.30) в качестве  ГГгФ G (z) использовать  (4.22) или (4.26),  
то д ля  дисперсии шум а получим в ы р а ж е н и я ,  эк вива лентны е 
(4.23) либо (4.27),  (4.28) соответственно.

Осно вн ая  трудность  в построении обобщенной шумовой 
модели состоит в определении ее па раметро в  по структурной 
схеме ЦФ.  П редс тавл ени е  о подходе  к этой з а д ач е  д л я  ка н он и ­
ческой ф ор мы Р Ц Ф  мо жн о составить на основании рис. 4.7.

1

| Ц(пТ)

| Ft (г)
| Цифро&ои фильтр j

Р и с .  4.6
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Р и с. 4.7

4.4. О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  Р А З Р Я Д Н О С Т Е Й  О ТСЧЕ ТОВ
В Х О Д Н О Г О  С И Г Н А Л А  И Р Е Г И С Т Р О В  У М Н О Ж И Т Е Л Е Й

К а к  отмечалось,  д л я  определен ия  разр ядн остей  дан н ы х и ре­
гистров в Ц Ф  используются вероятностный и д ет е р м и н и р о в а н ­
ный подходы.  В первом случае  з а д а ч а  ф ормули руе тся  сл ед у ю ­
щим образ ом:  вы бран ны е ра зр ядн ости отсчетов входного  си гн а ­
ла (входного А Ц П )  и регистров ум но ж ит елей д о л ж н ы  обеспе­
чить достаточно мал ый  уровень мощности совокупного шума 
ква нтования ,  не пр ев ы ш аю щ ий  некоторый допустимый Р шдоп • 
Д оп уст им ый уровень шум а опр ед еляется  из условия обеспечения 
требуемого отношения с и г н а л /п о м е х а  /?ш(дБ)  на выходе при 
при работе в з ад ан но м  динамическом  д и ап азо н е  сигналов  Д ( д Б ) .  
Ясно, что з а д ан н о е  отношение с и г н а л / ш у м  д о л ж н о  обеспечи­
ваться при минимальной мощности сиг на ла  в динамическом д и а ­
пазоне  D =  10 lg ( Я сма с / Р ,  мим ) =  20 lg ( Л мак. / Л мш1 ), где 
Л макс . Л М|]Н — м а к с и м а л ь н ая  и м ин и м а л ь н а я  ампл ит уд ы си гн а­
ла.  Учтем т а кж е ,  что при гармоническом сигнале  Р с =  А'г/ 2. 
Тогда

Р шдоп =  ( Л 2 мак- / 2 )  10  ( 4 . 3 1 )

Т а к  к ак  дисперсия  выходного шум а ква н това н ия  с к л а д ы в а ­
ется из двух нез ависимых компонент , то и допустимую мощность 
шум а на выходе следует разд ели ть  на дв а  допуска :  Р с ш Л01] — 
допуск д л я  шума,  обусловленного  кван тован ием  входного си- 
ш а л а  (шума А Ц П ) ,  и Р пшдог, — допуск  д ля  шума,  обуслов лен­
ного кван тован ием  произведений (внутреннего ш у м а ) .  Введем 
коэффиц иент  отношения этих допусков  (5 и за пише м

Р  С Ш ДОП “  Р Р  Ш ДСП ’ Р  П Ш ДОП Р Ш ДОП Р  С III ДОН • (4.32)
П ри  вы боре  величины коэффи циент а  |3 обычно исходят  из 

предпосылки,  что мощность  собственных шумов (шумов округ-
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ления  произведений)  д о л ж н а  быть ма лой по сравнению с м о щ ­
ностью внешнего по отношению к  ф ильтру  ш у м а  округления  
отсчетов входного сигнала.  Поэт ому мо жн о принять  В =  0,8. ..0,9 
1.2 ].

Д л я  оптими зац ии р е ж и м а  ра бо ты сигналы в фи льтрах  о б ы ч ­
но м асш таби рую тся  (см. п. 4.6).  С учетом м асш т а би р о в а н и я  
примем А макс =  1. Тогда ,  используя  ф о р м у лы  (4.15),  (4.32),  
получим,  что ра зр ядн ость  без учета  знакового  бита отсче­
тов входного  сигн ала  (входного А Ц П )  д о л ж н а  составлять

bc =  int {0,5 log2 [ { п / Т )  \  | I I  (е'",г) ]2 d со/ (12 р Р шл0„)]  (4.33)
U

либо
ОО

!>с =  int  {0,5 log2 [ Л2 («7') / (12| '1 Р ш |}. (4.34)
п=0

П одобным образ ом,  используя  ф орм улы  (4.29>, (4.30) для  
разр ядн ости  регистров  умно ж ит елей получим

b п =  int 0,5 log2
- ^  P  Ш ДОП ~

или в другом представлении

2 с —  \ j //(с',.,
•тг •/

(4.35)

b n=  ini 0,5 log2
-  г, Г (пТ)  -
I п—О

12 Р шд.ш  -  2 2" с  S | Л( " )  I2л—О

(4.36)

Д л я  Н Ц Ф ,  к а к  отмечалось  выше,  отсчеты ИХ ра вны  к о э ф ­
фициентам ф иль тра  /г (m T ) — a m, m  =  0, ..., А — 1 и, кроме того, 
д л я  структурной схемы Н Ц Ф  в прямой  форме (см. рис. 3.5) 
в в ы р а ж е н и и  (4.36) следует  пол ож ить  g i ( n T )  =  1.

Таким об раз ом  д л я  Н Ц Ф  вместо форм ул  (4.34) и (4.36) п о ­
лучим

=  int {0,5 log2[ V r t m2 / ( 1 2 p p ,
m :=0

]},

N- - \
b № =  ini {0,5 logs [ A / (  12 Р шдоп -  2 V  «„ / )  ]}.

m — 0

(4.37)

(4.38)

При дете рминиро ванно м подходе критерий д л я  вы бора  р а з ­
рядностей Ьс и Ь„ состоит в следующем.  З а д а е т с я  м а к с и м а л ь ­
но до пу сти мая  абсол ю тн ая  ош иб ка  8 макс значений выходного



сигнала
| у  (п Т ) —  у  (п Т ) \  с  8 макс, п =  0,1,

где у ( п Т )  — «точный» выходной сигнал,  об раз ую щ ий ся  в п р е д ­
положении,  что все числа  и регистры имеют неограниченно 
большу ю разрядность ;  у  (п Т ) — выходной сигнал,  иск аженный 
ош ибками,  обусловленными кв ан тован ием  входного сиг нала  и 
произведений.  Требуется  вы бр ать  величины разрядностей Ь с 
и Ь п из условия ,  что фа кт ич ес к ая  м а к с и м а л ь н ая  ош иб ка  не п р е ­
вы ш ае т  зад ан но е  значение.  К а к  видно, при тако м  подходе р а с ­
чет ведется  «на наихудший случай».  Ясно,  что м а к с и м а л ь н ая  
ош иб ка  на выходе,  об условленная  округлением отсчетов вход ­
ного сигнала  с с вых макс , не превысит  величину е свыХмакс <

ОО
С^окрм.зкс v  \h (пТ)  |, где е окрмакс=<7/2 =  2 ьс 1 — ош ибка  округ-

п =О
ления  отсчетов сигнал а  на входе. Отсюда следует,  что

сю
b c -  in t{ l og2 [ V  | h ( пТ)  | /  (2 р б макс) ]}. (4.39)

п-  0

П одобным образ ом  д ля  ра зр ядн ости регистров умножител ей 
нетрудно получить

ОО ■,
2 Г( S \у(Ш')\

b n =  int  { l o g s   ---------------- • (4.40)
— б макс - 2 - " с  Л (ПТ ) \ \

/7 — 0 '

Д л я  Н Ц Ф  в ы р а ж е н и я  (4.39),  (4.40) приводятся  к виду

Ь с =  int { I ( ) g 2  | ^  j«m| / ( 2  P6«alc)]} (4.41)
m — 0

И

b n =  int{loo-.a/V/(2 6 MaKC- 2 " c V  ;«,»!)]}. (4.42)
m= 0

4.5. К В А Н Т О В А Н И Е  К О Э Ф Ф И Ц И Е Н Т О В

Ошибки,  об условленные квантованием коэффициентов ,  при­
водят  к на руш ен ию  пол ож ен ия  нулей и полюсов ПтФ  в 2 -плос­
кости, что, в свою очередь,  про яв ляет ся  в ис ка же нии  частотных 
х а ра кт ерис тик  фильтра .  Ясно,  что кв ан тован ие  коэффициентов  
не влияет  на шум овые  ха ра кт ерис тик и ЦФ.  Р азр ядн о ст ь  к о э ф ­
фициентов выбирается  из условий удовлетвор ения  требований 
к частотной характ ерист ике ,  тогда  к а к  число р а зр яд ов  регист­
ров, пр ед наз нач енных  д ля  хр ан ен и я  отсчетов сигнал а  — из ис- 
ловия  обеспечения требуемого  отношения сигнал-помеха.
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Ра ссмотр и м з а д а ч у  выбора  разр ядн ости коэффициентов  пр и ­
менительно к Р'ГФ, П тФ  которого имеет вид (4.17).  П р е д п о л о ­
жим,  что числа коэффициентов  имеют bk — бит спр ава  от д в о ­
ичной точки (см. ф ор мулу  (4.1).  Пр ак ти ч ески  числа  к о э ф ф и ц и ­
ентов могут иметь целую часть,  д л я  представления  которой 
обычно пре ду смат ри вается  один бит слева от двоичной точки. 
Учитывая зн ак овый бит, получим всего 6/г +  2 битов. Ре а л ь н ы е  
ко эффици ент ы пре дставим в виде

b-i =  й; +  а < ,

bi =  bi +  р г , (4.43)

где  а,-, bi — значения  коэффициентов  ПтФ,  полученные на этапе  
аппроксимации частотных х ар ак тер и сти к  Ц Ф ;  а , ,  р,- — ошибки 
квантован ия ,  уд овле тво ряю щ ие  при округлении условиям 
|«,-| <  2~ ьк--\ jp; J < 2 ~ ьк *. Очевидна ,  что ПтФ  реального 
фильт ра

м м
S В „ г - ”  ^  (а ,п +  а ,п) z—m

II (Z) =   _  ^  _У_Д_------------------------------------- (4.44)
1 +  2 В, z 1 \ + 2  (/>, + р,)г-

/•=1 г --- I

отличается от идеальной передаточной функции (4.17)
Д л я  определения  влияния  ош ибок а  г, р< на частотные х а ­

рактеристики п д ля  вы бора  ра зр ядн ости коэффициентов  исполь­
зую!'  ра зл ич ны е  способы. Д ос та точн о  общее  представ лени е  о 
ха р а к т е р е  этого влия ния  мо жн о получить из а н а л и з а  изменения  
распределения  нулей и полюсов ПтФ фильтров  на .г-плоскости. 
Вос пользуемся  описанным в п. 1.7 графо-ан али тичес ким методом 
определения  частотных х ар ак тер и сти к  (амплитудной и фазовой)  
Фильтра по ра спо лож ен ию  нулей и полюсов.  Д л я  опр еделенн о­
сти возьмем Р Ц Ф  второго п о р я д к а  с П тФ  вида

и  / _ _  I’o +  a, 7у - ' + а2 z —2 и  ( г— с i) ( г— с2) , л
77 - Т Г й . г  ' Т Д гГ,  -  77(1 (С- ф )  {г-с12) ' (4 '40)

где t’i, с2, — нули, d u cl2 — полюсы ЦФ,  Н 0 — коэффициент .  
П р е дп ол ож им ,  что фильтр  имеет пар у  комплекс но- сопря жен ных  
полюсов:

d i , 2  =  ре±7-’; р =  у 7Д; cos 0  =  />,/21 / "фЦ (4.46)

Опре делим  изменение  по ля рны х коор дина т  полюсов А р  и А 6 ,  
возн и каю ще е вследствие  кв ан тован ия  коэффициентов .  Д л я  этого 
полные д и ф ф е р е н ц и а л ы

* *  "• 7  ^  ' X -  1' !: '
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, , r w  • r\  j  г\  d  cos 0  , i , d  cos  © , ,d  (cos 0 )  =  — sm  0 a 0  =  ———  a b , -\------ —  d b 2'  ' dbi Ob-,
заменим конечными п р и ра щ ен и ям и

f/j> «  Ap,  d Q  «  Д0,  db\ ~  pi, <l b 2 ~  p2 •

В ре зул ьтате  получим
. д  р _ , д  р ,, , гл ■ г \ 0  cos  0  „ , о  cos 0 „
Л Р = - Д - Р > + ’- т £  “ Л 0  sin 0  =  P. + — gJ r - р2 .

Вос пользуемся  в ы р а ж е н и я м и  (4.46) и после  не слож ны х пр е ­
о б раз ов ан ий  приведем п р и ращени я  коор дина т  полюсов к виду

А р = р 2/ 2 р  и Д 0  =  — p , /  ( 2 p s i n 0 )  +  р2 /  (2 р2 tg  0 ) .  (4.47)

Вычислив таки м  об разо м  Ар и А 0 ,  с помощью процедуры,  
описанной в п. 1.7, нетрудно оценить ис к аж ен ия  АЧ Х и ФЧХ,  
обусловленные кван тован ием  коэффициентов.

Д р у го й  подход состоит в вычислении по ф ор му ле  (1.33) АЧХ 
идеального  фил ьт ра  А (со) и АЧХ ф и л ьт р а  с ква нтован ным и 
коэ фф иц ие нт ами А (со). К ван тован и е  коэ фф ициентов  приводит 
к появлению ошибки Д  Л ( ( о )  =  А(со)—А(со). З а д а н н ы е  т р е б о в а ­
ния к АЧ Х будут удовлетворены,  если Л А (со) < Д  А макс , где 
А А  макс— макс им альн о  доп устимая  ошибка.

Оптим альн ое  число р а зр ядов  коэффициентов  молено опр еде ­
лить путем вычисления ошибки А А (со) к а к  функции частоты 
для  возра стаю щ ег о числа  р а з р я д о в  до  выполнения заданног о  
условия  точности.  Тако й подход соответствует  методу проб и 
ошибок и м ож ет  потребовать  значительного  объема  вычис­
лений.

Существуют т а к ж е  статистические  методы оценки тре бу е м о ­
го количества  р а зр яд ов  коэффициентов.  В этих методах ,  исходя 
из п р ед по лож ен ия  о случайной природе  ошибок а ,  и р, г. (4.43),  
вычисляют  ошибки АЧХ,  удовл етворяю щ ие  некоторым д о в ер и ­
тельным вероятностям.  Н а  основании этого опр ед еляется  р а з ­
рядность  коэффициентов ,  при которой выпо лня ютс я  за д ан н ы е  
требования .  Подробное  изл ож ени е  таких методов  мо ж н о  найти 
в лит е р а ту р е  [1J.

4.6. М А С Ш Т А Б И Р О В А Н И Е  С И Г Н А Л О В

Практи че ски  Ц Ф  эфф ект ивн о рабо таю т  в ограниченном д и а ­
пазоне  ампли туд входных сигналов.  П ри превышении а м п л и ­
тудой сиг нала  верхней границ ы допустимого динамического  
д и а п а з о н а  возникает  эф ф ек т  переполнения,  и выходной сигнал 
сильно иск ажа етс я .  С другой стороны,  при ма лых  ампли тудах  
сигналов уху дш ается  отношение  сиг нал — шум на выходе ф и л ь т ­
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ра, в частности,  из-за влияния  ш ум а  ква нтования .  Поэтому 
необходимо согласование  динамического  д и а п а з о н а  сигналов  
с динам ическим  д и апа зо но м  фильтра .  В связи с этим в Ц Ф  
предусматрив ается  м а с ш т а би р о в а н и е  сигналов .  М ас ш т а б н ы е  
мно ж ит ел и вводятся на входах  звеньев фильтров.

В случае  использования  ар иф ме ти ки  с фиксированной точ­
кой и вы ра вн ив ан ия  слева  переполнения могут возникнуть  т о л ь ­
ко в оп ераци ях сложения.  Ясно,  что явле ния  переполнения по- 
разно му  про являю тся  в зависимости от вида  структурной схемы 
ЦФ,  т а к  к а к  количество  сумматоров  и значения  суммируемых 
чисел д л я  р азн ы х  схем фильтров  ра зл ич ны  при прочих равны х 
условиях (ср., например,  пр ямую  и • каноническую формы на 
рис. 3.1 и 3.2).

Особенность а н а л и за  условий,  ис клю чаю щи х возникновение 
переполнений,  состоит в необходимости опр еделения  бал ан са  
амп лит уд  в произвольной точке внутри структурной схемы ЦФ 
(узле с у м м ир овани я) ,  а т а к ж е  в случайном х а р а к т е р е  сигналов.  
З а д а ч а  таког о  а н а л и з а  в общей постановке достаточно сложна.  
Р ассм отри м в оз м ож н ы й способ ее решения,  имея в виду расчет 
на «наихудший случай»,  д л я  чего воспользуемся  обобщенной ш у ­
мовой моделью ЦФ  (см. рис. 4.6).

Выберем д л я  а н а л и з а  внутри фи льт ра  один произвольный 
узел суммирования .  П ре дп о л о ж и м ,  что известна  импульсная  
ха ракт ери стик а  части Ц ф  / ; («)  от входа фильт ра  до выхода 
внутреннего уз ла  сум мир ован и я  (Если /,•(«) неизвестна,  то ее 
можно определить  по структурной схеме фильтра ,  см. например,  
рис. 4.7).  Воспо льзов авшись  в ы р аж ен и ем  д ля  дискретной сверт ­
ки (1.14),  за пи шем д л я  сигнала  на выходе  /-го у з л а  с у м м и р о ­
вания

СЮ
V i ( n )  =  V  }; ( т )  х ( п — т )  ,

т=0

где х ( п )  — входная  последовательность.  Если верхняя  граница  
д и а п а з о н а  входных сигналов  не пре вы ш ае т  х „ акс , то абс о л ю т ­
ное значение  сиг нала  на выходе  суммато ра  соответственно 
не превысит

ОО

! Ф  макс i <  | •'■'макс I  2  I М Ш ) I- ( 4 -4 8 )
т =0

К а к  у ж е  отмечалось,  при использовании арифметики с фи кс и­
рованной точкой и выра вни ва н ии  слева абсолютные  значения  
сигналов  не д о л ж н ы  быть больше единицы. Поэт ому полож им 
в в ы раж ени и (4.48) х ма;;с =  1, тогда

ОО

К й  микс | <  2  I \ ■ ( 4 ' 4 9 )
т -  0
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Во из б е ж а н и е  переполнения р азр ядн ой  сетки с ум м ато ра  м а к ­
симал ьно е  значение  сиг нала  на  его выходе т а к ж е  д о л ж н о  у дов ­
л етворят ь  условию | у ма.с | <  1. Д л я  выполнен ия этого условия  
в схему фил ьт ра  вкл ючается  мас ш таби р у ю щ и й  множ итель

ОО

Км < 1/  2  \ f d m ) \  ■ (4.50)
т = 0

Ясно, что условия ,  ис клю чаю щи е переполнения ,  д о л ж н ы  в ы ­
полняться  д л я  всех сумматоров  Ц Ф  i =  1 , 2 ,  ... . Соответствен­
но этому выб ира етс я  Км =  Кмит, , обеспечиваю щее работу 
всех сумматоров  фильтра .  С помощью м а с ш т а б и р у ю щ и х  мн о­
жителей,  вы бра н ны х  в соответствии с (4.50),  гарант иру етс я  о т ­
сутствие переполнений во всех случаях.  О д н ак о  на практике  в ы ­
полненное таким обр азо м масш т а би р о в а н и е  обычно о бла д ае т  
большим запасом.

Отметим,  что существуют методы расчета  м а с штаби ру ю щ их  
множителей,  в которых учтены вид частотных хара кт ери стик  
фильтров  и спектр альны е х а р а кт ери ст ик и ож и да ем ого  класса  
сигналов [1, 9].

При практической ре ализ ац и и м а с ш т а би р у ю щ и е  мн ож ители  
целесообразно  выб ира ть  равн ы м и  целым степеням числа 2. 
Б л а г о д а р я  этому операции ум но ж ен ия  за м е н я ю т с я  простыми 
сдвигами двоичных чисел.

4.7. П Р Е Д Е Л Ь Н Ы Е  Ц И К Л Ы  И П У Л Ь С А Ц И И
П Е Р Е П О Л Н Е Н И Я

О п и сан н ая  в п. 4.1 лин ей ная  модель кв ан тован ия  сигналов  
по уровню осно вывалась  на предположении,  что уровни си гн а ­
лов,  про ход ящ их  через фильтр ,  и их изменение в течение шага  
дискр етиза ци и по времени значительно пр евы ш аю т  ш а г  к в а н ­
това ния  по уровню. При этих условиях отсчеты шумов я в л я ю т ­
ся статистически незави сим ыми от выборки к выборке  и от ис­
точника к источнику.  Однако,  если приведенные п р е д п о л о ж е ­
ния не выполняются ,  то становится неп равомерной и линей ная  
•модель квантования .  Отсчеты ошибок ква н това н ия  о к а з ы в а ю т ­
ся сильно ко ррелир ов ан ны ми м е ж д у  собой и со зна ч ен ия ми  сиг­
на ла  и у ж е  не могут р а ссм ат р и ва тьс я  в качестве  источника 
аддитивного  шума.

Тако е  пол ож ени е  возникает,  например,  в случае,  если вхо д­
ная  последовательность  постоянна  по величине  или имеет м а ­
лые значения ,  меньшие ш аг а  кв ан то ва н ия  по уровню. В таких  
случаях  эф ф ек ты  ква нтования  могут привести либо к режиму 
периодических колеб ани й на выходе,  либо к постоянному под­
д е р ж а н и ю  ненулевого выходного сиг нала  при нулевом входном.
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Эти кол еб ани я  на зы в а ю т  « ко л еб а н и я м и  низкого  у р о в н я  (в о т ­
личие  от колебаний большого уровня ,  нахкоторых остановимся  
ниже)  или п р ед ель н ы м и  циклам и.

А нал из  предельных циклов  весьма сложен,  поэтому о г р а н и ­
чимся тем,  что рассмотрим существо  этих колеб аний па простей­
шем примере  системы первого по ря дка

У (п) =  х ( п )  — by (п— 1) . (4.51)

Опр ед елим отклик у ( п )  этой системы на единичный импульс:

( ! при п =  0 ,
х ( п )  =  б (л)  =

[ 0 при других значениях п  ,

при нулевых на ча льны х условиях у ( — 1 ) = 0  и д л я  двух  случаев:  
разр ядн ость  регистров  не ограничена ,
произведения  окр угля ют ся  до  4 бит (без знакового  р а з р я д а ) .  
Д л я  коэффициента  b в примере  (4.51) возьмем два  значения  

(— 0,5 и 0,5).
В результате  получим:

п
д ля

0
1) = 

1
- 0.5 

2 3 4 5 6 7
//(«) точное 1 1/2 1/4 1/8 1/16 1/32 1/64 1/128
у ( п ) округленное 1 1/2 1/4 1/8 1/16 1/16 1/16 1/16

у ( п )  точное
для  

1 -
Ь = 

- 1 / 2
0,5

1/4 - 1 / 8 1/16 - 1 / 3 2 1/64 -- 1 / 1 2 8
/ ' («) округленное 1 --  1/2 1/4 - 1 / 8 1/16 — 1/16 1/16 - 1 / 1 6

К а к  и следовало  ожи дат ь ,  точная  (без округ лени я  пр о и зв е ­
дений)  последовательность  у ( п ) в обоих случая х  убыва ет  по 
абсолютной величине  к а к  экспонента.  П ри разр ядн ос ти  регистра 
b п =  4 отсчеты сигнала ,  величины которых по абс олютному 
значени ю меньше 11/16[, окр уг ляют ся  до б ли ж айш его  большего 
(т. е. до 1/16). Поэт ому по дост иж ени и уровня  j 1/161 д а л ь н е й ­
шее  уменьшение  значений отсчетов последовательности не п р о ­
исходит. При b =  0,5 в фильт ре  у с т ан авли вае тс я  к о л е б а те л ь ­
ный режим.  Преде льн ы е  циклы возни каю т вследствие  не лин ей­
ного х а р а к т е р а  процесса  округления.

В системе первого п ор ядка  связь  м еж д у  амплитудой этих 
колебани й и ра зр ядн ос ть ю  регистров  очевидна . В системах в т о ­
рого и более высокого п орядка  ан ал и з  предел ьны х циклов з н а ­
чительно услож ня ется  [1, 10, 11J. О д н ако  о б щ а я  закономерность  
сохраняется :  д л я  обеспечения малости колеб ани й необходимо 
использовать  регистры достаточной большой разрядности.

У к а ж е м  еще на один вид в оз м ож н ы х колебаний,  связан ны х 
с ограниченностью разр ядн ос ти  регистров ЦФ.  Т аки е  к о л е б а ­
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ния могут возникнуть при переполнении сумматоров  ЦФ.  Р а с ­
смотрим суть этих колебаний.  И з- за  цикличности арифметик и 
с представл ени ем  чисел в дополнительном коде при н а ступ ле ­
нии переполнения выход соответствующего с у м м ат ор а  и зм ен яе т ­
ся от м аксима льно го  пол ожительного  значени я  в диа па зо не  
предста влени я  чисел до мин имального  отрицательного  значения  
и наоборот.

Проил люс трир уе м ска зан но е  на примере . Возьмем п о л о ж и ­
тельное  число, близкое  к  м акс и м альн о п ред ста ви мом у в д и а п а ­
зоне +  1...— 1, и сл ож им  его с небольшим приращением.  С у м ­
мирование  двух по лож ительны х чисел 0,8750 +  0 $ 8 7 5  =  1,»625 
приводит  к переполнению р азр ядн ой  сетки 5-разрядного  дв ои ч ­
ного сумматор а ,  р або таю щ его  в дополнительном коде с фик си­
рованной точкой: 0.1110 +  0.0011 =  l.OOfl. Ре зу л ь т а т  с у м м и ­
рования является  ошибочным,  так  к а к  он в соответствии с ф о р ­
мулой (4.1) интерпретируется  к а к  отрицат ельно е  ч и с л о — 0,9375, 
близкое  к минимально  п ре дс тави мому (— 1).

Х ар ак тер и сти к а  сумматора ,  р а б о ­
та ю щ его  в дополнительном коде,  име- ffc)
ет вид, представ ленн ый на рис. 4.8,а. А / 1  {
Такой вид ха ра кт ери стик и су мма то ра  - 7 + 7 + +  Ц /
при наличии переполнений може т  слу- ‘/ H J х - ' м
ж и ть  причиной возникновения в Ц Ф  «о ^
пульсаций,  которые в отличие  от пре- Ри с .  4.8
дельн ых  циклов  имеют высокий у р о ­
вень, близкий к м акс им альн ой величине  выходного сигнала .  
Ясно, что т аки е  пульсации н а р у ш а ю т  работу  ЦФ.

П ул ьс аци и переполнения уст ра н яю тся  при использовании 
арифмети ки с насыщением.  Х а р акт ерис тик а  сум мато ра  с н а с ы ­
щением приведена  на рис. 4.8,6. К огда  наступае т  переполнение 
в тако м  сумматоре,  ре зу льтат  п редста вляется  макс им альн ым  
по абсолю тному значению числом,  имеющим тот ж е  знак,  
что и слагаемые.

ЦФ  с такой хара кт ер ис ти ко й суммиро вания  в моменты пере­
полнения  становится  нелинейным.  Эта  нелинейность приводит  
к возникновению допол нительных ошибок,  поэтому с помощью 
м асш т а би р о в а н и я  сигналов  ж ел атель н о  обеспечить такой р е ­
жим,  при котором относительное вр емя  вхожд ени я фильтра  
в нелинейный режим о к азы вается  малым.
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П р и л о ж  с и н е

С П ОС О Б  С Е К Ц И О Н И Р О В А Н И Я  С В Е РТ К И
В М Е Т О Д Е  П Е Р Е К Р Ы Т И Я  С Н А К О П Л Е Н И Е М

С е к ц и о н и р о в а н и е  с в ер т к и  в м е т о д е  п е р е к р ы т и я  с н а к о п л е н и е м  м о ж н о  
вы п о л н и ть  способом  [11]. о т л и ч а ю щ и м с я  от  о п и сан н о го  в п. 2.6.

В р а с с м а т р и в а е м о м  случа е ,  к а к  и ранее,  о б р а з у ю т с я  секции  с и гн а ла  
д л и н о й  по L  отсч етов ,  п е р е к р ы в а ю щ и е с я  на о т р е з к е  д ли н ой  в N — 1 о тсч е ­
то в  (рис. П 1). П р и  это м  в н е к о т о р у ю  r -ю с ек ц и ю  х , ( п)  из и сходн ой  с е к ­
ц и о н и р у е м о й  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  х ( п )  н еп о ср ед с тв ен н о  п е р е н о с я т с я  то л ьк о  
L — А^+1 отсч етов .  О с т а л ь ­
ные N — 1 о тсч етов  бер у т ся  
из п р е д ш е с т в у ю щ е й  г— 1-й 
секции  х г — 1 (я) или, что то 
ж е  сам ое ,  из п о с л е д о в а ­
т ел ьн о сти  х  (я)  на и н т е р ­
в але ,  н е п о с р е д с тв е н н о  п р е д ­
ш е с т в у ю щ е м  секции  х , (п )
(на рис.  П1 э т о м у  в а р и а н т у  

с о о т в е т с т в у е т  п у н к т и р н а я  
с т р е л к а ) .  Эти  N — 1 о тсч е ­
т о в  в к л ю ч а ю т с я  в кон ец  
секции  Хг(п).  Т а к и м  о б р а ­
зом, зд е с ь  при  ф о р м и р о в а ­
нии с ек ц и й  с и г н а л а  о с у ­
щ е с т в л я е т с я  не то л ь к о  в ы ­
д еление  L  о тсч етов  из и с ­
х од н ой  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  
х ( п ) ,  но и их п е р е с т а н о в к а .

Н а д  с е к ц и я м и  с и г н а л а  х , ( п ) ,  г =  1, 2, ... п р о и з в о д и т с я  о п е р а ц и я  вы ч ис­
лен и я  к р у го в о й  с в ер т к и  с И Х - ф и л ь т р а  А (я ) ,  я  =  0, ..., N — 1. Э т а  п р о ц е д у р а  
в ы п о л н я е т с я  в с о о тв е тс тв и и  с а л г о р и т м о м ,  о п и с а н н ы м  в п. 2.6. В р е з у л ь т а т е  
п о л у ч а ю т с я  ч а стн ы е  к р у г о в ы е  св е р т к и  у г {п).  К а ж д а я  с в ер т к а  у, (п) н а р я д у  
с вер н ы м и  с о д е р ж и т  т а к ж е  N  —  1 н ев ер н ы х  отсчетов ,  к о т о р ы е  при н а к о п ­
лении  о т б р а с ы в а ю т с я .  О д н а к о ,  в отл и ч и е  от р а н е е  р а с с м о т р е н н о г о  сп особа  
с е к ц и о н и р о в а н и я ,  в д а н н о м  с л у ч а е  н ев ер н ы е  отсчеты  р а с п о л а г а ю т с я  не в н а ­
чале,  а в к о н ц е  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  у ,  (я)  (д л я  с р а в н е н и я  см. рис. 2 ,10).  
В ы б ор  того  или  иного  сп о со б а  р е а л и з а ц и и  с в ер т к и  з а в и с и т  от  у д о б с т в а  про- 
1 р а м м и р о в а н и я .

В и зв ес тн ы х  р у к о в о д с т в а х  о бы ч но  о п и с ы в а е т с я  о д н а  из р а зн о в и д н о с т е й  
м е то д а  п е р е к р ы т и я  с н ак о п л ен и ем ,  причем  не а к ц е н т и р у е т с я  в н и м а н и е  на их 
о с о б е нн о ст ях .  О б у ч а ю щ и е с я ,  к а к  п о к а з ы в а е т  опыт, не в сег д а  у ч и т ы в а ю т  эти 
особенности ,  тем  более,  что в п о п у л я р н о м  с п р а в о ч н и к е  [2] и м еет  м есто  н ето ч ­
ность. Н а  рис. 1.15 с. 26 это го  с п р а в о ч н и к а  п р и в е д е н ы  э п ю р ы  сигналов ,  
с о о т в е т с т в у ю щ и е  п е р в о м у  из о п и с а н н ы х  в ы ш е  с п о со б о в  с е к ц и о н и р о в а н и я ,  
в то  в р е м я  к а к  в тек ст е  у т в е р ж д а е т с я ,  что н ев ер н ы е  о тсч еты  о б р а з у ю т с я  
В к о н ц е  ч а с тн ы х  к р у г о в ы х  свер т о к .
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