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Введение

Статистическая теория неравновесных процессов интенсивно раз­
вивается, начиная с 50-х годов, хотя некоторые важнейшие пробле­
мы неравновесных состояний обсуждались и ранее, в частности, 
проблема необратимости впервые была осознана около ста лет на­
зад, когда Людвиг Больцман попытался обосновать статистическое 
описание временной эволюции систем, состоящих из большого чис­
ла частиц. Несмотря на значительные усилия проблема так и оста­
лась нерешенной. Ее суть состоит в следующем: как на основе обра­
тимых уравнений движения (классического или квантового урав­
нений Лиувилля) вывести необратимые во времени кинетические 
уравнения или уравнения неравновесной термодинамики и на их 
основе объяснить наблюдаемую необратимость процессов. Первой 
идеей решения этой проблемы в рамках кинетической теории газа 
стала Н-теорема Больцмана [Ij. Попытки ее решения делались так­
же Гиббсом [2J, который обсуждал возможность возрастания энтро­
пии в связи с перемешиванием в фазовом пространстве, и Эренфе- 
стом (см. [3J), который предлагал в качестве возможного решения 
парадокса описание неравновесных процессов с помощью крупно­
структурной функции распределения, усредненной по малой ячей­
ке фазового пространства.

Принципиально новое осмысление проблем необратимости было 
сделано H.H. Боголюбовым [4J (см. также [5J), который понял, что 
для перехода от обратимого уравнения Лиувилля к необратимым 
кинетическим уравнениям необходимо отказаться от полноты опи­
сания, заложенной в функции распределения или статистическом 
операторе и перейти к сокращенному описанию. H.H. Боголюбо­
вым было введено важнейшее понятие об иерархии релаксацион­
ных процессов в статистических системах и возможности введения 
для их описания последовательности временных шкал и масштабов 
("иерархии времен"). Им было также показано, что для случая га­
за малой плотности сокращенное описание на кинетическом этапе 
эволюции может быть реализовано на основе одночастичной функ­
ции распределения, замкнутое уравнение для которой получается 
из цепочки уравнений Боголюбова.



Все современные теории неравновесных процессов используют 
общий подход H.H. Боголюбова, основанный на сокращенном опи­
сании неравновесного состояния, причем переход к сокращенному 
описанию осуществляется путем усреднения функций распределе­
ния по времени или фазовым переменным с использованием тех или 
иных предположений, эквивалентных условиям ослабления корре­
ляций. Однако хотя основные идеи, заложенные в разных теориях, 
близки, конкретные методы и подходы, используемые в них, весь­
ма разнообразны, что свидетельствует о незавершенности неравно­
весной статистической физики (в отличие от равновесной теории, 
идейно подчиненной авторитету гиббсовской статистики).

Среди наиболее разработанных подходов к теории неравновес­
ных состояний отметим метод проекционного оператора [6, 7J, ме­
тод функций Грина [3, 5, 8-12J, метод статистического оператора [3, 
7J, метод Мори [13, 15J), метод неравновесных функций Грина [14J, 
метод исключения бозонных переменных [16-18J и др.

В пособии рассматривается метод проекционного оператора Цван­
цига, который выражает идею сокращенного описания в наиболее 
общей форме и поэтому позволяет наиболее наглядно продемон­
стрировать основные идеи теории необратимых процессов [19-21J.

Пособие имеет следующую структуру. Во введении обсуждают­
ся общие проблемы описания неравновесных состояний макроско­
пических систем. В первом разделе изложены основы метода про­
екционного оператора и получено обобщенное кинетическое урав­
нение Цванцига для релевантной части статистического оператора. 
Во втором разделе получено кинетическое уравнение без временной 
свертки. В следующем разделе показано, что обобщенное кинетиче­
ское уравнение с точностью до членов второго порядка по взаимо­
действию и в марковском приближении совпадает с уравнением Па­
ули. В четвертом разделе обсуждается проблема введения энтропии 
для неравновесного состояния. В пятом разделе пособия из уравне­
ния Цванцига получено обобщенное кинетическое уравнение, опи­
сывающее линейный отклик системы, находящейся в термостате, 
на внешнее возмущение. В последующих четырех разделах рассмо­
трены примеры применения метода проекционного оператора. На 
основе полученных ранее уравнений исследован сверхизлучатель- 
ный процесс, динамика моды квантового электромагнитного поля 
в неидеальном резонаторе, релаксация системы спинов, находящих­
ся во внешнем однородном магнитном поле и взаимодействующих 
с термостатом и немарковская релаксация кубита.



1. Основное кинетическое уравнение 
Цванцига

в  статистической термодинамике неравновесных процессов раз­
личают два типа возмущений: механические и термические. Меха­
ническими возмущениями называются возмущения, представляю­
щие действие внешних полей, которые можно полностью описать 
добавлением к гамильтониану соответствующей энергии взаимодей­
ствия системы с полем. Возмущения, которые не допускают такого 
представления, называются термическими. Причиной таких возму­
щений может быть совершаемая над системой работа через измене­
ние ее объема, или взаимодействие с другими ансамблями (обладаю­
щими другой температурой или химическим потенциалом). В этом 
случае изменение внешних параметров влияет на функцию распре­
деления или статистический оператор не прямым, а косвенным об­
разом; оно создает статистически неравновесное состояние, которое 
затем стремится к равновесному, если нет препятствующих этому 
воздействий. Лишь в случае, когда возмущение вызвано внешними 
полями, оно непосредственно влияет на функцию распределения, с 
чем и связана относительная простота изучения механических воз­
мущений.

В настоящем пособии мы ограничимся изучением систем, испы­
тывающих механические возмущения. Причем возмущения изуча­
емой системы будем считать малыми. Описание термических воз­
мущений представляет собой более сложную задачу. Один из вари­
антов такого описания представлен в монографии [3]. Рассмотрим 
квантовомеханическую систему со слабым взаимодействием с га­
мильтонианом вида

Н  =  Но +  Н1,

где Н^  ̂ ^^^^отальные элементы оператора р
Но

менем медленно по сравнению с его недиагональными элементами

=  {п \[н , р\\п) =  

=  {и\[Но +  Н 1 ,р\\п) =  {и\[Н1 ,р\\п) , 

{п\р( )̂ \т) =  {п\[Н,р\\п) ■



Поскольку Н\ мало, то выполняется соотношение

дрпт дрпп
дъ дЪ

р
тональную части есть разделение его на медленно- и быстроменя- 
ющиеся части. Можно считать, что ограничение диагональной ча­
стью статистического оператора есть переход к сокращенному опи­
санию.

Если выделение диагональной части рассматривать как опера­
тор, то очевидно, что это проекционный оператор, так как квадрат 
его равен самому оператору:

Р  Р =  Р1,

Р  2 р =  Р  Р1 =  Р1 ■

И следовательно
р 2 =  р  ■

Таким образом, с помощью оператора проектирования мы можем 
выделить медленноменяющуюся часть статистического оператора, 
соответствующую сокращенному описанию.

Р
торый выделяет медленноменяющуюся (или релевантную ) часть 
статистического оператора, соответствующую сокращенному опи­
санию

Р1 =  р  р,
где

Р 2 =  Р  ■

Полный статистический оператор можно представить в виде 
суммы двух слагаемых

Р =  Р1 +  Р2,

где р2 =  (1 — Р)р  - быстроменяющаяся (нерелевантная) или корре­
ляционная часть статистического оператора.

Р
ратор, коммутирующий с (явный вид оператора необходимо кон­
кретизировать в каждой конкретной модели, причем конкретиза­
ция этого оператора представляет собой во многих случаях нетри-

Р
ление диагональной части.



нию Лиувилля

,л д р р = [ Н .„\.

Перепишем уравнение Лиувилля в более удобной форме

дР +  , ь р  =  0. (1)

Здесь ^   ̂ определяемый как Ьр =  [Н, р]/Н.
Будем искать формальное решение уравнения Лиувилля (1) с 

начальным условием отсутствия корреляций при Ъ =  0

р(Ъ)\г=о =  р1(0) =  Р  р (0 ),

р2 (0) =  0
Р

и (1 — Р ). В результате получим систему замкнутых уравнений для 
р1 р2

др1

р

дЪ 

др2

+  ¡Р  Ь(р1 +  р2) =  0 (2)

+  г(1 — Р  )Ь(р1 +  р 2 ) = 0  (3)

с начальным условием
р2(0) =  0. (4)

Формальное решение уравнения (3) с учетом начального усло­
вия (4) можно представить в виде

р2(ъ) =  ^  ехр[(ъ1 — ъ)(1 — р  )iЬ](1 — р  )'1Ьр1(ъ1)дЪ1. (5)
о

Тогда искомый статистический оператор равен

р(ъ) =  р1(ъ) ^  [  ехр[(ъ1 — ъ)(1 — р )iЬ](1 — р )'1Ьр1(Ъ1)3;Ь1.
о



Подставляя решение (5) в уравнение (2), получим замкнутое 
уравнение для оператора р 1 (Ъ)

+  ¡РЬр1 =

=  ^ ' РЬ  ехр[(Ъ1 — Ъ)(1 — Р )iL\(1 — Р)Ьр1(Ъ1)йЪ1 =
о

=  — [  Р Ь ехр [—¡5(1 — Р)Ь\\(1 — Р)Ьр 1 (Ъ — s)ds■ (6)
о

Уравнение (6) называется основным кинетическим уравнением Цван­
цига.

Формально основное кинетическое уравнение (6) справедливо 
при любом Ъ и для любого взаимодействия, поскольку при его вы­
воде не делалось никаких приближений. На самом деле оно справед­
ливо лишь при достаточно больших Ъ, значительно больших време­
ни восстановления корреляций, так как мы исходили из начального 
условия отсутствия их при Ъ =  0.

Основное кинетическое уравнение имеет немарковский харак­
тер, т.е. обладает памятью, так как интегрирование совершается 
по прошедшему времени.



2. Кинетическое уравнение без временной
свертки

Основное кинетическое уравнение Цванцига представляет собой 
сложное интегродифференциальное уравнение, изучение которого 
даже в самых простых случаях сопряжено с большими трудностя­
ми. По этой причине было предложено кинетическое уравнение без 
временной свертки, которое является таким же общим, как и урав­
нение Цванцига, но имеет более простую форму дифференциально­
го уравнения.

Для получения данного уравнения запишем формальное реше­
ние точного уравнения Лиувилля (2) в виде

р(Ъ) =  exp (—iL(t — t l ))р(t l ) ■ (7)

Данное выражение может быть формально обращено

р(Ъ1) =  exp(iL(t — Ъ1))р(Ъ) =  exp(iL(t — Ъ1))(р1(Ъ) +  р2(Ъ))  ̂ (8)

Р
ставляя результат в правую часть уравнения (5) получим следую­
щее выражение:

р2(Ъ) =  — [  ехр[(Ъ1 — Ъ)(1 — Р )iL\(1 — Р )iLPexp( iL( t  — t l))dtlX
о

^ (р1(Ъ) +  р2(Ъ)) , (9)

которое может быть переписано в следующем виде

(1 — ^ (Ъ))р2(Ъ) =  ^ (Ъ)Рl(Ъ), (10)

где

Е(Ъ) =  — (  exp[(í1 — Ъ)(1 — Р )iL\(1 — Р )iLPexp ( iL ( t  — t 1))dt1 ■
о

Теперь, формально решив уравнение (10) и подставив резуль­
тат в уравнение (2), мы придем к кинетическому уравнению без 
временной свертки

др ( )  =  —iPL(1 — E(t )) -1 рl(t)■ (11)д-Ъ

10



Как видно, кинетическое уравнение без временной свертки (11) 
локальное во времени, однако оно также как и уравнение Цванцига, 
немарковское, поскольку вся память содержится в нетривиальной 
структуре коэффициентов. Изучение уравнения (11) в общем ви­
де сильно затруднено, поскольку обращение супероператора в пра­
вой части является нетривиальной задачей. Более того, в принципе 
обратный супероператор может и не существовать глобально для 
произвольного момента времени. Тем не менее заметим, что урав­
нение (11) очень удобно для изучения релевантной динамики кван­
товой системы по теории возмущений, кроме того, можно показать, 
что обращение супероператора возможно для коротких времен или 
для случая, если оператор возмущения мал.

Рассмотрим теорию возмущений для кинетического уравнения 
без временной свертки. Поскольку структура супероператора в пра­
вой части нетривиальна, изучение уравнения по теории возмуще­
ний требует некоторой сноровки. В данном параграфе покажем 
несколько первых членов ряда теории возмущения для уравнения 
без временной свертки. Для начала заметим, что обратный опера­
тор в правой части может быть разложен в геометрический ряд

(1 — Е(Ъ))-1 =  Y . ( E ( t ) ) n■ (12)
п

Далее предполагается, что оператор Е(Ъ) может быть разложен в 
ряд теории возмупдений

Е(Ъ) =  ^  (Ъ), (13)
к

где к указывает порядок разложения оператора по теории возму­
щений. Таким образом имеем

—iPL(1 — Е(Ъ))-1 =  —iL ^ (Е к (Ъ ) )п =  ^  Ki(t)■ (14)
к,п г

11



Раскладывая двойную сумму и собирая члены одного порядка 
получим

К1(Ъ) =  —iPL(t)P,  (15)

К2(Ъ) =  — ! '  dtlPL(t)(1 — Р )L(tl)P,  (16)
о

Кз(Ъ) =  ^ ' d t l  [ d t 2 P L ( t ) ( ( 1  — Р )L(tl) (1 — Р )L(t2) —
о о

— (1 — Р )L(t2)PL(tl) )  Р. (17)

Как видно, сложность слагаемых очень быстро возрастает, и их 
изучение становится затруднительным. На практике очень часто 
оказывается, что нечетные порядки теории возмущений обращают­
ся в 0. Таким образом, наиболее используемой на практике формой 
кинетического уравнения без временной свертки оказывается сле­
дующая:

^  dtlPL(t)L(tl)рl(t)■ (18)
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3. Уравнение Паули

Покажем в этом разделе, что из обобщенного уравнения Цванци­
га можно получить уравнение Паули (master equation). Пусть для 
рассматриваемой системы в начальный момент времени матрица 
плотности диагональна р(0) =  pi{0). Такой выбор начального усло­
вия эквивалентен введению оператора проектирования P

РР =  Р!

ИЛИ

(Рр)ит =  pnnSnm ■
Уравнение Лиувилля в матричной форме

^Р^^ =  ^ (H n lP lm  -  PnlHim) (19)

удобно записать, используя так называемое тетрадное представле­
ние. Супероператоры или тетрады были введены в 1958 году Накад- 
зимой [12J. Сопоставление некоторого оператора другому оператору 
можно рассматривать как отображение. Оператор тогда будет пред­
ставляться матричными элементами с двумя индексами, а линейное 
преобразование операторов - матрицей с четырьмя индексами, т.е. 
супероператором или тетрадой (тетрадиком). Задаваемое тетрадой 
отображение действует уже не в пространстве состояний, а в про­
странстве операторов. Алгебра тетрад изоморфна алгебре матриц.

Примером супероператора может служить оператор вьщеления 
диагональной части

Рр  =  Р!
ИЛИ

^  ̂ Pmnm'n'pm'n' pnn^mn:
m'n'

ТДе Pmnm'n' pm’ n' =  n̂n̂  ^nm.
Другой пример супероператора - оператор Лиувилля (матричный 
элемент для этого оператора приведен ниже).

Единичная матрица в тетрадном представлении равна

i^^mnm'n' =  ^mm' ̂ nn' ■

Уравнение Лиувилля
дР т 

Ч й  =  Тр

13



в матричной тетрадной форме имеет вид 

др
дЪ ^  ) Lmnm'n'рт'п', (^9)

где Lmnm'n' - матрица с удвоенными индексами или тетрада. Срав­
нивая (19) с (20), найдем, что

Lmnm'n' Нтт' ̂ пп' Нп'п ̂ тт' ■ (21)

Для сокращения записей будем везде в дальнейшем полагать Н =  1.
Основное кинетическое уравнение в тетрадной форме примет 

вид
дртг
~ дЪ

где

+  i ( P L Р l ) mm Щ  ['Н( а)р1 (Ъ — а)\тт dS, (22)

П(в) =  —P L e -is(1-P ̂ (̂1 — Р  )L  (23)

и ртт =  (р1)тт ■ Нетрудно показать, что второе слагаемое в левой 
части уравнения (22) равно нулю. Для этого достаточно убедиться, 
что P L P  =  0̂

Действительно, в тетрадном представлении имеем

( P L P )тт'пп' ( L P )ттпп' ̂ тт' 1

( L P )ттпп' =  LmmnnSnn' ■
В результате получаем

( P L P )тт'пп' =  Lmmnn^nn' ̂ тт' ■

Учитывая, что

Lmmnn =  Нтт ̂ тп Нпт^тп =  07

получаем необходимое соотношение.
В результате уравнение (22) примет вид

[Ч{5)р1(Ъ -  , ) \ „ „  ds■ (24)

р1
виде

др
д!̂ ^ =  ^  Нттпп(5)рпп(Ъ — s)ds, (21

14



где
Нттпп (5) =  — P L e -is(1-P ̂ (̂1 — Р  )L

Le -is(1-P ̂ (̂1 — Р  )L

(где мы учли, что (PL )mm|p =  Lmmlp)■ Ядро интегрального уравне­
ния (25) удовлетворяет правилу сумм

J2H mmnn(s )=0■  (26)
п

Для доказательства соотношения (26) распишем его в явном виде 

Е  Нттпп(5) =  — ^  )^(1 — Р ) L

п аЬс(1

-гз(1-Р )Ь
aЬcd 

-гз{1-Р )Ь

[(1 — Р  )L\cdnn =  

Lcdnn■aЬcd= -  LmmaЬ
п aЬcd{c=d)

Р  (1 -  Р)
ную часть любого оператора.

Теперь, выполняя суммирование по и, имеем

^  ) Lcdnn 'у ) H cnSdn — ^  ) Hnd^nc =
п п п

=  H cd — H cd =  0^

Используя правило сумм (26), получаем

ттпп(5) — 'Hmmmm(s)■ (27)

Соотношение (27) позволяет записать основное кинетическое урав­
нение (25) в следующем виде

Е  Нттпп(а) [Рпп(Ъ — з) — Ртт(Ъ — «)\ ds■ (28)дРтт
~ з1

Уравнение (28) представляет собой точное уравнение. Уравнение 
Паули можно получить из (28), если ограничиться в интегральном

15



ядре членами второго порядка малости по взаимодействию. Гамиль­
тониан рассматриваемой системы имеет вид H  =  Но +  вде Hi  - 
малое возмущение. Тогда и оператор Лиувилля можно представить 
в аналогичном виде

L =  Lo +  L\.

Теперь ядро уравнения (28) мы можем представить как 

H mmnnis) =  - [(Lo +  L i ) e - i s ( l - P -  P)(Lo +  Li)]mmnn (29)

Учитывая явный вид оператора Lo, формулу (29) можно упростить. 
Имеем

(L0 )mmm'n' =  (H0)mm' ^mn' — (H0)nm' ^mm' =

Em^mm' ̂ mn' Em^mn' ̂ mm' (89)

где Em - собственные значения невозмущенного гамильтониана:

Но \ш ) =  Em \m ) .

Аналогично показывается, что

(Lo)mm'nn °.

Т о г д а  я д р о  'Hmmnni.s) ПрИ М СТ ВИД

H mmnn(s) =  -  \Lie- i s ( l - P -  P ) l A . (31)
mmnn

Поскольку ядро (31) уже содержит множители второго порядка по 
взаимодействию, в операторе

T (s) =  e - is il - P ){Lo + Li)

МОЖНО пренебречь взаимодействием в экспоненте, положив его рав­
ным

T 0( s ) =  e - i s ( l - P ) . (32)

Кроме того, нетрудно доказать следующее соотношение

PLo =  LoP =  0.

В тетрадном представлении произвольный матричный элемент опе­
ратора PLo  можно записать как

(PLo) mnm'n' =  (Lo) mmm'n' =  0 
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в соответствии с формулой (31). Аналогично показывается, что и 
LoP =  0̂

Теперь оператор Т 0(з) примет вид

Т 0(з) =  е -г^ °̂ ■ (33)

Как обычно, операторное выражение (33) понимается в смысле раз­
ложения в ряд Тейлора

Т°(з)  =  е -г^ °̂ = 1  — isLo — +  ■■■ ■

Принимая во внимание соотношения

(L0)mnm'n' =  (Ет — Еп)^тт' ̂ пп',

(L0)1rinm'n' 5̂3 L 0mnaЬLOaЬm'n' =
aЬ

'у Х̂Ет — En)^ma^nЬ(Ea — Е Ь )^m'a^n'Ь =  (Ет — Еп) ^т' '̂ ̂ пп',
aЬ

МОЖНО записать произвольный матричный элемент оператора Т 0(з) 
в тетрадном представлении

(Т °)тпт'п' =  е -г^^тП ̂ тт' ¿пп', (34)

где ^тп =  Ет — Еп^
Тогда ядро интегрального уравнения (28) во втором порядке по 

взаимодействию принимает вид

н1тпп =  — [LlT °(з)(1 — Р  )Ll

=  — Е  (L l)mmaЬ (Т °) aЬĉ d [(1 — Р  )L l\cdnn =
aЬcd

=  ^ Е  (L1)mmaЬ (Т °) aЬcd (L1)cdnn =  
aЬcd{c=d)

=  ^  Е /  Н̂тa¿mЬ — HЬm¿ma) е SacSьd {HCn¿dn — Hnd¿cn) =
aЬcd {c=d)

=  — Е ^  (Нтa ¿тЬ — НЬт¿ma) е {H a.n¿Ьn — Hnь¿ar )̂ ■ (35)
aЬ {a=Ь)
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в  правой части уравнения (28) суммирование производится при 
условии т =  и. В этом случае для ядра интегрального уравнения 
Н̂ ттпп из (32) получаем

Нттпп =  \Нтп\" {е- ^^^пт +  е^^-пт) (р т =  и)■ (36)

В результате основное кинетическое уравнение приводится к следу­
ющему

дрmm t

dt -10n=m
H ímn

2

^ {рп’п{р s) pmm(t s )} ds. (37)

При n =  m В правой части уравнения (37) выражение в фигурных
скобках равно нулю, поэтому мы можем без всякого ущерба при
суммировании по ^  ̂ ^ ^ 1му слагаемое e n  =  m.

Работая во втором приближении по взаимодействию, мы можем 
заменить в подинтегральном выражении в правой части уравнения 
(37) диагональные элементы матрицы плотности медленно меняю­
щимися амплитудами:

рпп{р — s) =  рnn(~t) , pmm {р — s) ртт{р)-

С учетом сделанных упрощений для уравнения (37) получаем

дд т  =  Е \Н̂ п̂̂ " {Рпп{Р) -  p „ m { t ) } x  
n

X Í  {e- i s ^nm +  ) ds. (38)
0

Теперь интеграл по времени в правой части уравнения (38) легко 
вычисляется

, t f  t
е - гзшпт +  eis^ n ^  ds =  -  e - i s ^mnds =

0 - t

Введем вероятность перехода в единицу времени

2 2 sin ШтпР

sin Штпр

Гтп{р) =  Hmn
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При Ъ ^  ж  вероятность перехода становится не зависящей от вре­
мени, принимая вид

Гтп(Ъ) =  Нтп ¿ (Ет — Еп),

ИЛИ с учетом постоянной Планка

2п
С'тп(Ъ) =  н2 Нт п ¿

Е ЕЕт Еп
Н

Теперь уравнение (38) окончательно принимает вид уравнения Па­
ули

дртт
дЪ — ^ ) Гтп (рпп(Ъ) ртт(Ъ)) ■ (39)

В качестве иллюстрации решения уравнения Паули рассмотрим 
два простых примера.

1. Спиновая релаксация.
Пусть в фиксированньк точках находятся N  электронов, для 

которых допускаются оба спиновых состояния: ^ и Щ 'сть N^ - 
число электронов со спином ф а N^  ̂ ^^^^^^нов со спином 4-
Допустим, что в момент времени Ъ =  0 на систему накладывается 
сильное магнитное поле, так что все спины ориентируются в одном 
направлении:

N^(0)/N =  р^(0) =  1, N^(0)/N =  р^(0) =  0̂

После выключения магнитного поля происходит переориентация 
спинов, причем частоты переходов Г ц  =  Г ц  =  т определяются ми­
кроскопическими характеристиками. Например спин-решеточным 
взаимодействием. Из уравнения Паули

дрд:Ъ2 )=  тръ(Ъ) — wp^{t), дРрЪ2 )=  тР\(Ъ) — тр\.(Ъ)

следуют уравнения

д д
дЪ (ръ +  рх) =  0, дЪ (р̂  ̂— р^  ̂ =  —2 т (р̂  ̂ — р '̂)'

ИЗ которых получаем

р \ ^ ) = ^ 1 +  \ е -  ̂ , р ъ^ )= ^ ^  — 2 е -2 "'■

19



Конечное состояние соответствует равновесному распределению

р1-(ж) =  рх(ж) =  1/2,

при котором намагниченность обращается в нуль. Время релакса­
ции равно 1/2т.

2. Двухуровневая система, находящаяся в контакте с термоста­
том.

Частоты переходов Г.^ и Г 21 между двумя уровнями, разделен­
ными энергетическим интервалом е, пропорциональны числу име­
ющихся конечньк состояний, причем конечное состояние определя­
ется микросостоянием полной системы, состоящей из рассматрива­
емой двухуровневой системы и термостата. Число состояний термо­
стата задается статистическим весом 0 ( Е '). При переходе энергия 
термостата меняется на  ̂ ф т Е^ до Ер —  ̂ ^^отая, что е ^  Е^, 
получаем с учетом формулы Планка для энтропии У =  к1и О

1 и =  1и О(Ео) — 1и П(Ео) +  е ) д 1п О(Е)\ео =
Г 21 о (Е о — е ) дЕ

= е д ^  е Г 12 =  е е/кТ
д Е  к к ш  Г21 еЕо

Частоты переходов не равны, поскольку учитываются степени сво­
боды термостата.

Равновесие (dpl/dt =  —dp2 /dt =  0) имеет место, когда

Г 12 р°2 — Г21 рЧ = 0 ,

Р .  =  £ 1̂  =  е е/кТ
р°2 Г21

(каноническое распределение).

р? =
-е/кТ +  1

-1 -1
рЧ =  [ее/кТ +  1 ■

При е ^  к ^  к равновесию (Г ?2 =  Г 21 =  т) описы­
вается экспоненциальной функцией

р1(Ъ) — р2(Ъ) =  р Ч — рЧ +  А р (Ъ),

Ар(Ъ) =  Ар(0) е -2
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4. Энтропия неравновесного состояния

Переход к сокращенному описанию неравновесных состояний 
позволяет ввести соответствующую им энтропию. Полный стати-

Р
энтропии (как это принято в теории равновесного состояния

У =  —{к 1п р ) ,

т.к. среднее значение логарифма полного статистического опера­
тора {1п р) не будет изменяться со временем.

Действительно, если гамильтониан Ht системы явно зависит от 
времени, то уравнение Лиувилля допускает формальное интегриро­
вание с помощью оператора эволюции и(Ъ, 0) - унитарного опера­
тора, удовлетворяющего уравнению

¡Нди д 1 г2  =  Нг и(Ъ, 0),д-Ъ

где и+(Ъ1 ,Ъ2 ) =  и - 1 (Ъ1 ,Ъ2 ), 
и начальному условию

и (0, 0) =  !■

Полный статистический оператор в момент времени Ъ имеет вид 

р(Ъ) =  и(Ъ, 0) р(0) и - 1 (Ъ, 0)■

Тогда для энтропии имеем

У(Ъ) =  —у р { р (Ъ) 1п р(Ъ)} =

=  —8р  {  и(Ъ, 0) р(0) и - 1 (Ъ, 0) и(Ъ, 0) 1п(р(0) и - 1 (Ъ, 0 )) }  , 

так как

1п( и(Ъ, 0) р(0) и - 1 (Ъ, 0)) =  и(Ъ, 0) 1п( р (0 )) и - 1 (Ъ, 0),

что справедливо вообще для любой функции от оператора и может 
быть доказано разложением в ряд Тейлора. Учитывая, что

и  (Ъ, 0 ) и  (Ъ, 0) -1  =  1

и что операторы под знаком шпура допускают циклические пере­
становки, получим

У(Ъ) =  —зр { р(0) 1п р(0) } =  s(0)■
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Однако, если принять за энтропию неравновесного состояния 
среднее значение логарифма его медленноменяющейся или реле­
вантной части Рр(Ъ), представляющей сокращенное описание

У(Ъ) =  — {1п р1(Ъ)) =  — {1п р р (ъ)) ,

р1
творяет обобщенному кинетическому уравнению, а не уравнению 
Лиувилля.

в  частном случае, когда проектирование означает взятие диаго­
нального элемента в представлении гамильтониана без взаимодей­
ствия, энтропия равна

У(Ъ) =  — {1пРр(Ъ)) =  — зрр(Ъ)1пРр(Ъ) =  — Е  рпп(Ъ) 1прпп(Ъ), (40)

зр р(Ъ) рпп(Ъ) =  !■ (41)

рпп
тропия (40) может только возрастать, и лишь в случае равновесия 
оставаться постоянной.

Продифференциируем (40) по времени

?̂ =  — Е ^  (1п рпп +  1) Ъ’пп =  — ~Е̂  1п рпп ¡̂ пп-, (42)

так как второй член обращается в нуль вследствие условия нор­
мировки (29).

рпп

d^ 2п 1 2 ( Еп — Ет 5 , , ,
дЬ Нпт  Н  1п рпп (ртт — рпп) ■ (43)

тп л /

Используя симметрию коэффициентов под знаком суммы и пере­
ставляя индексы суммирования, запишем (43) в виде

d.S 1 ^  2п ^1 -2 Д  Еп —Ет ^
=  2 / . Н2 Нпт ¿ Н (1п рпп 1п ртт) (ртт рпп) ■Н

Каждое из слагаемых этой суммы положительно или равно нулю 
(т.к. \п(х/у)(х — у) >  0).
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Таким образом
dS
- г  >  0, dt

т.е. энтропия возрастает (или остается постоянной).
Сделаем также еще одно замечание. Введенный нами ранее про- 

Р р  
членов, один из которых изменяется медленно, а другой - быстро.

р
р1 р2

р =  р? р2, (44)

р1
р2

описывает корреляции (аналогично в нелинейной механике колеба­
ние разбивается на произведение медленноменяющейся амплитуды 
и быстроменяющегося фазового множителя).

Разбиение (44) означает, что

1п р =  1п р? +  1п р2■

Если ввести не зависящий от времени проекционный оператор V,  
то

1п р? =  V  1п р, 1п р2 =  (1 —V  )1п р,

и
1п р =  V  1п р +  (1 —V ) 1п р̂

Поскольку логарифм статистического оператора удовлетворяет то­
му же уравнению Лиувилля, что и сам ^^^^^но для V  1п р, соот­
ветствующего сокращенному описанию, получить точно такое же

р1 =  Рр
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5. Обобщенное кинетическое уравнение 
для релаксационных процессов

При описании релаксационных явлений в макроскопических кон­
денсированных средах удобно представить обобщенное кинетиче­
ское уравнение Цванцига (6) в неколько ином виде. Рассмотрим 
квантовую систему, состоящую из двух взаимодействующих частей: 

У
нем магнитном поле ) и термостата Т . Гамильтониан такой системы 
можно записать в виде

Н  =  Нз +  Нт  +  дНзт ■

Здесь Н з , Н^ и дНз^  ̂ ^^ильтонианы системы У,
д

Мы будем интересоваться линейным откликом системы на малое 
внешнее возмущение, описываемое гамильтонианом Н '.

Н
распадается на три слагаемых:

Ь =  Ьз +  Ьт +  дЬзт ■ (45)

У
тор

р з (Ъ) =  зрт Р(t),

где р(Ъ̂   ̂ полной системы и операция зрт
производится по переменным термостата.

У

{Х з (Ъ)) =  зрз,т { Х з  р (Ъ)} =  зрз { Х з  зрт [р(Ъ)]} =  зрз { Х з  р з (Ъ)} ■

В состоянии термодинамического равновесия статистический опе­
ратор системы описывается каноническим распределением Гиббса

рв =  Я - . е - ^ ^ , Яв =  зр { е - в н }  ,

где в  =  1/кТ - обратная температура термостата. Соответствую- 
пдий равновесный редуцированный статистический оператор

рзв =  Я-?зрт е- в н ■
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Если равновесное состояние возмущено внешними силами, которые 
постоянны во времени и связаны только с подсистемой S, система 
будет релаксировать к новому стационарному состоянию вида

e -ß(H+Hs)
=  spe-ß(H+H^) ’ (46)

где Hg описывает взаимодействие с внешними силами.
Для слабого внешнего возмущения с точностью до членов пе­

рвого порядка по внешнему возмущению

1 Сß
Pst =  Щ  da Q -1 e -aH  [1 - ß H ^  +  ß  {Hß) ] e - (ß -a )H , (47)

P J 0
где

{Hß)ß =  sp {pß H ß} .

При записи формулы (47) мы воспользовались математическим тож­
деством

[Л, eB] =  1 d p e ^ B [Л, B] е (1- ф)в 
00

которое доказывается следуюп^им образом:

A e B - e B Л =  C  (0) -  C  (1) =  -  [ d p  ,
Jo d p̂

где
C  (ф) =  e^ B A e (1-ф) B.

Подставляя
dC (ф)

=  - в фВ [A ,̂B] edC(ф) _ [A B] e i1-^) в
dф

получим требуемое тождество.
Поставим теперь перед собой задачу исследовать релаксацию

Н
яния вида (47). Для этих целей введем релевантный статистический 
оператор

1 Гв
р1 (Ъ) =  в  d a Q - 1 e-aH В з  е - ( в - а ) н , (48)

где оператор В з, действуюидий только на переменные У-иодсистемы, 
определяется условием

зрт {р 1(Ъ)} =  зрт {р(Ъ)} =  р з (t)■ (49)
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Следовательно, при рассмотрении состояния подсистемы S реле­
вантный оператор pi эквивалентен полному статистическому опе­
ратору. (Если мы рассматриваем релаксацию из начального состо­
яния типа (46) в случае, когда возмущение не является ма­
лым, релевантный статистический оператор можно выбрать в ви­
де pi{t) =  exp { —в[И  — p s (i)]}  ̂ оде ps( t )  определяется условием 
spT {pi ( t ) }  =  pS(t̂ ^̂  преобразование Е:

1 /*в
Е X  ^  d a Q - 1 e - aH X  , (50)

^ J 0

X
ной системы.

Тогда релевантный статистический оператор можно записать

pi(t) =  E DS(t).  (51)

Введем также преобразование Е s, которое действует на опера- 
S

Е S X s  =  spT { Е X s } . (52)

Тогда условие (49) можно записать как

Е s  D s (t) =  p s (t) =  spT { p (t)} . (53)

Учитывая соотношения (51) и (53), релевантный статистический 
оператор можно записать в стандартном виде

pi(t)  =  Pp(t),

где
P X  =  ЕЕ-1 spT { X } . (54)

Здесь P  - проекционный оператор, удовлетворяющий соотношению 
P 2 =  преобразование P T, определяемое со­
отношением

sp { X P Y } =  sp { Y P T X } ,

имеет вид
P T X  =  Е-1 spT {Е  X } . (55)

С использованием (54) и (55) находим, что

P T Е =  Е P. (56)
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связаны соотношениями

рз (Ъ) =  Е з Е -1 р1 (Ъ), р? (Ъ) =  Е Е - 1 рз (t)■ (57)

Теперь основное кинетическое уравнение Цванцига (6) можно пред­
ставить в виде

У

др1(Ъ) + ¡е е -1 
дЪ +  ¡Е Е  з

+  ¡ Е Е -1 зрТ ЬРр(Ъ) =

=  — Е Е - 1 зрт {Ь  ехр [—¡з(1 — Р)Ь]](1 — Р)ЬРр(Ъ — з )} dз■ (58)
■Ъо

Учитывая связь между релевантным и редуцированным статисти­
ческими операторами (57), уравнение (58) можно записать

р>з(Ъ) =  П з р з ( Ъ ) ^  d,з'Hз(з)рз(Ъ — з), (59)
о

где мы ввели операторы

^ з  X  з =  —¡ зрт Ь Е Е -1  Х з ,  (60)

и

Н(з)з  Х з  =  — зрт {Ь  ехр [—¡з(1 — Р)Ь](1  — Р)Ь  Е Е - 1 }  ■ (61)

Операторы Оз и Н з действуют в пространстве статистических опе- 
У

щенное кинетическое уравнение, которое описывает эволюцию ре­
дуцированного статистического оператора рз (Ъ) в линейном режи­
ме вблизи равновесия. Это ограничение обусловлено тем, что на-

р(0)
из более общего выражения (46) в линейном приближении по внеш­
нему возмущению Н^ (нетрудно заметить, что при таком выборе

р(0) =  р1 (0)
термостата исключены всюду, кроме члена с памятью Н(з).

Введем оператор рз  (Ъ̂  ̂  в пространстве У-переменных

Р з (Ъ) =  в  { В з (Ъ) — 1} , (62)

где оператор Вз(Ъ) был введен в (48). Используя (53), получаем

Рз(Ъ) =  1  { Е - 1 рз(Ъ) — 1} ■ (63)
в

27



Из формул (50), (52) имеем

Е 1 =  рв, Е з 1  =  рзв ■

Тогда

Р з (Ъ) =  ' д Е -  ̂ [р з (Ъ') — рзв"]■ (64)

Таким образом, рз(Ъ) характеризует отклонение системы от равно­
весия. Можно показать [14], что в термодинамическом смысле эта 
величина может рассматриваться как обобщенная сила, сопряжен­
ная редуцированному статистическому оператору

рз (Ъ) =  ЗГ *(Ъ)/Зрз (Ъ),

где Г  * -  крупноструктурная свободная энергия.
Теперь, используя соотношения (60), (61), (64) и

Е Е -1  рзв =  рв, Ь рв =  0,

обобщенное кинетическое уравнение можно записать в виде транс­
портного уравнения

р>з(Ъ) =  —Уз рз(Ъ) — (  dз Ез(з) рз(Ъ — з), (65)
о

где мы ввели операторы

У з Х з  =  ¡взрт {Ь Е Х з }  (66)

и . .
Ез(Ъ) Х  з =  взрт [ Ь е  - ^(1-Р ) (1 — Р ) Ь Е Х з \ ,  (67)

которые связаны с операторами Оз  и Нз  следуюидими соотношени­
ями

Оз =  — 1  Уз Е - 1, Нз(Ъ) =  — в  Е з ( t ) Е - 1■ (68)

Воспользовавшись тождеством

[А,ев ] =  (  dфeP^ [А, В] е (1-Р)в (69)
о

и определением (50) получаем 

!•в
[Х, рв] =  — (1а е - а  н  [Х, Н] е - ( в -а )  н  =  Н в  Е ЬХ^ (70)

28

о



При записи формулы (70) мы учли определение оператора Лиу­
вилля

Ь Х  =  [Н ,Х  ]/Н̂

Теперь мы имеем
Ь Е =  Е Ь. (71)

У
вать к виду

у з Х з =  ~Н зрт { [ Х з , рв]} =  — [рзв, Х з ]■ (72)

Полученные формулы позволяют определить эволюцию как ста­
тистического оператора рз (Ъ), так и временных корреляционных

У

(Х з (Ъ +  з) Уз(з)) =  (Хз(Ъ) Уз(0)) =

=  зр { Х з е - ^^* Е Уз }  =  зрз { Х з С з  (Ъ) Уз} , (73)

{ }
С з (Ъ) Х з  =  зрт { е - ^^  ̂ Е Х з }  ■

Нетрудно показать, что Оз(Ъ) удовлетворяет обобщенному уравне­
нию (47) с начальным условием О з (0) =  Ез.

Рассмотрим теперь обобщенное кинетическое уравнение для ре­
дуцированного статистического оператора рз(Ъ) (59) в предположе-

У
Т
ний. Легко видеть, что для оператора Лиувилля вида (45)

зрт {Ь з Х }  =  Ьз зрт { Х } (74)

зрт {Ьт Х } =  0̂  (75)

Тогда для оператора Оз имеем

Оз Х з  =  —¡ Ь з Х з  — ¡дзрт {Ьзт Е Е -1 Х з }  ■ (76)

Из (54) и (60) получаем

—i зрТ { Ь Р  Х } =  —i зрТ {Ь Е Е - 1 зрТ [Х ]}  =  (77)

=  Оз зрт { Х } =  зрт {О з  Х } ■
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Далее с учетом (55) находим

о з  Х  з =  i Е-1 зрт {Е  Ь Х з } =  ¡ Р Ь Х з ,  (78)

От

{ }
зр { Х  ОТз ^  =  зр { У  Оз У}  ■

Соотношение (74) совместно с (56) и (71) дает

i (1 — Р  ) Е Х з =  i Е( 1 — Р ) Ь Х з =  Е ( i Ь  — О з ) Х з  ̂ (79)

Е
как

Ез(Ъ) Х з  =  взрт { ( —¡ Ь — Оз) е - ^(1-р ) Е( i Ь — ОТ) Х з }  ■ (80)

Все полученные выше соотношения точные. Теперь воспользуемся 
малостью взаимодействия и представим полученные величины в

д
Имеем

Е Х  =  Ё Х  +  0(д ) ,  (81)

где

ф Х  =  ^  [  d a  1 е - а Н 0 Х  е - (в -а )
Е Х  =  в  ,1о ^а зр { е - в Н о } е Х е

и Но =  Н  з +  Нт  ■
С учетом (52) и (81) получаем

Е з Х з  =  У з Х з  +  0(д ) ,  (82)

где

ф з Х з  = 1  [ в da  ̂ н  е - а Н  Х  з е - (в -а )  в  Зо зр { е -вНз  }
И

ф Х  з =  ртв ф з Х з̂  (83)

Здесь
ф е-внт
рТв =  зрт { е - в н т }  ■

Теперь из (54) мы имеем, что

Р  =  Р  +  0(д ) ,  (84)
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где
Р* Х  =  ртв зрт { Х } ■

Ьо
У я Т

Ьо =  Ь з +  Ьт  ■ (85)

Используя (74), (75) и условие Ьт ртв =  0, находим, что

Ьо Р  =  Р  Ьо.

В пределе д од  ̂ решение рзв точного обобщенно­
го кинетического уравнения есть

ев н  в
рзв = ------- }— в н 1 , (86)^ зрз { е - вНв} ’

в
р в

Однако мы пренебрежем этим отклонением. Тогда оператор Уд бу­
дет аппроксимироваться величиной Ез.

Заменяя рз^ на р>з^  ̂ ^шратора Уз получаем

Х з  =  — Н [,Рзв, Х з ] =  ¡ в  Ез Ьз Хз.

Так как
Е Ь =  Ь Е ,

Оз =  — в  У"зЕ-1 =  ¡Ьз.  (87)

Таким образом, обратимая часть в обобщенном кинетическом урав­
нении сводится в пределе д од 0 к свободному движению подсисте- 

У
Теперь нам осталось найти разложение второго слагаемого в 

правой части обобщенного кинетического уравнения (65), опреде­
ляемого оператором Е з (Ъ). Из соотношения (76) учетом (81), (82) и 
(83) получаем

Оз Х з  =  i Ьз Х з  — i д зрт {Ьзт р>тв Х з } +  0 ( д 2) =  

=  —¡ Ь з Х з  — ъд  [зрт {Етв Нзт} , Х з ] +  0 ( д 2).
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Е  д

Ез(Ъ) Х з  =  д2 взрт {ЗЬзт е- ^^° * Е ЗЬзт Х  з }  +  0 ( д 2), (88)

где

ЗЬзт Х  =  Н [ЗНзт , Х ]

И

ЗН т =  Н  т — зрт {ртв Н  т} ■

Хотя Ез(Ъ) порядок по д, отбросить его нельзя, т.к.
он определяет эффекты памяти в изучаемой системе.

Полученные выше формулы будут использованы в разделе 7 для 
описания линейной релаксации спиновой системы в термостате.
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6. Сверхизлучение Дикке

в  последнее время заметно возрос интерес к исследованию ко­
оперативных когерентных процессов в системах атомов и молекул, 
взаимодействующих с электромагнитными полями. Это связано, в 
первую очередь, с существенным прогрессом в технике оптическо­
го эксперимента. Появление лазеров с перестраиваемой частотой в 
наносекундном, пикосекундном и фемтосекундном диапазоне дли­
тельности импульсов, способньк создавать ультракороткие импуль­
сы достаточной мощности (до терраватт), позволило эксперимен­
тально исследовать нелинейные коллективные когерентные эффек­
ты в макроскопических средах, такие как сверхизлучение, фотон­
ное эхо, самоиндуцированная прозрачность и др. Сверхизлучение, 
предсказанное в 1954 г. американским физиком Робертом Дикке 
[23], является одним из наиболее важньк когерентных оптических 
явлений. Основной особенностью сверхизлучения является спонтан­
ный самопроизвольный переход системы первоначально нескорре- 
лированных излучателей в процессе эволюции в коллективное кор­
релированное излучательное состояние с интенсивностью, пропор­
циональной квадрату числа излучателей. Процесс генерации коге­
рентного излучения в сверхизлучательном лазере не связан, в от­
личие от обычного лазера, с наличием резонатора. Когерентность 
здесь возникает не за счет многократного прохождения фотонами 
рабочего вещества, а на одном проходе в результате взаимодей­
ствия излучателей через общее поле излучения. С практической 
точки зрения интерес к сверхизлучению обусловлен, в первую оче­
редь, перспективой использования эффекта для создания лазеров 
в диапазонах, где стандартные схемы генерации когерентного из­
лучения неосуществимы из-за отсутствия зеркал (рентгеновский и 
гамма-диапазоны). В последнее время повышенный интерес к иссле­
дованию сверхизлучения связан также с тем, что данный эффект 
играет важную роль в оптическом поведении низкотемпературных 
плотных сред, таких как бозе-эйнштейновские конденсаты.

Рассмотрим макроскопическую систему двухуровневых атомов, 
взаимодействующих с квантовым электромагнитным полем. Огра­
ничимся рассмотрением случая, когда длина волны излучения двух­
уровневых атомов значительно превосходит размеры образца, в ко­
тором находятся излучатели (так называемая точечная модель Дик­
ке). Рассмотрение упрощенной модели позволит не принимать во 
внимание эффекты распостранения излучения по образцу, а также
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интерференции и дифракции излучения отдельных атомов. Учет 
указанных эффектов принципиально не изменяет самого процесса 
коллективного спонтанного излучения или сверхизлучения, а для 
образцов типа "карандаш у которых поперечные размеры гораздо 
меньше длины (а именно такие образцы использовались и в мно­
гочисленных экспериментах), может быть сведен, как было показа­
но Ресауэром и Таллетом (см. [23]), к эффективному уменьшению 
числа излучателей. Гамильтониан рассматриваемой модели можно 
записать в виде [23,24]

Н  =  Н а  +  Н е +  Н ле ■ (89)

Гамильтониан системы свободных двухуровневых атомов (без учета 
кинетической энергии центров масс излучателей)

Н а  =  НО ^  Е } ,
!

гамильтониан свободного электромагнитного поля

Н е =  ^ 2  Н^ка~+ак,
к

- гамильтониан взаимодействия излучателей с квантовым электро­
магнитным полем в дипольном приближении

Н а е  дк (акЕ+ +  а + Е - ) .
к,1

Здесь Е } =  1/2а} ш Е± =  1/2(ах ±  а } ) - квазиспиновые опера­
торы для / - Г 0  атома, выражающиеся через матрицы Паули и удо­
влетворяющие коммутационным соотношениям паулевского типа

[Е ± ,Е З  ] =  ±З f f ,  2 Е } ,

[Е ± , Е } , ] =  тЗff  ̂ Е±;

а+(ак  ̂  ̂ ^одичтожения) фотона моды к ( с
волновым вектором к ^ ^^^^изацией ^  дк - константа диполь- 
фотонного взаимодействия.

р
щий уравнению Лиувилля (1) с гамильтонианом (89). Введем реду­
цированные статистические операторы атомной подсистемы и элек­
тромагнитного поля Ра  =  зрЕ р, Ре =  зра р. Ограничимся рас­
смотрением проблемы спонтанного излучения системы при отсут­
ствии в начальный момент времени макроскопической поляризации
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в атомной подсистеме. Тогда начальное состояние можно выбрать 
в следующем виде

Р(0) =  Ра (0) © Ре (0),

где Ре (0) =  |0) (0|. Перейдем к представлению взаимодействия с 
помощью унитарного преобразования

и  =  exp[—i(HA +  Н е )Ъ/Н].

В представлении взаимодействия уравнение Лиувилля имеет вид

дЕ +  ¡Ь(Ъ)р =  0,

где Ь(Ъ)р=[Н[а,е ,Е]/Н и

Н!ае  =  Е  дк (ак (Ъ)Е+(Ъ)е^к -* +  а+(Ъ)Е- (Ъ)е к̂̂ *), (90)
к,!

где =  О ±  ^ обозначение Х((Ъ) =  и - 1 (Ъ) Х  и(Ъ) для
операторов в представлении взаимодействия.

При записи формулы (90) мы учли, что

е I л ак а+ е -  ̂̂  =  е ® ̂  а+к к

е i л п Е+ е - 1л п п] =  е i л п е + .

Р
щенное уравнение Цванцига (6) в представлении взаимодействия

=  —¡РЬ(Ъ)Рр—

—РЬ(Ъ) у  dз ехр

дЪ

¡(1 — Р ) I  Е(t')dt' (1—Р  )Е(t—з)Pр(t—з)■ (91)

Выберем проекционный оператор в виде Р  =  |0) (0| УрЕ. Нетруд­
но заметить, что этот оператор действительно является проекцион­
ным оператором, т.е. Р 2 =  ^^^^^^жнии операции ЗрЕ по по­
левым переменным от статистического оператора полной системы 
мы получаем редуцированный статистический оператор атомной 
подсистемы ра

Ра =  ЗрЕ р,
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который позволяет вычислять средние значения для операторов,
действующих на переменные атомной подсистемы

( Х а (Ъ)) =  Зр а ,е Х а  р(Ъ) =  Зр а  Х а  ЗрЕ р(Ъ) =

=  3р е  х а  р а (Ъ) =  3р е  ХХА(Ъ) рА(Ъ).

Нетрудно показать, что Р Е (Ъ)Р =  0. Тогда обобщенное кинети­
ческое уравнение в представлении взаимодействия примет вид

|0) (0| ддjA =

/■*
=  — |0) (0 Д  dзЗpЕ Е(Ъ)ехр

о
¡(1 — Р ) Е(Ъ' )dt' Е(Ъ — з )х  (92)

X |0) (° | рА(Ъ — з).

Будем искать решение уравнения (92) с точностью до членов 
второго порядка малости по взаимодействию. Подинтегральное вы­
ражение уже содержит в качестве множителей операторы Е(Ъ) и 
Е(Ъ — з̂  ̂ ^^^^^циональн^^^ константе взаимодействия. По-

ехр по малой константе¡(1 — Р)1У-^ Е(t')dt'_ 
взаимодействия мы оставим только первое слагаемое, т.е. 1.

Теперь мы можем вычислить подинтегральное выражение в пра­
вой части уравнения (92). Имеем

Е(Ъ — з) |0) (0| рA(t — з) =  [На ,е (Ъ — з), |0) (0| рA(t — з)]/Н =

=  [ Р1а ,е (Ъ — з) |0) (0| рA(t — з) — рA(t — з) |0) (0| Н1а ,е (Ъ — з ^  /Н

(мы учли, что редуцированный статистический оператор jjA(t — з) 
коммутирует с оператором | 0 ) ( 0 |, действующим лишь на перемен­
ные поля).

Учитывая известные свойства операторов рождения и уничто­
жения фотонов

а+ | 0) =  | 1к ) , ак | 0 ) = 0 ,

| 1к )
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моде , получаем

Ь(Ъ — з) | 0 ) (0  | рA(t — з) =  Е  дк/н {  е -iKk (*- ^^Е-  11к ) ( 0 | рA(t — з) —
к

— е iKk(t-s)рA(t — з) | 0 ) ( 1к | Е ^  ■ (93)

Здесь мы ввели коллективные атомные операторы

=  Е  Е ±, К'  =  Е  Е! '
! !

Подействуем теперь на выражение (93) оператором Ь(Ъ)

Ь(Ъ)Ь(Ъ — з) | 0 ) ( 0  | рA(t — з) =

=  Е  дк дк'/Н2{ е iKkt е -iKk' |0 ) ( 0 | Е + Е - рA(t — з) Зкк' +
кк' 

+  е iKk* е -iKk' (*- )̂ Е -  Е -  рA(t — з)[ | 2к ) (  0 | Зкк' +

+  |..., 1к,■■■, 1к',■■■)( 0 | (1 — Зкк') ] —

— е -iKkt е iKk' Е -  рA(t — з) Е+  | 1к ) ( 1к' | Зкк' —

— е iKkt е -iKk' Е -  рA(t — з) Е+  | 1к' ) (  1к | Зкк' +

+  е iKkt е -iKk' р A ( t  — з) Е+ Е - [ | 0 ) ( 2к | Зкк' +

+  | 0 ) ( . ■ ■ , 1к, ■ ■ ■ , 1к' , ■■■| (1 — Зкк' ) ] +

+  е -iKk* е iкk'Р- )̂ рA(t — з) Е+ Е -  | 0 ) ( 0 | Зкк'}■ (94)

При вычислении операции ЗрЕ по переменным поля отличный от 
нуля вклад дадут лишь слагаемые, содержащие диагональные про­
екторы | 0 ) ( 0 ^  | 1к ) ( 1к I 

В результате имеем

ЗрА Ь(Ъ)Ь(Ъ — з) | 0 ) ( 0 | рА(Ъ — з) =  

=  Е  д2/Н2 { е iKkS Е+ Е -  рА(Ъ — з) — е -iKk  ̂ Е -  рА(Ъ — з) Е+ +
к

+  е -iKkS рА(Ъ — з) Е+ Е -  е iKkS Е -  рА(Ъ — з) Е + }  =  

=  П+(з) \ Е + , Е -  рА(Ъ — з) ] +  П - (з) рА(Ъ — з) ,Е+  Е -
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где
Е ± ( з ) ^  gl/n2e± iKk ^

Тогда обобщенное кинетическое уравнение для редуцированного 
статистического оператора примет вид

г*дрA(t)
д-Ъ

^  d з {D + (з )  [ Е + , Е -  ЕА(Ъ — з ^  +
0

+ D - (з) [ рA(t — з) ,Е+  Е Д }  ■ (9Е

Для вычисления в явном виде интеграла по времени в правой части 
уравнения (95) во втором порядке по взаимодействию воспользуем­
ся марковским приближением

РА(Ъ — з) «  РА(t),

Т.е. заменим статистический оператор на его медленноменяющуюся 
амплитуду.

В марковском приближении уравнение (95) есть

д Ра (Ъ) 
дЪ

=  Г/2 Е+, Е -  рA(t)]  + Т / 2 \  рA(t), Е+  Е М  , (96)

где

Г =  2 Г  D±(з)dз  =  Е  д1/Н2З(шк — О)
0 к

(для времен Ъ ^  1/ОО, для которьк только и справедливо обобщен-
з

заменить на ^^^^фициент Г =  1/то совпадает с вероятностью
спонтанного излучения изолированного двухуровневого атома [16] 
{то - время спонтанного излучения изолированного атома).

Перейдем в уравнении (96) к представлению Шредингера. Вос­
пользовавшись очевидными соотношениями

дР А(Ъ) 
дЪ

д
дЪ

, -iHA г/л р(Ъ)еiHA =

=  ¡/Н [ Н а , р а (Ъ)] +  еЪ На t/Л д РА(Ъ)
дЪ

РНа t/h

получаем 

др а (Ъ)
дЪ

=  i О [ Е ' , р а (Ъ) ]+Г/2[  Е+, Е -  р а (Ъ)] +Г/2  [ р а (Ъ), Е+ Е

(97)
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Исследуем теперь с помоп(ью уравнения (97) кинетику атом­
ной подсистемы. Вычислим среднюю полуразность населенностей 
<  Е'(Ъ) > ,

<  (Ъ) > =  Зр а  { Е '  р а (Ъ)} =  — Г ЗрА { Е +  Е -  р а (Ъ)} =

=  — Г Зра {Е+(Ъ) Е - (Ъ) р а (0) }  =  — Г <Е+(Ъ)  Е - (Ъ) > =

( N  \
=  — Г -  +  Е'  (Ъ)] — Г З(Ъ), (98)

2
где

<  ■■■ > =  Зр (■■■Ра (0)), З(Ъ) <  Е+(Ъ) Е - '(Ъ) >  ■
!=!'

Уравнение для <  Е'(Ъ) >  получилось незамкнутым. Для корреля­
тора второго порядка из (97) можно получить следующее уравнение

(̂Ъ) =  2Г Е  <Е' (Ъ)  Е+'(Ъ) Е - ''(Ъ) >  ■
!,!' ,!' '(!=!')

Для тройного коррелятора с использованием (97) можно получить 
новое уравнение и т.д. Обычно в теории сверхизлучения использу­
ют расцепления корреляторов второго порядка вида

< Е'! Е+' Е - '' > = <  Е'! >  <  Е+' Е - „ >  . (99)

В рамках расцепления (99) для корреляторов первого и второго
порядка получаем замкнутую систему уравнений

< 11'(Ъ) > =  — Г ( — +  <  Е'(Ъ) ^  — Г З(Ъ),
2

^З(Ъ)=2Г З. (100)

Найдем приближенное решение системы уравнений (100). Предпо­
ложим, что в начальном состоянии все атомы возбуждены

(<  Е ' (0) > =  N/2),

но макроскопическая поляризация отсутствует, т.е. дипольные мо-
( З(0) =  0) ■
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слагаемое будет давать вклад в уравнение (98) только на достаточ­
но больших временах t ^  оде t o  - называется временем задерж­
ки. Коррелятор S на временах порядка времени задержки пропор­
ционален квадрату числа излучателей N  ̂ ^ е м я  как < R z >  
пропорционально дая времен t ^  t o  система уравнений
(100) принимает вид

<  iRz >  ^  -  г  S, S =  2 Г S.

Откуда <  R z > 2 + S  =  const =  N 2 S =  N 2/ 4 -  <  Rz > 2 . Тогда 
для < R z >  кинетическое уравнение (98) превращается в замкнутое 
уравнение

< í i z > =  -  г  ( N 2+  < R z >) -  г  ( N 2/ 4 -  <  R z > 2). (101)

Решение уравнения (101) есть

< R z(t) > =  N/2[l/N -  (1 +  1/N) tanh { ( t  -  t o )/2 т д } ] . (102)

где тд =  1/Г ( 1 + N ) - время коллективного излучения (сверхизлуче­
ния) сверхизлучательного импульса. Имея решение (102), нетрудно 
вычислить интенсивность сверхизлучательного импульса I (t). Дей­
ствительно, из закона сохранения энергии полной системы (атомы 
+  фотоны):

I (t) =  dt Е  ^ < a +  ak > =  - h  ü  <  iiz (t) > =
dt k

hü / ЛгОД -r \2 1 2 t -  t O( N 2 +  1)2 sech2
4 тп 2 тп

Главной особенностью интенсивности является то, что на временах 
Ъ ^  не числу излучателей N  (как при обыч­
ном спонтанном излучении), а квадрату числа излучателей N 2, что 
свидетельствует о коллективном когерентном характере излучения. 
Такое явление получило название сверхизлучения Дикке.
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7. Динамика моды квантового 
электромагнитного поля в неидеальном 

резонаторе

Рассмотрим теперь квантовую систему, которая состоит из под­
системы с небольшим числом степеней свободы (статистический 
оператор р3) и термостата в состоянии термодинамического рав­
новесия с чрезвычайно большим числом степеней свободы (стати­
стический оператор рт). Между подсистемами существует слабое 
взаимодействие. Если такая система выведена из положения равно­
весия, то можно считать, что в процессе эволюции состояние тер­
мостата не изменяется, т.е.

Рт (Ъ) =  Рт (0 ).

в  качестве примера указанной системы можно рассмотреть мо­
ду квантового (лазерного) электромагнитного излучения в неиде­
альном резонаторе, который выступает в качестве термостата. Га­
мильтониан такой модели имеет вид

Н  =  Н 3 +  Нт +  Нзт ■ (103)

Здесь Нз =  НО а+ а - гамильтониан моды поля в резонаторе с соб­
ственной частотой О, а+(а) - оператор рождения (уничтожения) 
фотона моды поля.
Нв - гамильтониан термостата (резонатора), явный вид которого 
знать нет необходимости (вид гамильтониана будет определять зна­
чение константы затухания в кинетическом уравнении для стати­
стического оператора поля).

Н в

Нв  | п ) =  Еп | п )

и пусть статистический оператор термостата в равновесном состоя­
нии соответствует каноническому распределению Гиббса

рт =  Я - 1 е-Нв/кт, (104)

где статистическая сумма

д  =  Зрт е - н в/кт =  Е  е - Е п/кт ■
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Слабое взаимодействие между подсистемой и термостатом вы­
берем в виде

HsT =  X{a+ +  a) B,

где B - оператор, действующий только на переменные термостата 
и коммутирующий с операторами а^ и А - малая константа 
взаимодействия.

Введем для подсистемы S редущированный статистический опе­
ратор

PS{t) =  SPT p{t) ,

где операция SpT берется по переменным термостата. Статисти­
ческий оператор pjs (t) позволяет вычислить среднее значение для

S 

{ X s ) =  Sps,T X s  p(t) =  Sps X s  ps(t)-

Начальное состояние рассматриваемой системы описывается стати­
стическим оператором p(0)

p(0) =  p s (0) © p t ,

где pt имеет вид (104).
Перейдем для описания динамики системы как и в предьщущем 

примере к представлению взаимодействия, вводя унитарный опера­
тор U (t)

U(t) =  expi- г  (Hs +  Ht )t].

В представлении взаимодействия гамильтониан системы (103) 
примет вид

HsT =  А {в ̂  ^ * а+ +  e - i  ̂  * а) B(t) .  (105)

Здесь мы учли, что

eÍ пп а+а а+ в - i  ̂ ^ =  e  ̂̂ ^ а+

и ввели обозначение

B (t) =  e /п * B e  - ÍH t/п *.

B(t)

B(t)mn =  e * Bmn, (106)

где Штп =  (Em -  En)/H.
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Обобщенное кинетическое уравнение для рассматриваемой си­
стемы в представлении взаимодействия можно записать в виде (91). 
Выберем проекционный оператор

Р  =  Рт Зрт =  д - '1 ехр (—Нт/кТ) Зрт■

Тогда уравнение (91) во втором порядке по взаимодействию для 
рассматриваемой модели примет вид

дрз
dt

t
ds SpT L{t) L(t -  s) pt  Ps (t -  s) =

0

=  -  J  dti SPT L(t) L ( t i) Pt  ps (ti)- (107)

где L(t) =  H sT , ■■■ /Н - оператор Лиувилля в представлении взаи­
модействия.

Для p(t) мы имеем задачу Коши с начальным условием при 
to =   ̂^^^^^^^щего вида p(to) =  pi(to).  При такой постановке задачи

t0
отсутствуют корреляции. От такого произвольно вьщеленного на­
чального момента времени можно избавиться, переходя к пределу 
to ОД —œ . Предполагается, что в этом пределе влияние начального 
момента времени t̂  ̂ ^ ^^^^^^^пециального выбора p(t) в
момент to ip(to) =  pi(to)  ), на статистический оператор исключает­
ся.

Если нижеследующие пределы существуют, справедливо соотно­
шение

lim f  (to) =  lim e e' t̂ f  (t') d t  =  f  (0) — lim /  e^t f ' ( t ' ) dt
t o ^ - ^  e^+o  /

ИЛИ более слабое соотношение

0 0 о
т11т 1  1 /(Ъ) =  1 1 1 п /  е"^*'к (Ъ')^̂ £ =  /(0)— \1тао [  е ‘̂ *' / " (t')dt'

-т - ^  - ^

(теорема Абеля). Переходя в обобщенном кинетическом уравнении
(95) к пределу Ъ0 ОД —те с учетом этих соотношений, получаем
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SpT L{t)  L { t i )  PT p s { t i )  =

СХЭ

=  -  lim ds e SpT L(t) L(t -  s) рт ps( t -  s). (108)
s ^ + E o

Теперь вычислим подинтегральное выражение в правой части 
уравнения (108). Имеем

L(t) L(t -  s) рт Ps (t -  s) Ц  HHs (t) ÎIs,F (t -  s) Ps Ps (t -  s ) ­

— Й s,T(t -  s) Pt  P->s(t -  s) dPs.T -  Й s,T(t) pT P->A(t -  s )Hps,T(t -  s )+  

+Pt  ps (t -  s) Й s,T (t -  s) Й s,T ( t ^  /  H2. (109)

Подставляя в формулу (109) явный вид гамильтониана взаимодей­
ствия (105), мы получим в результирующем выражении два типа 
слагаемых, содержащих произведения бозевских операторов а+ a 
( a a +  и аа  (а+ а+). Слагаемые, содержащие произведения типа 
а+ а+ ш я  а а являются быстроосциллирующими во времени и на­
зываются нерезонансными членами, а слагаемые типа а+ ^ ш и  а а+ 
являются медленноменяющимися функциями времени и называют­
ся резонансными членами. В этом свойстве резонансных и нерезо­
нансных членов легко можно убедиться, если использовать пред­
ставление Гейзенберга. В этом представлении операторы являются 
функциями времени, а статистические операторы от времени не за­
висят. В нулевом по взаимодействию приближении операторы а+ и 
^ на частоте Q:

a(t) =  а(0)е —i^ а + (t) =  а+(0)е *.

Тогда в нулевом приближении произведения а+  ̂ и аа+  вообще 
от времени не зависят, а произведения а+ а+ я аа - осциллируют 
на удвоенной частоте 2Q.  При учете взаимодействия резонансные 
члены будут медленноменяющимися функциями времени, а нере­
зонансные по прежнему останутся ыстроменяющимися функциями 
времени.

Вычисление интеграла в правой части уравнения (108) произ­
водится по временам большим времени осцилляций моды ^  1/0 и 
поэтому вклад в интеграл нерезонансных слагаемых будет равен 
нулю.
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Оставляя в (109) лишь резонансные слагаемые, получаем 

Ь(Ъ) Ь(Ъ — в) рт р з (Ъ — з) =

\2 (
=  ^(Ъ) ^(Ъ — з) рт [е '  ̂  " а+ а +  е -  ̂^ ̂  а а ^  рз (Ъ — з) —

—1Р(Ъ — з) рт ВВ(Ъ) [в -  ̂^ " а+ рз(Ъ — з) а +  е  ̂̂  " а рз(Ъ — з) а+\ — 

—1Р(Ъ) рт ВВ(Ъ — з) [е  ̂^ " а+ рз(Ъ — з) а +  е -  ̂̂  " а рз(Ъ — з) а+] +  

+рт ]3(Ъ — з) ]3(Ъ) рз (Ъ — з) [е -  ̂^ " а+ а +  е ̂  ̂  " а а + ^  . (ПО) 

Зр
Принимая во внимание формулу (106) для матричньк элементов 
оператора Б,  получим

Зрт Бр (Ъ) Бр(Ъ — з) рт =  Зрт Бр(Ъ — з) рт Бр (Ъ) =

=  Е  |Бnm|2 е ^  д -1 е -Еп/кт,
тп

Зрт Рт Бр(Ъ — з) ]р (Ъ) =  Зрт Б>(Ъ) Рт Б>(Ъ — з) =

=  Е  |Бnm|2 е - ^^тп  ̂ д -1 е -Еп/кт■
тп

Тогда
SpT L{t) L{t -  s) PT PS(t -  s) =  

\2 ,^ — '2 -^-1 -г + s r̂  +^ 1 3  E  \Bnm\2 Q -1 e -En/kT { e  -г (“ - n+Q) s [a+,aps(t  -  s)]+
m'n

+ e г (Wmn-Q) s [a, a+ ps( t -  s)] +  e -г (‘̂ mn-Q') s [ps(t -  s) a, a+]+

+ e  -г (<̂mn+Q) s [ps(t -  s) a+,a]

Подставляя полученное выражение в кинетическое уравнение 
(108) получим окончательно с учетом формулы Сохоцкого

/■ ̂  1Wm dse - ^s e -г (^mn+n) s =   ̂p ----------- ^  +  n S(^mn +  O)
e ^ + ^ 0  ^mn +  O

В представлении Шредингера (переход от представления взаимодей­
ствия выполняется аналогично (97)) кинетическое уравнение вида

45



-jpt2 -  -rg [H S, Ps ] =  - v  p s o,+ , a] -  V [a+, aps^-

- S  [ps a, a+] -  S [a, a+ p s (111)

При вычислении коэффициентов ^ и S в уравнении (111) сум­
мирование по n, m можно провести путем перехода к интегрирова­
нию с использованием плотности состояний термостата D ( E ):

dEn D(En)  dEm D{Em) {■■■) =
J0 Jomn

РТО РТО
=  d(h u) d E D { E  +  h ̂ /2) d(E -  h^/2){ . . . )+

Jo Jhu/2

/ 0 p ТО
d(hu)  d E D ( E  +  hu/2) d(E -  hu/2) (...).

-ТО J— h u/2

c  учетом того, что
— hш/kT /о д  2

TOdâ2^  d u u C { u ) —2— ^ 2 h T /Q -  0,
lo u -  “  \ h J

где
ТО

C(u)  =  e h^/2 kT d E D ( E  +  hu/2) d(E -  hu/2) x
Jh ш/2

x \B{E +  h u/2, E  -  h u/2)\2 e —E/kT,

V S

V =  Q —1 П h -  C(ü) ,
h

S =  e—h^/kT V.

Правую часть уравнения (111) для ps,  которая называется диссси- 
пативным членом, нельзя представить в форме [H, ps ], так что вли­
яние термостата не может быть выражено через некоторый эффек­
тивный гамильтониан. Из-за наличия диссипативного члена уравне­
ние для ps  оказывается неинвариантным относительно обращения 
времени и, следовательно, описывает необратимый процесс.
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Исследуем на основе уравнения (111) кинетику средних

< a+(t) > =  Sps {ps( t )  a + }

И

< n{t) > =  Sps {ps( t )  a+ Ц  ,

где n =  a+ a - оператор числа фотонов в моде квантового поля . 
Уравнения для этих величин легко получаются из (111)

d < a+ (^̂  >  =  ( i п  -  (v -  S)) < a + ( t )  >,
dt

d <  n(t) >
=  2 S -  2 (v  -  S)) < n ( t )  > .  (112)

dt
Решения уравнений (112) есть

< а+(Ъ) > = <  а+(0) >  е  ̂^

< п(Ъ) > = <  п(0) >  е - ‘2 ( е - '̂) * +  ( 1 — е - 2 ( е - )̂ .
V — д \ /

Постоянные, характеризующие влияние термостата, можно ин­
терпретировать следующим образом. Величина V — д соответствует 
коэффициенту поглощения фотонов, а функция

v -  S

представляет собой распределение Бозе.

=  пв (T )
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8. Спиновая релаксация

Применим полученные в разделе 6 общие формулы для исследо­
вания релаксационных процессов в системе спинов, взаимодейству-

З
выберем систему N  идентичных молекул со спином 1/2, находящу­
юся во внешнем однородном магнитном поле. Отметим сразу, что 
в настоящем разделе мы не ставим перед собой задачу подробно­
го описания особенностей спиновой релаксации в реальных магне­
тиках, а лишь покажем, как на основе метода проекционного опе­
ратора могут быть выведены известные кинетические уравнения. 
Обозначим спиновой момент через Компоненты
спинового оператора з^ удовлетворяют стандартным коммутацион­
ным соотношениям

[за , з в ' ^ = * Е  е" в  ̂ дрр з ъ̂' (зр)  ̂ =  3 ■
л

Определим также операторы переворота спина

з / =  зХ ±  зр,

аналогичные по свойствам операторам перехода Н/ в двухуровне­
вом атоме (см. раздел 7). Для описания макроскопических свойств 
системы введем коллективный или макроскопический спин

/ , (113)
!

который определяет макроскопическую намагниченность

]М =  7 Н

где 7  - гиромагнитное соотношение. Компоненты макроскопическо­
го спина удовлетворяют коммутационным соотношениям

л л[Еа , Е в] =  ^ ^ Е е авЛ д//' Е л.

Удобно ввести также макроскопические спиновые повышающие и
Е /

Е 2
Е/  ^  з / ,

/
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R 2 =  R+ R -  +  R z {Rz -  1) =  R -  R+ +  R z {Rz +  1), (114)

удовлетворяющие коммутационным соотношениям

[ R + ,R - ] = 2  R z, [Rz,R±]  =  ± R ± ,  [R2, R z] =  [R2, R ± ] = 0 .

Операторы s“} ш sf  для разных молекул коммутируют и их собстве- 
ные функции определяют полный базис в спиновом гильбертовом 
пространстве H. С другой стороны, существует базис собственных 
состояний макроскопических спиновых операторов R 2 я R z

R2 \т, т ,а )  =  r (r +  1) \r, m, а) ,

R z \r, т,а )  =  m \r, m, а) ,

где r =  N/2, N/2 — 1 , . . . ,  1/^ ш и  ф m =  - r ,  —r +  1 , . . . ,  +r,  и где 
индекс вырождения ^ ^^^^гает d(r) значений с

dir) =   N ! (2 r + 1)_____
 ̂  ̂ (N +  r + 1 ) ! ( N — r)\-

Индекс ^ ^жим образом, чтобы для m < r

Ir, m, а  =  —, R+  |r, m, а)

а
Микроскопические спиновые степени свободы могут быть ис­

ключены с помощью крупноструктурного оператора

C X  ^  \r, m, а)\ r,
r̂ m̂ m'

¡ ^ { r ,  m, а'\Х\r, m' , а ' ') \ 

d(r)
{r,m',а\, (115)

\

который удовлетворяет условию

© 2 =  ©■

Крупноструктурный оператор С  можно использовать для описа­
ния макроскопического состояния системы, которому соответству­
ет крупноструктурный редуцированный статистический оператор

Рс(Ъ) =  С  Зрт {р(Ъ)} ,
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где операция шпур вычисляется по переменным термостата. Те­
перь для любой динамической переменной Г,  представляющей со­
бой комбинацию операторов макроскопического спина, имеем

Зр {Гр(Ъ)} =  Зрз {Грс(Ъ)}  , 

где Зр^ ^^ису  спиновой системы Н.  Крупно-
р

яние системы, в котором микроскопические спиновые степени сво­
боды исключены, поэтому он не совпадает по свойствам с редуци­
рованным статистическим оператором рз (Ъ), введенным в разделе 
6 (р с  (Ъ) =  Срз (Ъ) ).

Для того чтобы получить кинетическое уравнение для крупно­
структурного статистического оператора рс (Ъ), нам придется обоб­
щить формулы, выведенные ранее для рз(Ъ).

Введем преобразование

Е с Х с  =  С  Зрт {Е  С Х с } ■ (116)

Оператор У с  действует в пространстве спиновых операторов X с  
крупноструктурного вида (114).

Исходя из определения (116) легко показать, что оператор Ус  
и, следовательно, У -^ ^^^^^^^^таруют с С. Тогда релевантный стати­
стический оператор удобно ввести следующим образом

Р1(Ъ) =  Рр(Ъ), 

где Р  - проекционный оператор

Р Х  =  Е У-1  С  Зрт { X } , (117)

удовлетворяющий соотношениям

Р 2 =  Р,

С  Зрт {Р1(Ъ)} =  С  Зрт {р(Ъ)} =  Рс(Ъ). (118)
С 2 =  С

Р 2 X  =  Е У-1  С  Зрт {Е  У-1  С  Зрт ( X ) }  =

=  Е У - 1 С  Зрт (Е) У - 1 2Зрт ( X ) =

=  Е У-1  С  Зрт (Е)СУ- 1 СЗрт ( X ) =  Е У-1  У У-1  С  Зрт ( X ) =  PX■
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Аналогично доказывается и второе соотношение в (118).
Обобщенное кинетическое уравнение для крупноструктурного 

статистического оператора р с  (t) аналогично уравнению (59) и лег­
ко может быть получено из (6) с учетом нового определения проек­
ционного оператора

р с (t) =  O c  р с ( t ) ^  dsH(s) р с (t -  s), (119)
J0

О с  X c  =  - i C  SpT {  L E Z - 1 X c  }  , (120)

H c  Х с  =  - C S p ^  L e - i  (1 -  P ) L E Z -1  X ^  . (121)

Обобщенное кинетическое уравнение (119) имеет стационарное 
решение

рсв =  C S PT {рр}  , (122)

где рв - канонический статистический оператор всей системы, вве­
денный в разделе 6.

Аналогично формуле (64) определим оператор термодинамиче­
ской силы Р с  (t̂  ̂ ^^^^^женный рс (t)

Р с (t) =  в  Z -1  (р с (t) -  р с в ) -

Учитывая, что

E Z  - 1 р с  в =  Е Z C  SpT {рв} =  Ррв =  р1в 

и что для рассматриваемых состояний выполняется условие вида
р1в =  рв
сать в виде

¡2G'(t) =  - у с  Р с (t) -  J  d s R с (s) Р с (t -  s), (123)

где операторы
У с Х с  =  i R C S p T  (L Е Х с ) (124)

Ro' (t) Х с  =  в с  SpT \ L e - i(1-P ̂ (1 -  Р)  L Е Х с \ . (12
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Уравнение вида (123) удобно для изучения линейного отклика си­
стемы на внешнее магнитное поле. Это слабое возмущение мы бу­
дем описывать дополнительным слагаемым в гамильтониане

И' (Ъ) =  —ф Н Ен? (Ъ),

где Н1 (Ъ) - напряженность возмущающего магнитного поля. Исполь­
зуя соотношения (70), (71) и (122), оператор Ус  можно переписать

^ с X с  =  — Н [рсв ,Xс]■ (126)

И с
соотношения

рсв =  е - в Н с , (127)
то выражение (126) примет вид

Ус X с  =  г в р с  Е с  X с ,  (128)

где
Ьс X с  =  [И с , X с ]/Н

и 1 в
Е с X с  = «  /  d a e - a H c  X с  еаНс рсв  ■ (129)

Оператор О с =  ( — 1/в) Ус Ус-1  можно тогда записать

О с =  —Ивс Е с  У-1  ■ (130)

Из соотношений (117) и (124) имеем

1
*в

что дает с учетом (116) и (118)

Р Ь  Е X с  =  т Е  У-1  Ус X с ,

Р Ь  Е Xс^ =  —* Е О с  X с ,

где От - транспонированный оператор, удовлетворяюпдий соотно­
шению

Зр ( X  Отс  у  ) =  Зр (У О с  X  )■

Е

Е с  (Ъ) X с  =  в С З р А  (—гЬ — О с )  е - ^(1-Р )LtЕ(гЬ — О^ )X с |  ■ (131)
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Для дальнейших вычислений конкретизируем явный вид гамиль­
тониана системы

Н  =  H s  +  H t  +  gH sT  ■ (132)

Здесь Hs =  h uo R z - гамильтониан свободной спиновой подсистемы 
в постоянном магнитном поле ho, uq =  Y ho - ларморовская частота 
в магнитном поле ho =  (0,0, —ho  ̂ ^^^^^женности ho, приложенном 
вдоль отрицательного направления оси z. Гамильтониан термоста­
та мы конкретизировать не будет. Он будет определять константы 
затухания в уравнениях релаксации, которые обычно задаются фе- 

g H sT
термостатом.

Для наиболее интересных типов взаимодействия

1 SPT { e -eHT H s ^  0
iHsT)T =  SpT {е - вНт } = ° .  (133)

Считая взаимодействие малым, разложим величины, входящие 
в обобщенное кинетическое уравнение в ряд по степеням констан­
ты взаимодействия. Будем при этом пользоваться соображениями, 
приведенными в разделе 6 при анализе общих выражений для ре­
лаксационных явлений.

Учитывая соотношение (133), получаем из (122) и (127)

И с  =  Из +  С (д 2). (134)

Отсюда с учетом (116) и (129) находим

У с =  Е с +  0 ( д 2). (135)

Ос  Е с

О с  =  —гЬ с  +  0 ( д 2) =  —гЬз +  0 ( д 2), (136)

Ес(Ъ) X с  =  д 2 в С З р т { Ь з т  е- ^ ) * Е Ьзт X ^ + 0 ( д 3), (137)

где Е теть ^  малом д.
В простейшем случае взаимодействие спиновой системы с тер­

мостатом можно выбрать в виде

Изт =   ̂ Е /  Г/ 3/, (138)
/
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где оператор Г / зависит от молекулярных степеней свободы тер­
мостата и коммутирует со спиновыми операторами. Предположим, 
что переменные Г/ ведут себя квазиклассически со средними зна­
чениями

{Г/(Ъ)) =  0 

и корреляционными функциями

(^ГХ (Ъ)ГХ' ( з ) )  =  д//' д^п фт (|Ъ — з|).

д Изт

дИзт =  д Е  { г }  з} + Г +  з-  + Г -  з + }  , (139)
/

где

Г /  =  1 - Г  ̂ +  гГ ? )■

Корреляционные функции для новых операторов принимают 
вид

Г/(Ъ) Г/ ' ( з ) )  ^ Г + ( Ъ )  Г+ ' ( з ) )  ^ Г - (Ъ) Г- ' ( з ) )  =  0,

{ Г}  (Ъ) Г/' (з) ) =  ^ Г + ( Ъ )  Г - ' ( з ^  =  д//' фт (|Ъ — з|). (140)

Используя формулы (139), (140) и

Ьз з} =  0, Ьз з/ =  ±  ио з/,

из (125) можно получить

К2Ес(Ъ) е 3* X с  =  д- Нв Фт(Ъ) С  Е {  [з/, Ез [з}, X с ]] +  
Н /

+  2 е * [з+, Ез [з- ,X с ]]  +  1 е- *“ 0 * [з- , Ез [ з + , X с ]]^ +  (141)

+ 0 ( д 3).

Как и в двух предыдущих задачах (см. разделы 6 и 7), огра­
ничимся учетом в кинетических уравнениях слагаемых не выше
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второго порядка по константе взаимодействия. В этом приближе-
рс

^ с  можно заменить медленноменяюндимися амплитудами

Р с (Ъ — з) «  Р с (t), Р с (Ъ — з) «  Р с (Ъ). (142)

Используя соотношение 'Нс  (Ъ) =  (1/в) Е с  (Ъ) У - 1 и формулы 
(135), (136), (141), кинетическое уравнение для крупноструктурного 
статистического оператора в марковском приближении (142) мож­
но записать в виде

Р>с(Ъ) =  — гЬз Р с (Ъ) +  л с  Р с (Ъ), (143)

{
Л с X с  =  — ^  ^  {  «0  [з/, Ез [з}, Е - 1 X с ]] +

/

+  2 («'  +  * « " )  [з+ 1 Ез [з- 1 Е -1 X C]] +

+  1 («'  — г « '') [з- , Ез [з+, Е-1 X с ] ^  ■ (144)

И д2 ('ТО
«0 =  Нр ] 0 d з ФL(з),

а2 ГТО
«'  +  г « '' =  d з e " фь(з).

Н 0
Кинетическое уравнение (143) можно использовать для того, 

чтобы найти релаксационные уравнения для средних значений ма- 
кроскопичекого спина <  Е(Ъ) >  . Учитывая, что

Ьз Е^ =  0, Ьз Е } =  ±  ио Е }

Е X з 'Sps { R C =  Sps  

получаем из (131) и (132)

(t)) =  ^  2̂ '12 ( K + *{Rz (t)) =  -  f  I  ' +  i к'') [Rz , s+] Es [s- , E - 1 PC(t)]] +

+  1 (k ' -  i к'') [Rz, s - ] Es [s+, E - 1 PC(t )]^  , (145)



-̂t
{R +( t ) )  =  гио < R + ( t )  >  \ ko [R+, s+] Es [ sf , E - 1 p c (t)]]+

+ 1  (k ’ -  i К ’ ) [R+, s - ] Es [s+, E - 1 PC(t )]^  , (146)

< Е -  >
Используя коммутационные соотношения для спиновых опера­

торов
з± ] =  ±  ^  _ з± [з+ з-  ] =  2 ^  _ з» (147)[sf , sf , ] =  ±  5ff, sf , [sf , sf , ] =  2 Sff, sf ,

f f -  4  f  sX +  s"fs+ s+ =  s- s-  =  0, sf  sf  =  - ,  s± sf  +  sX s ± =  0,

МОЖ НО п о л у ч и т ь ,  ч т о

E - 1 [sz, Es s±] =  ±  s±,

E - 1 [s±, Es sZ] =  ±  coth
2 k T ,2  k T y

(148)

E - 1 [s+, Es s - ] =  - E - 1 [s- , Es  s+] =

2 k T  
=  2  -----  sinh

h uo
luo

\ k T y
s  ̂+  -  tanh

h u o
2 k T

У читывая (113), (148) и ess =  Es,  правые части релаксационных 
уравнений можно преобразовать так, что

дд- <  R z (t) > =  - ^  (<  R z(t) >  -  < R Z > в ) , 

dt {R ± ( t ) )  =  ±  i (uo +  A u )  < R ± ( t )  >  - ^  < R ±  >,

где
N

< R z > e  =  -  2  tanh
h uo 

e 2 k T  у
R Z

(149)

1 k T  h uo
—  =  2 К - —  sinh 
Ti h uo k T

1  h uo
E  =  Ko +  К 2 k T

k T  

 ̂ h uo 3
2 k T
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- времена релакации, и

л II Н ио (  Н иоАш =  «'' — — coth
2 к Т  \ 2 к Т у

- сдвиг частоты. Уравнения (149) обычно называются уравнениями 
Блоха.

При описании большинства релаксационных процессов можно 
использовать высокотемпературное приближение, справедливое ко­
гда Ншо ^  кТ.  Выберем также простейшую экспоненциальную ап­
проксимацию для корреляционых функций

^  Фь(Ъ)= A e -|t|/Tc,

где Тс - время корреляции.
В рассматриваемом приближении

. ' Атс '' Аш0 ТС
«о =  Атс « = т  УОД, «  = т  у у ,1 +  т2 1 +  т2

1 =  2 Атс 1 =  А_ ( 1 + 1 3
т 1 I 2 2 , пч А  тс 1 ^  1 I 2 2
Т1 1 +  и !2 тс Т2 V 1 +  и !2 тс 2

А и  =  А и от Ь
1 +  и 'о т1

Отметим, что кинетическое уравнение (143) и уравнения Блоха 
справедливы только при условии тс < <  Т?,Т2 .

Уравнения Блоха можно использовать для определения времен­
ных корреляционных функций

С^^(Ъ) = <  дЕ '' (Ъ) дЕ^ >

для макроскопического спина. Пренебрегая сдвигом частоты, нахо­
дим

С »» (Ъ) =  ,

СХХ(Ъ) =  СУУ (Ъ) =  ау  e -|t|/T2 со8(шо Ъ), (150)

Сух(Ъ) =  С ху(Ъ) =  ау  e -|t|/T2 81п(ш0Ъ),

Предположим, что на систему действует внешнее поле Н1 (Ъ), так
что гамильтониан возмущения имеет вид

И' =  —р Н ЕН1(Ъ) =  —МН1(Ъ) (151)



(мы учли, что М  =  7 Н Е).
Исследуем линейный отклик макроскопического спина на это 

возмущение. Используя определение макроскопического спина, фор­
мулу (151) и флуктуационно-диссипационную теорему первого рода 
[15], можно показать, что

А  < М ^ (Ъ) > =  (  da Е  (Ъ — з) к̂ Х(з) ,
^0 м

где функция отклика
у'2 К2

Х-м(Ъ) =  —в ( Ъ)

 ̂  ̂ \ ^  <  0. 
в частности, отклик на магнитное поле

Н1(Ъ) =  (Н1, 0,0) е*“ *,

приложенное вдоль оси х , определяется выражением
А  < М  + (Ъ) >  =  А  < М х (Ъ) > + г А  < М у (Ъ) >  «  х у (ш) Н? е .

Здесь комплексная восприимчивость
1 — г и0 Т2ХУ (ш) =  Х̂  3------  ТЕ-,1 — г ( и 0 — и ) Т2

где
7 2 Н2
к Т

- статическая поперечная восприимчивость.
ХУ к Т  ау
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9. Немарковская релаксация кубита

в  этом разделе изучим динамику кубита при нулевой температуре 
термостата. Такая система допускает точное описание, которое мо­
жет служить для проверки работоспособности приближенных урав­
нений, описанных в предыдущих главах. Гамильтониан такой систе­
мы имеет вид

И  =  в о +  Е  ^̂2 +  Е (д^а+ Ьк +  дка - ь к̂), (152)
2 к

где  ̂ Паули, шо - частота перехода между состояниями
кубита,  ̂ и уничтожения фотона в у-й
моде поля термостата с частотой дк - константа взаимодействия

к
перейдем в представление взаимодействия

И 1 =  а+В(Ъ)+ а - В  ) (Ъ), (153)

где мы обозначили

В(Ъ) дк6к ехр(г(шо — шк )Ъ).
к

Далее заметим, что гамильтониан (152) коммутирует с операто­
ром полного числа частиц

N  =  а+ а -  ^ Е  брЬ], (154)
3

а это значит, что оба оператора имеют одинаковые наборы собс- 
венных векторов. Отсюда следует, что любое начальное состояние 
вида

ф =  вофо +  С1(0)^1 ^  ^  Ск(0)фк (155)
к

перейдет в состояние

ф(Ъ) =  софо +  С1(Ъ)ф1 +  ^ С к  ̂ Ь)фк ■ (156)
к

в  формулах (154)-(155) мы ввели следующие вектора

Фо =  |0)з !0)ь,
Ф? =  |1)з |0)ь,
Фк =  |0)з !к)ь,

(157)
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где |0)s, |1)s - основное и возбуженное состояние кубита, !к)ъ =  
5fc|0)  ̂  ̂ ^^^^^мого фотон а в моде к. Динамика полной
системы описывается уравнением Шредингера

гН ддь =  H i  ф. (158)

Нетрудно понять, что коэффициент со не изменяется со временем, 
поскольку

H i  фо =  0.

Таким образом, подстановка разложения (156) в уравнение (158) 
приводит к системе уравнений

<С1 =  - ^ E d k  expii{uo -  Uk)t)ck, (159)
к

C'k =  —igk exp(—г(и о — Uk)t )c i. (160)

Для дальнейшего удобства мы перешли в естественную систему еди­
ниц в которой

кв =  с =  Н =  1.

Полагая Ск (0) =  0, что означает отсутствие фотонов в начальный 
момент времени, и подставляя решение уравнения (160) в уравне­
ние (159) мы получаем замкнутое интегродифференциальное урав­
нение t

C:i =  Д  dti f  (t -  t i )c i ( t i) ,  (161)
о

где интегральное ядро определяется как

f  (t -  t i ) =  tr(B(t)E^(t ipB)

я Рв - есть вакуумное состояние термостата.
С помощью точного уравнения для амплитуды (161) мы можем 

построить точное кинетическое уравнение для редуцированной мат­
рицы плотности

P s ( t ) =  trB 1Ф){Ф1. (162)

После подстановки явного вида ф и дифференцирования по вре­
мени получившегося выражения с использованием (161) получаем 
следующее точное операторно-кинетическое уравнение
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(Уь =  — ̂  [а+ а - , рв(Ъ)] +

(  1 1 \+р(Ъ) а-Рь(Ъ)а+ ^ а + а - Р ь ( Ъ )  ^ р ь ( Ъ ) а + а -  . (163)
V  ̂  ̂ /

Коэффициенты определяются следующими соотношениями:

3(Ъ) =  —2 1 т ^ ^ , 7 (Ъ) =  —2 Е е ^ ^ . (164)
С1(Ъ) С1(Ъ)

Как видно, точное уравнение (163) имеет вид уравнения без вре­
менной свертки (11), более того, можно показать, что любой поря­
док теории возмущений также сохраняет структуру точного урав­
нения [25]. Более того, разложение в ряд теории возмущений со­
ответствует сохранению соответствующего порядка в разложении 
коэффициентов в ряд Маклорена. Таким образом, показана обосно­
ванность использования разложения уравнения в ряд кинетическо­
го уравнения без временной свертки.

В качестве более конккретного примера рассмотрим интеграль­
ное ядро в уравнении (161) вида

/ (Ъ) =  1 Хо^ ехр(—A|t|), (165)

которое соответствует лоренцевскому спектру термостата. Парамет­
ры ^ и 70 - обратные времена релаксации резервуара и кубита со­
ответственно.

Далее решение уравнениея (161) может быть найдено с помо­
щью метода преобразования Лапласа, из которого можно восстано­
вить редущированную матрицу плотности. Результирующее выра­
жение для вероятности нахождения кубита в возбужденном состо­
янии имеет следующий вид [25]:

Р11(Ъ)=  Р1 1 (0)е сЪ ^  ^  , (166)
/ к dt\ А / dt\ 2

2\ d \ 2 /2
где

d =л/А2 — 2роА.

В дополнение рассмотрим второй порядок разложения уравнения 
Цванцига для данной модели. После несложных преобразований 
можно получить следуюпдее выражение:

/* * Ф 1 1 \
Рь =  Р о ^  dзe- ^( t-s'> а-Рьа+ ^ а +  а-р^ ^ - Р ь а + а \  . (167) 

20 \ 2 2 )
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Решение уравнения (167) приводит к следующей вероятности 
заселенностей возбужденного состояния кубита

Р1 1 (Ъ) =  Р11 (0)е *̂̂/2 \ сЪ
(ГЪ

у
А^  -ттЗЪ
а'

Г'Ъ

2
(168)

где
о! =  \/ А2 — 4роА.

Как нетрудно заметить, структура решений точного и прибли­
женного уравнений схожи, однако есть небольшие различия, кото­
рые, тем не менее, несущественны для небольших времен. Таким об­
разом, мы видим, что приближенные методы, описанные в данном 
пособии, действительно воспроизводят точную динамику с некото­
рой точностью.
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Заключение

Метод проекционного оператора, как показано в пособии, пред­
ставляет собой эффективный способ описания неравновесных состо­
яний в квантовых системах. На его основе удается успешно решать 
различные задачи неравновесной статистической механики, кван­
товой оптики и др. в  настоящем пособии рассмотрен достаточно 
широкий крут проблем, касающихся как основ, так и конкретной 
техники применения метода проекционного оператора в различньк 
задачах. Вместе с тем, в силу ограниченности объема пособия, оста­
лись почти незатронутыми некоторые важные вопросы, в частно­
сти, проблема выбора начальных условий для обобщенного кине­
тического уравнения. В рассмотренном подходе основное кинети­
ческое уравнение было получено как формальное решение задачи 
Коши с заданным начальным условием отсутствия корреляций при 
Ъ =  0. В действительности для реальных систем корреляции долж­
ны всегда присутствовать, и момент Ъ =  0 никак не выделен. Из 
этого положения есть несколько выходов. Наиболее последователь­
ным представляется подход, в котором отбор решений уравнения 
Лиувилля, соответствующих сокращенному описанию, производит­
ся с помощью усреднения по начальным моментам времени фор­
мального решения задачи Коши. Указанная проблема кратко об­
суждалась в разделе 7 при выводе кинетического уравнения для 
фотонной моды. Сделаем еще ряд замечаний, касающихся данного 
вопроса (см.[3]).

Решение уравнения Лиувилля, удовлетворяющее начальному усло­
вию отсутствия корреляций

Р(t)|t=t0 =  Р р (Ъ0)

имеет вид
р(Ъ,Ъо) =  е - ^  ̂(t-t0  ̂Рр(Ъо), (169)

однако оно содержит нефизическую зависимость от начального вре­
мени Ъо- Поэтому решение (140) имеет разумный физический смысл 
лишь когда Ъ ^  Ъо, когда становятся несущественными детали на­
чального состояния.

Разумно предположить, что выполняется принцип равной веро­
ятности начальньк состояний, т.е. эволюция с равной вероятностью 
может начинаться из любого начального состояния Р  р(Ъ) в интер­
вале от до  Ъ, который будем считать достаточно большим и усред-
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ним (169) по начальным моментам времени в этом промежутке, т.е.

1 Г *
р(Ъ) =  ^ —  е- 2 ^ (t-t0) Рр(Ъо) ОЪо, (170)

Ъ — Ъо 2*0

при Ъ — Ъо ОД деле время Ъ—Ъо должно быть лишь доста­
точно велико для затухания начальных нефизических особенностей 
и формирования необходимых корреляций.

Таким образом, состояние р(Ъ)  ̂ в момент Ъ, равно
среднему по начальным моментам времени Ъо от решения началь­
ной задачи для статистического оператора или функции распреде­
ления р(Ъ,Ъо̂  промежуток времени Ъ — Ъо,
необходимый для затухания корреляций. Условие (170) определя­
ет неравновесный статистический ансамбль. Заметим, что в (170) 
усреднение ведется не по интервалу времени наблюдения, начиная 
с момента времени Ъ (которое используется при крупноструктур­
ном усреднении функции распределения), а по времени начальных 
состояний, предшествующих моменту наблюдения.

Усредненный статистический оператор (170) удовлетворяет урав­
нению Лиувилля

дР(Ъ) + - г -t) Р(Ъ) — Р Р(Ъ)- Т — +  г Ь р (Ъ) = -----  — --------
оЪ Ъ — Ъо

с правой частью, которую можно назвать источником и которая 
стремится к нулю при Ъ — Ъо ОД те (при этом, как всегда, пре­
дельный переход следует производить лишь после термодинамиче­
ского предельного перехода при вычислении средних любой дина­
мической переменной). Бесконечно малый источник, нарушая сим­
метрию уравнения Лиувилля относительно обращения времени, опре­
деляет граничные условия к уравнению и отбирает требуемые за­
паздывающие решения. Из уравнения Лиувилля с источником лег­
ко вывести основное кинетическое уравнение, подобно тому, как это 
делалось в разделе 2.

Подробное обсуждение проблемы выбора начальных условий и 
вывода основного кинетического уравнения можно найти в обзоре 
Д.Н. Зубарева [3].

Не рассматривался нами и вопрос о связи метода проекционно­
го оператора с другими подходами, используемыми при описании 
неравновесных процессов. Обсуждению указанного вопроса будет 
посвящена вторая часть пособия.
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