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Введение

Целью данного учебного пособия является сжатое изложение основных 
методов таких оптических дисциплин, бурно развивающихся в последние 
два десятилетия, как "Фурье-оптика", "Оптическая фильтрация изобра­
жений", "Реконструкция искаженных изображений", "Томография", "Голо­
графия", "Фазовая проблема в оптике". Каждая из перечисленных дис­
циплин заслуживает самостоятельного изучения и написания отдельного 
учебного пособия.
Особенность данного пособия в том, что рассмотрение фундаменталь­

ных математических основ позволяет установить связи между перечис­
ленными дисциплинами. Например, математический аппарат теории опти­
ческой пространственной фильтрации тесно связан с методами оптико- 
-цифровой реконструкции изображений, а также широко применяется 
при решении фазовой проблемы в оптике. Кроме того, связь между 
преобразованиями Радона и Фурье, приведенная в пособии, сближает 
между собой метода исследования в томографии и голографии.
•Основным оптическим элементом является линза. Именно она объеди­

няет между собой любые разделы оптики и является аппаратной основой 
оптической обработки информации. Линза способна формировать изобра­
жена и пространственный Фурье-спектр. С помощью линзы можно опти­
чески реализовать многочисленные интегральные преобразования - 
Фурье, Френеля, Гильберта, Ханкеля и т.д. Поэтому много внимания 
в пособии уделено описанию передаточных свойств тонкой линзы.
Тонкая линза - абстракция, но такая же фундаментальная как 
материальная точка в механике или осциллятор в электродинамике.
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I. Свойства тонкой линзы

Тонкий оптический элемент - это транспарант, через который свет 
проходит так» что каждый луч на выхода оказывается несмещенным, а 
только отклоненным по отношению к лучу на входе. Пусть т(Х»у) - 
комплексная функция пропускания транспаранта, тогда по определению 
комплексная амплитуда света на выходе трэнспаранта и3(х.у) изме­
нится в т раз по отношению к амплитуде и0<х»у) вэ его входе

OjCx.y) = т(ж,у) Оо(х,у)

Найдем в параксиальном приближении 
функцию пропускания тонко® сфери­
ческой линзы. Если линзу освещает 
плоская волна, распространяющаяся 
под углом в к оптической оси, то 
ее комплексная амплитуда равна

ж

< 2 >

ГДЭ х = (3t,s>,z) , k -(ksis0ooBa, 
ksiB©si2scs, kcos© ) - ВОЛНОВОЙ
вектор, задающий направление рас­
пространения ПЛОСКОЙ ВОЛНЫ, о - Рис. I
- полярный угол В ПЛОСКОСТИ (X.F) 
к=2*А - волновое число света с
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.длиной волны х, Если плоская волна распространяется вдоль оси z , то. 
вместо (2) слэдает записать

Uo<x) = exp<ikz) . (2$)

Линза не поглощает свет, а только деформирует волновой фронт падаю­
щего на не8 излучения, поэтому на выходе из линзы комплек­
сная амплитуда будет только фазовой:

UBs- 1tpix.y)
01(k ,v ,z } - в  в . (3)

Из (I), {2*> и (3) едедазт» таз пропуска®» линзы

т(х,у) = e3tp£i*>(x,F)I > (-*}

где - к е djE*.у) - dgCo.o) 1 - фаза светового поля за выжр-
де из линза, а,,, dg - разности хода лучей» проходящих через линзу.
Из рис.1» на котором показана линза и ее составляю®® поверхности с 
радиусами кривизны я, и Hg и ход лучей dt и , следует, что 
луч dg, проходе по центру линзы, толщиной а и с показателем прело­
мления а » приобретет задержку фазы dg=iraa -, а луч , проходя 
через периферий линзы, приобретет задержку фазы

4г = к [ а + п(Д - a) j ,



в

где

Тогда

где

= [ 8j - (I«f - х2)1/23 + I Rg - (Н| - х2)1/2

окончательно получим

7>(Х„У> = -
Ь{Х2+ F2}

2f (5)

f - <**-«-*1*2 

®1+ «2
- фокусное расстояние линий.

Из (5) следует» что плоский пучок 
света трансформируется линзой 
в сферическую волну (в параксиаль­
ном приближении -в параболическую). 
Если линза собирающая (имеет выпук­
лые поверхности и знак перед 
фазой в уравнении (5), то плоская 
волна преобразуется в сходящуюся 
( рис. 2.а). Если линза рассеи­
вающая ( имеет двояковогнутые по­
верхности и знак ”+” веред фазой в 
уравнений (5), то плоский пучок 
преобразуется в расходящийся, име­
ющий мнимый фокус (рис.2,6). 
Распространение света в простран­
стве описывается в скалярном приб- 
лшенш уравнением Гельмгольца

Рис. 2
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к ) U<x) = О ( 6 )

, ,2 -.2 »2где V 2 = 2 + » + »
дх а? аъ

лапласиан.

Для параксиальных световых пучков» которые распространяются в узком 
телесном угле вдоль оси z , используется параболическое приближенш, 
в котором вместо уравнения (8) выполняется уравнение

( 2ik - +. 7 2 ) Щх) = О ,
a z  -  -

(?)

2 2
где 7 2 а а+ - _ - поперечный лапласиан. Решение уравнения (7).2 т .2ах* e>v
через функцию Грина будет иметь виц преобразования Френеля

0 (х , у , х }  = g f j  ио <?,7»)*

*  e x p £ ik { (x . - Z  } Z+ (V - n > 2 } / 2 3 i l .  (8 )

Преобразование Френели (8) свя­
зывает комплексные амплитуда в 
плоскости а и в плоскости 
2=0 Срис.З). Преобразование 
Френеля (8) можно записать в 
виде свертки
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U{x,F,z) = UQ(? ,r?>* b2<C ,jj). (9)

ГДР fc2(JT,7?> = | exp [1«?2+ T?2)/2aJ (10)

- функция импульсного отклика 
свободного пространства,
Навдэ» связь между коюяекснн- 

ми амплитудами когерентного све­
та на выходе к входе Фурье-ана- 
лизатора. Оптическая схема 
Фурье-анаднзатора показана на 
рис, 4. Входная я выходная пло­
скости в данном случае располо­
жены на фокусном расстоянии от 
лаза. Воспользовавшись функци­
ей импульсного о т н ю  простра­
нства <Ю> и функцвэй ̂ опуска­
ния линзы (5), получим в ком­
пактной форме

ВХОД шыжм

%  = [ | v  hJ T ]* hf - С11) Рис.. 4

Более подробно формулу(II) можно переписать в виде

ik[{u-f )2+(v-7?)2]/2f -ik(u2+v2 )/2f

ikt Cu-XL)2+(Tf-F)23/2f
(12)

<5?&?dudv



В (12) 8ЮНС50 вычислить промежуточный интеграл ш  переменным а И v :

00 ik(u2+v2)/2f - Ш Х ж - К  >+v{y+r?)3/fя в е  iiusfcr =
—СО

( 1 3 )

= | exp ^-igf[(x-K )2+(y+4)2]j 

Подставив (13) в (12), окончательно получим

Sf ( x , y )  = | /J Bo £f',r?) э  djdi? . (1 4 )

Выходная плоскость Фурье-коррэлятора (рис.4), располоменая на фокусном 
расстоянии от линзы, называется также плоскостью Фурье-сшктра или 
плоскостью пространственного спектра, ш ®  фокальной плоскостью линзы. 
Таким образом, соотношение (14) показывает, что комплексная амплитуда 
света в фокальной шюскости линзы является Фурье-образом от амплитуда 
исходного поля.

Пример I. Цусть на входе анализатора имеется плоская волна, рас­
пространяющаяся ВДОЛЬ ОПТИЧЭСКОЙ ОСИ, ТОГДа НЗ ВЫХО^ получим

t   .® -ifeaf/£ у---■ /--- -
EfCx) = /  k/£ / в <Ж - /  к/£ S(kx/£) = У t/Ь <S(x) , (IS)

где б(х) - дельта-функция Дирака.
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Пример 2. Пусть на входе анализа­
тора имеется наклонная плоская

Рис. 5
Где хс = f eina .
Из (16) следует, что плоская волна собиретея в точку в фокальной плос­
кости, отстоящей от ее центра на расстоянии *0 (рис. 5).

Из примеров I и 2 можно сделать общий вывод о том, что если на
входе анализатора имеется световое поле, представимое суммой плоских 
волн (любое световое поле можно приближенно представить так)

* К
Ео« > = I Спе • {17)

П=1
. &

то в плоскости пространственного спектра сформируется световое поле* 
представляющее собой сумму 6-функций в течках, равных кп- n f sine* :



II

Ef(x) С* <5(гг. -  я > а н da)
0=1

Рассмотрим, к чему приводит ограничение входного светового поля 
диафрагмой или финитность комплексной амигатуде света на входе в 
Фурье-анализатор (рис.в).

Пример 3. Пусть диафрагма, 
ограничивающая осевую плоскую 
волну на входе анализатора 
имеет размер 2а. тогда яа вы­
хода получим

 _  а -ifcse/f
Kf (x )  = /  k/f X е <£

.-а
(1 9 )

= 2к/ k/f siacOtax/f) ,

s i »  я
где iSinc(x)

Функция si тс гадает шрвый нуль на 
расстоянии xf/2a от шнтра .

Пример 4. Двумерный аналог предадущзго 
ченш~шля плоской волны прямоугольной 
тогда на выходе анализатора получим

Рис. 8 

случая состоит в ограш-
E-a,aJx£-b,b) »

= 4ab| S in c (k a x / f) sincC&by/f) ( 20)
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Пример 5. Пусть осевая плоская волна ограничена круглой диафраг­
мой с радиусом к .расположенной во входной плоскости Фурье-аяали- 
затора, тогда в полярных координатах вместо (14) будем иметь

Ж 2п

^(РгР) - f J J <5® expClteo eos(*>-©)/£3 =© ©

a jjt&ao/fj
=2я1 Г J (kcp/f) pdr -   . <21}

1 о ° Х CkRs/f)

При этом щ  воспользовались соотношениям

£-i)m ^
JB(x )  = ~ jg ~  J  ex j> (lx  cost + ISBt) d t . <22}

J0(«» = • (23)

где хэдоw> , r=paiw> » , п=г-э1ю9 » Лщ<х) - функшя Бесселя

a-ro порядка первого рода. Первый нуль функции aj^xi/x равен 3.8» 
поэтому расстояние до первого нулевого кольца функции комплексной 
амплитуда sf<p) равно ро=1.22 Xf/гк . -

Из приведенных примеров видно» что ограничение плоской волны апер- 
турными диафрагмами приводит к уширению сшктра: вместо бесконечно 
узкой 6-функции подучаются функции а1яс{х)/х ИДИ Jj(x)/x , и ж ю т т  
шрину, определенную как двойное расстояние до первых нулевых - 
значений» обратно пропорциональную размеру диафрагмы.
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К уширению спектра приводит не только финитность амплитуды светового 
поля на входе Фурье-анализатора, но ж ограничение размеров линзы, ко­
торая формирует пространственный спектр. Математически преобразование 
Фурье от финитной функции дает аналитическую функцию экспоненциального 
типа, т. е. бесконечно дифференцируемую функцию» которая по теореме 
отсчетов Котельникова представима однозначно через свои значения 
в счетном числе точек расположенных эквидистантно и разделенных рас- 
стоянием Найквиста. В одномерном случав по теореме отсчетов можно за­
писать

х-пб
КЛх} = 2 Kf(xn) eioc(— j---) » » о=х£/2а » (24)

где 2а - размер диафрагмы» 6 - период Найквиста.
Рассмотрим далее оптическую интерпретацию свойств преобразования 

Фурье.
• I. Изменение масштаба. Если ксх) - Фурье-образ .функции «< > » 

то аЕ(х/а) - Фурье-образ функции £(а£) . Другими словами» увеличе­
ние периода модуляции амплитуда или фазы исходного светового шля 
.приводит к пропорциональному уменьшению ширины пространственного 
спектра» и наоборот. Если диафрагму осветить плоским пучком» то 
это свойство можно выразить так: увеличение размера диафрагмы на 
входе анализатора приводит к пропорщюналъному уменьшению ширины 
протсрансгвевного спектра, ж наоборот.

2- Поперечное емещешэ объекта. Если ксж) -Фурье-образ функции 
f(f), то В(х)вхр(1&аз^£> - Фурье-образ функции £«-&). Оптически 
это означает» что смешение вого юля шесте с диафрагмой во 
входной плоскости Фурье-анализ атора приводит к гавшшв) фазы спек­
тра и не изменяет его модуль. Это - свойство инвариантности ин­
тенсивности света в фокальной плоскости к поперечному смещению 
объекта.
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3, Дифференцирование спектра. 
Пусть имеет место соотношение

• /--* ~ /'ГЕЛх) = У k/f J К (? }е Ж  ,

тогда дифференцируя обе части его, 
подучи®

. .. „ -itaf /f
f ^ x )  = - i f / k / f  J?Bo (? )е  * .  (25 ) РЯС. 7

Из (25) с®дует, что если Ef(x) - Фурье-спектр поля ко<? j , то

if/к - е.<х) -Фурю-стюктр поля ?Е . Опткчесхая схема для rea­
ds 1 °

лизации диффереигирования пространственного спектра показана на 
рис. 7. Во входную (объектную) плоскость вводится амплитудный ли­
нейный фильтр (транспарант) с функцией пропускания вида т<? > = г.

4. Сохранение световой энергии. Это свойство основано на равен­
стве Парсеваля. которое в . данном случае имеет вид

9 -Ш йГ/ f  *  ik x f V f
JiE f (x )| zdx = | JXJBo (? )e  E * ( f ' ) e  d fd f 'd x  =

= JJ K ( ? ) A o  ««-**)**' = I |E (? )|2«K .
(26)
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2. Фурье-коррелятор и оггшэск® преобразования

А*

Двух - каскадная оптическая 
схема» состоящая из даух 
последовательно расположен­
ных Фурьа-анализаторов назы­
вается Фурье-коррелятором и 
показана на рис, 8. Линзы 
могут быть с различными фо­
кусными расстояниями - и 
£ ,  а в частотной плоскости 
располагается пространствен­
ный фильтр с пропусканием 
нее).

Получш соотношение» свя- 
'зываашве амплитуда на входа 
и выхода Фурье-коррелятора.
Из (14) в одномерном случае следует, что в плоскости перед фильтром 
комплексная амплитуда равна Фурье-образу исходного поля:

Ршс. 8

Sf  «  ) = / к Щ  f  SQ (X ) :
-1■sx£/t1 ебк . (27 J

В плоскости за фильтром амплитуда равна:

S'«) = Н(? }Е, (?)п
(28)

Ей'выходе коррелятора получим амплитуду как результат- фурье-прэобрэ- 
зоваяия от функции В' с? >:
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/  -ikx'f/f„
Sc<x') = /  k/f2 J E'Cf )e ^ cJT . (2S)

—CO

Подставляя <27> и {28) в <28), получим

Q)
,-1/2(ж*) = k(£1f2)_“/4S JJ Н<? Щ оШ  exj> £-iK (x/fj-ж'/i2)l«dx =

к ro -iJosr/f, гда .h(x> = — - f m e  )* «  . {3d
a»."—.4 —CP

*4*2

- частотная функция пространственного фильтра, При ±\=f2 вместо 
(30) получим на выхода коррелятора

а?
Е̂ (х') = J Е (x )h < x+ x ') dx = К ® Ь , (32)_о> v °

гда * - знак операции корреляции.
Из (32) видно, что амплитуда на выходе коррелятора равна 

корреляционному интегралу между амплитудой исходного поля и 
частотной амплитудой пропускания фильтра. При отсутствии фильтра 
щ о = 1  из (31) следует, что Ых) = £(х), а из (32) следует.
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что
Bc(x'J = E0{-X) . (33)

Иными словами, при отсутствии фильтра на выхода коррелятора форми­
руется изображение тождественное объекту, но перевернутое и изме­
ненное масштабно, при f2 отличном от £,.

Рассмотрим далее математические преобразования , которые могут 
быть осуществлении оптически с помощью Фурье-анализатора или Фурье- 
-коррелятора.

1- П{^обРазоваше Фурье выполняется с помощью Фурье-анализатора 
(см. рис. 4, уравнение (14),

2. Интегрирование функции выполняется также с помощью анализато­
ра при расположении точечного фотоприэмника в центре фокальной плос­
кости ЛИНЗЫ:

3- Изменение масштаба исходной функции {увеличение я т  уданьше-
ние изображения) выполняется с помощью Фурьв-коррелятора без фильтра 
и описывается формулами (31)и (32). При f2 > tx - увеличзяив 
изображения , при , f2 < £г - уменьши®.

4. Дифференцирование функции выполняется с помощью коррелятора с 
линейным амплитудным фильтром нее) = - ш /f :

£(х> <*. F{e)H«> ♦ у £EHj ■- ^ « - х )  • (35)

so -ifeae/fEf(o> - J ко(е >e (34)

В результате можно записать выражения:
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-ifatf/f f(-x) = J F{? )e <£

, " -ifcs? /£
d  f ( - x )  -  - i f  f  ? F { ? ) e  dT =  ^  £ F «  ,
tibt

rm г - знак Фурье-преобразования,
5. Смещение объекта или трансляция выполняется с помощью корреля­

тора при расположении в частотной плоскости линейного фазового филь­
тра (оптического клина) С пропусканием Щ?) = exp(ikaf/f) :

f(x) * F(? )H(f > * Г £FH} = JT(-x-t-a) . (36)

В результате

-iJatf/f ikaZ/f ikaf /£
f(-x-Hs) = J F((T)e e ОГ. - У IF{f )e ].

8. Пространственная фильтрация осуществляется с помощью корреля­
тора при расположении в частотной плоскости амплитудных фильтров:

фильтра нижних частот с пропусканием

Н (? ,г ,) = i^ c t (? / d 1 )rec t(i7 /d 2 ) ; (3 7 )

фильтра высоких частот с пропускание»
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н,<?.») = i - H(f ,7?) ; (38)

полосового фильтра с пропусканием

НдСЛ.Т?) = ]> l«3Ct̂ (3 9 )

n = l dr.

7- Вычитание(сложение) фуякпия (изображений) выполняется с помо- 
1 : орреля >ра Пусть на входе имеется два световых поля с комплекс­
ными амплитудами f^x-a) и f2(x-b) ,смешенные относительно друг 
друга на расстояние (ь -а>  » ь > а. В частотной плоскости корре­
лятора получим амплитуду вида

Щ а / f  IM b / f
F {? ) = STC? >e + F2 (e )e  . (4 0 )

Если в частотной плоскости коррелятора расположен фильтр с пропус­
канием

НС?) = 2 c o e jW (b - a )/ f  + Р  j  + I  , (4 1 )

то на выходе коррелятора получим поле, описываемое выражением

r , г ikbe/f+i? Ш  {2a-b)/f-ip
^ (fh J  = )е  + l \ K ) o  J +
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r i i f  { 2b-a }/£ + ir>  i b j a / f - i f  •,
+ ?  F2 (? )e  4- Fg ( f  )e  +

r ifeja/f ikfb/i ,4--»jFJ(f)e + F2(t)e = (42)

= [f, (3-b)eip + fg(x-b)J + jf2(x-b)e-ip + f.(x-a)j +

+ [i, (ж-2ь4-Ь)e~л5> + f2(x-2b«-a)eilI>J ,

где s* - операция Фурье-преобразования. Из {42) видно, что первое
слагаемое в квадратных скобках равно сумме двух функций при р-о 
или разности двух функций при *>=я , Пространственное расположен® 
функций {изображении} на входа и выходе коррелятора схематично по­
казано на рис. 9.

I *1 h в! 1[:
!

10 В
!Ь

fatfi U * - t a S? б
! 1 | | !2а-Ь— S0 ш

1
Ь 2 Ь~е swxoл

Рис. 9
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Из рис.З можно вывести условна для пространственного разделения 
слагаемых в (42): если ширина фушизш •е1 и г.., равна д , то 
Д (Ь~а).

8. Взаимная корреляция двух изображений выполняется с помощью 
Фурье-авализатора и с помощью регистрации распределения интенсивно­
сти спектра. Пусть на входе имеется дез изображения ft(x-a) и 
г2(х-ь) , тогда в фокальной плоскости» используя (40)» получим 
распределение интенсивности

, , , , lK(a-b)/f
ТС?) = I F(f )| — )Г+|!Г2«)1 + FjF*e +

♦  . (4 3 )

Если расположить в фокальнрй плоскости линзы фоторегастрирующпо 
среду» например. фотографическую пленку или пластинку». и в линей­
ном режиме записать на эту среду распределение интенсивности <43>. 
то формула, описывающая пропускание среда будет шеть вид

не? > * « К ? > .

где а - коэффициент пропорциональности. Дале® следует расположить 
эту сред© на входе #урье-ааадшгатора» и на выходе получим

ее ' « '
y [lC?)] = / f2(x)f*C»H')*t + J f2(s)f|{xw)dht

-C&
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+ J f 1(x)f2(x-H'+a-b)dx + J fg(x)f*(x+i-,-a+b)dx. (44)

Из (44) ВИДНО» что искомым 
результатом является 
третье или четвертое сла­
гаемые. На рис.10,6 показа­
но схематично пространст­
венное расположение изо­
бражений» описываемых фор­
мулой (44),. а на рис.10,а 
показано расположение ис­
ходных изображений : фун­
кция £, 
центром в

шириной 
точке 1 Ж

8, 8г

' ш о л
О в

Рис ЛО

функщя ±2 шириной До ■ 
с центром в точке ь 
(Ъ > 3). Из рис.10,6 видщо, 
что корреляционный сигнал 
имеет следующую структу­
ру: в центре фокальной плоскости анализатора имеет место сумма 
двух первых слагаемых с шириной изображения гд2 (если д, > 
в окрестности точки (b-а) располагается изображение, описываемое 
третьем слагаемым в (44) шириной <д1+д2) , а в окрестности точки 
(а-b) располагается четвертое изображение из (44) шириной также 
(д +д ). Условие пространственного разделения этих изображений 
имеет вид

Ь-а > A j+3A2/2 . (4 5 )

Визуализация фазовых неоднородностей осуществляется с помощью
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Фурье-коррелятора при размещении в частотной плоскости фазового 
фильтра Церннке < такое устройство называется теневым прибором). 
Дуст» на входе имеется чисто фазовое световое поде со слабой мо­
дуляцией фазы

iР(х)
£(ж) = в , • <й(ж) « 2гт . (46)

Тогда (48) можно разложить в ряд с точностью до квадратичного члена

exs»[ip(x)J3E 1 + 1др(х) - ...

В частотной плоскости коррелятора получш комгдаксную амплитуду

_ 6(f j + , (47)

где > - фурье-образ от фазы 
р (?>. Фильтр Цершке имеет пропу­
скаю® ввда

г i=0in/2 » |f | < д 
Н(?) = { (48)

{  1 , |f | > Д .

которое можно реализовать с помо­
щью прозрачной пластины с показа­
телем преломления п, имеющей 
стушнъку ВЫСОТОЙ г I

К * )

- L _ s -'
в в 1

.1 1
Г 2 Д  ’ ’
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(48)

где х. • длина волны света. Диаметр ступеньки йл равет фун­
кции импульсного отклика линзы коррелятора. Вад пластины, реализую­
щей фильтр Дернике» показан на рис .II. С учетом (47) и <48) на 
выходе коррелятора получим комплексную амплитуду вида

=  * \  i 6 « )  +  )  j  =  « ! « , « > ,  < 5 0 )

и интенсивность

If?) = 1 Hh 2f>(f ) + ?>2{4 > s X * 2р{? ) . (51)

Из <51) видно» что paопределение интенсивности света на выходе 
коррелятора с фильтром Цервике пропорционально фазе исходного све­
тового шля, т. е. модуляция интенсивности на изображении зависит 
.от фазы изображения, з это и есть эффект визуализации фазы.

10. Преобразование Гильберта выполняется с помощью коррелятора 
при размещении в частотной плоскости знакового фильтра с пропуска­
нием

f  1 * ? > °  ( 5 2 )н ю  = 1 веп(к) -  1
г 1 , е > о
1 - 1 . ? < о

Такой фильтр монет быть реализован с помощью прозрачной стеклян­
ной пластины с показателен преломления к и со ступенькой высотой
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...
s " '■'2Ca-l} ‘

Вид пластины» реализующей 
пропускание знакового фи­
льтра показан на рис.12. 
Преобразование Гшьберта 
от функции £(ж) имеет 
вид

С 531

£(x)dx 
(s'-s) , (54}

ж*>

2(a-D

Рис. 12

где р - символ» обозначающий» что интеграл вычисляется как 
главное значения.

Тогда цепочка преобразований в коррелятор© такова:

f ( * >  <» W K  )  #  т  > Н С ? Ш О а д а С О  -

Используя далее свойство Фурм-шеобразовашя С Фурьэ-образ от 
произведения функций равен свертке Фурьв-образов этих функций >» 
получим

Г |ше IseaC? }] ” y [F]* г'[1 *»*] = «*)*

fCzJcte (55)



гда * - знак интеграла свертки, ^и/п-^ = isgnf .
t зть на входе коррелятора

ищется световое поле с амплитудой f<x)= оов(«х> , тогда поле 
перед фильтром в частотной плоскости будет описываться формулой

6{?-br/f> + <5(?+kw/f)F (0  ,      ,

а шслэ фильтра ,с учетом (48),- формулой

6{? -k*i/f) - <5(?+kw/f) 
= i --— ?------ -

Hs выходе коррелятора получим

Six') = rjWJ =

1их* -i«X'
=g{ s — e ) —

= - eis(«' 5 .

Из приведенного примера вид­
но, что Гильберг-обрзз косину­
са равен минус сшуеу. Иными 
словами, преобразован» йиъбвр- 
тз по своим свойствам шходо на 
операцию диффереящюваяш» 
но так как это интегральна© Рис. 13
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преобразование, то дифференцирование происходит "мягкое"» "сгла­
женное-*. Например» на рис.13 показаны отличия производной (рис .13,6> 
ДЛЯ функции r e c t (x / a )  (рИ С.13,3) ОТ 88 Црб0бра30В8НИЯ ШЯЬбврта 

(рисЛЗ.в). Заметим, что обратное преобразован® Гильберта по отно­
шению к прямому (54). имеет аналогичный ВВД:

, S (x ')d b c '
f(x) = | р  J — - . (56)

Преобразование Гильберта часто используется для оконтуривания изо­
бражений вместо операции дифференцирования, так как знаковый фильтр 
(48) - фазовый и не поглощает световую энергию, в отличда от ампли­
тудного фильтра (35), используемого для дифференцирования.

II. Преобразование Хзнкеля m-го порядка (нк=о»1,2,...) выполняется 
с помощью Фурье -анализатора для радиально-симметричных световых по­
лей с помощью фазовых масок, помещенных на входа и выхода анали­
затора. Преобразование Ханкеля имеет вид

Х (р ) = /  f ( r ) J B(t a p / f )r d r  , (5Т>
О

где je(x ) - функция Бесселя m-го порядка. Обратное преобразование 
Ханкеля имеет аналогичный ввд:

СО
Иг) = J X(p)JB(kro/f: рйр

о

(5В)
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гяз * ~ знак интеграла свертки, ^ei/пж] = teenf .
Пример преобразования Гильберта: пусть на входе коррелятора 

имеется световое гож с амплитудой f(х)= зов(в) , тогда поле 
перед фильтрош в. ча то юа плоскости будет описываться формулой

6(Z-tot/f) + <5(?+kw/f)
*«> = ---------к..... .

а гоеле фкдьтрз ,с учетом (48),- формулой

6 ( ( - k w / f )  -  »5{? +kw/£) 
' У (?  )Н {? 5 = i ---------- -------- ——

Ва выходе коррелятора получим

СКж*) = ̂ [fhJ =

, iw x ' - iw x '
=2С * — е } -

= - siaptnt' 3 •

Из приведенного примера вид­
но, что Гильберг-обрзз хосшу- 
са равен минус енеуоу. йндан 
словами, преобразование Гильбер­
та го своим свойства® гожа» на 
операцию дифференцировавши 
но так как зто интегральное РИС. 13
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преобразование, то дайеренцировашэ происходит "мягкое", "сгла­
женное", Например» на рис.13 показаны отдави пройзводаой (рис.13.6> 
душ функции rectcx/a}' (рис.13,а) от ее преобразования Гильберта 
(рис.13,в). Заметим, что обратное преобразование Гильберта по отно­
шению к прямому (54) имеет аналогичный вид;

- “ G(x')dsc'
«*> = I Р I ■

—Ф ¥

Преобразование Гильберта часто используется для ононтуривания изо­
бражений вместо операции дифференцирования» так как знаковый фильтр 
(48) - фазовый и не поглотает световую энергию, в отличде от ампли­
тудного фильтра (35 >» используемого для да&ф8реншрован5<ш.

II. Преобразование Ханкеля m-го порядка ( b p o . i . z . . . . )  выполняется 
с помощью Фурье-анализатора для радиально-симметричных световых по­
лей с помощью фазовых масок, помещенных на входе и выходе анали­
затора. Преобразование Ханкеля имеет вид

Ж(е) = X f(r)Je(top/f)rdr . (57)
О

где J U) - фунгадая Бесселя m-го порядка. Обратное преобразование 
Ханкеля имеет аналогичны® вэд:

f(v) = X Х(р)Ja(krp/f) pdp
О

(58 )
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Пусть радиально-симметричное световое шла 

f{at,y> = f(r,*>) = f(r) 

на входе в анализатор попадает ва фазовую маску с пропусканием

1ш aretgCf/s) issr 
тюС*,у) = в = е

где с?,®} - полярные координаты на входе анализатора, 
Тогда на выходе будем иметь комплексную амплитуду вида

*•. i&CssJ+jTOji/f
Ж(?.»> = JJ т (*.F)f?*.y)e йхсЗу =

imp Upr coa(*>-¥')/f
J rdr J ф» e e = W(p,w}
о о

где Cfo.w) - полярные координаты на выходе анализатора. Далее, 
используя, соотношение (22), вместо <60), подучим более ком­
пактно© выражение

1w
F(p,v>) = 2я{-1) е Г ffr)Jf (tap/f) pebe

о ш

(59)

( 60 )

(81)

Для того чтобы устранить экспоненциальный множитель перед интегралом
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в 61 ’ ' '  з зв ops савщ &т рвзавсггять фазову® маску с
аналогичным (59};

,я -iW
V*'» = 2я в

Тогда вместо {81} акшчатздшо подучим

<50
Ж{,Э} =  W i p , , w i r  ( V )  -  f  f ( r . j  (k : - -/ x > rd ;r  Ш ш

12 • ДиФФврзнцироваиш радщажно-еишэтрдааш: световых падай осу­
ществляется с помощь® коррелятора с простравстввннш фильтром в 
частотной плоскости с пропусканием

. ±у
т{р,у) = ре _ (S3)

Тогда даред фильтром подучив <k/f=i):

СО '•
F:,.'> = J f(*)Jo<s*>)*dr

о

а на ш  -ч . ' t  i поле ошеывашое выражением

со 2гг

ф р ) * * 1*’] = Г J Ftp**** eiP‘" о®**-'»* р*> =
о о
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. , 00 со
3Jp п 4а> “* 2

= 2пв J F (P )P  J ^ r ' p ) *  = 2nre J J f ( r )J o ( r p )J 1( r 'P ) r d r P  dP-

О о

Далее, используя рекуррентные соотношения для функции Бесселя

ы 1(х) = *гьА>(шс5 •

получим промежуточный результат

со ®
X ̂ (rpJJjtr'pJp2!̂  = -J >Io<W:')ar'£J0<rV)3pdP = о °

. ® л  г <5 ( г - г '  К

=-dr'.f «J0(^)J0(r'p)pdo = ~dr'[ г J •
О

Последнее равенство в (86> получено на основе ортогональности 
функций Бесселя

Г J _ {rp )J  ( r 'p )p d p  = ^ <S (r-r*) . • ' В  ш *

Из (64) и <86) окончательно подучим на выходе коррелятора

г -», * *  а Г й ̂  г г  * Н^[FCPiPe1̂ ] = 2пегр jf(r>f„-[ 7 ]rdr =
о

(64 )

(6 5 )

( 66)

(6 7 )



Чтобы устранить экспоненциальны® множитель перед производной в 
(68)» на выходе коррелятора следует разместить фазовую маску с про­
пусканием» аналогичным (62):

TCP') = в-1*' . <39)

Покажем, что использование фильтра"(63) позволяет трансформировать 
плоски® световой пучок на входе коррелятора в кольцевой пучок на 
его выходе. Действительно» пусть на входе имеется поле с амплитудой

Г 1 , г < н , {70)
f ( r )  = c ir e l (r / R ) = j о , г  > R

Тогда в частотной плоскости перед фильтром получим согласно (21)

F(р ) = J J j^k rp/ f)  rd r  = йггН2
(kRp/f)

ш ш  фильтра (83) голучш ¥(р1р&х'!*
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а на выходе коррелятора сформируется световое поле с комплексной
амплитудой (ao=Wf>

05 2я J ,  (В  р )

?\np)peiP] = 2*Е2 Г J  P*if? е1кГР coe‘̂ W d v 5  =
L J о о Vyp

со

=2nE2e iv '/H f  J ,  {E  p ) J ,  ( f c r p / f  )  P d P  = 2 n e 1',> -  (? 1 >О. X о JL

Из <71) видно» что если на входе коррелятора имеется световой пу­
чок круглого сечения с радиусом к , то на выходе сформируется узкое 
световое кольцо также с радиусом к .

13, Дифференцирование световых полей с целью восстановления фазы. 
Рассмотрим» как с использованием Фурье-коррелятора со смешением 
можно по распределению интенсивности светового поля на выходе кор­
релятора восстановить фазу поля. Оптическая схема смещенного кор­
релятора показана на рис.14.

. ж
(\

. ТО

t £
1 *

У 1

и

f

Рис.14
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Пусть на входе имеется пода £(х) , тогда в частотной плоскости 
будет его Фурье-образ F(?) . По отношению ко второму каскаду 
этот Фурье-образ будет сдвинут на расстояние а от оптической оси
(СМ. рис.14): F(?-a). В ПЛОСКОСТИ 38 ЛИН8ЙНЫМ ЭШЛИГУДНЫМ фИЛЬТрОМ 
с пропусканием т(? )=? сформируется поле с амплитудой F(?-a>? . 
которое преобразуется на выходе коррелятора в поле с амплитудой

Пусть квадрат модуля этого поля (распределение интенсивности света) 
измерен экспериментально и является известной величиной |fo(x*)|z=
= i(x') . тогда заменив, комплексную амплитуду faCx'} на ее амп­
литуду (опуская штрихи) &{х) и фазу р (х ) » получим вместо (72)

входа коррелятора, которая таюке может быть измерена экспериментально, 
а квадрат производной амплитуды представим через измеренную на входе 
интенсивность и ее производную:

ОD
£0 { Х ' )  = ^Гнсг-а)?] = J F (? -a )? e  1 x 4  df 

L J о

со

(7 2 )

Кя) = j|jAU>e Л 2 = д | (х )  +  О х ( х )  +  а З А (х ) . {7 3 )

41а Сх)
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Итак, вместо (73) в новых обозначениях получим соотношение

IU) = [41 (х)3 lI^(x) + I (х)[Р <х) + а]2 . (74)О ОХ О А.

из которого следует (I о)

dx + а = +•
41с(х)

(75)

Если выбрать величину смещения а > о чтобы выполнялось усло­
вие

ф>(х)
1 dx 1 sax ’

то в (75) следует выбирать знак “+" , а это означает, что выражение
(75) позволяет однозначно по измерению двух распределений интенсив­
ности на входе и выходе коррелятора со смещением и с линейным амп­
литудным фильтром восстановить фазу светового шля. Это типичный 
пример оптико-цифровой обработки информации в когерентно-оптичес­
кой системе.
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3* Реконструкций искаженных изображений

Изображение может быть сфор­
мировано не только с помощью 
Фурье-коррелятора (рис.8, фор­
мулы (30) и (33) , но и с по­
мощью одной сферической соби­
рающей линзы (рис,15}* если 
расстояние а от плоскости 
предмета (х,у) до плоскости 
лжзы <? ,п) и расстояние ь
ОТ ЛИНЗЫ ДО ПЛОСКОСТИ (a,v)
связана урзвнешэм тонкой лин­
зы с фокусным расстоянием £ г

. Х,у ъ п Ufv

а ь

и

а + S s ? ’ 7̂8) 1,10■ 15

Связь комплексных .амютгуд в плоскости изобрашшет и в
плоскости объекта (х,у) можно получить о шковдв преобразования 
Френеля (8), В плоскости трэд линзой будам шать

1кС(Я~? }Z+(»~v)2l/2a
Be«,o> « | Я  В0(*,у)е ‘ dKt&r . С??)

В плоскости за линзой с функцией пропуская»!
т ежр (~ШХ2 * r;2)/2l:№« ,П) . ' (78)



36

где Р(? .т?) - функция зрачка линзы» 
амплитуда света будет

Е '{?  »Д ) = Кй(? , г? )т( (  ,7}) (7 9 )

А в плоскости изображения получим

® ik£{f-u)2+(r)-v)23
В±Си,ч) = | Л  Е'{? ,»>е «йт - СвО)

Подставив в (80) выражения {78) и (79) и воспользовавшись уравнением 
{76}» подучи»

k2 ib{u2+v2)/2b * ik(x2+y2)/2b b bК., (u„v) = “Д e JjE0(x,y)e 0(-u+iX»v+-y)dxdy
—00

(81)

где
® -ikKst ny)/2b

O(x.y) = Jf P(f ,77) e «<*? - (82)

- функция импульсного отклика оптической системы (линзы).
Мз (81) следует, что с точностью до несущественных множителей 
параболических волн функция комплексной амплитуда света в изображе­
нии является результатом корреляции (интегралом типа свертки)
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функции объекта о функцией импульсного отяшса линзы, которая, в свою 
очерэяъ, является Фурье-образом функции зрачка линзы.

Выражение (81) можно переписать в сжатом виде:

K£(a,w) = К'Сх.у)* 0(х,у> . (83)

где ** - знак корреляции.
Искажения изображений будем описьшать в дальнейшем линейным обра­

зом с помощью интеграла свертки: .

= SjCts, - r ) *  OCa.v) - f j 'E ± ( a , v ) V ( Z - u , r ) - v ) d u d v  . (84)
—CO

Примеры искаженна.
I. смаз. В результат®' движения объекта s его изображения» при регист­

рации -хюслэдаего происходит смаз» который описывается функцией

ж0оСх> * r@Ot(-^~} ■ , (85)

где t - время регистрации изображения, v - скорость ©го движения. 
Фурье-образ фушшт стаза равен;

^£0„Сж)1 = eiac{we)O '
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.Дефокусировка.. В результате неточного наведения на резкость при 
регистрации изображения, т.е, при неточном соблюдении условия
(76). изображение оказывается размытым. Функция дефокусировки рав­
на:

Uf ( r )  = c i r c i ( r / z )  , (8 6 )

гдв z = m/zf , d - диаметр линзы, t - фокусное расстояние» 
л - расстояние дефокусировки.
Фурье-образ функции дефокусировки равен:

у  [Uf ( r )J  = 2Jj (wsp)/{wb) .

. Искажение турбулентностью атмосферы. При этом размытие изображения 
носит гауссовы® характер из-за случайной модуляции плотности возду­
шных слоев:

2 2 
Ot(x) = е-*** , Т tOt(x)J - . (87)

Кроме того искажение изображений может быть связано с наличием 
аберрации самой оптической системы. Аберрации линзы описываются 
с помощью функции зрачка в виде

1р{С'П) Т пР К . ' П )  -  гг) е  , Р (?  , V ) ~ )  С r n c o b “ V  , (8 8 )
JLt ГШЗ
н»т=1
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где (r.vo - полярные координаты.
Первые три аберраши Эмделя носят следующие названия: р (р,у>\ =

= г cow - дисторсия, р (г .г ) - ргоов2ч> - астигматизм , р{г ,у ) - 
= r3cosv - кома.

Итак, в общем виде искаженное изображение g(x) будем рассмат­
ривать как результат свертки неискаженного изображения f(x) с 
Функцией искажений ь,л%) :Л

2?
« ( О  = / fCxJhjjCf-xJdx = g *  f  . (8В*)

Оптически восстановление искажений можно осуществить с помощью Фурье- 
-коррелятора при размещении в частотной плоскости восстанавливающего 
фильтра э> сЬд(х)3 = Kgte) . Пусть на входе коррелятора имеется иска­
женное изображен)© з(я) , тогда в частотной плоскости шред вос­
станавливающим фильтром сформируется амплитуда G(?> = ̂ tg(x)], 
а после фильтра поле будет иметь зтжгуду G(? )Нц(? ). На выходе 
- коррелятора будет иметь место равенство

ЗЧСНд 3 = g*hg = = m h j^ h g )  . (8 9 )

Восстанавливающий фильтр дежен быть рассчитан так, чтобы выраже­
ние (89) было равно неискаженному изображению:

mbjjUhgi = f- (9 0 )
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Это возможно при условии, что

hj, * hg = 6<х) М И  Hjj Hg = 1 , _ (Si)

т.8, пропускание восстанавливающего фильтра имеет инверсный харак­
тер по отношению к пропусканию искажающего фильтра:

Hg = Hjj1 . (9 2 )

Функции искажающих фильтров, 
например, смаза ад*?) = eiтюш 
и. турбулентно® аподазации 
HgCw) = «жр[~г«з , спадают до 
нуля при и * о , Кроме того 
фильтр смаза имеет счетное коли­
чество Еулей В точках вд =wrv/a.
Зто приводит к расходимости 
значений функций восстанавлива­
ющих фильтров < рис. 18).
Восстановление искаженного изо­
бражения с помощью инверсного 
Фильтра (92) можно записать с 
учетом (88*) в следующем виде

G =л-;;®3 - FKg = (83)

тогда , формально получим для восстановленного изображения

Рис. 16

F = G/H . (94 )



Из (93) ж (94) следует, что истинное изображение восстанавливается
по формуле

СО G(-w) iw3v — —  в dw
H(w)f(x) = X (S5)

Однако» если в искаженном изображении присутствуют шумы, то возникают 
проблемы устойчивости решения (95), т.е, малые искажения шумами 
функции G(w) могут приводить к сильным искажениям искомой функции 
f(x>. Для минимизации влияния шумов на восстановленное изображение 
применяется метод регуляризации Тихонова. Согласно этому методу реше­
ние (95) следует писать в следующем виде:

где « - параметр регуляризации, а К(а,и) ~ стабилизирующие оператор» 
который должен удовлетворять таким требовавши:
1. О < R(w»<a) < 1 !

S » 1 ЩЗИ « » й !
Е Ф 0 при а ф ts .

2. Должен быть четным ш  * ■ 8(w,«) =
3. Должен удерживать < при определенном в) функционал невязки меньше 

заданного значения:

Ъж
R ( » , a )a  dae' (96)

(S7 )
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где последнее слагаемое называется стабилизирующим:

СО

o f f ]  = / J V (? - * ) f < O f * (x > « d x  ,
—CD

где в'- произвольная функция. Стабилизирующий оператор из (98), удо­
влетворяющий перечисленным выше свойствам, имеет вид

(jyw)!2
Н (®,а) = ------=--------, (88)

iHK('W)! + aQ(w)

где я'=  ^CQ) , яы)  = У  с » 2® , о < с < г .
12=1

Из (98) и (98) следует вид функции пропускания восстанавливающего 
фильтра:

H(W>a) 4 (w>
ft.(w) = ------ =  5--- - (99)“ HjjCw ) 1̂ (2») I C.Q(W)

Заметим, что после выбора вида рэгуляркзирующего оператора можно из 
заданного уровня функционала невязки (97) определить, оптимальное 
значение параметра а.

Если пропускание искажающего фильтра H^w) определено в пределах 
интервала C-wc, »03 и имеет нули на концах этого интервала, то 
пропускание регуляризованного восстанавливающего фильтра (99) будет 
меняться в зависимости от параметра « . При с.=о вместо (99)
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следует использовать выражение 
(92),описывающее инверсный восста­
навливающий фильтр. Доведение филь- 
тра (93) при а * о показано на 
рис.Г? ; кривые I, 2 ,3 и 4 соот­
ветствуют следующим параметрам «:

аГ° < а2 < аз < ал-
На практике избежать расходимостей
для зосстанааяиващвго фильтра 
можно е помощью эвристического вы­
бора параметра а в фильтре вида

яв~а*’
ВЦ(»,а) =  --  . С100)

В<«)
Рис. I?

Хотя вырзшаш (1Ш> просто©,
непонятно .каким должен быть функционал невязки» который бы миними­
зировался с помощью этого фильтра. А pas т т  функционала невязки» 
то нельзя построить алгоркшмескую процедуру поиска оптимального а. 
Формулу (100) можно получить ш  (91), если заменять д-функцию на 
гауссову® экспонентуг.

-fix2
bg * Ьд = е , ^ В в = в » £101)

Z—Cirg

H_(w) = —   —  a=i40} 1 . £102)V w>
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Поиск константы о по методу Тихонова» в принципе хотя и возмо­
жен» но практически трудно осуществим в конкретных случаях.

Далее покажем» что дополнительные априорные знания позволяют 
рассчитать оптимальный восстанавливающий фильтр. Пусть истинное 
изображение £ (х ) представляет собой стационарный процесс, к кото­
рому добавляется некоррелированный с ним белый шум »(х). Тогда 
восстановленное изображение f'(x) будет в среднем отличаться от 
истинного на величину

где - знак усреднения по реализациям шума» G'- Фурье-образ ис­
каженного изображения g'tx) с шумом H(w): G'= G+R , s - Фурье-образ 
искаженного изображения без шума» н - Фурье-образ шума п{х>.

Вместо <103) далее можно записать:

I I А г  - j eiWSd№ !Z> (103)

ICw-w*>х<F(w)F®(w,)>dwdw' +Я  LR<w>-lKR(w')-13e

GO R(w)R{w" ) -i (w-w* }x
* If  i  eH{w)H (w'}

)>dwdw* + (104 )

00 [R(w)-l)R*(w'> i(w-w' )x
<F (w )H *(w ' Jxiwdw' +
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® R<w>[R*(w')-l] -l(w-w')x
+ JJ    —....... .......  e  <F  (w '  )N (w )> d w d w '

H(w)—CD

Последние два слагаемых з <104) равны нулю, так как изображение не 
коррелирует с шумом, поэтому вместо <104) можно' записать

а2 ( K2(w)]H(w)i2  ̂ 9 у
г /  —  + [R (w )- lJ  | F (w ) | fdw . (105 )
I '\ш м

Чтобы минимизировать ошибку &2, приравняем нулю первую вариацион­
ную производную от выражения (105) по искомому оператору R<w>-.

2 ЭДН!22(Н-1)|F| +  Д = О ,
|н|

i н!2В{*0 =  5 5 - <106>|НГ + |кг
|F!2

Из (108) следует, что пропускание такого восстанавливающего фильтра 
имеет вид

,2Г, ,2 ! N (ч*) I I” 1H_(w) = Н (w) I |H(w) | + -----„
ъ  L 1F (x )I  J

(107 )

Фильтр (107) называется оптимальным фильтром Винера.
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4. Согласованная фильтрация

Рассмотрим Фурье-коррелятор (см. рис.8). Одно из практических 
применений коррелятора - оптическое ргепе . ваниэ образов 
(изображений). Требуется найти фильтр Hc(w> такой» чтобы сигнал на 
выгоде коррелятора в центральной точке был максимальным для избранно­
го изображения £ю(х) из множества изображений , ь=1 ,2.,..к.
При этом должно выполняться условие

со со

| j" fk(x)h(x> ate | £ i J ^{xJWxWte i . £108)
~<£>

Эго возможно» если ьс-х) = £*{х) * т.е.

Hc(w) = в£{*)- .. (109)

Для практической реализации согласованных фильтров (109) Вэн-дер-Логт 
предложил использовать голографический способ записи. На рис. 18 пока­
зана оптическая схема зашей согласованного фильтра. Луч света от ла~

Рис. 18
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зера Л расширяется с помощь» коллиматора К и» проходя сквозь тран­
спарант с изображением И» фокусируется объективом 0 в плоскости 
фотопластины ФП, Излучение, отраженное от полупрозрачного зеркала 
IB и глухого зеркала 3» ташке попадает на фотопластинку ФП. Оба 
пучка света когерентно складываются и образуют интерференционную 
картину» которая записьшзется в виде изменения функции пропу­
скания фотопластины. Итак» если изображение И описывается функцией 
f{x) » то функция пропускания пластины к?) будет

iof „1(0 = ! П К ) * в ! = ! F<? ) I + 1 + W(K)s + F (Г)е . (НО)

Если поместить такую пластину в частотную плоскость коррелятора, а на 
входе коррелятора сформировать изображение f(x) , то на выходе полу­
чится следующее световое поле:

1хГ „ ±хК
g(x) = J К Г Ж Г  )е df = J С | F(f ) | +l]F(r )е <К +

(111)

" _ 1{х-сОГ ш „ i(x+«)f
J И(Г )е . «  + J | F(r) Г е  <К .

Используя свойство преобразования Фурье, получим вместо <111)

со со
g(x) = JJf(x1)f(x2)f*(x1+x2-x)dx1dx2 4- f(х) + J f(x^f(x1-x-a)dx1 +
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СО+ J fCx̂ f̂ Xj-x+a)̂  = f + } + £*f*{-«). (112)
-00

На рис,19 показаны дифрак­
ционные порядки, соответству­
ющие четырем слагаемым в фор­
муле (112). На рис.19 ь£ - 
- размер изображения f(x). 
Условие разделения дифракци­
онных порядков на выходе из 
коррелятора в данном елучзе 
имеет виц

2.5 bf > ol, (113)

где f - длина фокуса линзы.
Физическое объяснение того, 
что согласованный фильтр ще 
сигналу в центральной точке выходной плоскости коррелятора, следующее. 
В частотной плоскости за фильтром амплитуда света равна jF(?)|2, а 
световое поле имеет плоский волновой фронт (фаза поля равна нулю). Это 
обеспечивает максимальную концентрацию энергии в точке «£ (рис. 19). 
Энергия света в этой точке выходной плоскости коррелятора еще более 
.увеличится при появлении на входе избранного изображения , если испо­
льзовать согласованный фильтр с инверсным пропусканием:

К(? ) = — —  . С 5-3-4)
ксе>

Тогда в плоскости за фильтром будет поле с амплитудой F(?)Н(?> = 1, 
и на выходе коррелятора сформируется s-импульс.

W*l*

Рис. 19

> = f*(? > будет приводить к максимальному
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Однако, как упоминалось выше, реализация такого инверсного фильтра 
сопряжена с трудностями, если тмеются нулевые значения амплитуды из­
бранного изображения F(?k)=o.

Задача согласованной фильтрации в присутствии шумов, аналогична 
задаче восстановления искаженного изображения на фоне шума, т.е. с 
использованием оптимального фильтра Винера (107) инверсный согла­
сованный фильтр (114) можно записать в ввдэ

F*
и; =  д , , (115)
с | ?! + |н|2

T v 2

если истинный сигнал f,{ не коррелирует с шумом н ,
Согласованный фильтр (109) может быть регуляризован по аналогии 

с огггимальным фильтром (115) следующим образом :

F
Н =  - (116)
с 1 + |Н|2

|FH|2

при большом отношении сигнал/шум

|F|2
S/H =----

|Н|2
(117)

ИЛИ В ВИД8 Но= ? * / \ Щ г  - (118)
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при малом отношении сигнал/шум.
Заметим, что фаза фильтров (115), (118) и (118), которая более 

существенно .чем амплитуда, влияет на селективность согласованной 
фильтрации, одинакова.

Пример. Пусть требуется из всех изображений выделить "квадрат", 
т.е.световое поле с пропусканием f(x) = rect(x/a)» амплитуда 
спектра которого

F(f ) = 8inc(a? ) .

Ка рис.20 показан вид функции 
F(?) (кривая I). Чтобы избе­
жать расходимости з точках 
?rn=nn нулевых значений F(? )= 
=о , вводят пороговое значение 
к, и тогда пропускание согласо­
ванного фильтра будет выражать­
ся через пропускание фильтров 
(115) и (118) в областях раз­
ного отношения сигнал/шум:

О  1(f), ! F(f ) | >К;

F*(?) 
|F(? )|

(119 )

I F(? ) | <K.

Рис. 20

На рис.20 разрывная кривая 2 является функцией пропускания фильтра 
(119) для данного примера. В окрестности точек т  отношение сиг­
нал/шум мало, и применяется согласованный фильтр (119). При увели­
чении уровня шума следует увеличивать пороговую константу к.

Далее рассмотрим дифференциальные и инвариантные фильтра, кото­
рые также часто применяются в задачах по распознаванию образов .
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Например, пусть требуется среди множества изображении выделить 
подмножество изображений, отличающихся на полином (n-i)-ro порядка. 
Тогда фильтр следует настраивать не на само изображение, а на его 
производную п-го порядка. Ловентзль предложил использовать для этого 
фильтры с пропусканием вида

где тп{?,г> = (Л2+о2)п , - Фурье-образ искомого изобра­
жения f(x,y). Рассмотрим, что получится в данном случае на выходе 
коррелятора при п=1, если на входе имеется изображение в (х .у ) .  Тог­
да в плоскости зз фильтром получим

F'(*■>?) = SC* ,7>)Т,(* ,77>F*<* ,г>) ,

где sc*.??) - Фурье-образ изображения. вС х.у ), а на выходе корреля­
тора будет иметь место соотношение

2 2 » -Kxf+yo)
g (x ,y )  = JJ S (* .i?H f +тГ)К ( f  ,7})е dfdn

о - i { x ' f  +у'7?) Л  л 2 -iCx.C+y.D)
= < Ш Л  eC x'.y 'Je dx'dy'C- ,, + f  „ЖСх, .У. )е 1 1 *

-со * 4

»  i(x „*+ y „T )) - i{x f+ y r? )
^dXjdy^f (x ^ .y g je  dXgdyge dfdo =



«^{7'+yt-F2'*'?Jdx"<iS'"d:S:ldSrifiX2dy2 =

20 2 2
=(JJ>2s (X' , y ' ) { -  2.+ -  2 )e {x 1,y 1) f * ( x '+  * x+x. y '+ y ^ s O d x 'd y 'd s ^

«ж, #y„
—CD 1  *

* *2 a2
= [a*f 3*! (- o+ - ,)<5(x,y>

<- а* «у

Покажем, что корреляция (или свертка) инвариантна к дифференцированию 
т.е. операции корреляции и дифференцирования можно менять мерами.

§у[Р*«3 = дж Jp(f )« (? -* )«  = /»«>£*<>(?-*> S Р* =
(122)

= §*/«(? )»«-*>« = §*»*« •

Для второй производной аналогично можно получить

*22СР^1 -- §JP* §*«3 = S*» * !*« - 
&&

Используя (122) и (123). вместо (121) можно записать
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s 2 )<5<x,y)

(124)

Получили» что если фильтр Ловенталя поместить в частотную плоскость 
коррелятора» то на выходе сформируется световое поле с амплитудой, 
пропорциональной свертке {корреляции} градиентов от входной функции 
и избранной (эталонной) функции. Применение дифференциальных фильт­
ров обусловлено устойчивостью корреляционного пика» который формиру­
ется на выходе коррелятора, к случайным изменениям мощности освеща­
ющего пучка.

Аналогично, при п=2 используется фильтр

который приводит к формированию на выходе коррелятора свертки от 
втора производных сигналов:

g = Да * Af <125)

,2где д .2 + 2 - лапласиан
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Если требуется-оптическим путем выбрать эталонное изобраменда 
независимо от его смещения во входной плоскости, поворота и измене­
ния масштаба, то применяются инвариантные преобразования, которые 
осуществляются с помощью оптических систем с модуляторами света, на­
пример модуляторами на жидких кристаллах..

Преобразование, инвариантное к поперечному смещению, выполняется с 
помощью сферической линзы и операции взятия модуля выходного сигнала:

f(x) » F(f) * | F(f ) | 2 ;

4- m  ) e i a f  *  | F (?  ) e i a f  12 = ! F (if } !  2 . (1 2 8 )

Преобразование, инвариантное к повороту изображения, выполняется с 
помошдо масок Бршгдала, обеспечивающих оптический шреход к другим 
координатам. Поворот декартовых координат описывается выражениями:

х'=ж совр + у sins® 
у'=--х eosp + у alnp ,

а при повороте в полярных координатах происходит огащеяш по углу:

у2 * х2 + у2 » в = arctgCy/x;

Поэтому преобразование, инвариантное к повороту, выполняется с помощью 
юрехода-.к полярным координатам, взятия Фурье -преобразования по одной 
координате с помощью цижндричесиой линзы и взятия модуля выходного

{ * • {
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сигнала (продолжаем преобразования вида {128}:

|f« , п ) \ 2 * |F(r,e) ] 2 ; (127)

|F(? ‘ , п ' ) \ 2 *  jF (r ,e + f> )| 2 ♦  SCr.w )®1** ’ *  | S {r »w )e iwiP|2= !S {r ,w )| 2 i 

S(r.w) =

где у & - знак Фурье-преобразования по одноа координате в.
Преобразование» инвариантное к изменению масштаба, строится на 

основе преобразования Меллина и логарифмической замены радиальной 
координата. Преобразование Меллина имеет вид

М(*г) = J f{r)r iwdr/r . . (128)

После экспоненциальной замены т - еа выражение (128) представля­
ется в виде преобразования Фурье

M(w) = J f(ea)e ds< = J f'(a)e da . (129)

Изменение масштаба изображения f(x,y) сводится в полярных коорди­
натах только к растяжению (или сжатию) по радиальной переменной г , 
а при экспоненциальной замене - только к смещению по координате a :
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f(lx.ly) * f(lr,9) * f'(a««o,e) ,

a = ln(r) , «0= Ind)

где i - коэффициент изменения масштаба. Поэтому ’инвариантное к мас­
штабу преобразование выполняется оптически с помощью перехода к лога­
рифмической координате a=in(r) (с помощью маски Брингдзла), выполне­
ния одномерного преобразования Фурье ( с помощью цилиндрической линзы) 
и применения операции взятия модуля ( с помощью модулятора). Продол­
жим цепочку преобразований (127) :

|зсг,й)|2 » |S(a,w)!2 ;

О V 1̂ “ ivc. „
|S(lr,w)[ * |S(a+ao,w)| ф  P(v,w)e * jP{K,w)e ] =

= |P(w,w)|Z . (130)

где p(v,w) = ̂ ats(a,w)3 - одномерное Фурье-преобразованш no a . 
объединяя соотношения (126)» (127> is (130), получим всю цепочку пре­
образований. инвариантную к поперечному смешению, повороту и измене­
нию масштаба исходного изображения:

f(x,y> * F<?,7?) * )F(?,rj)| «> | F(r,e) | * S(r,w) * |S(r,w)| *

*. |S(a.w)| Ф P(y.w) Ф |P(k ,w )| - (131)

Впервые оптически реализовали эту цепочку преобразован!®: Каесзсент 
и Псалгис.
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5. Итеративные алгоритмы обработки изображений

Линейное искажение изображения будеи представлять в интегральном 
ввде

ь
в(х) = / fit )h(x,? )сВГ = Lf(f) - (132)

а

Это интегральное уравнение Фрэдгольма с ядром h(x,?) , которое можно 
также представить в операторном виде с линейным оператором ь, Решить 
уравнение (132) означает найти обратный оператор в-1:

fit) = L-1e<x) . (1зз)

Решение уравнения (132) с помощью ряда Неймана осуществляется 
следующим образом:

-1 Г Е - *■ 1
Ь = Е + (E/L -  Е) = Е +   =L g -(g-L)J

(134)
CD

= Е + J (Е - L)n , 
n=l

где E - единичный оператор, Ef=f . В выражении (134) формально 
воспользовались формулой для суммы геометрической прогрессии.
С учетом (134) вместо (133) запишем:

4
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СО

£«> = 8(х) + 1  (8-Ь)Ьа(х) . (135)
П=1

Из (135) можно получить итеративную процедуру решения уравнения (132): 

f = 8 + Sg + S2g + ...+ S"g ,И

£n+J =g + Sg + S2g + ... + S“+Ig ,

f n+l  = s + S fn = 8 + (S- L ) f n ‘ (136)

Для обоснования сходимости приближенных решений fn к точному реше-нию f можно пользоваться теоремой: если «а>,а=1,2..цепочка решений уравнения (132) с помощью ряда Шамана (138),- и если ядро преобразования удовлетворяет условиям ьс? »х> г о , h(?,x>=h(x,f > , то эти решения сходятся в среднем к точному ратанию:
1 j t a - t  11 * о .

Ряд Шамана (134) является частным случаем общего итеративного подхо­да к решению интегральных уравнений. Пусть ж=Ь£ » тогда получим
£ *  f  + X (g -  L£> .

fra+I " Xg * <K~XL>fn - С1ЭТ>

При выражение (137) сводится к решению (138). Параметр х влия­
ет на скорость сходимости итеративной процедуры.



В частном случав.когда уравнение (132) представимо в вида свертки,
Т.8. При h(?.x) = h(x-f ) ИЛИ

bf = h *f , (136)

то вместо (137) можно записать

f , = Xg + (6 - Xh)*f . (139)1Н-1 и

Докажем сходимость итеративной процедуры (139), т.е. покажем, что оператор (<s - х ь ) *  является сжимающим. Действительно:

Г 9 1 1/2llos-xhmtj-f,,)!! = [ J  Ha-xh^ff^fgjrdxJ

Г  2  _  ,1/2 г " 2 ,1/2
=  [  J  I K - X H l V i - ^ l  « J  ^  г [  J  ! V F2 l = (1 4 0 )

—со —со

Г “  2 T i/ Z= г   ̂ J { f х-£2| dxj = , r=m ax|E-XH| .

Из (140) следует, что расстояние по норме между двумя решениями ура­внения (138) fL и f2 больше, чем расстояние по норме между ними после действия оператора свертки.Дяя увеличения скорости сходимости, как следует из (140), нужно выбирать величину х такой, чтобы значение г  было как можно меньшим.
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Пусть г = лох (1- хн| < 1 , тогда, раскрывая модуль, получш

2
ХН - 1 < 1 * х < — — --  ,шшс |Н|

(141)

1 - ХН < 1 4- х > О .

Из {141) следует, что оптимальный диапазон да выбора параметра х

О < X < —   - (142)шах!Н|

Удобство итеративного решения уравнения (132) заключается в возмо­
жности учета ограничений, которым должны удовлетворять искомые реше­
ния. Пусть, например, известно, что изображен:® положительно опреде­
лено f(x} > о , тогда вводится оператор положительности р :

f f , f > о _ pf _ ! а в (143)
n n 1 0 , f <0 .

Аналогично вводится отвратор ограничений s по пространству, если 
известно, что изображение ограничено отрезком [а,ьз:

К  = Sf„п п Ч

f (ж) , х * {а,ЫО £144)
О „ X « Са.Ы -



81

С учетом такт ( или других подобных) ограничений итеративное решение 
<137) примет вид решения Папулиса:

fn+l = Х* + (K -X L )S P fn . <145)

При регистрации искаженного изображения g<?> оно может быть так­
же искажено шумом g^U), и поэтому для устойчивого восстановления 
исходного изображения требуется использовать тихоновский оператор ре­
гуляризации:

-1. (146 )

Тогда вместо итеративного решения в форме (138) следует искать реше­
ние уравнения (132) в виде

а + (E-XL)f . <147)
05 55 СЯ С Ц П ~ 1  )

Для уравнения типа свертки (138) стабилизирующий оператор имеет вид 
<98)» и поэтому вместо (139) следует в присутствии шума искать реше­
ние в виде

fan = Хгс*в + <6-Xh>*fc(n -l) ’ {148)

где та = л- 1 t|H|2(|H|2+c.Q) 1) , ~ 1 -обратное Фурье-преобрззование.
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Для восстановления фазы изображения применяется итеративный алго­
ритм Герчберга-Секстона. В этом случае известным считаются модуль ис­
ходного изображения | ±'(х)|2 *?(х) и модуль его Фурье-спектра
IF(f)j2 = в2(? > . Ядро интегрального уравнения в данном случае имеет 
вид h(st) = exp (i*o - ядро Фурье-преобразования. Требуется найти 
аргументы функция f(x) и F(?) . Для этого итеративный алгоритм 
записывается в виде

• (149)

где s - оператор пространственного ограничения (144), вв и пА - опе­
раторы ограничений по модул®:

D. f  = A f  |f | 1 А за n ’ п !
(150)

1
°В = В ^

В качестве начального приближена f <*) выбираете» функция вида
1р (х )

£о (х )  = Д (х)в

где р(х> - чисто случайная функция, которую можно задавать на прак­
тике с помощью датчика случайных чисел. Можно доказать релаксацион­
ные свойства алгоритма Герчберга-Секстона, т.е. показать, что он 
сходится по норне. Однако.не доказана однозначность сходимости, 
т.е. при разных начальных функциях могут получаться разные решения.
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6. Томография и преобразование Радона

Томография - это часть оптики изучающая проблему восстановления 
характеристик трехмерного объекта да его двумерным сечениям, т.е. 
фазовый объект (прозрачный для данного излучения) освещают под раз­
личными углами и регистрируют двумерные распределения интенсивности 
света. По этим двумерным картинам интенсивности далее с помощью пре­
образования Радона может быть получена полная трехмерная структура 
объекта. Далее мы ограничен 
рассмотрение восстановлением 
двумерных объектов по их 
одномерным сечениям.

Пусть имеется функция 
f(x„y) и ее проекция вдоль 
прямой, заданной величиной 
перпендикуляра из центра си­
стемы координат р и углом 
•р  наклона этого перпенди­
куляра к оси х (рис. 21).
Величина этой проекции равна 
значению преобразования 
Радона от функции

BffJ = K(p,r>} =  f f  f ( х ,у )6 (р - х  соар - у  elm?j dxdy . (151 )

Перечисли* векоторзе свойства преобразования Радона.
I. Свойство однородности:

Рве. 21



t{ap»«C J » И ^ЕСр,?) , < - i'coSiP. si;a?) .

2. Свойство четности (оно слюдат ш  предыдущего свойства при .

й (-р ,-£ ) = й(р,г) .

3. Свойство линейности:

= ай££3 + /ЗНСйЗ-

4. Свойство смещения:

£(х) » Е{р,е ? , f(x-a) * B(p~(f а),? ) .

Доказательство:

00
Й(р„? ) = JJf{x)<5(p~(3tf ))dsdy ,

—О

JJf(x-a)6(p-(xf >)<fedy = Jjf{w)<5fp-C«e )-<af ))Лг,А»2= B(p~(af )

5. Свойство производной:

<?£ fJBCfl
НС^З * -со» 55 .

»i «ВСЯ
Mejl = ~sî  3T“  -

; :»2' 

i>:

(153)

(154)

»*•

(155)

Доказательство:
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*B(s>,0 , ® -- = J J i< х. У (p-xeoep-ysinp >dxdy =
Sp »Р _

w Э& ( р-хеоер-
= J J f (x . y ) -  6 {p-xcoep-ysinp)dxdy = - j J f ( x . y ) excoep 

' »P -00

  JJ f (x .y jg^tp-accoap-yeinp jdxdy
C O S P

1 ® » 13 —
coep JJ Сх» у )<5 (p-xcoep-yelnp )tixdy = “COSp

8. Свойство производной от преобразования Радона-.

5 S (p ,U , (2 )  ЭНГхХ<х,у)3 

= "  эр

dB (p,?l,?2 ) T9R£yf (х ,у )3  
 *2  = ~   * ? 1=000(0 ’ ?2=В5Г№

Доказательство:

эк
Scoop = If«**»>55Ш> «<P-»»ep-yeiiiP>d«tp=

ysinp) 
----- dxdy-

(156)



s s { р-хсоэр-ye inp )JJxf(x,y)^QW>  dxdy =

rr _ (p-xcoep-ysirso)=-jjxf(3t,y) ap “ ' • dstdy = -jpHCxf(x,F>'!.

Пример, Преобразование Радона от гауссовою поля. Пусть
f(x,y) = 0&Р r-(x2+y2)/w2l, тогда

00 -<*2+y WR(p,>>) = JJ e <5 (p-xcoep-yelivp)dxdy . (157)
—ce

Осуществив преобразование координат так, чтобы одна из осей лежала 
на выбранной прямой ( р , * > ) :

{и = xcoov + ysinp 
v =-xeinp + усоо*> ,

можно записать х 2+ у 2=  u 2+ v 2  и вместо (15?) подучить

НСр .р ) = f f  е  <5(р-л1) dudv =
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Данный пример показывает,что преобразование Радона сохраняет гауссо­
ву® функцию.

Установим связь преобразования Радона и преобразования Фурье:

-12л{х?+У77)
F(f ,7?) = ff f(x,y)e dxdy

-12ntJJJf(x,y)>5(t-xf-ут>)е dxdydt =
“CO

-i2rrt
JJJf(x,y)<5(t-xpcoep-ypeircs(>)e dxdydt=

-i2rrt'p
J dt'e ff f(x,y)6(t'-xcos*>-ysinp)dxdy

-12nt'p
J dt' = F(p,fP) .

Из предыдущих выкладок следует

i2ntp
RCfJ = J F(p,p)e dp ,

-12ntp
F(p,*>) = f  Rtf](t,p)s dt .

(15B)

Из (158) видно, что преобразование Радона от двумерной функции связа­
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но с 99 двумерным Фурье-спектром в полярных координатах одномерным 
преобразованием Фурье по радиальной переменной,.

На свойстве (158) основан отшо-ци|ровой когерентный процессор, ■ 
выполняющий двумерное преобразование Фурье почти в реальном мас­
штабе времени. На рис.22,а показана оптическая схема двумерного Фуры 
-процессора. Когерентный коллимированный пучок света освещает транс­
парант с пропусканием f(x,y). Сферическая линза 2 формирует в свое* 
задней фос.зльной плоскости Фурье-спектр. На выходе фотоприемного ус­
тройства (телекамеры) появляется сигнал пропорциональный квадрату' 
модуля Фурье-преобразования , Полностью оптически выполнить 
двумерное Фурье-преобразование не удается (пропадает аргумент ксшш 
сног функции), поэтому на рис,22,6 показан Фурье-Радон процессор. К 
герентный пучок света с помощью даливдричвскоа линзы I фокусируете* 
в линию на поверхности агсу стооптической ячейки Брегта 2, которая 
позволяет смещать параллельно самому себе этот световой отрезок. 
Далее с помощью сферической линзы 4 этот отрезок отображается на 
транспарант 5 с пропусканием £{х»у) , за которым стоит фотопрдаши 
в, регистрирующий интегральную интенсивность света за транспарантом 
каждый момент времени. Призма Дове 3 позволяет-поворачивать световга 
отрезок, сканируя транспарант 5 по углу. Электронное устройство 7 ч

Рис. 22
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JS8HH0 выполняет одномерное Фурье-преобразование при данном наклоне 
светового отрезка. Таким образом, на выходе процессора (см. рис.22,б) 
сигнал будет пропорционален одномерному преобразованию Фурье от 
преобразования Радона, что в соответствии с (158) равно двумерному 
преобразованию Фурье от функции f(x,y).

Применив преобразование Радона к свертке двух- функций, получим

Н££*83 = Wf3*HCe3. (159)

Заметим, что <159) отличается от известного -свойства преобразования 
Фурье:

y[f*e3 = - <160)

Докажем свойство (159):

R[f*g) = J//Jf (х., у )8(?-x,y-n)<S(p-f a-r/?)df dr,dxdy =
~OQ
CD CD

= JJf (я,у )dxdyJJg{-a>v)6<p--os+xa-y/?+y/?)dudv =

)<S ( t-xa-ye )H [g )( jy-t (dxdydt -

= JjR[f3(t)R£g)(p-t)dt = R[f]*R[g] .
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Привадам формулу обращения преобразования Радона:

i  ^  ю й ( р , р )+ Н (-р ,*> )-2К (о ,р )
f(r,©) = - —2 Хйр      _ (161)4п £р-чрсое(£>-в} 1о о

На практике для обращения преобразования Радона используют его 
связь с преобразованием Фурье ( I ® ) .  Тогда вместо (181 ) рациональнее 

использовать соотношение

«*.у> = v [  ̂ [ к£гз] ] = * Л Ы « > Н ]  - аб2)

Формула (162 ) является решением задачи восстановления двумерного 
объекта по набору е го  одномерных проект® „ а именно зта задача и 
является основной в  томографии.



в. Голография и методы кодирования

Голография занимается изучением захжси, хранения и воспроизведения 
полной (трехмерной) информации о поверхности объекта на физических но­
сителях < фотографических средах» голографических пластинках и т.д.). 
Основной объект изучения голографии - голограта.

Для записи объемной информации 
об объекте требуется когерентны® 
источник света, способный формиро­
вать устойчивую во времени интер­
ференционную картину, йнтерфэрог- 
рамма, образована двумя когерен­
тными световыми волнами» одна из 
которых называется объектной в о л ­

ной , э другая - референтной (опор­
ной), Оптическая схема записи го­
лограммы отражающего объекта пока­
зана нэ рис.23.

Монохроматический свет от точе­
чного источника света s освещает 
плоское зеркало 3 и объект О. В 
области пересечения отраженных от 
объекта и зеркала излучений обра­
зуется интерферограмма,’которая 
записывается на фотопластинку ФП.
Тогда, после химического проявления 
а закрепления, почернение фотоиму- 
лъеда на пластине оказывается промо­
щу лироваво пропорционально распреде­
лению интенсивности света интерфе­
ренционной картины. Восстановление 
голограммы осуществляется следую-

Рис. 23

Рис. 24
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нот образом (рис.24), Фотопластинку ФП помещают посла проявления на 
прежнее место, сохраняя всю конфигурацию процесса записи (см.рис.23). 
При дифракции света от зеркала на голограмме образуется световое поле, 
формирующее мнимое трехмерное изображение объекта 0И.

Получим основные соотношения, используемые в голографии. Пусть ин­
терференционная картина образуется двумя когерентными волнами :

Н х )  = j А (х )  + В (х ) | 2 = ! А|2+|В|2+2| А В < со в [< р (х )-у (х )], (163)

Где р = &rg А » v - азгв В.
Контраст интерференционной картины» влияющий на дифракционную эффек­
тивность голограммы, определяется как

''шах *min 2|А(х)В(х))
Imax + J!Bln | А(х) j 2+| В(я) | 2

Контраст максимален и равен г=1 при |а | = |в|.
Найдем период интерференционной картины, образованной двумя плоскими 
волнами» распространяющимися под утлом 2а друг к другу (рис.25 ). В

этом случае вместо (183) будем 
иметь

iksina -ik s in a  „  
I ( x , y )  =i е + в I -

= 2 + 2oosC2kxsiJja] .

(164)

Рис.25
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где период интерференционной картины равен:

т = (165 )
2kst па 2sina

Из соотношения (185) можно оценить минимальный период интерференцион­
ной картины и разрешение среда, которое требуется для качественной ее 
регистрации. Пусть х=о.ез ккм - длина волны Не-Не~ лазера, а-=п/в , 

тогда т=х . Для того, чтобы зарегистрировать всю информацию об 
объекте, разрешение среда должно быть не хуже 1000 линий/мм.

Чтобы объяеншъ свойство голограммы восстанавливать полную инфор­
мацию об объекте, перепишем уравнение шггерферограммы (183) в виде

Пусть пропускание голограммы пропорционально интенсивности интерферо- 
граммы т(я)=1 (ж) . тогда после освещения голограммы т<х) оперной 

волной (например А(х). что обеспечивается сохранением геометрии оп­

тической схемы при записи и восстановлении, получим сразу за голограм­
мой поле

Из {167} следует, что за голограммой сформируются три дифракционных 
порядка: первое слагаемое описывает опорную волну А <х ), распространя­

ющуюся в том же направлении; второе слагаемое - восстановленное объек­

тное поле в{х) , правда, искаженное по амплитуде опорной волной.

Их) = jAj2 a- jB |2 + АВ* + А*В (166)

A (x ) r ( x )  = A С|А|2+|В|23 + |А(2В + А2В*. (167)



поэтому, чтобы избежать искажения стараются обеспечивать условие 
|а ( х > | 2 = 1  ; третье слагаемое в (18?) описывает поле, - распространяюще­
еся под утлом, отличным от двух первых слагаемых, и не представляет 
интереса.

Процесс зашей и восстановления голограмм может быть смоделфорак 
на ЭВМ, что позволяет цифровым образом формировать голограммы модель­
ных объектов. Этот раздел голографии называется цифровой голографией. 
Основой цифровой голографии является дискретное преобразование Фурье 
и Френеля. Получим дискретный вариант преобразования Фурье;

Пусть объектное поле &<х,у> задано свожи отсчетами а .к, на сетке 
МзгВ С даскрэтн.остью Ах Ж  Ду :

F (5 ,ч )  = JJ А С х ,у )е

GO
dxdy . £188)

м в
А(х,у>

f-иДу} . (168)

Замена интеграла (1в8> аа сушу ш  методу прямоугольников приводит к 
выражению

£1703

Пусть дискретность отсчетов в плоскости спектра равна м  ш &п
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В алгоритме быстрого преобразования Фурье выбирается в спектре то же 
число отсчетов, что и в объеггной плоскости МхН . Согласно теореме 
отсчетов Котельникова максимальная дискретность, с которой требуется 
знать отсчеты спектра {функции с компактным Фурье-образом), равна час­
тоте Найквиста:

Xf Xf
д? = - - - - - - - , дг, = —  .Mbs иду

Тогда вместе (170) можно записать

п г? гад
-12* (g- + —  >

S*S - (171)

Соотношение (171) является дискретным преобразованием Фурье, для кото­
рого имеется жесткая связь между величиной дискретности в обеих плос­
костях:

Xf Xf
ДяД? = -Д- , ДуДг; = -Д—  . (172)

В цифровой голографии после расчета функции голограммы F возника- 
ет вопрос о выводе этого массива комплексных чисел на некоторый физи­
ческий носитель. Среды, на которых могут быть отображены отсчеты 
функции , бывают только амплитудные или только фазовые. Причем 
фазовая среда, которая не поглощает падающее на нее излучение, более 
предпочтительна для записи голограмм с энергетической точки зрения.

Способы записи массива отсчетов функции голограммы на среду называ­
ются методами кодирования. Рассмотрим несколько известных методов ко-
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дарования амплитудно-фазовой информации на только"?амплитудные или 
только фазовые среда.

I. Метод Лезема. У рассчитанных отсчетов комплексной амплитуда

F = IF je^mn mn 'ECU!1

модули заменяются на единичные, и на фазовую среду записывается 
массив с пропусканием

F* = mn

Чисто фазовый оптический элемент называется киноформом, Потеря ампли­
тудной информации спетрз объекта приводит к ошибкам при восстановлении 
комплексной амплитуды самого объекта (20-30%), но при этом более по­
ловины энергии освещающего пучка вдет на формирование объекта.

2, Метод Ломана. Бинарная амплитудная среда, пропускание которой 
может быть только 0 или I, разбивается 
на одинаковые прямоугольные ячей­
ки размером тх х ту , с центрами 
В точках Сnxo, туо) (рИС. 26,3)- 
В каждой такой ячейке вырезается 
окно постоянной шириной ст , С<1 
(рис. 28,6) И ВЫСОТОЙ МТу , М<1 , 
где с - постоянная величина, а 
м - пропорциональна амплитуде 
отсчетов голограммы |F |. Это 
окно вырезается смещенным по 
координате х от центра ячейки 
на величину ртх , р < 1/2 , а 
.величина р пропорциональна ар­
гументу отсчета комплексной ам­
плитуды агйУрд •

За простоту в реализации этого Рис.28

У

т у

т 1 3

1 аж
Т к и

;. i.iii.:
т*У г

1 р  ...
^ТшТу

' п
0

СТ,
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метода кодирования приходится гиаптгь низкой дифракционной эффектив­
ностью таких голограмм (несколько процентов) и искажениями восстанов­
ленного изображения.

3. Двухфазный метод, Этот метод кодирования увеличивает дифракцион­
ную эффективность метода Ломана в два раза. Под дифракционной эффекти­
вностью понимается часть световой энергии, попадающей на гологрэмму, 
которая идет на формирование изображения. Метод заключается в 
представлении амплигудно-фазовой функции F - fieip в виде двух, 
чисто-фазовых слагаемых

Aeip = eivl + eiv2 = ei(p+v) + = 2co^elp. (173)

Из (173) следует связь фаз и ?2 с амплитудой А и фазой р :

{ у, =t ♦> + ах-ссоэ(А/2)
(174)

V>2 = Р - as-ceoe(A/2)

Тогда в ячейках, на которые разби­
вается вся площадь цифровой голо­
граммы, вырезаются два отверстия 
одинаковой величины, но смешенные 
от центра в разные стороны на ве­
личины, пропорциональные фазам 
и v2 (рис. 27).

4. Метод Ли. Этот метод коди­
рования комплексной амплитуды hei<p 
основан на ее разложении по биор- 
тоговаяьвому базису (рис.28.а):

У
1 Ч>, 
!*-">

ПШШШШ 1 ■)■ Н
т 1 1

м  < и:;.,;;;;
IV :

V
Т, X

Рис. 27
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= айа ,̂ -bHe_+cIa+-6-dIm_ . (175)

Из {175) и из предстаадания комп­
лексной амшштуды в виде реальной
И МНИМОЙ ЧаСТВЙ Aeip=He + Im
следует:

а = 1/2 Г j Не) + Im

Ь = 1/2 Г IIm| + 1а
(17в)

с = 1/2 [ j Не| - Re

d = 1/2 f j Inii - Im

Высоты вдоль оси у четырех окон, вы- Рис. 28
резаэшх в ячейке голограммы, пропор­
циональны числам а, ь, о, d из (178), а фазы их известны из разло­
жения ПОЛЯ Ае1р ПО '‘̂ортогональному -базису: а » О , Ь * гг/2 , С »
♦ п, d эг/2 . поэтому в каждой ячейке, на которые поделена голограм­
ма, вырезается четыре окна равно! ширины д по оси ж , расположенные 
с постоянным смешением от центра ячейки, но имеющие разные высоты по 
оси у (рис, 28,6>. Хакоа метод уменьшает искажения восстановленного 
изображения.

5, Метод Боргхарда. Этот метод кодирования совершенствует метод 
Ли, располагая окна более компактно, а не вытягивая т  вдоль одной 
оси. Это достигается разложением амплитуда по тришгзткому базису 
(рис.28,а):

Aeif> = aeQ + Ьа120 + с е ^ ( I T T )
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В этом случае ячейки уже не 
прямоугольные, а угловые и 
совмещены друг с другом как

е 130

показано на рис, 29,6. Отвер­
стая в ячейках имеют размеры 
пропорциональные числам а„ь„ 
с из (177) и расположены по

а

центру каждой субячейки. Это «2<»«
позволяет уменьшить искажения 
восстанавливаемого изображения, 
не изменяя эффективности по
сравнению с методом Ли.

8. Метод Берга. Этот метод Т
0 120 240

кодирует комплексную амплитуду 
для записи на амплитудный, но 240 120 0
не бинарный носитель, с помо- т
шью пространственной несущей; ... __..... —------ ------

й(х)е1р<х) 1+А(х)еовС*>(х)-ю*Л, (178) РИС. 29

где а - частота несущей.
При этом изображение появляется не на оптической оси, как это было 

в предыдущих случаях, а смещенным на величину, пропорциональную а , 
т.е. в первом порядке дифракции. Этот метод увеличивает эффективность 
по сравнению с методом Ломана и уменьшает искажения изображения. 
Однако эффективность любой амплитудной голограммы (бинарной или 
полутоновой) не превышает 10%.

7. Метод Кирха-Джонса. .Этот метод предназначен для записи голог­
раммы на фазовую среду аналогично методу Берга с несущей. Здесь 
кодирование происходит следующим образом:

Ае1”  » в1»>(*)в1в{ж)еов»ж > g(x) = F[A(x)J (179 )
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Переодическую функцию expEigCs)cosax3 можно разложить в ряд по 
функциям Бесселя:

ig(x)ooeax ® iшкх
е = J 5a(g{x))e . (1Ь0-

п=0

Далее потребуем, чтобы амплитуда одного т  дифракционных порядков, 
например, кулевого была пропорциональна амплитуда голограммы:

А Ш  = J0{g{x>) . . (181)

Из трансцендентного уравнения (181) находится функция в М  , кото­
рая подставляется в (179), Э ф ф ективность этого метода сравнима с 
эффективностью метода Лезвма { около 40--5СЩ, но здесь меньше иска­
жении восстанавливаемого изображения.

S. Методы восстановления фазы изображений

Метода восстановления фазы предназначены для решения фазовой 
проблемы в 01ГШКЭ. При регистрации светового поля с гомошьв квадра­
тичного фотопршмвика происходит потеря фазовой информации, так как 
регистрируется квадрат модуля комплексной амплитуда, поэтому дяя 
восстановления фазы изображения требуется разработка специальных 
оптико-цафровых методов. - ■ •
I. ДЭДференшальадб метод. Он основан на регистрации распределения 
интенсивности сшта на двух близких плоскостях з зоне дифракции Фре-
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неля (рис.30), Световое 
поле в зоне Френеля» т.е. 
на некотором расстоянии 
г от исходного светового 
поля» описывается парак­
сиальным уравнением 
распространения

t 2ik - + - 1F(X,Z) = О .
8 z 8ъ

( 182)

h  h

Рис. 30
Интегральная форма решения
этого уравнения имеет вид преобразования Френеля

1_ 2 к 1 /2 л 2̂z ̂ ^F(x,z) =ff > J f (f >® <« , (183)

еж f с?) - комплексная амплитуда света при z=o .
Подставив В (182) амплитуду В виде F(x,z) = A exp(ip) » получим 

систему уравнений

2кр А - А —р^А
Z  X X  X A2(x,z)

(184)

где f = |xf(x,z) .
Решение первого уравнения системы (184) представимо в виде
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X X X
p{x„3) = Р(о) - к J I_:l{x',3)dbt'Jlz{?,z)cg: + Cjl_1(x'.a)cix',

О О О
(185)

где производную можно заменить ее разностным аналогом

I (x,z> = Дг

Итак, соотношение (186) позволяет в явном виде вычислить фазу -свето­
вого поля p(x,z> на плоскости а по измерению двух распределении ин­
тенсивности 12 И I, -Расстояние Да между плоскостями должно быть 
много меньше френелевской .длины 1 ;

1 = 4Х(а/а>- » Да
О

где 2а - размер диафрагмы, ограничивающей исходное световое паю,
2. Метод экспоненциального Фшьтрз.- Оптическая схема для использо­

вания этого метода пока­
зана на рис. 31. Амплиту­
дный экспоненциальный 
фильтр ЭФ расположен впло­
тную к искомому полю, ог­
раниченному диафрагмой 
Е-а,а]. Регистрация интен­
сивности происходит в фо­
кальной плоскости линзы 
(или на выходе Фурье-ана­
лизатора) Комплексные 
амплитуда на выходе ж 
входе анализатора с 
фильтром связаны преобра- Рис. 31



83

зованием Фурье

-a t ikxf /fF{x,a) = J f (? )e e <g . (186)

Дифференцируя (188) по параметру фильтра a , получим дайюрендааль- 
ное уравнение

в ¥ Ы . а )  *  U atf/ f SF(x ,a )
—  = - X ?f(Oe-----* * 1 | 5 ----  - (18?)

Подставив в дифференциальное уравнение (187) выражение для амплитуды 
f  = a  exj>(i*>) , подучим уравнение

Ас 4 i,3aA = i|<Ax + (188)

из которого следует уравнение для фазы спектра

а*> v АС(Х>
^х “ f А(х) ' (189)

Решение уравнения (189) можно записать в виде ( а * о )

* , «&(?,«)
р (х )  = *>{Q) -k/£ J А х (? )------------  d? . (190)

о da
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Из (190) следует» что измерение двух распределений интенсивности; до 
введения фильтра А̂ (х,а=о) и после введения слабого экспоненциаль­
ного фильтра А^(х,а« 1 ), которые позволяют заменить производную в 
(190) ее разностным аналогом,- достаточно для однозначного восстанов­
ления фазы спектра р ( х )  .

3. Метод диафрагмы. В этом методе также измеряются два распределе­
ния интенсивности пространственного спектра на выходе Фурье-анализа­
тора^ изменения размера диафрагмы» ограничивающей входное световое 
поле, i (х,а; и после малого изменения размера диафрагмы 1 2 ( х ,е + д & > .  

Этот метод более энергетически выгоден» так как здесь нет амплитудных 
фильтров, поглощающих свет.

Численное вычисление обратного преобразования Фурье от интенсивно­
сти спектра Их»а) приводит к выражению функции автокорреляции 
исходного ПОЛЯ

-ifexf/s 
G(£) = J I(x,a)e dfcx =

—СЮ

® -ibxf/f а itaE?Vf &= Jdxe J f «  ' >е ей 'J Г (? "  )® «  '

= £/k j" '-?)<£' . <181>

Дифференцируя обе части выражения (191) по верхнему предал? интегри­
рования как да параметру» получим
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*G(t ,a)
f/k f (a) f * (a-f ) . (192 )

Из (IS2) следует система уравнения для определения амплитуда и фазы
исходного поля

Из последнего уравнения системы (183) следует, что знание двух интев- 
,СИВНОСТеа стактра fjjx.a) И 12(х,а+Ла) , приводящих к разности 
автокорреляционных функций Gj/? „а) и <з2сг ,а+Аа) , позволяет по ар­
гументу этой разности однозначно восстановить фазу исходного поля
р(х) = &rg f(a-x) .

4, Итеративный метод Герчбергэ-Секстона. В этом методе считаются 
известными распределения интенсивности на входе f f{х)12=iх(х > и на 
выходе !F(f)Sz=i2(^) Фурье-анализатора. С помощью метода последо­
вательных приближений решается нелинейное интегральное .уравнение, 
связывающее интенсивности на входе и выходе анализатора:

Решение стартует с произвольной начальной фазы pq(x ) . Далее чиелен-

»G<? .а)
! = f / k  [ f  ( a )  j | )|

(193 )

a 1/2 ip(x ) Ikxf/f
 ̂= f J e ***1 (194 )

-a
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но выполняется быстрое преобразование Фурье и рассчитывается на п-м 
шаге комплексная амплитуда спектра Fn<?) , которая заменяется на 
функцию f^(?) по правилу

F* (JT ) = /  ) Fn(f ) I Fn(f ) i-1 (195 )

От функции f^(?) вычисляется обратное преобразование Фурье, и 
получается функция на входе анализатора f„(x) .которая также заменя­
ется на функцию £ц(х) по правилу

У Iх(х) fn(x) |fn(x)| 1 , X « [-а,а)
f;(x> = (196 )

, х * [-а,а] ,

и так далее, до тех пор. пока среднеквадратичная ошиЗка

«ж
J { У ^ Х )  - |fn(x)| }2dx 1/2

(197 )

X I 1(x )  dx

не достигнет заданной величины.
Известна разновидность этого алгоритма (метод Фьенапа), при кото-
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ром вместо ограничений (196) используется следующее ограничение 
на объектную функцию:

С помощью изменения параметра а < i можно изменять скорость 
сходимости алгоритма и достигать требуемой точности восстановления 
поля f<x) за меньшее число итераций, чем требуется в алгоритме
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