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Настоящее пособие предназначается для 
студентов, изучающих курс теоретической 
механики по расширенной программе (200 -  

часов), и представляет собой попытку
даль систематическое изложение простей­
ших случаев движения тел переменного со­
става .

Основой для написания пособия послу­
жил курс лекций, который читается авто­
ром для студентов Куйбышевского авиаци­
онного института.

Список литературы, приведенный в кон­
це пособия и использованный при его на­
писании, не претендует на полноту.

Данное пособие имеет целью помочь сту­
дентам при самостоятельной работе над 
курсом.

Автор сознает, что работа не лишена 
недостатков, и будет признателен всем чи­
тателям,приславшим свои замечания и по­
желания, направленные на улучшение посо­
бия.

Пр под г гонке пособия к изданию вни- 
мател но рукопись прорецензировали и да­
ли ря, ценных советов профессора, докто­
ра физико-математически: наук В.А. САПА 
и С.И.ТАРГ, которым авт считает прият­
ным долгом выразить искреннюю благодар­
ность.
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л е к ц и я X

В В Е Д Е Н И Е

В природе встречается большое число тел, масса которых изме­
няется в процессе движения. Такими телами являются: ракета, со -  
верваодая полет с работающим ракетным двигателем, реактивный са­
молет с расотаноды ВРД (воздушно-реактивным двигателем;, вращаю­
щееся веретено, на которое наматывается нить,и т .д .

При полете космических ракет за счет выгорания топлива и вы­
брасывания продуктов горения, а также отделения ненужных частей 
масса ракеты значительно уменьшается и по истечении сравнительно 
короткого промежутка времени в ряде случаев составляет 5-10 % от 
общей начальной массы.

В различных областях техники при современных скоростях работы 
станков*и машин за короткий промежуток времени происходят значи­
тельные изменения массы (увеличение или уменьшение) различных 
веретен, шпуль, рулонов, барабанов и т .д .

Наряду с телами переменной массы, существуют тела, масса кото­
рых в процессе движения формально остается постоянной, изменяет­
ся только их состав. Примером такого тела является реактивное 
судно -  его масса при движении остается постоянной, но непрерыв­
но мвменяется состав воды в канале. Такш образов, реактивное 
судно будет телом переменного состава.

Очевидно, что любое тело переменной массы одновременно будет



и телом переменного состава, так как изменение массы тела всег­
да является результатом изменения его состава.

Поэтому в механике под телом переменной массы подразумевают 
систему („тело") переменного состава.

К чести русской и советской науки, создателями основ механи­
ки тел переменного состава являются И.Б,Мещерский (1859-1935) ш 
К.Э.Циолковский (1857—1935).

Основные работы И.В.Мещерског-о „Динамика точки переменной мас­
сы" (1897) и „Уравнения движения материальной точки переменной 
массы в общем случае" (1904) представляют собой теоретическую 
базу механики тел переменного состава, являющейся научной осно­
вой современной ракетодинамики. В работах И.В.Мещерского по су­
ществу дана теория поступательного движения реактивных аппаратов 
с ВРД.

Теория Мещерского более, 30 лет была единственной аналитичес­
кой теорией движения тел переменного состава и получила интенсив­
ное развитие в связи с исследованиями в области ракетной и реак­
тивной техники.

Решению задач, связанных с движением ракет, посвящены работы 
К.Э.Циолковского, указавшие правильный путь к разрешению пробле­
мы космических полетов. Одной из наиболее важных его работ явля­
ется „Исследование мировых пространств реактивными приборами" 
(1903). За полстолетие до запуска первого в мире советского ис­
кусственного спутника ЗеиГли Циолковский выдвинул идею устройства 
пассажирской ракеты на жидком топливе, дал подробный расчет ус­
ловий полета многоступенчатой ракеты и теоретически доказал, что 
с помощью такой ракеты можно- разорвать оковы земного тяготения. 
К.Э.Циолковский по праву считается основоположником теории меж­
планетных сообщений.

Замечательные работы Мещерского [ I  ] и Циолковского [2] пре­
красно дополняют друг друга и являются фундаментом, на котором 
строится механика тел переменного состава, Формулы и уравнения, 
полученные им и,‘лежат в основе современной динамики ракет.

Идеи Мещерского и Циолковского получили дальнейшее развитие в 
работах советских ученьос А.А.Космодемьянского, Ф.Р.Гантмахера и 
Л.М.Левина, М.Ш.Аминова, В.А.Сапа, В.М.Карагодина, В.С.Новосело­
ва , В.Ф.Котова, Д.Е.Охоцимского и других.

2'К>%9



Ярким свидетельством выдающихся успехов советских ученых в 
области теории и практики ракетостроения являются запуски ис­
кусственных спутникоз Зедли и космических кораблей.

Наши успехи в области космических исследований находятся в 
центре внимания народов всего мира. Они признаны в качестве 
Фундаментальных перворткрытий, определяющих лицо и уровень сов­
ременной науки.

ПОЩГИЕ ТОЧКИ ПЕРЕМЕННОГО СОСТАВА.

ГИПОТЕЗА МЕЩЕРСКОГО

Изучение механики тел переменного состава начнем с изучения 
движения простейшего объекта -  точки переменного состава.

Точкой переменного состава называется материальная 
точка, состав которой в процессе движения непрерыв­
но. изменяется в результате отделения или присоеди­
нения или одновременного присоединения а отделения 
частиц постоянной массы.

Из этого определения следует., что совокупность частиц, отбро­
шенных, присоединенных и сосредоточенных в основной точке, можно' 
рассматривать как одну обычную механическую систему постоянной 
массы,, для исследования движения которой могут быть применены .ме­
тоды классической механики.

Для современной реактивной техники особый интерес представля­
ют задачи, где масГса точки является заданной непрерывкой и диф­
ференцируемой функцией времени, т .е .  m - m ( t )  ,

Будем считать, что процесс изменения массы основной точки про­
исходит непрерывно и первая производная m(t) имеет конечную вели­
чину в любой момент времени.

Если скорость основной точки в процессе движения изменяется 
непрерывно, а скорости присоединяющихся и отделяющихся частиц -  
на конечную величину, то будет иметь место явление, аналогичное 
явлению удара. Возникающая при этом добавочная или реактивная 
сила в случае отделения частиц прилагается к основной



точке, излучающей частицы, и аналогична ударной силе, возникаю­
щей при внезапном разрушении связи в задачах классической меха­
ники. В случае присоединения частиц к основной точке считают, 
что имеет место неупругий удар.

Исследование движения основной точки без учета и с учетом 
ударной силы частиц позволило И.В.Мещерскому высказать вполне 
естественное предположение: , ■

присоединяющиеся и отделяющиеся частицы взаимодейству­
ют с основной точкой только в момент соприкосновения.

Другими словами,
присоединяющиеся и отделяющиеся частицы изменяют коли­
чество движения основной точки только в момент контак­
та с основной точкой,

В этом состоит основное допущение Мещерского, значительно уп­
рощающее изучение движения точки перемен ю ’о состава. На основа­
нии этой гипотезы мы получаем право, не у л  ш вать движение частиц 
после их отделения от основной точки ил? до их присоединения к 
точке.

Строго говоря, допущению Мещерского удовлетворяют точки (или 
тела) только с поверхностным изменением состава. Однако оказыва­
ется, что эффект внутреннего движения частиц в современных реак­
тивных двигателях настолько мал, что при изучении движения ракет 
и реактивных самолетов можно исходить из гипотезы Мещерского.

Для исследования движения точки переменного состава прежде 
всего необходимо иметь основное уравнение ее движения. В силу пе­
ременности состава точки и принятой рабочей гипотезы Мещерского, 
оно будет отличаться от основного уравнения движения точки посто­
янного состава.



ОСНОВНОЕ УРАВНЕНИЕ ДИНАМИКИ ТОЧКИ 
ПЕРЕМЕННОГО СОСТАВА. УРАВНЕНИЕ МЕЩЕРСКОГО

Движение точки переменного состава будем изучать в неподвиж­
ной декартовой системе координат 0 , х  , ^ ,2  .

Рассмотрим общий случай, когда состав материальной точки из­
меняется в результате одновременного присоединения и отделения
частиц (р и с .1 ) .

Предположим, что в момент ■ 
времени t  точка имеет массу 
гп ( t ) и абсолютную скорость 
V- . -

Будем считать, что к этой 
основной точке за малый про­
межуток времени дТ присоеди­
няется частица постоянней 
массы дгп, и отделяется части­
ца массы дгПо• Этй частицы,в 
силу гипотезы Мещерского,вза­
имодействуют с основной точ­
кой только в момент присоеди­
нения к отделения, т . е .  эти 
частица и основная точка в



момент времени t  образуют обычную механическую систему. Поэтому 
окончательные результаты будут'справедливы только после предель­
ного перехода при at-*- 0 .

В момент времени t  + a f  точка будет иметь массу т + л т (- д т 2 
и абсолютную скорость О +дту 1 , Приращение скорости обусловлива­
ется действием внешних сил и процессом присоединения и отделения 
частиц.

Обозначим абсолютную скорость частицы с массой am , до ее при­
соединения к основной точке через й , , а абсолютную скорость час­
тиц» с массой л т 2после ее отделения от основной точки -  через й2.

Поскольку наша система, состоящая из частиц, сосредоточенных 
в основной точке, и частиц, присоединившихся и отделившихся за  
время д t ' , будет механической системой постоянной массы и состав 
ва , применим к ней теорему об изменении количества движения, из­
вестную из классической механики.

В моменты времени t it +д! количества движения нашей систе­
мы соответственно запишутся в виде

Q =mi5- + Q ,д т ,  ; ,

Q +&Q =(т +дт,-дт2)(г5 +лТг) +П2лт2 .

Отсюда находим приращение количества движения ■ j

AQ=mAV--(U1-v-]Am1+(U2-v )A m 2 +

+ 1дт,-дга2)д й   ̂ (2 .1 )

Разделив обе части равенства на и перейдя к пределу при A t—О, 
получим

i = m t t - ( u , - y - ) r h 1+ ( a 2-u - )m 2 . < (2 .2 )

По теореме об изменении количества движения

q = f  ,
где F= FK -  равнодействующая всех внешних сил, действующих 

на точку.
3-16 39



С.- едователыю, окончательно получаем

б :Р -  р - ( u f -  гг )Ihf -  (ГТ2 -vjm .y (* .з )

о у равнение выражает основной закон динамики точки 'перемен- 
- -к' та на и называется уравнением Мещерского,

- яи с точкой переменного состава связать подвижную систему 
сан, кпст, поступательно движущуюся относительно неподвижной ои- 
'•'г к>’ординат 0 ,х  , ' j  , у со скоростью t?e = Р  , то, на осио- 
акпк -теоремы сложения скоростей, векторы Т>, = П. -т?  а T>2 = u9-tb 
ду определять относительные скорости соответственно прнсоеди- 

ул я отделяемой частиц, т .е ,  скорости присоединяемой и стде- 
члей частиц по отношению к основной точке.
«равнение Мещерского примет вид

характеризуют соотвогпсченко приход и расход мессы основной теч­
ки к единицу времени, с .с . прсдсто;/...лдт собой ооответотведио се­
ку.учи,й массовый приход ;• секу я дн :б кассовый расход точки. .

Псотому векторы

су дут силами, ооуслослспными соответственно лрнссединеняем и от­
делением •- дстиц. З т  дополнительные сила называются реактивными 
судами. Поскольку возникновение их обусловлено только присоеди- 
 ̂ о.п'еы и отделением частиц, то они будут существовать я в случае, 
■ го,, масса точки формально остается постоянной, а состав ее из- 

чс-яссся за счет присоединения и отделения равных масс частиц с 
дь„ ;яыми относительными скоростями б. л  ft,, (при Э^— гу, течка

• л • двигаться только под действием ввелиих с и л ) . 
б овидно, что яаеравление реантюшой силы P i будет совпадать 

чу-ьлеыком ьолтсра относ их ел • скорости у-, присоединяемых

а? = F ч- ff  'т;, — V-jv. (б ■■ б ■

•вводные

и гп .. О

Р.



частиц, а реактивная сила Р 2 будет направлена в сторону, проти­
воположную вектору относительной скорости $  отделяемых частиц, 

Вводя реактивные силы, уравнение Мещерского примет вид

mw-= F + Р, + Р2.

Эта векторная форма уравнения Мещерского позволяет с ф о р м и ­
ровать основной закон динамики точки переменного состава следую­
щим образом.

Произведение массы точки переменного состава на аз 
ускорение равно геометрической сумме всех внешних 
и реактивных сил, действующих на точку.

Следовательно, для составления'основного уравнения динамики 
точки переменного состава нужно к внешним силам, действующим на 
точку, добавить реактивные силы, обусловленные изменением соста­
ва точки.

Эта аналогия со вторым законом Ньютона позволяет, исходя из 
уравнения Мещерского, вывести общие теоремы для точки и системы 
переменного состава.

Если уравнение Мещерского (2 .5 )  спроектировать на декартозые 
оси координат, то получим дифференциальные уравнения движения 
точки переменного состава в скалярной форме;

т * = Рх +Р1х + Р 2х>

" D - V V V
ГП2= F2 +P12 -*-Р2й .

>1

Очевидно, что при постоянстве состава точки.реактивные силы 
возникать не будут. В этом случае из уравнения Мещерского, как 
частный случай, получим второй закон Ньютона и уравнения (2 .6 )  
обратятся в известные дифференциальные уравнения движения свобод­
ной материальной точки классической механики.

Уравнения движения точки переменного состава, как и второй за ­
кон Ньютона, справедливы по отношению инерциальной системы отсче­
та и з общем случае не интегрируются в квадратурах. Но в частных 
случаях можно получить решение уравнения Мещерского в квадратурах!



причей в некоторых практически важных задачах -  даже в элемен­
тарных функциях. . *

Если равнодействующая внешних сил F = О, то уравнение Мещерс­
кого примет вид _  _

m’CS- = P j + Р 2

Отсюда видим, что и без внешних сил точка переменного состава 
будет совершать движение с определенным ускорением.

Если при изменении состава точки относительные скорости при­
соединяемых и отделяемых частиц окажутся равными нулю, то урав­
нение Мещерского Судет совпадать с уравнением Ньютона только по 
форме, а по существу, в силу переменности состава точки, это бу­
дут различные уравнения. В этом 'случае (при 1  ̂= О, V2= 0) урав­
нение Мещерского

m u > - F  (2 .7 )

математически будет описывать процесс безударного «прилипания" 
и „крошения" движущейся материальной точки переменного состава.

Если в уравнении (2 .7 )  положить F  = 0 , то получим закон инер­
ции для точки переменного состава. Действительно, в этом случае 
при  ̂ 0 точка будет двигаться равномерно и прямолинейно со 
скоростью IF0 , a npH.TJ'0= 0 будет находиться в покое.
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ПРЯМОЛИНЕЙНОЕ ДВИЖЕНИЕ ТОЧКИ ПЕРЕМЕННОГО СОСТАВА 
ПРИ ОДНОВРЕМЕННОМ ПРИСОЕДИНЕНИИ И ОТДЕЛЕНИИ ЧАСТИЦ

Предположим, что точка переменного состава движется прямоли­
нейно под действием трех сил: реактивных Р1 и Р 2 и силы сопротив­
ления R , линиями действия которых является прямолинейная траек­
тория точки.

Прямая, вдоль которой движется точка, принимается за  коорди­
натную ось ОХ с положительным направлением, совпадающим с направ­
лением движения точки.

Составим схему сил и скоростей (р и с .2 ) .

Движение точки будет определяться уравнением Мещерского, ко­
торое обычно записывают в форме, наиболее удобной для решения 
поставленной задачи.

Рассмотрим некоторые примеры применения уравнения Мещерского 
к решению задач при поступательном движении тела переменного со­
става .

Предположим, что центр масс тела движется прямолинейно и не
Ь,-|68<Э

R Р1 v2 ц М и- Ps х

Рис, 2 .



перемещается относительно оболочки тела . Присоединение и отделе­
ние частиц будем считать поверхностным, т .е .  движением частиц 
внутри тела пренебрегаем,(на основании гипотезы Мещерского).

I ( Движение реактивного судна

Рассмотрим движение реактивного судна с горизонтальным кана­
лом и постоянным режимом работы насоса (р и с .З ) .

Найдем максимальную скорость vmax движения судна и 
время Т , по истечении которого судно будет иметь 
заданную скорость V* , считая сопротивление вода - 
пропорциональным квадрату скорости R = k s v 2 и 
предполагая, что в начальный момент судно находи­
лось в покое.

Реактивное судно 
будет двигаться посту­
пательно , Поэтому,его 
можно принять за  мате­
риальную точку, состав 
которой изменяется в 
результате одновремен­
ного присоединения , и, 

Рис. 3 .  отделения частиц б о д ы .

Введем обозначения:

площади соответственно входного и выходного сечений 
канала;
относительные скорости вода, поступающей з  канал и 
вытекающей из него за корму; 

m = c o n s t  -  масса судна;
2"= c o n s t  ~ ПЛОТНОСТЬ.

, Составим схему сил. На точку (судно) будут действовать внешняя 
сила F=R  и реактивные силы Р 1 и Р2 . Движение судна определяет­
ся уравнением Мещерского

г ;(■ ~ R '-Цт1-д-2т ? . ( 3 .1 )

ё 1 И 6 2



Проектируя ото уравнение на прямую, вдоль которой движется суд­
но, получим

m d - - - K V 2 -V '1rh 1 + \% т2 . (3 .2 )

Поскольку за один и тот же промежуток времени количество воды, 
втекающей в канал и вытекающей из него, одинаково, то

т  1 =  ; ГП2 =  т * б 2 п 2  ;

6 1iy1=62v-2 ; = •

После подстановки в уравнение,( 3 .2 ) ,  получим

т й = - к 2 п 2+ т * б 1щ 2 

Отсюда видим, что для увеличения скорости судна необходимо,чтобы 

6 ^ 6 2 или ■

Вводя обозначение

mV , 2( l 5 Г ~ 1) = а 2 '

уравнение движения судна примет вид

т!>=---к2и-2+ а 2 . (3 .3 )

Подстановка _ при Ь=  0 дает

Ч пах к" (3 .4 )max к

Очевидно, что заданная скорость должна быть такой, чтобы

mnax •
Разделяя переменные в уравнении (3 .3 )  и производя интегрирова­

ние з соответствующих пределах, получим

T _ m y * J h r    Лд_ /? а  + КЦ-*
' ] а?--к2и-2 2 а к  a - к у *  * (3 .5 )

о



Отсюда видим, что за д ан и я  скорость при Т — .
это значит,, что ^та х  является предельной скоростью.

2 • Полет самолета с ВРД

В воздушно-реактивном двигателе окислителем, необходимым для 
сгорания топлива, является воздух, который непрерывно поступает 
в двигатель, а затем выбрасывается из сопла вместе с продуктами 
горения, т . е .  при полете самолета с ВРД будет иметь место одно-' 
временное присоединение и отделение частиц. При этом известно, 
что на каждый килограмм воздуха расходуется незначительное коли­
чество топлива (около 0 ,02 к г ) .  Поэтому приближенно можно счи­
тать d m ^ d /r ig  .

Найдем реактивную силу тяги и относительную скорость 
&2 газов , выбрасываемых из сопла воздушно-реактивно­
го двигателя самолета, при равномерном и прямолиней­
ном полете с околозвуковой скоростью.

. Если скорость полета самолета является околозвуковой, то сила 
лобового сопротивления Х = кгг2 и можно считать, что в неподвижной 
системе отсчета скорость, присоединяющихся частиц воздуха до их 
присоединения И = 0 , т .е .  самолет набегает на неподвижные части­
цы воздуха.

Движение самолета, на основании уравнения Мещерского ( 2 .3 ) ,бу­
дет определяться уравнением

,т й - = Х -  (й-2 + V) т 2 . (3 .6 )

Проектируя не прямую, вдоль которой происходит полет самолета, 
получим

mi> = -K y-2 + (U'2- i t J r h 2 . (3 .7 )

Отсюда видим, что величина реактивной силы тяги будет опреде­
ляться формулой

P = ( u 2- ld ) r h 2 . (3 .8 )

Эта формула используется при определении реактивной силы тяги 
Идеального ВЕД, а также для строгого вычисления силы тяги реаль­



ного- ВРД, если в качестве источника тепла применяется, например, 
атомный реактор.

Если в ВРД применяются о.бычные источники тепла, то за счет 
сгорания топлива секундный массовый расход газов всегда больше 
секундного массового прихода воздуха, В этих случаях формула 
(3 ,8 )  может применяться только для приближенной оценки силы тя­
ги ВРД.

Очевидно, при сила тяги ВРД обращается в нуль, а при
скоростях полета, больших скорости истечения газо в , двигатель 
превращается в тормоз.

В самолетах с ВРД секундная масса воздуха, проходящего через 
двигатель, для каждого вполне определенного режима полета явля­
ется величиной постоянной и зависит от скорости полета, т . е .

m £= f O ; .  .
Тогда, учитывая условие равномерности полета 0, уравне­

ние (3 .7 )  примет вид

Отсюда для искомой относительной скорости истечения газов П о ­

лунин' формулу

К1Г
f (и!и-2=1Г+ ♦ (3 .9 )

т . е ,  дли равномерного прямолинейного полета самолета с заданной 
скоростью дт нужно обеспечить вполне определенно?.: скорость исте­
чения газов .

5-16
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УРАВНЕНИЕ МЕЩЕРСКОГО ДЛЯ ТОЧКИ ПЕРЕМЕННОЙ МАССЫ

Предположим, что состав материальной точки изменяется только 
в результате присоединения или отделения частиц. Тогда в любой 
момент времени масса точки будет определяться так:

а) б случае только присоединения частиц

m ( t ) - ш п . ( р )
б) в случае только отделения частиц

m (t) = rri0 - n , ( t

Секундный массовый приход и расход соответственно будут 

гп = ГП 1 п р и  

т —~ гп 2 ■. Ч'". .

Если обозначить через ц абсолютную скорость присоединяемых 
частиц (а “ 0 .. ) до их присоединения или отделяемых частиц ( и - П ,  
после их отделения, то уравнение Мещерского примет вид

! ,  -0 :■ 

(П .

m uэ-^г и -  У ' m

или

рр (m v )  = F + urn |
d t

(4.1)

( 4 . 1 ' )



Это уравнение является основным уравнением динамики точки пе­
ременной массы. Впервые оно было опубликовано И.В.Мещерским в 
1897 году.

Вводя вектор относительной скорости = U — Г?" , уравнение Ме­
щерского примет вид

(4 .2 )mu> = F + ua,rh

или

(4 .3 )m u r = F  + Рг ,

где Рг = г?-г гг1 называется реактивной силой или динамической тягой, 
Практически для ракеты реактивной силой является сила тяги дви­

гателя. Определение ее -  один из важнейших вопросов теории двига­
телей. *

Рассмотрим частный случай, когда отделяющиеся от точки или при­
соединяющиеся к ней частицы не перемещаются относительно неподвиж­
ной системы координат, т . е .  когда U = 0 .

В этом случае реактивной силой будет вектор

Рг = -  п т
и движение точки определяется уравнением

dз Н т ° - И = р (4 .4 )

Такой вид имеет, например, уравнение подъема свободного аэро­
стата при непрерывном обледенении его оболочки.

Очевидно, при F  = 0 , получим

или в скалярной форме 

Отсюда следует, что

п ш  = т 0и-0

m t f  = т 015-0

т 0
. (4 .5 )

Т .е .  точка будет двигаться прямолинейно, причем с уменьшением мас­
сы точки скорость ее возрастает, а с увеличением массы -  убывает.

Это является следствием того, что реактивное ускорение ьу^=~т- 
при уменьшении массы ( r h <0 ) будет положительным, а при возраста­
нии массы ( rh > 0 ) -  отрицательным.



В частном случае, когда масса m (t)= m 0 постоянна, получим
гг=у-0 . В этом случае точка будет двигаться равномерно и пря­

молинейно по закону инерции.
Формула (4 ,5 )  позволяет, например, дать оценку потери скорос­

ти самолета или корабля при их обледенении.

СТЕНДОВАЯ СИЛА ТЯГИ РАКЕТНОГО ДВИГАТЕЛЯ.
ЭФФЕКТИВНАЯ СКОРОСТЬ, УДЕЛЬНАЯ ТЯГА .ДВИГАТЕЛЯ

Силой тяги двигателя называется осевая равнодействующая всех 
внешних сил, действующих на внешние и .внутренние поверхности 
двигателя.

Рассмотрим ракету, которая неподвижно закреплена на стенде в 
горизонтальном положении (р и с .4 ) .

Рис, 4.

Введем обозначения:

•Sa -  шощадь выходного сечения сопла;
р а -  давление газов в выходном сечении сопла на единицу лло-

Щ8ДИ «

р "  внешнее атмосферное давление на соответствующей высоте, 
на которой работает двигатель; 

р -  атмосферное давление на поверхности Земли,
Внешними силами, действующими на ракету, будут: сила тяжести, 

реакции опор и силы давления, приложенные к внешней поверхности 
ракеты и срезу сопла.

Проекция силы тяжести на ось симметрии ракеты равна нулю.



Сила реакции опор, с помощью которых закреплена ракета, по
величине равна силе тяги двигателя, т .е .  R=P .

Силы атмосферного давления, действующие на боковую поверхность
ракеты, будут уравновешиваться. Поэтому осевая составляющая сил
атмосферного давления равна равнодействующей сил атмосферного дав,-
ления, действующих на выходное сечение сопла, т . е .  равна

pSa .
Знак минус показывает, что она имеет направление, противоположное 
силе тяги, т . е ,  является тормозящей силой.

Рассматривая объем га за , ограниченный внутренней поверхностью 
двигателя и срезом сопла, получим силу давления газов в выходном 
сечений сопла, равную pa Sa .

Таким образом, осевая составляющая сил атмосферного давления и
давления газов на срезе сопла будет равна

^*~(Ра Р ) '-п  * (4 .6 )
Поскольку_ ракета неподвижно закреплена на стенде, то V" = 0 .

Тогда, при работе двигателя на некоторой высоте, уравнение Мещер­
ского (4 .3 )  примет вид

0 = -R+( pa-p)Sa + iyh
Отсюда для силы тяги двигателя ракеты получаем формулу

Р  = u_,m + ( p a - p ) S a . ( 4 .7 )

Изучая движение ракет, К.Э.Циолковский высказал гипотезу, что 
вектор относительной скорости отбрасываемых частиц постоянен по 
величине и направлен по касательной к траектории движения ракеты 
в сторону, противоположную вектору скорости. Это предположение 
называется гипотезой Циолковского.

Газодинамические расчеты и опыты подтверждают эту гипотезу. 
Относительную, скорость можно считать постоянной, если рй>0,8ро 
и режим работы двигателя не изменяется в больших пределах.

В теории реактивных двигателей и неуправляемых ракет вместо 
относительной скорости вводят постоянную во времени эффективную 
скорость с = cons t  , направленную в сторону, противоположную век­
тору скорости У- .

Эффективная скорость истечения газов из сопла ракеты определи--



етсп формулой [3 ,4 ,5 ]

. с=1гг + -^ |а -=  const . (4.8)

Второе слагаемое в этой формуле обычно составляет не более 10 %
ОТ \?г  ,

Вводя эффективную скорость истечения, формула для силы тяги
двигателя в полете на некоторой высоте примет вид

Р =  c r h - p S a . (4 .9 )

Е пустоте р = 0 . Тогда

Рп= с т  . (4 .Ю )

У поверхности Земли сила тяги ракетного двигателя будет опреде­
ляться Формулой

Р о = С* о - Р о 5 а •
Отсюда

с -  R  + Po5a
гп

Тпг-а двигателя Р 0 на поверхности Земли и секундный расход rh0 
(для ръклти т < 0 )  определяются при стендовых испытаниях двигате­
ля .

йодк предположить, что секундный расход в полете ГР,= l i l c o n s t ,

Р = Р 0 + (р0 - р ] 5 а .

й:.;и оценке эффективности ракетного двигателя одним из важных
показателей является удельная тяга

р  г  .. -  _  д Ц . .

Д о  /n ijo  a  m g .

Удельная тяга зависит ох высоты полета и скорости газо в . Обыч­
но при изменении давления от одной атмосферы до полного вакуума 
удельная тяга изменяется на 10-20 %•

Скорость истечения газов зависит от теплотворности топлива и



от конструкции двигателя. Чем выше теплотворность, тем выше 
удельная тяга . Конструктивные особенности двигателя сказывает­
ся на условиях сгорания-топлива и скорости истечения, что вле­
чет изменение удельной тяги .

В пустоте удельная тяга определяется формулой
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ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ ДИНАМИКИ ТОЧКИ ПЕРЕМЕННОГО 
СОСТАВА

I .  Теорема об изменении количества движения точки

Задачу об одновременном присоединении и отделении частиц мож­
но свести к задаче о движении точки, когда происходит только от­
деление частиц, если понятие „отделение" считать условным,, имея в ' 
виду, что в действительности возможно не только уменьшение, но и 
увеличение массы точки.

В этом случае основное уравнение движения точки может оыуь 
представлено в виде

- 'V  (гг>1*)=с| 4 urft

или , ------------------
- р + р I i  1 г и ' (5 , 1 )

где р  = urn -  реактивная сила, которая возникала бы, если бы 
относительная скорость „отделяемых'' частиц была 

равна абсолютной скорости. Эту силу будем называй» „геектизкоя", 
обусловленной абсолютным движением „отделяемы;?" частиц.

Соотношение (5 .1 )  является математическим выражением теоремы 
|об изменении количества движения точки переменного состава в дет 
ференциальной форме, которая формулируется так.



Производная по времени от количества движения точки 
переменного состава равна геометрической сумме всех 

- приложенных к точке внешних с и л -и «реактивных" сил, 
обусловленных абсолютным движением «отделяемых" час­
тиц.

Если уравнение (5 .1 )  проинтегрировать в пределах о т t g до t  , 
предполагая, что за  это время скорость точки изменится от 1>0 до 
у- , то получим

t t_
m iy - m ir 0- J F d t + J P ud f  . ( 5 .2 )

to t0
Это есть математическая запись теоремы об изменении количест­

ва движения точки в интегральной форме.
Изменение количества движения точки переменного со­
става за  какой-либо промежуток времени равно сумме 
импульсов за  тот же промежуток времени всех приложен­
ных к точке внешних сил и «реактивных" сил, обуслов­
ленных абсолютным движением «отделяемых" частиц.

2 . Теорема об изменении кинетического момента или момента 
количества движения точки

Если положение точки переменного состава относительно непод­
вижной системы координат с началом „О" определить радиус-векто­
ром T = l ( t )  , то кинетический момент или момент количества 
движения точки переменного состава относительно точки „О" опре­
деляется вектором _

K0 - t x m i ? -  .

Дифференцируя по t  , получим

K0=Z X ^  + г*  ГПУ = 7 х . (5 .3 )

Воспользовавшись фцрмулой, выражающей теорему об изменении 
количества движения, найдем

■Ko- 7 * F  + Z x p u
или

^ r n 0(Fj + m 0(Pu) . . (5 .4 )



Эта формула выражает теорему об изменении кинетического момен­
та точки в дифференциальной форме, которая формулируется так.

Производная по времени от кинетического момента точки 
переменного состава относительно некоторого центра 
равна геометрической сумме моментов относительно того 
же центра всех активных сил и «реактивных" сил, обус­
ловленных абсолютным движением «отделяемых" частиц. 

Рассмотрим частный случай, когда

F - Л  -О

В этом случае

к = г  * m ir=  c o n s t = л  . (5 .5 )

Скалярное умножение на радиус-вектор г  даст
Дг = 0 ,

г .е .  траекторией точки будет плоская'кривая. Однако теорема пло- 
дадей в этом случае не будет иметь места. Действительно, проекти­
руя выражение (5 .5 )  на направление постоянного вектора А , полу­
чим

m 2 ь  = А

или - А

2 т
Отсюда видим, что при переменной массе m = rn ( t j  секториаль- 

ная скорость точки будет изменяться, т . е .  в этом случае условие 
теоремы площадей не будет выполняться.

Покажем, что теорема площадей будет иметь место, если активная 
сила, действующая на точку, является центральной силой и относи­
тельная скорость отделяемых частиц равна нулю.

В этом случае теорема об изменении ’кинетического момента точ­
ки п р и м е т  В ;Д

С другой стороны, на основании (5 .3 )

к 0= г * у т  + ~ * т !>

Из сравнения полученных выражений находим

г '■ тд- = 0 ( т ^ О )



или

-  27 -

^ ^ ) = о

Отсюда вытекает справедливость теоремы площадей 

2 ё  = Ш П [ = г 0 * &0

Аналогично можно показать, *что теорема площадей будет иметь 
место еще в следующих случаях:

а ) если сила F центральная и'относительная скорость отделяе­
мых частиц коллинеарна радиус-вектору Z ;

б) если равнодействующая всех внешних сил, действующих на точ­
ку в любой момент времени, уравновешивается реактивной силой;

в) если равнодействующая реактивной силы и всех внешних сил 
коллинеарна радиус-вектору Z .

3 . Теорема об изменении кинетической энергии точки

Кинетическая энергия точки переменного состава определяется, 
как и в случае точки постоянной массы и состава, формулой

г?, mi>-2 mi>2

Тогда у_2
dT ^ - p - d m  + r rm dir  .

t
На основании уравнения Мещерского

mdi> = Fclt +Pdt .
Тогда

d T = 8 A (f j  + 8A( p) + Y & 2d m  . ( 5 . 6 )

Эта формула выражает теорему об изменении кинетической энергии 
точки в дифференциальной форме .



Дифференциал кинетической энергии точки переменного 
состава равен сумме элементарных работ всех активных 
и реактивных сид плюс кинетическая энергия элементар­
ной массы „отделяемых" частиц, обусловленная их пере­
носной скоростью.

Формулировка теоремы в интегральной форме очевидна.

Частные случаи

I .  Если состав точки изменяется, а ее масса формально остает- 
. ся постоянной, то гп = 0 .

Если учесть, что О = + С , то Pu=Qrti = i>rh+P . Тогда форму­
лы (5 .1 )  и (5 .4 )  примут вид

tf, = F +Р +Orh ,

K0= m 0 (F) + fn0 (P) + 7  х&т

Полагая в этих соотношениях гп= 0 и dm  =  О 
получим

Р  ,

K-dioiF) + т 0(Р) , 

dT=SA (pj + §A (p) .

Поскольку для вывода теоремы об изменении кинетической энергии 
непосредственно использовав ось уравнение Мещерского, то в третьей 
формуле нет надобности расшифровывать структуру реактивной силы.

В первых за  двух формулах (5 .7 )  следует иметь в виду, чтоР=СГТ1 
будет иметь вполне определенную величину при т - ~ 0 ,  если эффектив­
ная относительная скорость неограниченно возрастает, т . е .  должно 
выполняться дополнительное условие с - » © о.

Условие гп -  0 строго выполняется для атомных воздушно-реактив­
ных двигателей. Поэтому рассмотренный частный случай при исследо­
вании динамических характеристик летательных аппаратов с такими

-в  формуле (5 .6 ),

(5 .7 )



т

двигателями представляет особый интерес,
2 . Если материальная точка имеет постоянную массу и состав,

Т 6
m = c o n s t  , 1̂ =13- = 0 , .то с=0 , Р  = о .

В этом случае получим известные соотношения классической ди­
намики точки

; K0= m 0(F) ; d T = 5A (R .

3 '£>г*
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ПЕРВАЯ ЗАДАЧА ЦИОЛКОВСКОГО. ФОРМУЛА ЦИОЛКОВСКОГО

Первой задачей Циолковского называется задача о движении ра­
кеты в космическом пространстве так далеко от Земли и других 
планет, что единственной силой, действующей на ракету, является 
реактивная сила.

Очевидно, что эта задача является классическим примером пря­
молинейного движения точки переменной массы. Ее сформулируем 
следующим образом.

Пренебрегая силами сопротивления и гравитации, опре­
делить скорость и закон прямолинейного движения ра- 

■ кеты под действием только реактивной силы тяги , если
С = c o n s t  и в  момент старта при t  =  0 ракета име­
ла массу т 0 и стартовую, скорость гг0 .

Составим схему сил и скоростей (р и с .5 ) .
На основании уравнения Цёщерекого (4 .3 )  и формулы (4 .1 0 )  дви­

жение ракеты будет определяться уравнением
тУ-=СШ .

Вектор с коллинеарен вектору скорости основной точки и на­
правлен в сторону, противоположную ее движению. Поэтому, проек­
тируя на прямую, вдоль которой движется ракета, получим

d i r - c - ^ r  •



Произведя интегрирование с учетом начальных условий, получим 
формулу для скорости ракеты в любой момент времени t  , в виде

Эта формула называется формулой Циолковского. Впервые она бы­
ла опубликована К .3 .Циолковским в 1903 году.

Очевидно, что формулой Циолковского можно пользоваться во всех 
случаях, когда реактивная еила тяги ракеты значительно превосхо­
дит силу сопротивления и гравитации (например, для тактических 
пороховых р ак ет ). Формула Циолковского позволяет оценивать ско­
ростные ресурсы и дальних ракет, у которых потери скорости вслед­
ствие земного тяготения незначительны.

Поскольку формула Циолковского выведена при идеальных условиях 
полета, то она дает верхнюю границу для скорости ракеты. Действи­
тельная скорость будет меньше, вследствие неизбежных потерь на 
Преодоление сюш тяготения, силы аэродинамического сопротивления 
и необходимости обеспечить траекторию полета определенной формы, 
когда направление сюш тяги не совпадает с направлением скорости.

Если формулу (6 .1 )  проинтегрировать еще р аз, то получим закон 
движения ракеты в виде

v ^ + c f n - ^ ' (6.1)

X
S = S0+ U"0t  + c j  Еп- f jp d t (6 .2 )

о

.Из формул (6 .1 )  и (6 .2 )  видим, что ско­
рость я путь, проходимый ракетой, зависят 
от закона изменения массы, т .е .  от характе­
ра сгорания топлива, а. следовательно от ре­
жима работы яингатежя.

В динамике точки переменной ааосн наиболь­
шее распространение получили два закона изме­
нения массы точки.

ЗАКОНЫ ИЗМЕНЕНИЯ МАССЫ РАКИ

Рис.. 5-



1. Л_и н е и а ы й з а к о н

m = m 0 (l - o c t ) ,

где ос > О постоянный параметр.
В этом случае секундный массовый расход

|д = - т  = осm0= const .

Отсюда видим,-что параметр ос может быть определен как отноше­
ние секундного расхода массы точки к ее начальной массе. Поэтому 
параметр ос называется удельным расходом.

■ Вводя эффективную скорость истечения, реактивная сила тяги бу­
дет

P=jLc=ocm 0c - c o n  s t  .

Таким образом, линейный закон изменения массы соответствует 
движению точки при постоянной реактивной силе тяги , а следователь­
но, и при постоянном секундном расходе массы.

Такой закон имеет место при полете ракет с ЖРД. В некоторых 
случаях линейный закон изменения массы имеют и ракеты на твердом 
топливе.

2 . П о к а з а т е л ь н ы й  з а к о н

m  = m ce x p ( - c c t ) (

В атом случае
jo.=cxm ; P=oCmc.

Отсюда видим, что при показательном законе изменения массы точ­
ки секундный массовый расход и реактивная сила не будут постоянны­
ми величинами, а будут уменьшаться по тому же закону, что и масса 
движущейся точки. *

Одной из важных характеристик ракетного двигателя является его 
гяговооруженность, т.е»  отношение реактивной силы тяги к силе тя­
жести, характеризующее перегрузку, обусловленную силой тяжести.
9-1634



При показательном законе йзменения маосы точки в однородном 
поле силы тяжести ( ^  = const) тяговооруженность

Р ' о(С ,
ТтГд “ ~дГ— = c o n s t  .

'Реактивное ускорение 
р

urp = 'm '“ <xc = c o n s f

Таким образом, показательный закон изменения массы соответст­
вует движению точки при постоянной тяговооруженности, а следова­
тельно, и при постоянном реактивном ускорении. Это имеет место 
при полете ракет с двигателями, работающими на твердом топливе.

I
В случае линейного закона изменения массы точки тяговооружен- 

кость ^ о с т 0с
» п -

%
И не является величиной постоянной.

Б начальный момент масса точки m =m 0 и стартовая тяговооружея- 
ность будет

R0=-^-=const .

Поэтому, говоря о тяговооруженности, в случае линейного закона из­
менения массы имеют в виду стартовую тяговооруженность.

В заключение заметим, что практически^закон изменения массы оп­
ределяется режимом работы двигателя. Существуют и другие законы 
изменения массы, но рассмотренные два закона получили наибольшее 
применение потому, что имеют ясный механический смысл.

Встречаются задачи, в которых масса точки является функцией

только ее положения, т . е .  m = m (x) . При решении таких задач в 
уравнение движения неизбежно войдут члены, зависящие от скорости 
движения точки, потому что

т - » 4 ^  •
d x



Такой задачей, например, является зад ач а 'о  подъеме привязного 
аэростата (Мещерский. Сборник задач по теоретической механике 
№ I I 5 5 ) .В этом случае масса аэростата непрерывно возрастает за  ' 
очет увеличения длины выбранного каната, т .е .

m = m0 + Sx ,

где $ -  масса единицы дайны каната; 
х -  высота подъема;

Хх -  масса выбранной части каната, принимающей участие в дви­
жении системы. '

При рассмотрении задач о полете ракет особый интерес представ­
ляют задачи, в которых масса точки является функцией только време­
ни.



МАКСИМАЛЬНАЯ СКОРОСТЬ И ПУТЬ, ПРОХОДИМЫЙ 
ОДНОСТУПЕНЧАТОЙ РАКЕТОЙ ЗА ВРЕМЯ РАБОТЫ 
ДВИГАТЕЛЯ ПОД ДЕЙСТВИЕМ ТОЛЬКО РЕАКТИВНОЙ 

СИЛЫ ТЯГИ

Путь, проходимый ракетой с работающим двигателем, называется 
активным участком траектории.

В конце процесса сгорания топлива масса ракеты m = m K , т .е .  
равна массе ее конструкции с небольшими остатками топлива з ба­
ках и трубопроводе. Поэтому в конце активного участка траектории, 
на основании формулы Циолковского, ракета будет иметь максималь­
ную скорость

V й"» + с ? п '17ц7
или ______________

v. = t f + c f n Z ,
(7 .1 )

где Z * = - ~ -  называется числом Циолковского, 
к

Отсюда видим, что скорость ракеты в конце активного участка 
траектории не зависит от закона изменения массы, а следовательно, 
не зависит от режима работы двигателя. Это значит, что ракета бу­
дет иметь одну и ту же максимальную скорость как яри быстром,так 
и при медленном сгорании топлива.



Скорость
l?-z = cEnZ

называется скоростью по Циолковскому.
Тогда формулу (7 .1 )  можно переписать в виде

*А=*о + *Н
Если через Тд обозначить время работы двигателя, то путь, 

пройденный ракетой за  это время, будет определяться формулой

А. т „
S ,= S 0+ ffoT , « f ( n - j ^ d t . (7 .2 )

Отсюда видим, что длина активного участка траектории, в отли­
чие от максимальной скорости, будет зависеть от Тд , а следова­
тельно от режима работы двигателя.

Если масса ракеты изменяется по линейному закону' m =m o( i —octj, 
то, произведя интегрирование в формуле ( 7 .2 ) ,  получим

S» - V ° oTa + 7T а Т й + (! -< *  T j M f - a T J (7 .3 )

В конце активного участка траектории ■

-  т к = т о (1 - ° сТАЛ7)
Отсюда

Z -1
А ос Z

или, вводя стартовую тяговооруженность п 0= есс

„Л_ c ( Z - < )

получим

(7 .4 )

Подстановка в выражение (7 .3 )  даст

S^“ So + n ^ r f ( 4 ,  + c ) ( 2 - D - w z (7 .5 )

10-1689



В случае показательного закона изменения массы ракеты

Но так как

(7 .7 )

Поэтому окончательно получим

(7 .8 )

В заключение отметим исключительно важное значение формулы 
( 7 .1 ) ,  определяющей максимальную скорость ракеты.

Эта формула показывает, что большие скорости, необходимые для 
космических полетов, могут быть получены только за  счет увеличе­
ния №, и № .

Увеличение , а следовательно увеличение числа Z и эффектив­
ной скорости с евс .анс с конструкцией ракеты и проблемой топли­
ва , которое дав., ю бы большн , скорости истечения газов из сопла.

В настоящее ьремя имеются конструкции ракет с числом Z =  6 и 
ракетные двигатели, обеспечивающш С =  3000 м /сек . Практически 
можно получить С = 4000 м /сек.

Если в формуле (7 .1 )  положить =  0 , 2 = 6 ,  с = 4 0 0 0  м /сек, 
что подходит к границе энергетических возможностей химических 
ракетных топлив, то найдем

т .е .  приходим к выводу, что в настоящее время с помощью односту­
пенчатой ракеты нельзя получить даже первой космической скорости-  
80G0 и /сек .

Следовательно, решение задачи получения больших скоростей свя­
зано с исследованием возможностей увеличения .

Изучение этого вопроса привело к созданию многоступенчатых ра­
кет, с помощью которых осуществляются запуски ИСЗ, космических ко­
раблей и достигаются большие космические скорости.

№ = 5 3  88  м /с е к  , 
А -

(7 .9 )



СКОРОСТЬ МНОГОСТУПЕНЧАТОЙ РАКЕТЫ

Многоступенчатой ракетой называется ракета, состоящая из нес­
кольких ракет, соединенных последовательно.

Схематически изобразим многоступенчатую ракету, состоящую из 
'  ступеней и полезного груза (р и с .б ) .
В каждую ступень, т . е .  часть ракеты 

входят: двигатели, приборы управления , 
топливо, арматура и т .д .

При подъеме многоступенчатой ракеты, 
по мере израсходования топлива, ступени 
автоматически отделяются и работа дви­
гателя каждой последующей ступени начи­
нается с дополнительной начальной ско­
ростью. Так решается проблема увеличе­
ния У0 .

Сочетание работающей ступени ракеты, 
всех неработающих и полезного груза на­
зывается субракетой. Поэтому для каждой 
данной субракеты все неработающие ступе­
ни и полезный груз будут составлять полезный груз.

Вводя понятие субракеты,замечаем, что расчет каждой субракеты 
может производиться так же, как и расчет одноступенчатой ракеты.

Для определения максимальной скорости многоступенчатой ракеты 
применим формулу Циолковского к каждой субракете.

Полагая Д10 = 0 , скорость I -й  субракеты в конце процесса сгора­
ния топлива будет

< = c > , Zl  .

Это будет начальная скорость для 2-й субракеты. Тогда макси­
мальную скорость для 2-й субракеты получим в виде

'бд = с ,£ п 2 1 +  с 21п  2  2

Это будет начальная скорость для 3-й с.убоакеты.
Продолжая этот процесс для каждой последующей субракеты, най­

дем максимальную скорость в конце процесса сгорания топлива, в



\> -й  субракете, которая определяется формулой

■ ■

Если скорости истечения газов во всех субракетах одинаковы,то 
максимальная скорость многоступенчатой ракеты будет

к - с м К ) .

а в случае одинаковых и чисел Циолковского получим

»  = cV?n 2 .А

Следовательно, если все субракеты имеют одинаковые эффективные 
скорости и числа Циолковского, то максимальная скорость полезного 

‘груза пропорциональна числу ступеней ракеты.
Если в предыдущем примере (7 .9 )  поставить дополнительное усло­

вие, что ракета является двухступенчатой, то , положив ^ = 2 ,  по­
лучим

-v -5388  =10776 м/сек ,

т . е .  первая космическая скорость достигается ракетой даже и в том 
случае, если 2 -я  субракета будет енее мощной, чем первая.
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ВТОРАЯ ЗАДАЧА ЦИОЛКОВСКОГО

Второй задачей Циолковского называется задача о вертикальном 
полете ракеты под действием реактивной силы тяги и силы тяжести. 

Сформулируем ее так.
Пренебрегая сопротивлением среды, определить скорость и 
закон вертикального полета ракеты по нормали к поверх­
ности Земли в однородном поле силы тяжести (q^const ) ,  
если с = c o n s t и в момент суарта при t  =  0 ракета 

j имела массу т о и стартовую скорость &с .
Составим схему сил и скоростей (р и с .7 ) .
Движение ракеты будет определяться уравнением Мещерского:

= сгп

или в скалярной форме
d v — g c l t - c - ^ -  •

Производя интегрирование с учетом начальных условий, получим

(8 .1) 'y' = u 'o~ 9 t + c f n 1Tl0m

Эта формула называется второй формулой Циолковского. Она опре­
деляет скорость одноступенчатой ракеты, движущейся в однородном 
поле силы тяжести в пустоте.



х

Л
М

' f = / y
гг

Рис.7 .

или

Интегрирование формулы (8 .1 )  еще раз даст закон 
движения ракеты в виде

S - S „ * Vot - ^ + c J f n ^ d t
t m .

(8 .2 )

Если принять линейный закон изменения массы раке­
ты, то получим

О- = -  g.t — С£п (1 - сСt ) ; (8 .3 )

s - s ^ t - y + ы у t  + ( | - cx t j ^ n ( l -O C t ) ] . (8. 4)

При показательном законе изменения массы ракеты 
формулы для скорости и пути, проходимого ракетой, 
примут вид

w-uj + ( a c -g ) t  ;
2

S = s 0+ I’c t  +(<хс-^ у

+ ( п - 1 )

S-S0- v , t * ( n - i ) ^

(8 .5 )

(8.6)

Отсюда видим, что при тяговоорукенности п ? ! ракета будет дви­
гаться равноускоренно, при П 1 -  равнозамедленно и при n=  I  -  
равномерно.

Очевидно, что при полете ракеты в космическом пространстве под
действием только реактивной силы тяги (первая задача Циолковского) 
скорость и путь, проходимый ракетой при показательном законе изме­
нения массы, будут определяться фо? гулами

U = У  + у :  ;

S = S0 . v 0t - h n ^ ~  ,



т .е .  полет ракеты будет происходить равноускоренно при а  >0 , рав 
нозамедленно при п<0 и равномерно при п =  0 .

Отметим один интересный случай, непосредственно вытекающий из 
формулы ( 8 .1 ) .

Предположим, что в какой-либо промежуток времени ракета не дви­
жется. Тогда V = 0 , т .е .

Ul m с
Отсюда получаем

■ ' m = m 0exp(t?0 ~ ̂ ) • (8.7)

Следовательно, ракета в пустоте будет в состоянии равновесия, 
если закон изменения ее массы будет определяться формулой ( 8 ,7 ) .  
Поэтому для движения ракеты необходимо, чтобы процесс истечения 
газов был более интенсивным.

Очевидно, если процесс изменения массы будет происходить по за-

таЫУ ( (m =m0e x p  ) ,

то ракета в однородном поле силы тяжести при отсутствии сил сопро­
тивления будет двигаться с постоянной скоростью V  .

Задачи, в которых по заданным внешним силам и заданному 
закону движения определяется закон изменения массы,обес­
печивающий заданное движение, называются обратными зада­
чами динамики точки переменной массы.

МАКСИМАЛЬНАЯ СКОРОСТЬ й ДЛИНА АКТИВНОГО УЧАСТКА 
ТРАЕКТОРИИ ОДНОСТУПЕНЧАТОЙ РАКЕТЫ В ОДНОРОДНОМ 
ПОЛЕ СИЛЫ ТЯЖЕСТИ ПРИ ОТСУТСТВИИ СОПРОТИВЛЕНИЯ

Сохраняя прежние обозначения, на основании второй формулы Циол­
ковского, максимальная скорость ракеты будет



Длина активного участка траектории определяется формулой

W 4 T A- - ^ - .  + c j e n - ^ d t  . (8 .9 )

В случае линейного закона изменения массы ракеты время Тд ра­
боты двигателя определяется формулой ( 7 .4 ) .  Тогда

t f - V V r i ^ C 2 - 1). ; ( 8 -10)

сл=с + _£__
А Ь о n0Ĉ Z ( 8 . I I )

В случае показательного закона изменения массы ракеты время 
Тд определяется формулой ( 7 .7 ) .  Тогда

vAn-u-0 +i>z n (8.12)

• (8 .1 3 )

Выведенные формулы для скорости и высоты подъема используются 
в ракетостроении при проектировании ракет и при поверочных расче­
тах . Их применяют также и при расчете подъема ракет в атмосфере, 
если аэродинамические силы малы по сравнению с силой ( P - G ) .
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ОПТИМАЛЬНЫЕ РЕЖИМЫ ДВИЖЕНИЯ РАКЕТ В ОДНОРОДНОМ 
ПОЛЕ СИЛЫ ТЯЖЕСТИ ЯРИ ОТСУТСТВИИ СОПРОТИВЛЕНИЯ

Выясним оптимальные режимы, обеспечивающие при заданном запа­
се топлива максимальную высоту подъема одноступенчатой ракеты.

Рассмотрим две экстремальные задачи.

1. При заданном запасе топлива найти максимальную 
высоту, на которую поднимется ракета

В этом случае высота подъема ракеты складывается из Двух участ­
ков:

а ) активного участка Нд (р и с .8 ) , который проходит ракета за 
время t  = T A работы двигателя;

б) участка свободного полета Hcg /которы й ракета проходит за  
счет скорости у д приобретенной в конце активного участка траек­
тории. Очевидно, что этот участок ракета будет проходить как точ­
ка постоянной массы. ■

Поэтому ,

Предположим, что касса ракеты изменяется по показательному за -

(9.1)

кону. В ЭТОМ С луче



т
Нс6

.X 

 У=С

н  на
Л

у

Ф а

о
77777777777777777.

Рис. 8.

Поскольку

и полная высота подъема ракеты (при 5>о=0) 
будет равна

н = н  + Н й =-  LVz
;с6 ~ п а

о* у ,

2 *
0>О + у ,

У2 ,2

2 )  + 

• ; = н (п) .

(9 .2 )

Для определения значения п , при ко­
тором высота подъема ракеты будет макси­
мальной, найдем производную и прирав­
няем ее нулю; ап

dH dHA + dHQ6
d n  d n  "d ri

O',

или
dH

2
Vz

dn  2 n 2 ^ 

Отсюда видим, что -dU.

Г1/(9 .3 )

(9 .4 )

d n
при n

= 0

Л < о  ,

d n 2.

то заключаем, что максимальная высота подъема будет при п = °<з ,
соответствующем мгновенному сгоранию всего запаса топлива. Такой 
режим изменения массы, обеспечивающий достижение ракетой макси­
мальной высоты, в данной задаче будет оптимальным.

В этом случае (при п=с»о ) получаем 

Н сП и * ™ - (ууо + У г ) 2
п А " и  > гпах  2 а  * ( 9 - 5 )



Отсюда следует, что в однородном поле силы тяжести, когда 
силами сопротивления можно пренебречь,' выгодно для достижения 
максимальных высот быстрее сжигать заданный запас топлива.

Поэтому в настоящее время наряда" с улучшением конструкции ра­
кет и применением легких высокопрочных материалов, позволяющих 
уменьшить массу т к , большое внимание уделяется получению таких 
источников энергии для реактивных двигателей, которые давали бы 
возможно большую- скорость отбрасывания частиц и уменьшали бы 
время их отбрасывания. Теоретически максимально возможной ско­
ростью отбрасывания частиц является скорость распространения све­
та в пустоте. • •

2 . При заданном запасе топлива и максимальном 
активном участке траектории найти высоту подъвма ракеты

В этом случае задача сводится при показательном законе измене­
ния массы к отысканию максимума функции

при которой активный участок траектории будет максимальным. Лег­
ко убедиться, что

Дифференцируя по П , получим

Полагая

найдем тяговооружеяность

(9 .6 )

Непосредственно из выражения (9 .6 )  видим, что при tf0= 0 оп­
тимальный режим реализуется при п=  2 , т . е .  .когда реактивное
ускорение в два раза больше ускорения силы тяжести.



Для определения высоты подъема ракеты при максимальном актив­
ном участке траектории подставим значение гц< в формулы для Нд 
и Н о. Б результате получим

н  {2у 0 + щ ) 2
A,max 8 д. >

H~ HA,max +Н сБ

ГЦ 8 %

_ ( 2\?0 + У~г ) +У%

П1 Ц

(3 .7 )

(9 .8 )

(9 .9 )

Если в формулах (9 .5 )  и (9 .9 )  положить 12, = 0 , то получим
.2

N2H I/ ri
н.max,о 2

н  =  —
% ’

0

Отсюда видим, что в этом частном случае

^m ax ,0  2 Н 0 ’ ( 9 . ID)

т .е .  при одном и том же заданном запасе топлива мгновенное сго­
рание его приводит к достижению высоты подъема в два раза боль­
шей, чем при медленном сгорании, обеспечивающем максимальный ак­
тивный участок траектории.

Следовательно, желательное для человека уменьшение перегрузок 
неизбежно влечет уменьшение достигаемой высоты подъема ракеты.

Аналогичные выводы мы получим и при линейном законе изменения 
массы. Мгновенное сгорание топлива и в этом случае будет опти­
мальным режимом, обеспечивающим максимальную скорость ракеты при 
заданном запасе топлива.
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ГОРИЗОНТАЛЬНЫЙ ПОЛЕТ РАКЕТЫ С УЧЕТОМ 
СОПРОТИВЛЕНИЯ СРЕДЫ

Рассмотрим поступательное движение крылатой ракеты с 2РД,центр 
масс которой не изменяет своего положения по отношению системы 
координат, связанной е ракетой, т .е .  будем считать, что баки е 
топливом расположены так , что центр масс при выгорании топлива 
не. смещается относительно твердой оболочки рЦкеты.

Горизонтальный полет ракеты в воздухе равносилен движению ра­
кеты по абсолютно гладкой направляющей, когда вес ее уравновеши­
вается подъемной силой.

Составим схему сил (р и с .9 ) .
Движение центра масс ракеты 

будет определяться'дифференци­
альным уравнением вида

О

rm t= - Q .x - c m .

т д  
Рис. 9 .

В экспериментальной аэродинамике установлено, что сила лобово­
го сопротивления, обусловленная атмосферой, при скоростях попета 
до 250-300 м /сек и свыше 1500-1600 м /сек определяется формулой

Q = 4 - с  о S '&̂  
х 2 я  Г ’ ( 10.2 )



где c x  ~ аэродинамический коэффициент сопротивления; 
р -  плотность воздуха;
5 -  площадь ыиделева сечения.

Для подъемной силы имеется формула

Qy=-2~Cy p 5 w 2 ,

где С у, -  коэффициент подъемной силы. •
Поскольку при горизонтальном полете Q , то находим

,  о т 3-
PS>? - 2Т ^  '

Подставляя в формулу (1 0 .2 ) , получим

’ ( ю . з )
с \

где к = -^ -  -  число, характеризующее аэродинамическое качество,
х называется качеством ракеты (сам олета).

Тогда уравнение движения ракеты примет'вид
т а

= “  -  cm  . (Ю .4 )

Предположим, что ракета имеет постоянную реактивную силу тя­
ги , т .е .  масса ракеты изменяется по линейному закону, а следова­
тельно, удельный секундный расход 

jo ,= -rh  = c x m 0 
Подставляя в уравнение (1 0 ,4 ) , получим

Я « с
№- т г + т т г г  • <10-5 >

Для интегрирования этого уравнения нужно знать изменение ка­
чества ракеты при заданном режиме полета.

Найдем решение уравнения (1 0 .5 )  в простейшем случае, когда 
К = co n s t  , т . е .  в случае полета ракеты при постоянном уг­

ле атаки.
Опытами установлено, что в области трансзвуковых и околозвуко­

вых скоростей качество очень сильно падает, так как с х  сильно 
возрастет, а заметно убывает. Доказано, что качество 'зависит 
от числа Маха, т .е .  от отношения скорости движения ракеты к  ско­
рости звука. Но в области квадратичного закона сопротивления ка-



;

чэство зависит только от угла атаки.
Полагая К =co n st и производя интегрирование уравнения (1 0 .5 )  

е учетом, что v=U'0 нри t =  О, Получим

cPn (1 - a t )  . ( I0 .6 )

Интегрируя это уравнение еще раз при условии, что S0= 0 при 
t=  0 , найдем закон движения ракеты на активном участке траек­

тории в виде 2

S = (t  ̂+ c ) t -  2 К + ar(l~oct)£n(l-cct) . (ю.7)

Исходя аз этого закона, решим экстремальную задачу.
При заданном относительном запасе массы найдем 
удельный секундный расход, при котором актив­
ный участок траектории ракеты является макси­
мальным. JJ

При линейном законе изменения массы время 7Д работы двигателя
определяется формулой

Подставляя в формулу (1 0 .7 ) , получим длину активного участка
траектории _ _  2

Введем обозначения

(ve + c ) ( z - l ) - i r j  ;

в = - 5 1 ^ 1 2 .
d  2 к 2

Тогда поставленная задача будет сводиться к отысканию максиму­
ма функции одного параметра д  g

d S A
doc

А , 2В 
+ о з -

(10.8)
ОС2



Очевидно» чю

1 Г 2 Б
cxs i ос А ) • О

ПРИ 9 о
0С, =  о о  и ОСп = -' С  п 2 Д

• Известно, что случай СС=©о соответствует мгновенному сгора­
ний топлива, когда S A минимум.

Следовательно, оптимальное значение ос при котором длина 
активного участка максимальна, будет определяться формулой

а  - 2 В  g ( z - « ) 2

При дозвуковых скоростях отношение . В этом случае
оптимальное значение ос определяется формулой

K c ( z - i - e n z j  ' (1 0 °9)

Отсюда следует, что получение максимального активного участ­
ка траекторий связано о проблемой увеличения относительной ско­
рости истечения га'зов.
1 -  0(2

Если подставить в выражение (1 0 .8 ) , то получим

А2 к  Z [(!?-„ + с) (Z - 1 )  -  t?-z ] 
DA,max 4 В 2 ^ ( Z - 1 ) 2 '

При -<f-=0 максимальная длина активного участка траектории 
будет определяться формулой

s  _ к с 2г ( 2 ' - 1 ~ Ш )
A,max  2 ^  (Z - 1,)2 (1 0 .1 0 )

Отсюда видим, что длина активного участка прямо пропорциональ­
на качеству ракеты и квадрату относительной скорости истечения 
газо в . В заключение заметим, что полученные формулы будут спра­
ведливы и для самолета с ЖРД.



ДИНАМИКА ТЕЛА ПЕРЕМЕННОГО СОСТАВА
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ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ ДИНАМИКИ
ТЕЛА ПЕРЕМЕННОГО СОСТАВА

*

В ряде работ, сохраняя аналогию с классической механикой,счи­
тают, что тело переменного состава состоит из материальных точек 
переменного состава, движение каждой из которых определяется со­
ответствующим уравнением Мещерского

W < +Fk +PH >

(к=1,п)
где т к -  масса . К :-той точки в момент времени t  ;

i>K -  скорость той же тЬчки относительно неподвижной систе-
_ е _  мы отсчета;
FK )FK,P K -  равнодействующие соответственно всех внешних, 

внутреявмх и реактивных сил, действующих на ту 
же точку.

Если имеет место только поверхностное изменение состава тела, 
т*е . отсутствует движение частиц внутри его (относительное движе­
ни е), то в процессе движения тела расстояния между его точками не 
изменяются. В этом случае количество движения, кинетический мо­
мент и кинетическая энергия тела переменного, состава относитель­
но неподвижной системы координат 0 ,Х У2  будут определяться фор­
мулами



Тогда» яо аналогии о классической механикой, устанавливаются ос­
новные понятия дняамикн гада переменного состава ц выводятся тео­
ремы» характеризующие его движение»

Доказательства всех основных теорем динамики тела переменного
состава исключительно четко изложены в учебнике А.А.Космодемьян­
ского 17] ж монографии В.М.Карагодина [6].

В практическом отхоаекнж, применительно к авиационной и ракет­
ной технике, более важное значение имеют теоремы ракетединамики. 
Поэтому ограничимся рассмотрением теорем об изменении количества 
движения и кинетического момента для реактивного,летательного ап­
парата ( л . а . ) ,  представляющего собой» в общем случав» тел® пере­
менного состава с твердой, нвдефо'рмируемей обелвчкей, т . е .  будем 
предполагать, что объем» занимаемый телом переменного- состава,по 
форме и величине а течением времени не изменяется. Это допущение 
для л .а .  достаточно близко к действительности. В случае многосту­
пенчатых л .а»  он® будет справедливо для каждой ступени.

Основные теоремы и уравнения движения л .а .  е работающим реак­
тивным двигателем сформулировали Гантмахер Ф.Р. и Левин Л.М. [ в ] .

Следуя ш  я работе [ ? ] ,  предварительно установим некоторые за­
висимости, имеющие месте между системами переменного и постоянно­
го составов.

Зависимости между изменениями количества 
движения и кинетических моментов систем 

аеаемеывоге н достоянного составов

В сплошной среде, состоящей из разнообразных частиц, выделим 
замкнутую поверхность 3  » которая является оболочкой снотемн <6 
переменного состава (р и с .1 0 ).

Движение частиц среды г системы 6  отиегеч к яеяедвяяжей де­
картовой систем© координат 0 ,х ,у ,2  .

С течением времени одни частицы среды будут входить внутрь ив-



верхности S , а другие -  выходить из нее.
Наряду с системой б  , рассмотрим систему б *  постоянного соста­

ва, состоящую из тех материальных частиц, которые в некоторый 
фиксированный момент времени t  находились внутри оболочки S .

Количество 
движения и кине­
тический момент 
относительно 
точки О систе­
мы <о соответст­
венно обозначим 
черев Q и К с , 
а системы 6 *  -  
черев Q * я К* .

В момент вре­
мени t  системы 

б> и Ь* совпада­
ют. Следователь­
но, в этот момент

Q t - Q к
0.1 (П.1)

Введем обозначения:

Q u > К Q ц -  соответственно количество движения и кинетичес­
кий момент относительно точки .0 частиц, посту­
пивших за  время o t  в объем, ограниченный обо­
лочкой S  ;

Q-у ., -  соответственно количество движения и кинетичес­
кий момент относительно точки 0 частиц, вш ед- 
ших из этого объема за время At. .

Тогда в момент времени t  +&t будем иметь

^0,1 + л Г КОД+а1 +  К 0 ,^ +K 0,u 
Вычитая из этих соотношений соответствующие равенства ( I I . I ) ,  по­
лучим



K0, i ^ t “ K0,t ^ o ,t+ it  K o,t+K o,i?- ^ 0 , u  *

Если эти равенства разделить на At и перейти к пределу при At—0 , 
то найдем искомые зависимости в виде

5 * = 5  + д ;
^  .  *  ( П .2 )
К о = Ко + к *

^ g Lmi g ~ l u .  K = gim -K̂ .; KM  ,
^At-O At At

т .е .  векторы |  а К' представляют собой секундные расходы коли­
чества движения и кинетического момента относительно точки 0 * 
через оболочку 5  системы 6  переменного состава * момент време­
ни t  .

Соотношения ( I I .2 )  справедливы для любой инерциальной и не- 
инерциальной систем отсчета, а также для любой подвижной и де­
формирующейся оболочки $ .

Предположим, что система переменного состава имеет твердую 
оболочку S  , с которой неизменно связана система координат 
О , у ,  . 2 1 , Эта система координат вместе с твердой оболочкой 
будет двигаться относительно инерциальной системы координат . ,
0t,x , i | , 2 .  Движение, материальных частиц в системе координат 0.,,х ^ , 2̂  
будет относительным.

Если все величины в относительном .движении отметить
а  относительную производную обозначить через S

d t
аналогичных рассуждений можно убедиться, что в подвижной, вооб»д 
говоряj кеннерциааьной системе координат 0 4 , х 1 , , z-,  -будут
иметь место соотношения

1 3 1 _ М з .  +  а  • 
d t  “  d t  t z  >

^ о л  8Kp.z , г. 
d t  ■  d t  г  ■

где- cj? й к„ -  относительные секундные расходы количества движе­
ния ш кинетического момента относительно точки 04 , 
через твердую оболочку S в момент времени t  .
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ТЕОРЕМЫ ОБ ИЗМЕНЕНИИ КОЛИЧЕСТВА ДВИЖЕНИЙ 
И КИНЕТИЧЕСКОГО МОМЕНТА СИСТЕМЫ ПЕРЕМЕННОГО 

СОСТАВА С ТВЕРДОЙ ОБОЛОЧКОЙ. ПРИНЦИП ЗАТВЕРДЕНИЯ

Рассмотрим систему £> переменного состава, ограниченную твер­
дой оболочкой S .

Движение частиц среда 'и оболочки 3  отнесем к двум системам
координат: неподвижной - 0 ,х ,у ,2  и подвижной01,х 1, у , z  , , не- 
изменяо связанной с твердой оболочкой.

и*у'.?ду с системой б  , рассмотрим систему 6 *  постоянного со-
‘ji-aaa. • .

Поскольку к системе б *  применены теоремы классической дина­
мики, то основное уравнение относительного движения для каждой 
точки этой системы имеет вид

Если такие уравнения записать для каждой точки системы 6 * ,  а 
затем сложить, то получим

Учитывая, чт

E m ,



5“ "D * u   *c~
к,е  к ^ к , е  9

Z . F * = F  -  главный вектор внешних сил;

Р .Т о р  =Р*0р-главный вектор кариолисовых сил 
инерции,

уравнение (1 2 .1) для системы 6 *  постоянного состава прилжет 
вид

х р  ==*UH О Ц!е>
К ^ к ,е ~ ^ + ^кор 5 t ~  * (1 2 .2 )

В момент времени t  системы d  и <6* совпадают и имеют одина­
ковые переносные и кориолисовые ускорения, т .е .

— *. — т>*:ин_т5ин ^  0-г _  SQ-t, , ~
к,е- и ^<,е; ^кор “ -^кор ; d t  ' d t  Я ч  '

Подставляя в уравнение ( 1 2 .2 ) ,получим 1

Е т к ^ к .е = Р + Р кор +  С -^г ) + ( - - ^ ^ )  • (12.3)

Это уравнение описывает переносное движение системы б  перемен­
ного состава в момент времени t  .

Вектор ( - ^ г ) называется главным вектором реактивных сил. 
Действительно, если секундный расход массы jU dS через элемент 

dS умножить на Vrz , то получим силу jU й-^d S , которая обуслов­
лена переносом количества движения частиц через элемент dS обо­
лочки S  , т .е .  является реактивной силой, геометрическая сумма 
которых равна (—cjt ) .

Силы, геометрическая сумма которых равиа ( - ~ j ~ ) ,  называются 
вариационными силами. Эти силы возникают вследствие нестациойар- 
ности относительного движения газа и жидкого топлива внутри ле­
тательных аппаратов. Они обусловлены изменениями, т .е .  вариация­
ми количества движения относительно подвижной системы координат, 
неизменно связанной с твердой оболочкой.

Очевидно, вариационные ешш равны нулю, если плотность среды 
и относительная скорость с течением времени н® изменяются.

Предположим, что в некоторый момент времени систем аб  перемен­
ного состава затвердела. Тогда получим фиктивное твердо® тело,



. неизменно связанное с реальной твердой оболочкой S ,
Меняя моменты затвердевания, будем получать различные фиктив­

ные тела, ограниченные одной и той же твердой оболочкой. Эта 
фиктивные тела будут отличаться друг от друга величиной массы и 
распределением ее внутри оболочки.

В момент затвердевания фиктивное твердое тело будет двигаться 
так же, как реальная твердая оболочка S . Следовательно, в этот 
момент переносные ускорения частиц системы <6 переменного соста-г 
ва будут равны абсолютным ускорениям частиц фиктивного твердого 
тела S .

Если абсолютное ускорение к - т о й  точки фиктивного тела обоз+ 
начить через WKg, то получим

Тогда уравнение (1 2 .3 ) примет вид

Это уравнение является математической записью теоремы об измене­
нии количества движения системы переменного состава с твердой 1 
оболочкой.

Если точка 0^ является центром масс фиктивного твердого та­
ла S , то путем аналогичных рассуждений устанавливается теоре­
ма об изменении кинетического момента системы переменного соста­
ва , математическая запись которой имеет вид

R S = R + R KoP +  ( - RJ  + ( - - | r ^ - b  (12.5)

где К3 -  кинетический момент фиктивного тела S относительно 
его центра масс 0 1 , принятого за начало подвижной1 

системы координат;
M =rn ( F ) -  главный момент всех внешних сил, действующих 

ка систему переменного состава в момент вре- 
I _ _  мети t  ;

кор=гпо-|(^кор) ” главыый момент кориолисовых сил инерции; 
-к г = т 0Д -^ г) -  главный момент реактивных сил;

 c( t >г “ глаБНЫй момент вариационных сил.

‘



Поскольку движение фиктивного твердого тела совпадает с дви­
жением реальной твердой оболочки, тс уравнение (1 2 .5 ) будет о,пи- 1 
сывать вращательное движение твердой оболочки относительно цент­
ра масс 0 1 системы переменного состава.

На основании уравнений (1 2 .4 ) и (1 2 .5 )  Гантмахер и Левин сфор­
мулировали принцип затвердевания для системы переменного состава 
в следующем виде.

Если систему б  переменного состава представить затвер­
девшей в некоторый произвольный момент времени t  ,то^ 
уравнение твердой оболочки этой системы в момент време­
ни t  имеет тот же вид, что и уравнение фиктивного 
твердого тела постоянного состава, к которому приложе­

н ы  внешние силы, действующие на систему (5 > реактивные 
I силы, кориолисовые силы инерции и вариационные силы.

Этот принцип имеет исключительно зажное значение и может быть 
применен к любому реактивному летательному аппарату.

Уравнения (1 2 ,4 ) и (1 2 .5 ) часто записывают сокращенно в виде

; (12.6 )

где Z F  к Z  М -  соответственно главный вектор и главный момент 
j относительно центра масс летательного аппарата 

всех внешних г  реактивных сил, кориоякесвых»сил инерции и вариа­
ционных сил, действующих на летательный аппарат.

K g -L M  , (1 2 .V)
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СИЛА тяга РЕАКТИВНОГО ДВИГАТЕЛЯ

JO

Oi\

Рассмотрим равномерное поступательное движение реактивного 
летательного аппарата по горизонтальной прямой со скоростью й. 
Для решения задачи воспользуемся принципом обращения движения.

Предположим, что летательный аппарат симметричен относитель­
но своей продольной оси, которую примем за ось х  ( р и с .I I ) .

Твердой оболоч­
кой реактивного 
летательного 

I аппарата назы­
вается поверх­
ность, образо­
ванная поверх­
ностью лета­
тельного аппа­
рата, плоскос­
тью выходного

Рис. I I .  сечения сопла
аСЦ и поверх

ностью струи воздуха, втекающей в диффузор.
Если поверхность оболочки ограничить сечением 6б1 , то во 

входном сечении диффузора будут неизвестными скорость чаоткц , 
давления и плотность воздушной среды. Поэтому сечение 0 0 1 диф-

IS„

'1г 2̂22Т77ТГ7Т7Г77777 \̂Ра
I и1



фузора проводится на некотором расстоянии от летательного аппа­
рата, где местные скорости частиц, давление и плотность воздуха 
равны соответствующим значениям в невозмущенном потоке.UH

Поскольку твердая оболочка неподвижна,то £ L = 0 , Р , = 0 .  Сле-ь кор
довааельно, применительно к нашей системе переменного состава, i 
ограниченной твердой оболочкой летательного аппарата, уравнение, 
выражающее теорему об изменении количества движения,примет вид ,

г - ч ^  ( 1 3 л ) '
-Внешними силами, действующими на нашу систему переменного со­

става, будут:
1 . Сила тяжести, проекция которой на ось х  равна нулю.
2 . Сила R реакции опор, с помощью которых летательный аппа­

рат закреплен на стенде. ' ;
3 . Силы давления и трения, приложенные к твердой оболочке ле­

тательного аппарата.
Равнодействующая сил атмосферного давления и давления газов в 

выходном сечении сопла, как известно, равна

F* = (P a - p ) Sa •
При относительном движении летательного аппарата в воздухе 

возникает добавочное давление, которое называется избыточным дав­
лением. Равнодействующая сил трения и избыточного давления, при­
ложенных к внешней поверхности летательного аппарата, представля­
ет собой аэродинамическую силу, которая называется лобовым сопро­
тивлением и обозначается через X  .

Равнодействующая сил избыточного давления, приложенных к по­
верхности воздушной среды 6,0,01 ,б 1 .называется добавочным сопро­
тивлением^ воздухозаборника и обозначается через Xg^,

Силы X и Х 6^ считаются положительными, если они направлены 
в отрицательную сторону оси х  .

Следовательно, главный вектор всех внешних сил будет

F = - R  +  F*+ X + X 6> .

Подставляя в уравнение (1 3 .I),«получим уравнение равновесия реак­
тивного летательного аппарата, неподвижно_закрепленного на ог.о-

р а х , . , « .  + • ( 13 .2 )



Сила R давления летательного апнарат-а на опоры монет быть 
измерена о помощью динамометра. Ее значение, определяемое равен­
ством (1 2 .2 )  называется эффективной тягой двигателя.

Если испытания двигателя производятся при отсутствии воздуш­
ного потока, то 0 , а следовательно будет отсутствовать ло­
бовое сопротивление и добавочное сопротивление воздухозаборника.

Сила. (R ) 0!=Р называется силой тяги двигателя. Поэтому в лю­
бых условиях полета сила тяги реактивного двигателя определяет­
ся формулой +(,_ _  ч . f  8 Q z \

'*  ’ V „г ) \  d t  /

Проектируя на ось х- , получим

р -С р а - р ) 3 - а г - ~ ^  • ( 1 з .з )

При расчете силы тяги обычно, ввиду малости, вариационными сила­
ми пренебрегают.

Введем обозначения:
Gm -  секундный весовой расход топлива;

Т .  С с К

Gg сек -  секундный весовой расход воздуха, входящего в двига­
тель; ■

®в.сек’Ц-.сиГеекУндаай весовой расход газов через сопло двигателя.
Тогда секундный расход количества движения будет

^ 6 ,с а к    б f + г*
их Q CJ- К'г’.свп 'JT-CeKj

Следовательно, сила тяги реактивного двигателя будет опреде­
ляться формулой

Р  -  - § - ( - З я „ +  0  ) -  v  +  ( р -  р)5 , ■
^  4 о .сек т .с е к /  ^  ч г а г -  а

При работе ракетного двигатели воздух из атмосферы не исполь-- 
зуется G6 сек” 0 > Поэтому сила тнги' ракетного двигателя будет 
определяться формулой

Р = - | - С г тсек+ (Ра - Р )3а ,

.где GT -  секундный весовой расход топлива и окислителя.



Если ввести силу тяги двигателя, то теоремы' об изменении ко­
личества движения и кинетического момента относительно центра 
масс реактивного летательного аппарата можно записать в виде

а 3- р + Р + р Г р ;  
к 3- м  + м а6 + П к „Р .

где M gg -  главный момент относительно центра масс летательного 
аппарата сил тяги двигателя, т .е .  сил, входящих в вы­
ражение (Т З .З ).



УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ ЦЕНТРА МАСС 
ЛЕТАТЕЛЬНОГО АППАРАТА

Предположим, что система координат Ojfxu tjt 2 f . , неизменно 
связанная с оболочкой летательного аппарата, вращается относи­
тельно осей неподвижной (ииерциальной) системы координат 
с угловой скоростью СО .

При горении топлива центр масс летательных аппаратов будет 
смещаться относительно оболочки, а следовательно, и относитель­
но подвижной системы координат.

На основании теоремы об изменении количества движения

5 st Z F  . (МАЛ)

В момент затвердевания

где г&с -  переносное ускорение центра масс.
Таким образом, если воспользоваться понятием центра масс, то 

уравнение (14 Л )  примет вид

гпЧ -,п  • Г '
Но так как абсолютное ускорение центра масс



то уравнение движения центра масс в векторной форме примет вид 

m &c- Z F  + mi&C)l+m & С)Кор . ' (1д.2 )

Последние два члена этого уравнения представляют собой силы, 
обусловленные перемещением центра масс л .а .  относительно оболоч­
ки «корпуса): Обычно эти силы по сравнению со средними■скорос­
тями и ускорениями л .а .  на активном участке траектории пренеб­
режимо малы.
Например, для ФАУ-2 v-z< о ,1  м/сек, wQ кр< 0 ,007 м/сек2.

Пренебрегая силами и тй>С;КОр, уравнение движения цент­
ра масс в векторной форме запишется в виде *

mnrc = Z F  . (1 4 .3 )

Если воспользоваться формулой Бура 

й = - ^ -  + а > * 5 ,  

то уравнение (1 4 .3 )  примет вид

m ( ^ j + f f ix D .c ) = r F  .

Опуская индекс . с в обозначении скорости центра масс и про­
ектируя это уравнение д а  оси подвижной системы координат с нача­
лом в центре масс л . а . ,  получим уравнение движения центра масс
л -а .  в скалярной «форме

m (i>Xf+ со^дr? r u)2 i^ ) = Z .  FX1 ,

m
(14 .4 )

где vXi , v  , u-?i -  проекции линейной скорости центра аасс на 
подвижные4 оси координат, неизменно связан­
ные с оболочкой л . а . ;  

coXi,c j ^ , ( a )  -  проекции угловой скорости вращения подвиж­
ной системы координат относительно осей не­
подвижной системы координат;



EF EF ZF, — суммы проекций на подвижные оси коорди- 
1 1 нат всех внешних и реактивных сил.корио-

лисовых сил инерции и вариационных сил,
приложенных к л.а.

УРАВНЕНИЯ ВРАЩАТЕЛЬНОГО ДВИЖЕНИЯ ЛЕТАТЕЛЬНОГО 
АППАРАТА ОТНОСИТЕЛЬНО ЦЕНТРА МАСС

На основании теоремы об изменении кинетического момента сис­
темы переменного состава е твердой оболочкой

В момент затвердевания t  фиктивное тело и л .а .  имеют одина­
ковое распределение масс. Это значит, что в момент затвердева­
ния у них будут совпадать центры масс, направления главных цент­
ральных осей и значения моментов инерции относительно этих осей. 
Кроме этого, они будут иметь одну и ту же угловую скорость со 
вращения относительно осей неподвижной системы координат и будут 
иметь одинаковые проекции угловой скорости на главные централь­
ные оси инерции.

Если за  координатные оси принять главные центральные оси инер+ 
ции с началом в центре масс .с  л . а . ,  то в момент затвердевания'

Применив к вектору Кс формулу Бура, уравнение (1 4 .5 ) примет

Если спроектировать это уравнение на оси подвижной системы 
координат С , £ , , ^ , 2 ^  совпадающий с главными центральными 
осями инерции, то получим

Kg=ZM (1 4 .5 )

ВИД

(1 4 .6 )



где C0X i, с о ^ , o j2 i -  проекции угловой скорости вращения л .а ,  па 
главные, центральные оси инерции в данный момент t  и вычисленные 
в предположении', что оси x,f , , г 1 занимают неизменное положе­
ние относительно оболочки л .а .

Затвердевшее тело имеет постоянные осевые моменты инерции,рав­
ные осевым моментам инерции л .а .  в момент времени t  , Следова­
тельно, согласно принципу затвердевания, проекции1 К,^ , К ,, 
в момент времени t  будут вычисляться так же, как для твердого те­
ла с постоянными моментами инерции•

Поэтому, учитывая, что

^ х Г  ^хрх.1 • Ky f w A  ’ ‘̂ 2 Г С°Ж1°щ ’
уравнения вращательного движения л .а .  относительно центра масс в 
скалярной форме примут вид

л

“ х Р х , + ш и ^ г , ( 32Г  = Z  Мз'* Г * 1

+ C V 3»,)= 2" М У1
С \ - \ )  ~z  Mz 1

(14 .7)

Эти уравнения получены для произвольного, но фиксированного 
момента времени t  . Меняя момент затвердевания t  , будем полу- 
чать твердые тела с различными-моментами инерции и различными 
направлениями главных центральных осей инерции.

Следовательно, в уравнениях (1 4 .7 ) осевые моменты инерции бу­
дут не постоянными величинами, а некоторыми функциями времени

Dx f 3зе ,М  • ЭУ1= 3 У1 ^ )  • д 7 . г ' 3 % ^ 1 )  . Кроме этого,
вследствие изменения величины и расположения касс в л . а . ,  глав­
ные центральные оси инерции х , , , z f будут непрерывно повора­
чиваться в процессе движения л .а .  на активном участке траектории.

’ Учет вращения главных центральных осей инерции относительно 
корпуса л .а .  приведет к появлению в уравнениях (1 4 .7 ) дополнитель­
ны,, членов, которые в большинстве практических задач являются 
пренебрежимо .малыми.

Поэтому з  обычных расчетах предполагают, что. за  время работы 
двигателя направления главных центральных осей инерции не изменя­
йте я относительно оболочки л .а .

Урагпепг-- J ' j. . ”} совместно с уравнениями движения центра масс



(1 4Л )  составляв® систему из шести уравнений» которая определя­
ет движение оболочки л .а .

Очевидно, что уравнения (14 .7 ) по форме совпадают с известны­
ми уравнениями Эйлера, но существенно отличаются от них. Отличи­
тельной особенностью уравнений (1 4 .7 ) является то , чте в них 
осевые моменты инерции представляют собой функции времени и глав-' 
кйе центральные оси инерции являются мгновенными осями, т .е ,  яв­
ляются главными центральными осями инерций только для данного 
момента времени.t  . В правые части уравнений (1 4 .7 ) , наряду е 
моментами внешних сил относительно' главных центральных осей инер­
ции, входят моменты реактивных сил, кориолисовнх сил инерции и 
вариационных сил относительно тех же осей.

Перемещение центра масс л .а .  и изменение направлений осей х 1 ,
, Zj осложняет применение уравнений (1 4 .4 ) и (1 4 .7 ) , но па 

практике этими крайне незначительными эффектами обычно пренебре­
гают.

В заключение заметим, что уравнения (1 4 .7 ) являются также и 
уравнениями вращательного движения тёла'переменной массы вокруг 
неподвижной точка 0 . В этой случае ас  ̂ * Vi * 2 i направле­
ниями мгновенных осей инерции в точке 0 , а УХ1, , 3Z( -  
мгновенными значениями главных моментов инерция относительно 
этих осей.



УРАВНЕНИЕ ВРАЩАТЕЛЬНОГО ДВИЖЕНИЯ ТЕЛА 
ПЕРЕМЕННОГО СОСТАВА ВОКРУГ НЕПОДВИЖНОЙ ОСИ

Предпелоаии,-что seao переменного состава вращаемся с углевой 
скорестьв О  вокруг неподвижной оса , которую примем за ось 2  ., 

Пренебрегая варнадиеяныш силами и кориолисовшгл стлани инер­
ция, дифференциальное уравнение вращательного движения тела во­
круг неподвижной о с к Z примет взд

32 0 ) = M j + M zZ , (1 5 .1)
в ~1

где м , - я  М., -  соответственно главные моменты всех ьневнях и 
реактивных сил относительно ©си гранения.

В частном случае, когда на вращающееся тело действуют внешние 
валы, но относительные скорости излучаемых частиц равны нуля 
(чаетнцы отделяются без у д а р » ) , дифференциальное уравнение (15Л )  
примет вид

az cu = M2 , " (15.2}

т . е .  принимает вид известного из классической механики дифферен­
циального уравнения вращательного движения твердого тела вокруг 
неподвижной оса. Но уравнение (1 5 .2 )  отлетается от него тем, что 
в уравнении (1 5 .2 ) момент шерции тела относительно ©си вращения 
валяется функцией времени Uz =Dz ( t )  .

В заключение рассмотрим некоторые примеры из сборника [ ю ]  ,



иллюстрирующие практическое применение уравнения ( I 5 . I ) .

1 .  Задача о вращении кольца, 
радиально разбрасывающего жидкость (№ 1286)

Кольцо радиусом R с равномерно распределенными по внешнему 
ободу отверстиями заполнено жидкостью. Оно вращается из состоя- 

> ния покоя под действием постоянного момента М? вокруг вертикаль­
ной оси,-совпадающей с осью симметрии, ,в результате чего жид­
кость радиально выбрасывается из отверстий. Момент инерции коль-4 
ца с жидкостью в начальный момент равен 0о . Считая секундный рас 
ход массы постоянным и равным jU , определить закон изменения 
угловой скорости кольца, пренебрегая его поперечными размерами. 
Перейти к пределу при JU-*-0 , т . е .  пренебрегая изменением массы.

Решение. Момент инерции кольца’ относительно оси вращения в 
момент времени t  будет

W J W 2RZ ■
'Тогда дифференциальное уравнение вращательного движения кольца, 
радиально разбрасывающего жидкость, запишется так:

(а 0 - | и н 2) ы . м 2 .
Производя интегрирование с учетом начального условия, что W = О 
при t=  0 , получим

M,t J
—̂ — , что и должно быть для тела постоянной 

массы. о

2 . Задача о создании искусственного 
поля тяжести в межпланетной станции (№ 1287)

Межпланетная станция имеет форму кольца с внешним радиусом R 
Для создания искусственного поля тяжести станции приводится во 
вращение вокруг оси симметрии. С этой целью на внешнем ободе 
Йольца на противоположных концах диаметра установлены два реак­
тивных двигателя. Относительная скорость С истечения газов в

При |Д.—*■ О W



двигателе направлена по касательной к кольцу и постоянна по ве­
личине, Считая, „что общий секундный .расход массы ju=const , опре-, 
делить, через какое время t тела на станции приобретут искусст­
венный вес,  равный .земному, если начальный момент инерции станции 
вместе с горючим равен 30 .

Решение. Принимая ось вращения за  ось Z , как, и в предыдущей 
задаче, момент инерции будет

y t ^ c - ^ t R 2 .

По условию задачи внешних сил, действующих на станцию, нет. Поэтоь 

«У m z(F )■£).
Реактивная сила urh = -juu даст момент относительно оси вращения  ̂
равный ju.Ru .

Следовательно, вращательное движение станции,будет определяться 
уравнением

( 3 0- jU tR 2jco=JuRu  

Разделяя Переменные и производя интегрирование, получим

*  ! a t

Отсюда п ьз R .
х Jo ( l - e ~  u )

h R :

Если искусственный вес на ободе станции будет равен земному,
то mco2R=mc| . , т . е .  ^ = ^ / 3 7

03 =

Н  э  /
t - f r U - e  “ -

3 . Задача о расходе госш его 
ракетным автомобилем Гй 1275)

Ракетный автомобиль движется по горизонтальному пути. Суммар­
ное сопротивление движению пропорционально нормальному давлению 
(коэффициент пропорциональности { ) .



Найти: I )  расход горючего, необходимый для того, чтобы при посто­
янном ускорении u ro автомобиль мог достигнуть скорости , если 
начальная скорость была равна нулю; 2 ) расход горючего, необходи­
мый для того, чтобы, двигаясь затем равномерно с этой скоростью 
Ц  , автомобиль мог пройти путь S .
Начальная масса автомобиля т 0 , скорость истечения газов u=const. 
Сопротивлением воздуха пренебречь.

. Решение. Поскольку присоединения частиц я процессе движения 
автомобиля нет, то уравнение Мещерского в проекции на прямую, 
вдоль которой движется автомобиль, примет вид

Если дальнейшее движение автомобиля происходит равномерно, то 
v  = 0 и уравнение движения примет вид

Ш J m i — t L d f
m, ~ и

Производя интегрирование с учетом, что

или
mtf- = muJ-0= - f m g  - m u
dm Ыр +fQ 
,m и ' •

Производя интегрирование с учетом начального условия rn=mo при 
t  = 0, получим

Отсюда находим закон изменения массы автомобиля в виде

+Полагая 1 = т ^ — * получим расход горючего



получим

Отсюда

?n - n i i - = - i i t
"Чо и 1

mr mj oexp(- j-*L ) =m 0exP[- + 4 f t ]

Полагая t = -4 - получим расход горючего

л т 2=т 1,о-т Г % е* р [ - ^ ( 1  + Щ 1 - е х р ( - £ £ ) ]  .
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