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Введение

Опыт работы со студентами 1-го курса показывает, что
ряд важнейших тем школьной программы по элементар-
ной математике недостаточно хорошо усвоен значитель-
ным числом абитуриентов, что серьезно мешает им осва-
ивать курс математического анализа.

Данный практикум направлен на устранение пробелов
в подготовке студентов 1-го курса математических специ-
альностей. По содержанию он ориентирован на повторение
и более глубокое изучение большей части курса элементар-
ной математики.

При написании практикума авторы уделили особое вни-
мание вопросам, представляющим определенные трудно-
сти для понимания. К ним относятся такие темы: «Нера-
венства», «Системы и совокупности неравенств», «Гипер-
болические функции», «Финансовая математика», «Зада-
чи с параметрами».

По важнейшим темам приводятся краткие теоретиче-
ские сведения. Каждая тема соответствует примерно од-
ному - двум занятиям. Авторы надеются, что эта особен-
ность работы сделает проведение занятий более легким и
удобным и будет по достоинству оценена преподавателя-
ми. Большое внимание было уделено качеству и разнооб-
разию подобранных задач по каждой теме. В зависимости
от степени подготовленности аудитории имеются как про-
стые, стандартные задачи, так и более сложные, интерес-
ные задания.

Для контроля знаний в работе предусмотрены две кон-
трольные работы, первая — после блока тем по алгебре, а
вторая — итоговая.
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Тема 1. Метод математической индукции (2 часа)

Докажите следующие равенства (1-4):
1. 1 + 2 + 3 + . . .+ n = n(n+1)

2
.

2. 12 + 22 + 32 + . . .+ n2 = n(n+1)(2n+1)
6

.
3. 13 + 23 + 33 + . . .+ n3 = (1 + 2 + 3 . . .+ n)2.
4. 1 + 2 + 22 + 23 + . . .+ 2n−1 = 2n − 1.
5. Докажите, что для любого n ≥ 3 можно представить
единицу в виде суммы n различных дробей вида 1

n
.

Указание: Используйте следующие равенства: 1 = 1
2
+ 1

3
+

+ 1
6

и 1
k
= 1

k+1
+ 1

k(k+1)
.

Докажите, что выполняются следующие неравенства
(6-8):
6. 2n+2 > 2n+ 5, ∀n.
7. 2n ≥ n2, ∀n ≥ 4.
8. 2n > n3, ∀n ≥ 9.
9. Докажите, что

1 <
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ . . .+

1

3n+ 1
< 2, ∀n.

10. Докажите, что

(1 + x)n ≥ 1 + nx (∀n > 1, ∀x > −1),

причем знак равенства имеет место быть лишь при x = 0.
11. Докажите неравенство Бернулли

(1+x1)(1+x2)(1+x3) . . . (1+xn) ≥ 1+x1+x2+x3+ . . .+xn,

где x1, x2, . . . xn – числа одного и того же знака, большие
–1.
Убедитесь в справедливости следующих неравенств (12-
15).
12.

√
n < 1 + 1√

2
+ 1√

3
+ . . .+ 1√

n
< 2

√
n (∀n ≥ 3)

13. 1
2

3
4

5
6
. . . 2n−1

2n
≤ 1√

2n+1
(∀n)
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14. n! < (n+1
2
)n (n > 1)

15. nn+1 > (n+ 1)n (∀n ≥ 3).

Тема 2. Рациональные уравнения(2 часа)

Одним из способов решения уравнений высших степе-
ней является способ разложения на множители многочле-
на, стоящего в левой части уравнения. Этот способ основан
на применении теоремы Безу.

Если число a является корнем многочлена P (x), имею-
щего степень n, то этот многочлен можно представить в
виде P (x) = (x − a)Q(x), где Q(x)— частное от деления
P (x) на x− a, многочлен степени n− 1.

Если уравнение имеет целые коэффициенты, то мож-
но отыскать рациональные корни с помощью следующей
теоремы.

Теорема. Пусть несократимая дробь p
q

является кор-
нем уравнения

a0x
n + a1x

n−1 + . . .+ an−1x+ an = 0

с целыми коэффициентами. Тогда число p является де-
лителем свободного члена an, а q — делителем старшего
коэффициента a0.

Следствие 1. Любой целый корень уравнения с целы-
ми коэффициентами является делителем его свободного
члена.

Следствие 2. Если старший коэффициент уравнения
с целыми коэффициентами равен единице, то все раци-
ональные корни уравнения, если они существуют, целые
числа.

1. Докажите, что число 1 является корнем многочлена то-
гда и только тогда, когда его сумма коэффициентов равна
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нулю.

2. Разложите на множители с целыми коэффициентами:
a) x3 − 2x2 − 5x+ 6; b) 2x3 + 5x2 + x− 2; c) x3 − 2x+ 1;
d) x4 + 4x3 − 25x2 − 16x+ 84; e) x5 − 2x4 − 13x3 + 26x2 +
+ 36x− 72.

3. Решите уравнения:
a) x3− 5x+4 = 0; b) x3− 7x− 6 = 0; c) 8x3− 4x+1 = 0;
d) 16x3 − 6x+ 1 = 0; e) 2x4 − 7x3 − 7x2 + 3x+ 1 = 0;
f) x3 − 5x2 + 3x+ 1 = 0; g) 2x4 − 5x3 + 5x2 − 2 = 0.
4. Найдите a и решите уравнение, если известен один из
его корней:

a) 2x3 − (a+ 4)x2 + 2(a− 1)x+ a = 0, x1 = 0, 5;

b) 6x3 + 2(a− 9)x2 − 3(2a− 1)x+ a = 0, x1 =
1

3
.

5. Решите уравнения:

a)
4(x+ 3)

2x3 + x2 − 8x− 4
− 5

2x2 − 3x− 2
= 1;

b)
x2 − 5x− 6

2x3 + 3x2 − 2x− 3
=

4x2 − 20

2x2 + x− 3
.

6. Решите уравнения:
a) (x+ 1)(x+ 3)(x+ 5)(x+ 7) = 9;
b) (x2 + 3x+ 2)(x2 + 9x+ 20) = 4;
c) (x− 1)(x− 5)2(x− 9) = −39;
d) (x2 − 2x)(2x− 3)(2x− 1) = 2, 5;
e) x4 − 2x3 − x2 − 2x+ 1 = 0;
f) x4 − 5x3 + 4x2 + 5x+ 1 = 0.
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7. Многочлен P (x) = 2x3 + x2 + ax + b при делении на
x+1 дает остаток 18, а на x− 2 делится без остатка. Най-
дите корни многочлена.

8. Многочлен P (x) = x3 + ax2 + bx + c при делении на
x + 1 и на x + 2 дает остаток 12. Один из корней много-
члена равен 1. Найдите остальные корни многочлена.

Считая, что величины a и b постоянные, решите урав-
нения (9-14):
9. x2+1

x−4 − x2−1
x+3 = 23.

10. b
x−a +

a
x−b = 2.

11. x2+x−5
x + 3x

x2+x−5 + 4 = 0.

12. x2 + x+ x−1 + x−2 = 4.
Указание: сделайте замену x+ 1

x
= t.

13. 4x2 + 12x+ 12
x
+ 4

x2 = 47.
14. (x− 2)6 + (x− 4)6 = 64.

15. Докажите, что уравнение ax2 + bx + c = 0 имеет два
различных действительных корня, если a(a + b + c) < 0.
Верно ли обратное утверждение?
Указание: обратное неверно, например, для уравнения y =
= x2 + 2x.

16. Докажите, что при любом натуральном k уравнение
x2 − y2 = k1993 разрешимо в целых числах.
Указание: положите x− y = k, x+ y = k1992.
17. Решите уравнение

x2 − 5x+ 4

x2 − 4x+ 4
=

x2 + 4x+ 4

x2 + 5x+ 4
.
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Указание: разделите числитель и знаменатель каждой
дроби на x.
18. Решите уравнение

(y − x2)2 + (1 + y)2 =
1

2
.

Указание: 1–й способ. Приведите к виду A2 + B2 = 1 и
сделайте замену A = cosϕ, B = sinϕ.
2–й способ. Примените неравенство (a+ b)2 ≤ 2(a2 + b2).
3–й способ. Рассмотрите данное уравнение как квадрат-
ное относительно переменной y.
4–й способ. Примените формулу расстояния между дву-
мя точками на плоскости.

19. Решите уравнения:

a)
1

(x+ a)2
+

1

(x+ b)2
=

1

(b− a)2
;

b∗)1
1

(x+ a)2
− 1

(x+ b)2
=

1

(b− a)2
.

Тема 3. Рациональные неравенства и системы
рациональных неравенств

(4 часа)

Решите неравенства с помощью метода интервалов (1-
5, 7-8, 11-12).
1. a4 + a3 − a− 1 < 0.
2. m3 +m2 −m− 1 > 0.
3. 4−x

x−5
> 1

1−x
.

4.
x2 − 3x+ 2

x2 + 3x+ 2
≥ 1.

1Символом * обозначаются задачи повышенной сложности.
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5.
(x− 1)(x− 2)(x− 3)

(x+ 1)(x+ 2)(x+ 3)
> 1.

Найдите целые неотрицательные числа x, удовлетворя-
ющие неравенству (6-8):
6. x+3

x2−4
− 1

x+2
< 2x

2x−x2 .

7. (x2 + 4x+ 10)2 − 7(x2 + 4x+ 11) + 7 < 0.
8. 1

x2−4
+ 4

2x2+7x+6
≤ 1

2x+3
+ 4

2x3+3x2−8x−12
.

9. Дана функция f(x) = x3 − 6x. Решите неравенство

f(x)− 40

f(x− 1)
≤ 0.

10. Дана функция f(x) = x3 − 9x. Решите неравенство

f(x)− 80

f(x+ 2)
≥ 0.

11. 4
(x−1)2

≥ 5
x2 − 4.

12. x2 + 4x2

(x+2)2
≥ 5.

Указание: после стандартных преобразований получаем
неравенство

(x2 − x− 2)(x2 + 5x+ 10)

(x+ 2)2
≥ 0.

В следующих задачах полезно воспользоваться извест-
ными неравенствами.
Неравенство Коши. Пусть a1, a2, . . . ak — неотрицатель-
ные числа. Тогда имеет место

a1 + a2 + . . .+ ak
k

≥ k
√
a1a2 . . . ak, (1)

где k ≥ 2. В частности, если k = 2, то (1) примет вид
a1 + a2

2
≥

√
a1a2. (2)
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Если положить a1 = a и a2 =
1
a
, то из (2) получаем

a+
1

a
≥ 2, (3)

где a > 0. Если же a < 0, то

a+
1

a
≤ −2. (4)

13. Докажите, если x1, x2, x3 — положительные числа, то

x1

x2 + x3

+
x2

x1 + x3

+
x3

x1 + x2

≥ 3

2
.

Указание: обозначьте a = x2 + x3, b = x3 + x1, c = x1 +
+ x2 и выразите x1, x2, x3 через a, b, c, а затем перепиши-
те левую часть неравенства согласно новым обозначени-
ям. Далее нужно воспользоваться неравенством (3).
14. Докажите, что если a ≥ 0, b ≥ 0, c ≥ 0, то

2a

b+ c
+

2b

c+ a
+

2c

a+ b
≥ 3.

Указание: прибавьте к обеим частям неравенства число
6 и преобразуйте его к следующему виду: 2(a+b+c)( 1

b+c
+

+ 1
c+a

+ 1
a+b

) ≥ 9. Далее переобозначьте переменные r =
= a + b, s = a + c, t = b + c и дважды к левой части
примените неравенство (1) для k = 3.

15. Докажите, что для a ≥ 0, b ≥ 0, c ≥ 0 выполнено

a

1 + a2
+

b

1 + b2
+

c

1 + c2
≤ 3

2
.

Указание: представьте выражение a
1+a2

в виде 1
1
a
+a

и к
знаменателю дроби примените неравенство (3).
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16. Докажите, если a ≥ 0, b ≥ 0, c ≥ 0 и a+ b+ c ≤ 3, то

a

1 + a
+

b

1 + b
+

c

1 + c
≤ 3

2
.

Указание: данное неравенство равносильно 1
a+1

+ 1
b+1

+ 1
c+1

≥
≥ 3

2
. Из условия следует, что (a+1)+(b+1)+(c+1) ≤ 6.

Последнее неравенство разделите последовательно на a+
+ 1, затем на b+ 1 и c+ 1. Тогда получим систему нера-
венств. Складывая все неравенства системы, придем к
6( 1

a+1
+ 1

b+1
+ 1

c+1
) ≥ 3 + b+1

a+1
+ c+1

a+1
+ a+1

b+1
+ c+1

b+1
+ a+1

c+1
+ b+1

c+1
.

Остается применить неравенство Коши (3).

Решите неравенства (17-18):
17.(x− 3)

√
x2 + 3 ≤ x2 − 9.

Указание: примените обобщенный метод интервалов.
18. x2 ≤ x4.
19. Изобразите на координатной плоскости множество то-
чек, координаты (x, y) которых удовлетворяют неравен-
ству:
a) x2y + xy2 ≤ 2xy;
b) x+ 1

y
≥ 0;

c) 1
2x

≤ 1
x−y

;
d) 1 ≥ y

x
;

e) 1
x
≤ 1

y
;

f) xy + 1 ≤ x+ y;
g) x2y + y3 ≥ y;
h) x−y

x2+y2−1
≥ 1

2
.

Указание: перенесите все переменные в одну часть нера-
венства и сведите его к равносильной системе неравенств.
Изобразите на плоскости множество, удовлетворяющее
каждому из неравенств системы, и возьмите пересече-
ние этих множеств (или их общую часть).
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20. Найдите все b, при которых система неравенств

a)
{

y ≥ (x− b)2,
x ≥ (y − b)2;

b)

{
y + x2 ≤ b,
x+ y2 ≤ b

имеет единственное решение.
Указание: a) первое из неравенств системы задает мно-
жество точек, лежащих не ниже параболы y = (x− b)2,
второе — множество точек, лежащих не левее симмет-
ричной ей относительно прямой y = x параболы x =
= (y − b)2. Остается выяснить, при каком b эти мно-
жества имеют единственную общую точку.

21. Решите неравенство

(x2 + 13x− 49)(x2 + 14x− 50) > 0.

22. Найдите целые решения системы неравенств:

x− 1

2
−2x+ 3

3
+
x

6
< 2−x+ 5

2
; 1−x+ 5

8
+
4− x

2
< 3x−x+ 1

4
.

23. При каком a всякое число x является решением хотя
бы одного из неравенств

2x2 − 3ax− 9 ≥ 0; x2 + ax− 2 > 0?

Указание: значение a удовлетворяет условию задачи, ес-
ли всякое решение неравенства f(x) = 2x2 − 3ax − 9 < 0
является решением неравенства g(x) = 2x2 + 2ax − 4 >
> 0. Так как f(x) и g(x) имеют разные корни, то прихо-
дим к следующей задаче: при каких значениях a интервал
(x2, x1) решений неравенства f(x) < 0 целиком входит в
объединение лучей (−∞, x4)

∪
(x3,∞), являющееся мно-

жеством решений неравенства g(x) > 0?
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24. Найти все значения параметра a, при каждом из ко-
торых система неравенств имеет решение:

a)

{
x2 + 2xy − 7y2 ≥ 1−a

a+1
,

3x2 + 10xy − 5y2 ≤ −2;
b)

{
5x2 − 4xy + 2y2 ≥ 3,
7x2 + 4xy + 2y2 ≤ 2a−1

2a+5
;

c)

{
5x2 + 7xy + 2y2 ≥ 3a+1

a+2
,

3x2 + xy + y2 ≤ 1;
d)

{
3x2 − 8xy − 8y2 > 2,
x2 − 4xy + 2y2 ≤ a+1

1+2a
.

Указание: a) преобразуем первое неравенство системы

−x2 − 2xy + 7y2 ≤ 1− 2

a+ 1
.

Умножим первое на 2 и прибавим ко второму:

(x+ 3y)2 ≤ −4

a+ 1
.

Отсюда вытекает, что −4
a+1

≥ 0, то есть a < −1. Оста-
ется доказать, что для каждого такого a система име-
ет решение. Так как −1 > 1−a

1+a
, то достаточно доказать,

что система уравнений{
x2 + 2xy − 7y2 = −1,
3x2 + 10xy − 5y2 = −2

имеет решение.
25. Решите систему неравенств{

x2006 + y2006 ≤ x2002 + y2002,
x2y2 + xy ≥ 2.

Указание: сделав замену x2 = a, y2 = b, получите систе-
му неравенств {

a3 + b3 ≤ a+ b,
ab ≥ 1,

откуда ab = 1.
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Тема 4. Уравнения и неравенства с модулем (2
часа)

Решите уравнения (1-3, 11-13).
1. x2 + 2x− 3|x+ 1|+ 3 = 0.
2. |x+ 1|+ |x− 1| = 2x3.
Указание: решите уравнение на интервалах (−∞, 1),
[−1, 1), [1,∞).
3. |x2 − 3|x|+ 1| = 1.
4. Решите уравнение |x2 + 1, 5x + 1| = m. При каких зна-
чениях m оно имеет единственное решение?
5. Найти целые корни уравнения

x3 − |x− 1| = 1.

6. Решите графически уравнение

|x− 1|+ 2x+ 5 = 0.

7. Докажите тождества:

|a|+ |b| = max{|a+ b|, |a− b|};

|x− y|+ |x+ y| = 2max{|x|, |y|}.
8. Найдите все такие a, чтобы при любом b уравнение ax+
+ b = |x| имело решение.
Указание: воспользуйтесь геометрическим подходом к ре-
шению задачи.
9. Найдите все такие b, чтобы при любом a уравнение ax+
+ b = |x| имело решение.
10. Сколько решений в зависимости от a имеет уравнение

|x− 1|+ |x− 2|+ |x− 3|+ . . .+ |x− 1994| = a?

Указание: функция f(x) =
1994∑
k=1

|x − k| убывает на луче

(−∞, 997], возрастает на [998, ∞) и f(x) = 996 ∗ 997 +
+ 997 = 9972 при любом x ∈ [997, 998].

14



11. x4 − 7x2 + 2x+ 2 = |4x− 1| − |2x2 − 3|.
Указание: обозначим y = |4x − 1|, z = |2x2 − 3|, тогда в
новых переменных уравнение примет вид z2−y2 = 4(y−z).
12. |x− 1|+ |6− 2x| = 5.
13. |x2 + x|+ |x2 − x| = 2|x|.
Указание: равенство |a| + |b| = |a + b| равносильно нера-
венству ab ≥ 0.
14. Решите неравенство при всех значениях параметра a

−2x2 + 2ax− 1 > |2x− a|.
Указание: геометрическая идея — вершина параболы име-
ет координаты (a

2
, a

2

2
− 1), поэтому решение неравенства

существует при a2 > 2.
15. Решите неравенства:

a) |x
2 − x+ 1

x− 1
| < |x|+ 1

|x− 1|
;

b) |x
2 + 2x+ 2

x+ 2
| ≥ |x|+ 2

|x+ 2|
.

Указание: примените схему |a+ b| = |a|+ |b| ⇔ ab ≥ 0.

16. При всех значениях b решите неравенства:
a) |x2 + b| ≤ b+ 1;
b) |x2 − b| ≤ b− 1.

Решите следующие неравенства (17-24).
17. |x− 1|+ |x− 2| > x+ 3.
18. x2 − 4|x|+ 3 > 0.
19. x2 − 5|x|+ 6 < 0.
Указание к задачам 18,19: сделайте замену |x| = t, t ≥ 0.
20. 3|x|−14

x−3
≤ 4.

21. x2−5x+6
|x|+7

< 0.
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22. | 2
x−4

| > 1.
23. |x+ 1| > 2|x+ 2|.
Указание: |f(x)| > |g(x)| ⇔ f 2(x) > g2(x).
24. a) |x− 4| ≥ x3 + x+ 4,
b) |x3 − x+ 4| ≤ x+ 4.
Указание: примените схемы:

|f(x)| ≤ g(x) ⇔ f(x) ≤ g(x), f(x) ≥ −g(x);

|f(x)| ≥ g(x) ⇔ f(x) ≥ g(x) или f(x) ≤ −g(x).

Тема 5. Иррациональные уравнения и неравенства
(4 часа)

Решите уравнения (1-13, 15-18).
1.

√
1− 4x+ 2 =

√
(2x+ 1)2 − 8x.

2.
√
x+ 1 +

√
4x+ 13 =

√
3x+ 12.

3. 3
√
(5 + x)2 + 4 3

√
(5− x)2 = 5 3

√
25− x2.

Указание: так как x = 5 не является корнем уравнения,
то обе части уравнения можно разделить на 3

√
(5− x)2

и потом сделать замену 3

√
5+x
5−x

= t, которая приведет ис-
ходное уравнение к квадратному t2 − 5t+ 4 = 0.

4. 2x2 + 6− 2
√
2x2 − 3x+ 2 = 3x+ 3.

Указание: сделайте замену
√
2x2 − 3x+ 2 = u и сведите

уравнение к равносильной системе u2 − 2u+ 1 = 0, u ≥ 0.

5.
√

y + 3− 4
√
y − 1 +

√
y + 8− 6

√
y − 1 = 1.

Указание: после замены x =
√
y − 1, x ≥ 0 данное уравне-

ние сводится к следующему: |x− 2|+ |x− 3| = 1.

6.
√
x2 − 9x+ 24−

√
6x2 − 59x+ 149 = |5− x|.

7.
√
x2 + x− 1 +

√
x− x2 + 1 = x2 − x+ 2.
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Указание: примените к каждому из слагаемых левой ча-
сти уравнения неравенство Коши x+y

2
≥ √

xy и сведите
данное уравнение к неравенству x2 − x+ 2 ≤ x+ 1.

8. 5
√
1 +

√
1− x2 +

5
√

1−
√
1− x2 = 2.

Указание: примените к каждому из слагаемых левой ча-
сти уравнения неравенство Бернулли: если 0 < p < 1, то
(1 + x)p ≤ 1 + px, где x > −1.

9.
x2

3 +
√
9− x2

+
1

4(3−
√
9− x2)

= 1.

Указание: после замены
√
9− x2 = y, y ≥ 0 примените

к левой части уравнения 9−y2

3+y
+ 1

4(3−y)
= 1 неравенство

Коши и учтите, что неравенство Коши превращается в
равенство лишь в том случае, если слагаемые левой
части неравенства равны друг другу.

10. √
20 + x

x
+

√
20− x

x
=

√
6.

11. 3
√
9−

√
x+ 1 + 3

√
7 +

√
x+ 1 = 4.

Указание: возведите в куб обе части уравнения.

12.
√
x−

√
x+ 1−

√
x+ 4 +

√
x+ 9 = 0.

13. 2+x
2−x

+
√
x = 1 + x.

14. Покажите, что уравнение
√
x4 + x− 2+ 4

√
x4 + x− 2 =

= 6 имеет единственный положительный корень и найдите
этот корень.
Указание: сделайте замену 4

√
x4 + x− 2 = v, v ≥ 0

и после этого сведите к квадратному уравнению.
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15.
√
x3 + 3x2 − 3 = x.

Указание: примените схему√
f(x) = g(x) ⇔ g(x) ≥ 0 и f(x) = g2(x).

16.
√
2x2 + 2x+ 5 +

√
2x2 + x+ 1 = x+ 4.

Указание: умножьте обе части уравнения на выражение,
сопряженное левой части.

17. 3
√
2x+ 1 + 3

√
6x+ 1 = 3

√
2x− 1.

Указание: возведите обе части уравнения в куб и приме-
ните формулу (a+ b)3 = a3 + b3 + 3ab(a+ b), не забудьте
сделать проверку полученных значений!
18.

√
x2 − 2x+ 2 +

√
x2 − 2x+ 5 = 2 + 2x− x2.

Указание: выделите полные квадраты и докажите, что
левая часть уравнения не меньше 3, а правая часть не
больше 3.
Решите неравенства (19-29,36).
19. x− 3 <

√
x− 2.

Указание: примените схему√
f(x) > g(x) ⇔

{
g(x) ≥ 0,
f(x) > g2(x)

или
{

g(x) < 0,
f(x) ≥ 0.

20. x−7√
4x2−19x+12

< 0.

21 .
√
3x− x2 < 4− x.

Указание: примените схему

√
f(x) < g(x) ⇔

 g(x) > 0,
f(x) ≥ 0,
f(x) < g2(x).

22.
√
9x− 20 < x.

23. 4√
2−x

−
√
2− x < 2.
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24.
√
x+ 3 <

√
x− 1 +

√
x− 2.

25. (x− 3)
√
x2 + 4 ≤ x2 − 9.

Указание: приведите неравенство к виду

(x− 3)(
√
x2 + 4− (x+ 3)) ≤ 0.

26.
√
x3 + 3x+ 4 > −2.

27. 2
2+

√
4−x2 +

1
2−

√
4−x2 > 1

x
.

28.
√
x2−16√
x−3

+
√
x− 3 > 5√

x−3
.

29.
√
x4 − 2x2 + 1 > 1− x.

30. Докажите неравенство√
a+

√
a+ . . .+

√
a <

1 +
√
4a+ 1

2
,

где a > 0.
Решение: очевидно, что√

a+

√
a+ . . .+

√
a <

√
a+

√
a+

√
a+ . . . .

Обозначьте x =

√
a+

√
a+

√
a+ . . . и возведите обе

части уравнения в квадрат, тогда получите

x2 = a+ x или x2 − x− a = 0.

Тогда последнее уравнение имеет единственный положи-
тельный корень x = 1+

√
1+4a
2

.
31. Докажите, что если a ≥ 0, b ≥ 0, c ≥ 0, то

a+ b+ c

3
≤
√

a2 + b2 + c2

3
.

Указание: проведите доказательство методом от про-
тивного.
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32. Решите неравенство

x+ y2 +
√
x− y2 − 1 ≤ 1.

Указание: таким образом, x ≥ y2 + 1, поэтому x + y2 +
+
√

x− y2 − 1 ≥ 1. Следовательно, имеет место равен-
ство.
33. Покажите, что

√
x+ y ≤

√
x+

√
y ≤

√
2(x+ y)

при x, y ≥ 0.
34. Докажите неравенство

2−
√

2 +
√

2 +
√
2 + . . .

2−
√

2 +
√

2 +
√
2 + . . .

>
1

4
,

где в числителе дроби 1994 квадратных корня, в знамена-
теле — 1993.
Указание: сделайте замену x =

√
2 +

√
2 +

√
2 + . . . (1993

корня) и учтите то, что

2−
√
x+ 2

2− x
=

1

2 +
√
x+ 2

.

35. Найдите область определения функции:
a) y(x) =

√
{x}−1
x3−25x

+ 1
[x]−2

,

здесь {x} — дробная, [x] — целая часть числа x;

b) y(x) =
√

1−{x}
x3−36x

+ 1
[x]+3

.

Указание к пункту a: так как {x} < 1, то x3 − 25x < 0.
36. 1

4
x > (

√
1 + x− 1)(

√
1− x+ 1).

Указание: умножьте обе части неравенства на
√
1 + x+

+ 1.
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Тема 6. Преобразование тригонометрических
выражений

(2 часа)

Докажите тождества (1-9).
1. cosα + cos 2α + cos 6α+ cos 7α = 4 cos α

2
cos 5α

2
cos 4α.

2. sin 9α + sin 10α + sin 11α + sin 12α = 4 cos α
2
cosα sin 21α

2
.

3. 2 sin2(3π − 2α) cos2(5π + 2α) = 1
4
− 1

4
sin(5π

2
− 8α).

4. cos( 5π
2
−6α)+sin(π+4α)+sin(3π−α)

sin( 5π
2
+6α)+cos(4α−2π)+cos(α+2π)

= tgα.

5. (cosα− cos β)2 − (sinα− sin β)2 = −4 sin2 α−β
2

cos(α+ β).

6. tgα+ cos−1 α− 1 =
√
2 sin α

2

sin(π
4
−α

2
)
.

7. 1 + ctgα + sin−1 α =
√
2 cosα

2 sin α
2
sin(π

4
−α

2
)
.

8. cos2 φ+ cos2(α− φ)− 2 cosα cosφ cos(α− φ) = sin2 α.
9. sin 6α+sin 7α+sin 8α+sin 9α

cos 6α+cos 7α+cos 8α+cos 9α
= tg 15α

2
.

Упростите выражения (10-17).
10. 1+sin 2α

cos(2α−2π)ctg(α− 5π
4
)
+ cos2 α.

11. cosα(1 + cos−1 α + tgα)(1− cos−1 α + tgα).
12. sin2 α(1 + sin−1 α + ctgα)(1− sin−1 α+ ctgα).

13. cos2 α−ctg2α+1
sin2 α+tg2α−1

.

14. 1+cos(4α−2π)+cos(4α−π
2
)

1+cos(4α+π)+cos(4α+ 3π
2
)
.

15. 1+cosα+cos 2α+cos 3α
cosα+2 cos2 α−1

.

16. sin(80o+4α)
4 sin(20o+α) sin(70o−α)

.

17. (tg255o − tg555o)(tg795o + tg195o).
18. Найдите такую функцию g, что при всех x справедливо
равенство:
a) g(cosx+ sin x) + g(

√
2 sin(x− π

4
)) = −3;

b) g(cosx− sin x) + g(
√
2 cos(x− π

4
)) = 1.
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19. Дана функция

f(x) =
cosx+ sin x

cos x− sin x
.

Докажите, что f(π
8
) =

√
2 + 1.

Указание: домножьте числитель и знаменатель дроби
на cos x + sin x и учтите, что полученное равенство не
является тождеством.
20. Дана функция

f(x) =
cos x− sin x

cosx+ sin x
.

Докажите, что f( π
12
) = 1√

3
.

Докажите тождества (21-23).
21. 1 + tgx+ tg2x+ tg3x =

√
2 cos(π

4
−x)

cos3 x
.

22. ctgα− tgα− 2tg2α− 4tg4α = 8ctg8α.

23.
√
1+cosα+

√
1−cosα√

1+cosα−
√
1−cosα

= ctg(α
2
+ π

4
), π < α < 2π.

Докажите равенства (24-26).
24. cos 2π

7
+ cos 4π

7
+ cos 6π

7
= −1

2
.

25. arctg 1
7
+ 2arcsin 1√

10
= π

4
.

26. 1
sin 10o

−
√
3

cos 10o
= 4.

Докажите, что если α, β, γ — углы треугольника, то
выполняется равенство (27, 28).
27. sinα + sin β + sin γ = 4 cos α

2
cos β

2
cos γ

2
.

28. 1− cos2 α− cos2 β − cos2 γ = 2 cosα cos β cos γ.

Тема 7. Тригонометрические уравнения (4 часа)

Решите уравнения (1-19).
1. sin 2z + cos 2z =

√
2 sin 3z.
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2. tg2x cos 3x+ sin 3x+
√
2 sin 5x = 0.

3. cos x− cos 2x = sin 3x.
4. cos 5x+ cos 7x = cos(π + 6x).
5. sin x− sin 2x+ sin 5x+ sin 8x = 0.
6. (1 + cos 4x) sin 2x = cos2 2x.
7. 6 sin2 x+ 2 sin2 2x = 5.
8. 25 sin2 x+ 100 cos x = 89.
9. cos 2x+ sin2 x+ sinx = 0, 25.
10. (sinx− cosx)2 + tgx = 2 sin2 x.
11. (cosx− sinx)2 + cos4 x− sin4 x = 0, 5 sin 4x.

12. 40(sin3 t
2
−cos3 t

2
)

16 sin t
2
−25 cos t

2

= sin t.

13. cos2 z(1+ctgz)−3
sin z−cos z

= 3 cos z.

14. tg2t− 2 sin 2t+sin 4t
2 sin 2t−sin 4t

= 2ctg2t.

Указание: преобразуйте дробь до выражения ctg2t.
15. cos 6x+ sin 5

2
x = 2.

Указание: оба слагаемых должны быть равны 1.
16. 1

sinx
− 1

sin 2x
= 1

sin 4x
.

17. sinx+ 2 sin 2x = 3 + sin 3x.
Решение: примените формулу разности синусов двух уг-
лов, тогда получите 2 sin 2x− 2 sin x cos 2x = 3 или

sin 2x− sinx cos 2x =
3

2
. (1)

Преобразуйте теперь левую часть уравнения (1) следую-
щим образом:√

1 + sin2 x

(
sin 2x√
1 + sin2 x

− sin x cos 2x√
1 + sin2 x

)
.

Так как при любом x справедливо(
1√

1 + sin2 x

)2

+

(
− sin x√
1 + sin2 x

)2

= 1,
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то существует угол φ(x) такой, что

1√
1 + sin2 x

= cosφ(x), − sin x√
1 + sin2 x

= sinφ(x).

Следовательно, уравнение (1) перепишется в виде√
1 + sin2 x sin(2x+ φ(x)) =

3

2
. (2)

Левая часть уравнения (2) не превосходит
√
2, поэтому

уравнение корней не имеет.
18. sin6 x+ cos6 x = a sin 4x.
Указание: к левой части уравнения примените формулу
суммы кубов sin2 x и cos2 x и сведите его к виду 5+3 cos 4x

8
.

19. 1 + cos2 x+ 2 cos x cos2 5x = sin2 5x.
Указание: рассмотрите данное уравнение как квадратное
относительно cos x.

Тема 8. Тригонометрические неравенства (2 часа)

Решите неравенства (1-4).
1.

√
3 cos−2 x < 4 tgx.

2. sin 4x+ cos 4x ctg2x > 1.
3. 2 + tg2x+ ctg2x < 0.
4. 2 cos x(cosx−

√
8 tgx) < 5.

5. Изобразите на плоскости множество точек A(a, b), для
которых при всех x верно неравенство

sin(x+ a) ≥ sinx+ b.

6. Дана функция f(x) = tg(x − π
3
) + tg(x + π

3
). Решите

неравенство f(x) < 0.
7. Дана функция

f(x) =
cosx+ sin x

cos x− sin x
.
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Решите неравенство f(x) ≥ 2 tg2x.
Указание: примените решение задачи 19 из темы 6.

8. Докажите, что при всех n ∈ N верно неравенство:
a) 2n| sin(2−nx)| ≥ sin x, x ∈ R;
b) sin(2nx) ≤ 2n| sinx|, x ∈ R.
Решение задачи 8a: доказательство проведем по индук-
ции. Сделаем замену t = 2−nx и докажем неравенство

sin(2nt) ≤ 2n| sin t|.

Действительно,
sin(2nt) = 2 sin(2n−1t) cos(2n−1t) ≤ 2| sin(2n−1t)| ≤ 2n| sin t|.

9. Дана функция y = cos 2x + cos x − 4 cos2 x
2
. Докажите,

что при всех значениях x выполняется неравенство y ≤ 0.
Указание: воспользуйтесь тем, что y = 2 cos2 x − 1 +
+ cos x− 2(1 + cosx) = 2 cos2 x− cos x− 3.

10. Покажите, что 1
8
< cos 20o cos 40o cos 70o < 1

4
.

Указание: воспользуйтесь тем, что cos 70o = sin 20o.

11. Покажите, что tg40o + tg45o + tg50o > 3.

12. Покажите, что 1
8
< sin 20o sin 50o sin 70o < 1

4
.

13. Докажите, что для любых x (x ̸= π
2
k, k ∈ Z) выполня-

ется неравенство(
1 +

1

sin2 x

)(
1 +

1

cos2 x

)
≥ 9.

Указание: представьте выражение в левой части нера-
венства в следующем виде: (2 + ctg2x)(2 + tg2x).
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14. Докажите, что для любого x ∈ R имеет место нера-
венство

(sin2 x)cos
2 x + (cos2 x)sin

2 x ≤ 1 +
1

2
sin2 2x.

Указание: воспользуйтесь тождеством sin2 x+cos2 x = 1
и неравенством Бернулли: если 0 < p < 1, то (1+x)p ≤ 1+
+ px.

Тема 9. Показательные уравнения и неравенства
(2 часа)

Решите уравнения (1-4).
1. 2x2−1 − 3x

2
= 3x

2−1 − 2x
2+2.

2. 3 ∗ 52x−1 − 2 ∗ 5x−1 = 0, 2.
3. 8

2
x − 2

3x+3
x + 12 = 0.

4. 32x+4 + 45 ∗ 6x − 9 ∗ 22x+2 = 0.

Решите неравенства (5-9).
5. 52

√
x + 5 < 5

√
x+1 + 5

√
x.

6. 4
1
x
−1 − 2

1
x
−2 − 3 ≤ 0.

7. 1
3x+5

< 1
3x+1−1

.

8. x2 ∗ 3x − 3x+1 ≤ 0.
9. 2x ∗ 2

√
3−x + 3 ∗ 2x−1 > x ∗ 2x + 3 ∗ 2

√
3−x.

10. Докажите, что уравнения имеют ровно два решения:
a) 1 + 99x + 5x = 4x+ 3;
b) 8x + 4x + 2x = 2x+ 3.
Указание к пункту 10b: учтите то, что (8x+4x+2x)′|x=0 =
= ln 64 > 2 и постройте графики левой и правой частей
уравнения.

11. Определите число решений уравнения |14x − 1| = a
в зависимости от значения параметра a.
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12. Решите неравенства:
a) 8x − 3 ∗ 4x+ 1

2 + 2x+3 > 0;

b) 5∗3x−2

3x−2x
≥ 1 + (2

3
)x;

c) a2 − 2 ∗ 4x+1 − a ∗ 2x+1 > 0, ∀a ∈ R.
Указание: к пункту 12b: сделайте замену t = (3

2
)x, а в

неравенстве пункта 12c — замену z = 2x+1

a
.

Решите уравнения (13-16).
13. (0, 6)x

(
25
9

)x2−12
=
(

27
125

)3
.

14.

√
2x

3

√
4x 0, 125

1
x = 4 3

√
2.

15. (2 +
√
3)x + (2−

√
3)x = 4.

16. 16x + 36x = 2 ∗ 81x.

Тема 10. Логарифмические уравнения (2 часа)

Упростите, указав допустимые значения параметров (1-
2).

1.
loga

√
a2−1 log21

a

√
a2−1

loga2 (a
2−1) log 3√a

6√a2−1
.

2. (loga b+ logb a+ 2)(loga ab− logab b) logb a− 1.
3. Найти lg

√
x, если известно, что logx 100 = a.

4. Найти log9 2, 97, если известно, что lg 3 = a, lg 11 =
= b.

Решите уравнения (5-14).
5. lg 5 + lg(x+ 10) = 1− lg(2x− 1) + lg(21x− 20).
6. log5(x− 2) + log√5(x

3 − 2) + log0,2(x− 2) = 4.

7. logx
√
2− log2x

√
2 = log3 27− logx(2x).

8. log2(4x + 4) = x+ log2(2
x+1 − 3).
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9. 7lg x − 5lg x+1 = 3 ∗ 5lg x−1 − 13 ∗ 7lg x−1.
10. (16 ∗ 52x−1 − 2 ∗ 5x−1 − 0, 048) lg(x3 + 2x+ 1) = 0.
11. 5lg x = 50− xlg 5.
12. logx+1(x− 0, 5) = logx−0,5(x+ 1).

13.
√
log25 x+ log2x 5 + 2 = 2, 5.

14. | log√3 x− 2| − | log3 x− 2| = 2.

Решите системы уравнений (15-18).
15. {

log2(x− y) = 5− log2(x+ y),
lg x−lg 4
lg y−lg 3

= −1.

16. {
logx y = 2,
logx+1(y + 23) = 3.

17. {
lg(x2 + y2) = 1 + lg 8,
lg(x+ y)− lg(x− y) = lg 3.

18. {
2(log 1

y
x− 2 logx2 y) + 5 = 0,

x ∗ y2 = 32.

Указание: в первом уравнении положите logx y = z и ре-
шите его относительно z.

Решите уравнения (19-23).
19. log2x x = log4x x.

20. 16
x−1
x ∗ 5x = 100.

21. x
lg x+7

4 = 10lg x+1.
22. 10

√
lg x + x

√
logx 10 = 200.

23. log3 log√2 x+ 2 log 1
9
log2(2x− 5

9
) = 0.
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Тема 11. Логарифмические неравенства (2 часа)

Найдите область определения функций (1-4).

1. y =
√
log 1

2
log3

x+1
x−1

. 2. y =
√

log0,3
x−1
x+5

.

3. y =
√
4x−x2

log3 |x−4| . 4. y = log3(2
logx−3 0,5 − 1) + 1

log3(2x−6)
.

Решите неравенства (5-14).
5. log1,2(x− 2) + log1,2(x+ 2) < log1,2 5.

6. log5(x
2+3)

4x2−16x
< 0.

7. logx log9(3x − 9) < 1.
8. log20,5 x+ log0,5 x− 2 ≤ 0.

9. log0,3 log6 x2+x
x+4

< 0.
10. log2 log4 x+ log4 log2 x ≤ −4.
11. log22(x− 1)2 − log0,5(x− 1) > 5.

12. log2(
√
4x+5−1)

log2(
√
4x+5+11)

> 1
2
.

Указание: сделайте замену y =
√
4x+ 5.

13. logx 3
8−2x

≥ −2
Указание: к задаче 13 — примените схему

loga f(x) ≤ loga g(x) ⇔
{

(a− 1)(f(x)− g(x)) ≤ 0,
a, x ∈ ОДЗ.

14. logx(x+ 1) < log 1
x
(2− x).

15. Изобразите на координатной плоскости множество то-
чек, координаты (x, y) которых являются решениями
системы неравенств

|y| ≤ log2(|x|+ 1) ≤ 1.
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16. Функция f задана формулой

f(x) = loga(x+ 3) + loga(x− 1),

где a ∈ R.
a) Пусть a = 4. Решите неравенство f(x) ≤ 2− log4 8.
b) При том же a решите неравенство f(x)−2+log4 8

log0,19 92−lg2(5−x)
≤ 0.

c) Найдите множество значений a, для которых при
x ∈ (1; 2) верно неравенство f(x) < 2.
Решение задачи 16 с: перепишем условие в равносильной
форме: loga(x

2 + 2x − 3) < 2 при всех x ∈ (1; 2). Пусть
a > 1, тогда функция в левой части неравенства возрас-
тающая и оно верно при всех x ∈ (1; 2) тогда и только
тогда, когда ее значение при x = 2 не превосходит двух,
то есть loga 5 ≤ 2, или a ≥

√
5. Если 0 < a < 1, то, так

как выражение x2+2x−3 при x, близких к единице, сколь
угодно близко к нулю, то loga(x

2 + 2x − 3) может быть
сколько угодно большим числом. Поэтому при таких a
неравенство не может выполняться.

17. Функция f задана формулой

f(x) = loga(x− 2) + loga(x+ 4), a ∈ R.

a) Пусть a = 3. Решите неравенство

f(x) ≤ log3 1, 8 + log3 15.

b) При том же a решите неравенство

f(x)− log3 1, 8− log3 15

log92 19 + lg2(7− x)
> 0.

. c) Найдите множество значений a, для которых при всех
x > 3 верно неравенство f(x) > 2.
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18. Дана функция f(x) = log2
x− 1

x

3
.

a) Решите неравенство f(x) < −1.
b) Решите уравнение

√
3− f(x) = 1− f(x).

c) Сколько решений (в зависимости от a) имеет уравнение
f(x) = log2(a− x)?
d) Докажите, что функция f(x) монотонна на (−1; 0), и
найдите формулу для функции g(x), обратной к ней на
этом интервале.
Указание: к 18d — решите уравнение f(x) = a.

19. Решите неравенство

1

lg x
+

1

1− lg x
> 1.

Тема 12. Уравнения и неравенства смешанного
типа (2 часа)

Решите уравнения (1-3, 6, 10).
1.

√
cosx =

√
2 sin x

2
.

2.
√
1 + sinx−

√
1− sin x = 1 + cosx.

3. |ctg (2x− π
2
)| = 1

cos22x
− 1.

Решите неравенства (4-5, 7-9).
4. 4sin2 πx + 3 ∗ 4cos2 πx ≤ 8.

5. logtg x

√
sin2 x− 5

12
< −1.

6. | log 1
3
(1 + sin 2x)|+ | log 1

3
(1− sin 2x)| = 1.

7.
√
5− 2 sin x ≥ 6 sin x− 1.

8. xlg sinx ≥ 1.
9. 3|x+2| + 3|x−1| ≥ 28.
10. logsinx 2 + logcosx 2 + logsinx 2 logcosx 2 = 0.
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Контрольная работа (2 часа)

Решите уравнения (1-3, 6, 10).
1.

√
− cosx =

√
2 cos x

2
.

2.
√
1− 2 sin 4x+

√
6 cos 2x = 0.

3. | cosx| = cos x− 2 sin x.

Решите неравенства (4-5, 7-9).
4. 91+sin2 πx + 30 ∗ 9cos2 πx ≤ 117.
5. log 2 cos x√

3

√
1 + 2 cos 2x < 1.

6. | log3(1 + cos 2x)|+ | log3(1− cos 2x)| = 1.
7.

√
sinx+

√
cos x > 1.

8. x2 sinx−cos 2x < 1
x
.

9. |3x − 2| ≤ 1.
10. (sinx)− sinx − 1 = ctg2 x.

Тема 13. Графики функций.
Преобразование графиков функций (2 часа)

Постройте графики функций (1-9).
1.

a) y = x2 + 5x+ 6; b) y = x2 + 5|x|+ 6;

c) y = |x2 + 5x+ 6|; d) y = |x2 + 5|x|+ 6|.
2.

a) y = −x2 + 4x− 5; b) y = −x2 + 4|x| − 5;

c) y = | − x2 + 4x− 5|; d) y = | − x2 + 4|x| − 5|.
3. y = x|x|+ 1.
4. y = |x+ 1| − x.

5. y = |x−1|
x−1

(x2 − 4).

6. y = x−1
|x−3|(x

2 − 9).
7.

a) y = log2 x; b) y = log2 |x|;
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c) y = log2(−x); d) y = | log2 x|; e) y = | log2 |x||.
8. y = −2−|x|.
9. y = log2

x2−4
x−2

.
10. Решите графически уравнение: |x− 1|+ 2x− 5 = 0.

11. Отличаются ли один от другого графики функций y =
= lg x2 и y = 2 lg x ?

Изобразите в координатной плоскости xOy заданные
соотношения между переменными x и y (12-13).
12. |y| = | sin x|.
13. |y| = | sinx|

sinx
.

14. Построить эскиз кривой:

a) y =
(x+ 1)3

(x− 1)2
; b) y = (x+ 2)e

1
x ;

c) y = x4 − 10x2 + 9; d) y =
2

1 + x2
.

Решение задачи 14a: Проведем полное исследование функ-
ции.
1) Область определения: D = (−∞; 1) ∪ (1;∞).

2) Исследование функции в граничных точках области D.

lim
x→−∞

(x+ 1)3

(x− 1)2
= −∞, lim

x→1−0

(x+ 1)3

(x− 1)2
= +∞,

lim
x→1+0

(x+ 1)3

(x− 1)2
= +∞, lim

x→+∞

(x+ 1)3

(x− 1)2
= +∞.

3) Установление четности и периодичности функции.
Функция не является ни четной, ни нечетной, т. к. ее
область определения D несимметрична относительно точ-
ки x = 0. Функция не является периодической, т. к. она
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имеет конечное число нулей (x = −1).
4) Нули и область постоянства знака функции.
Единственный нуль x = −1; в (−∞;−1) функция отри-
цательна, в (−1; 1) и (1;+∞)— положительна.

5) Нули и интервалы знакопостоянства производной f ′(x).
y′ = (x+1)2(x−5)

(x−1)3
, следовательно, x = −1 и x = 5 — нули

f ′(x), в интервалах (−∞;−1), (−1; 1), (5;+∞) производ-
ная f ′(x) > 0, в интервале (1; 5) f ′(x) < 0.

6) Нули и интервалы знакопостоянства производной вто-
рого порядка f ′′(x).
y′′ = 24(x+1)

(x−1)4
, следовательно, x = −1— единственный нуль

f ′′(x), в интервалах (−1; 1), (1;+∞) y′′ > 0, а в интер-
вале (−∞;−1) y′′ < 0.

7) Асимптоты.
Так как lim

x→1
y(x) = ∞, прямая x = 1 является вертикаль-

ной асимптотой. Определим наклонные асимптоты.

lim
x→−∞

y(x)

x
= 1, lim

x→−∞
(y(x)− x) = 5.

Следовательно, при x → −∞ имеется наклонная асимп-
тота y = x+5. Аналогично убеждаемся, что прямая y =
= x + 5 является наклонной асимптотой и при x → +∞.

Учитывая эти сведения, чертим эскиз графика функции.

15. a) Решите уравнение x2 − x = |2x− 1|.
b) Придумайте уравнение вида P (x) = Q(x), не имеющее
решений, где P (x), Q(x) — многочлены ненулевой степени.

16. a) Решите неравенство
√
x+ 1 + x > 1.
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b) Придумайте иррациональное неравенство, множеством
решений которого является вся его область определения.

Постройте график функции (17-19).
17. y =

√
(sinx− cos x) cos x

2
secx

2
.

18. y = max
t∈[x;x+π

2
]
sin t.

19. y = min
t∈[x;x+π

2
]
cos t.

Тема 14. Задачи с параметрами (2 часа)

1. При каких значениях параметра уравнение

2
√

1−m(x+ 2) = x+ 4

имеет один корень?
Указание: сделать замену

√
1−m(x+ 2) = y ≥ 0, ре-

шить уравнение графически.

2. При каких значениях параметра уравнение√
k(2x+ 1) + 16− x = x− 3

не имеет корней?

3. При каком значении m система уравнений{
2x+ (m− 1)y = 3,
(m+ 1)x+ 4y = −3

имеет бесконечное множество решений? Не имеет реше-
ний?
Указание: система уравнений имеет бесконечное множе-
ство решений (не имеет решений), если коэффициенты
при x и y пропорциональны.
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4. При каких значениях m система{
x+my = 3m,
mx+ 9y = 6

имеет решение, которое удовлетворяет неравенствам
x ≥ 0, y ≥ 0?

5. При каких значениях a уравнение log3(9
x + 9a3) = x

имеет два решения?

6. Найдите все значения a, при которых уравнение

sinx+ cos x = sin a+ cos a

не имеет решений на отрезке [0; π].
Решение задачи 6: для удобства введем обозначение b =
= sin a + cos a и выясним, при каких b уравнение sin x +
+ cosx = b не имеет решений на [0; π]. Это уравнение не
имеет решений тогда и только тогда, когда число b не
принадлежит образу отрезка [0; π] функции f(x) = sinx+
+ cos x =

√
2 sin(x + π

4
). Очевидно, что это выполняется

при b /∈ [−1;
√
2]. Теперь остается решить неравенство

sin a+ cos a < −1.

7. При каких значениях a выражение x2 + 2ax+ a− 2 по-
ложительно на отрезке [1; 2]?
Решение задачи 7: положим f(x) = x2 + 2ax + a − 2. По
условию, f(1) = 3a − 1 > 0, то есть a > 1

3
. При ука-

занных значениях параметра a функция f монотонна на
луче [0; +∞), поэтому если f(1) > 0, то f(x) ≥ 0 при
x ∈ [1; 2]. Таким образом, a > 1

3
.

8. Определите (в зависимости от a) число решений урав-
нения:
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a) 2|x− a| = x+ 1; b) |x+ a| = 2− x2.

Указание: решите графически каждое из уравнений.

9. Нарисуйте множество, заданное уравнением√
2xy + a = x+ y + 1.

При каких a оно непусто?

10. При каких a следующие уравнения имеют единствен-
ное решение:

a) 2 lg(x+ 1) = lg ax; b) lg(x2 + 6x+ 8) = lg(a− 3x)?

11. Дана функция f(x) = loga+2x(x
2 − 1).

a) Пусть a = 0. Решите уравнение f(x) = 1.
b) Пусть a = −1. Решите неравенство f(x) ≥ −1.

c) Изобразите на плоскости множество всех таких пар (x; a),
что f(x) = 1. При каких a это уравнение имеет решение?
d) Найдите все такие положительные a, при которых для
любого натурального n уравнение f(x) = n имеет решение.

Указание к пункту 11c: уравнение loga+2x(x
2 − 1) = 1 рав-

носильно системе 
x2 − 1 = a+ 2x,
|x| > 1,
a+ 2x > 0,
a+ 2x ̸= 1.

Теперь ничего не стоит получить ответ на второй во-
прос, имеющий такую геометрическую переформулиров-
ку: при каких a на изображенном множестве существу-
ет точка с равной a второй координатой?
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Указание к пункту 11d: перейдите к уравнению x2 − 1 =
= (a+ 2x)n.

12. Сколько решений в зависимости от a имеет уравнение:
a) ex = ax, b) 1 + ax =

√
x+ 3?

13. Найдите все такие m, что при любом b уравнение f(x) =
= b имеет не более одного решения в указанной области:

a) f(x) = sinmx, x ∈ [−π

4
; 0];

b) f(x) = m2 +mx− x2, x ≤ −2;

c) f(x) = −x3 − 3

2
mx2 + (2−m2)x+ 4, x ∈ R;

d) f(x) = cosmx, x ∈ [0;
π

4
];

e) f(x) = x2 +mx−m2, x ≥ 1;

f) f(x) =
1

3
x3 − 3

2
mx2 + (m2 + 2)x− 4, x ∈ R.

Решение задачи 13d: так как функция f четна, то доста-
точно рассматривать случай m > 0. Уравнение f(x) = b
имеет не более одного решения, если функция f обрати-
ма на указанном множестве. Таким образом, в данном
случае нужно, чтобы [0; mπ

4
] ⊂ [0; π].

Решение задачи 13e: вершина параболы должна лежать
левее прямой x = 1.

Решение задачи 13f: в данном случае функция должна быть
монотонна, значит, при всех x ∈ R f ′(x) ≥ 0, что вер-
но, если 9m2 − 4(m2 + 2) ≤ 0.
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Тема 15. Бином Ньютона (2 часа)

1. Докажите следующие равенства:

Ck
n = Cn−k

n ; Ck
n + Ck−1

n = Ck
n+1.

2. Сколько матчей будет сыграно в футбольном чемпио-
нате с участием 16 команд, если каждые две из них встре-
чаются между собой один раз?

3. Хоккейная команда состоит из 2 вратарей, 7 защитни-
ков, 10 нападающих. Сколькими способами тренер может
образовать команду, которая состоит из 1 вратаря, 2 за-
щитников и 3 нападающих?

4. Докажите формулу (бином Ньютона):

(a+ b)n =
n∑

k=o

Ck
na

n−kbk, ∀a, b ∀n ∈ N.

Пользуясь формулой бинома Ньютона, возведите данный
двучлен в указанную степень (5-8).

5. (x+ 1)7.
6. (x− y)5.
7. (x2 − y)6.

8. (
√

a
b
+
√

b
a
)7.

9. Вычислите, применяя формулу бинома Ньютона:

(1 + i)6, i2 = −1; (
√
2−

√
3)5; (1 + i

√
3)6.

10. Докажите, что
a) 1 + C1

n + C2
n + . . .+ Cn−1

n + Cn
n = 2n;

b) 1− C1
n + C2

n − C3
n + . . .− Cn−1

n + 1 = 0.
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11. Рассмотрите связь между биномом Ньютона и
треугольником Паскаля.

12. Найдите разложение для (3x+ a)n.

13. При какой степени x коэффициент будет наибольшим
в биноме (4 + x)10?

14. Докажите, что

Cn
2n = (C0

n)
2 + (C1

n)
2 + (C2

n)
2 + . . .+ (Cn

n)
2.

15. Найдите девятый член разложения для степени бино-
ма ( 1

x
+ x)12.

16. Найдите четвертый член разложения для степени би-
нома ( 3

√
a+ ( 3

√
a)−1)9.

17. Найдите номер члена разложения степени бинома, ко-
торый не зависит от t: a) ( 3

√
t − 1

t
)20 ; b) (t2 − 1

t
)6 ; c)

(1
t
+
√
t).

18. Докажите, что число

c = 55n+1 + 45n+2 + 35n

делится на 11 для любого n.
Указание: используйте равенство c = 5(11 ∗ 284 + 1)n +
+ 16(11 ∗ 93 + 1)n + (11 ∗ 22 + 1)n и примените формулу
бинома Ньютона.
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Тема 16. Арифметическая и геометрическая
прогрессии

(2 часа)

1. Арифметическая прогрессия. Основные формулы:

an = a1 + d(n− 1).

Sn =
a1 + an

2
n =

2a1 + d(n− 1)

2
n.

ak =
ak−1 + ak+1

2
, k = 2, n− 1.

ak + am = an + ap, где k +m = n+ p.

2. Геометрическая прогрессия. Основные формулы:

bn = b1 q
(n−1).

Sn =
b1 (1− qn)

1− q
, q ̸= 1.

Sn = nb1, q = 1.

bk
2 = bk−1 bk+1, k = 2, n− 1.

bkbm = bnbp, где k +m = n+ p.

1. Сумма трех чисел, образующих арифметическую про-
грессию, равна 2, а сумма квадратов этих же чисел
равна 14

9
. Найдите эти числа.

2. Найдите четыре числа, образующих геометрическую
прогрессию, у которой второй член меньше первого
на 35, а третий больше четвертого на 560.

3. Найдите первый член и знаменатель геометрической
прогрессии, если известно, что a4−a2 = −45

32
, a6−a4 =

= − 45
512

.
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4. В бесконечной геометрической прогрессии с положи-
тельными членами и со знаменателем |q| < 1 сумма
трех первых членов равна 10,5, а сумма прогрессии —
12. Найдите прогрессию.

5. Найдите четыре числа, первые три из которых состав-
ляют геометрическую, а последние три — арифмети-
ческую прогрессию. Сумма крайних чисел равна 21,
а сумма средних — 18.

6. Найдите сумму(
2 +

1

2

)2

+

(
4 +

1

4

)2

+ . . .

(
2n +

1

2n

)2

.

7. Покажите, что для всякой арифметической прогрес-
сии при любом n выполняется равенство S2n = Sn +
+ 1

3
S3n (Sk– сумма k-первых членов прогрессии).

8. Сумма трех чисел равна 11
18

, а сумма обратных им чи-
сел, составляющих арифметическую прогрессию, рав-
на 18. Найдите эти числа.

9. Числа a1, . . . , an, an+1 образуют арифметическую
прогрессию. Докажите, что:

a)
1

a1a2
+

1

a2a3
+ . . .+

1

anan+1

=
n

a1an+1

,

b)

1
√
a1 +

√
a2

+
1

√
a2 +

√
a3

+ . . .+
1

√
an−1 +

√
an

=

=
n− 1

√
a1 +

√
an

.
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10. Докажите утверждение: для того чтобы три числа
1

b+c
1

c+a
, 1

b+a
составляли арифметическую прогрес-

сию, необходимо и достаточно, чтобы числа a2, b2и c2

также составляли арифметическую прогрессию.

11. Найдите сумму:

a) 1 + 2 ∗ 3 + 3 ∗ 7 + . . .+ n (2n − 1) ,

b) 1 ∗ 3 + 3 ∗ 9 + 5 ∗ 27 + . . .+ (2n− 1) ∗ 3n,
c) 1 + 11 + 111 + . . .+ 111 . . . 1︸ ︷︷ ︸

n единиц
,

d) 1
2
+ 3

22
+ 5

23
+ . . .+ 2n−1

2n
,

e) 1 + 2x+ 3x2 + . . .+ nxn−1.

Тема 17. Задачи по финансовой математике (2
часа)

Рассмотрим в качестве примеров решения некоторых
задач финансовой математики.

Пример 1. Первого января 2018 года Екатерина Ми-
хайловна в банке взяла кредит 1,42 млн. рублей. Схема
выплаты кредита следующая: первого числа каждого сле-
дующего месяца банк начисляет 2 процента на оставшую-
ся сумму долга, затем Екатерина Михайловна переводит
в банк платёж. На какое минимальное количество меся-
цев Екатерина может взять кредит, чтобы ежемесячные
выплаты не превышали 355 тысяч рублей?

Решение. Заметим, что за 4 месяца Екатерина Ми-
хайловна выплатит 1,42 млн. рублей. Таким образом, она
не покроет долг с процентами. Каждый месяц долг уве-
личивается не более, чем на 1420000*0,02=28400 рублей.
Значит, за пять месяцев Екатерина Михайловна долж-
на будет выплатить не более

1420000 + 5 ∗ 28400 = 1562000,

43



что менее чем 5*355000=1775000 рублей. Значит, Екате-
рина Михайловна сможет выплатить кредит за 5 меся-
цев.

Ответ: 5.

Пример 2. 16 октября 2018 года Дмитрий взял в бан-
ке 5804000 рублей в кредит под 11,5 процентов годовых.
Схема выплаты кредита следующая - 16 октября каждого
следующего года банк начисляет проценты на оставшуюся
сумму долга (то есть увеличивает долг на 11,5 процентов),
затем Дмитрий переводит в банк х рублей. Какой долж-
на быть сумма х, чтобы Дмитрий выплатил долг пятью
равными платежами (то есть за пять лет)?

Решение. Пусть сумма кредита равна S, а годовые со-
ставляют p-процентов. Тогда 16 октября каждого года
оставшаяся сумма долга умножается на коэффициент
y = 1+ 0, 01p. После первой выплаты сумма долга соста-
вит

S1 = Sy − x.

После второй выплаты сумма долга окажется следую-
щей:

S2 = S1y − x = (Sy − x)y − x = Sy2 − (1 + y)x.

После третьей выплаты сумма долга будет равна

S3 = S2y − x = Sy3 − (1 + y + y2)x = Sy3 − y3 − 1

y − 1
x.

После четвертой выплаты сумма долга будет равна

S4 = S3y − x = Sy4 − y4 − 1

y − 1
x.

И, наконец, после пятой выплаты сумма оставшегося
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долга равна

S5 = S4y − x = Sy5 − y5 − 1

y − 1
x.

По условию пятью платежами Дмитрий должен пога-
сить кредит полностью, поэтому

Sy5 − y5 − 1

y − 1
x = 0,

откуда

x =
Sy5(y − 1)

y5 − 1
.

При S = 5804000, p = 11, 5, получаем: y = 1, 115 и

x = 1590190, 2.

Ответ: 1590190,2 рублей.

1. Цена товара увеличилась на 25 процентов. На сколь-
ко процентов нужно уменьшить новую цену, чтобы
получить старую?

2. Цена товара дважды увеличивалась в два раза. На
сколько процентов увеличилась цена по сравнению с
её первоначальным значением?

3. Первого января 2018 года Иван Петров взял в бан-
ке кредит в размере 1,1 млн. рублей. Схема выплаты
кредита следующая: первого числа каждого следую-
щего месяца банк начисляет один процент на остав-
шуюся сумму долга, а затем Иван переводит в банк
платёж. На какое минимальное количество месяцев
Иван может взять кредит, чтобы ежемесячные выпла-
ты были не более 275 тысяч рублей?
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4. В начале года в банк было положено 1600 рублей, а
в конце года снято 848 рублей. В конце второго го-
да на счёте оказалось 824 рубля. Сколько процентов
начисляет банк в год?

5. 31 декабря 2017 года Екатерина взяла в банке некото-
рую сумму в кредит под 14 процентов годовых. Схе-
ма выплаты кредита следующая: 31 декабря каждого
следующего года банк начисляет проценты на остав-
шуюся сумму долга, затем Екатерина переводит в банк
4548600 рублей. Какую сумму взяла Екатерина в бан-
ке, если она выплатила долг двумя равными платежа-
ми?

6. В начале 2017 года Алексей приобрел ценную бума-
гу за 7000 рублей. В конце каждого года цена бума-
ги возрастает на 2000 рублей. В начале каждого года
Алексей может продать бумагу и положить выручен-
ные деньги на банковский счёт. Каждый год сумма на
счёте будет увеличиваться на 10 процентов. В начале
какого года Алексей должен продать ценную бумагу,
чтобы через 15 лет после покупки этой ценной бумаги
сумма на банковском счёте была бы наибольшей?

7. 15 января планируется взять кредит в банке на 24 ме-
сяца. Условия его возврата таковы: 1) первого числа
каждого месяца долг возрастает на один процент по
сравнению с концом предыдущего месяца; 2) со вто-
рого по четырнадцатое число каждого месяца необхо-
димо выплатить часть долга; 3) пятнадцатого числа
каждого месяца долг должен быть на одну и ту же
величину меньше долга на пятнадцатое число преды-
дущего месяца. Известно, что в течение второго года
кредитования нужно вернуть банку 958,5 тысяч руб-
лей. Какую сумму нужно выплатить банку за первые
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12 месяцев?

8. Банк выдаёт кредит на сумму 728 тысяч рублей на 3
года под 20 процентов годовых. Схема выплат преду-
сматривает возвращение выданного кредита ежегод-
но равными долями. Найдите размер ежегодного пла-
тежа.

9. Банк предлагает взять в кредит 300 тысяч рублей
на 3 года под 15 процентов годовых. Схема выплат
предусматривает в конце каждого года возврат одной
третьей доли первоначального кредита и оплату нако-
пившихся процентов. Найдите величину наименьшего
из трёх платежей по кредиту.

10. Часть денег от капитала 400 млн. рублей размеще-
ны в банке под 12 процентов годовых, а другая часть
инвестирована в производство, причём через год эф-
фективность вложения ожидается в размере 250 про-
центов. Затем отчисляются деньги на издержки, ко-
торые задаются квадратичной зависимостью 0, 0022x2

(x - вложенная сумма в рублях). Прибыль от произ-
водства облагается налогом в 20 процентов. Как рас-
пределить капитал между банком и производством,
чтобы через год получить общую максимальную при-
быль? Сколько рублей составит эта прибыль?

Тема 18. Задачи по теории чисел (2 часа)

1. При каких натуральных n величина 3n+1
n−1

является це-
лым числом?

2. Решите в целых числах следующие уравнения:

a) xy + x+ y = 0;

b) 3xy + 6x− y = 0;
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c) 2(x2 − y2) = 3(xy − 1).

3. Найдите все четырехзначные чётные числа, у которых
ровно 22 делителя.

4. Делится ли число 31415926535 на 11?

5. Докажите, что квадрат натурального числа, оканчива-
ющегося на 5, оканчивается на 25.

6. Может ли произведение всех цифр натурального чис-
ла быть равно 2018?

7. Существует ли стозначное число без нулевых цифр, ко-
торое делится на сумму своих цифр?

8. Найдите четырехзначное число, являющееся точным квад-
ратом, если известно, что его первые две цифры одинако-
вые и последние две цифры также одинаковые.

9. Найдите наибольший общий делитель всех чисел вида
p2 − 1, где p − −− простое число, большее 3, но меньшее
2018.

10. Докажите, что произведение всех цифр натурально-
го числа не превосходит самого этого числа.

11. Докажите, что для любых неотрицательных чисел x, y, z
выполняется неравенство

(x+ y)(x+ z)(y + z) ≥ 8xyz.
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12. Докажите, что

1

2
− 1

3
+

1

4
− 1

5
+ . . .+

1

98
− 1

99
+

1

100
≥ 1

5
.

13. Дано натуральное трёхзначное число n, в записи ко-
торого нет нулей. Для этого числа составим дробь x(n), в
числителе которой само число n, а в знаменателе — про-
изведение всех цифр числа n.
a) Приведите пример такого числа n, для которого x(n) =
= 119

24
.

b) Существует ли такое число n, что x(n) = 125
24

?
c) Какое наибольшее значение может принимать дробь
x(n), если она равна несократимой дроби со знаменате-
лем 24?
14. Найдите все пары натуральных чисел m и n, для ко-
торых выполняется неравенство:

a) 3m = 7 = 2n;

b) 3 ∗ 2m + 1 = n2.

Тема 19. Обратные тригонометрические функции
(2 часа)

Напомним определения обратных тригонометрических функ-
ций.

Арксинусом числа x, где |x| ≤ 1, называется такое число
α ∈ [−π

2
; π

2
], синус которого равен x. При этом арксинус

является нечётной функцией, то есть

arcsin(−x) = − arcsin(x).

49



Арккосинусом числа x, где |x| ≤ 1, называется такое чис-
ло α ∈ [0; π], косинус которого равен x. При этом для
арккосинуса справедливо следующее равенство:

arccos(−x) = π − arccos(x).

Арктангенсом числа x ∈ R называется такое число
α ∈ (−π

2
; π

2
), тангенс которого равен x. При этом арктан-

генс является нечётной функцией, то есть

arctg(−x) = −arctg(x).

Арккотангенсом числа x ∈ R называется такое число
α ∈ (0; π), котангенс которого равен x. При этом для
арккотангенса выполняется следующее равенство:

arcctg(−x) = π − arcctg(x).

Основными соотношениями между обратными тригономет-
рическими функциями являются следующие равенства:

arcsin(sinx) = x, x ∈ [−π

2
;
π

2
]; sin(arcsin x) = x, x ∈ [−1; 1];

arccos(cosx) = x, x ∈ [0; π]; cos(arccos x) = x, x ∈ [−1; 1];

arcsin(x) + arccos(x) =
π

2
, x ∈ [−1; 1];

arctg(tgx) = x, x ∈ (−π

2
;
π

2
); tg(arctgx) = x, x ∈ R;

arcctg(ctgx) = x, x ∈ (0; π); ctg(arcctgx) = x, x ∈ R;

arctgx+ arcctgx =
π

2
, x ∈ R.
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1. Вычислите:

a) cos(arcsin
1

4
); b) sin(arccos(−4

5
));

c) cos(2 arcsin
1

6
); d) ctg(arccos

4

5
); e) cos(arctg

1

2
).

2. Решите уравнения:

a) 2 arccos(2x2−3) =
5π

3
; b) cos(arccos(4x−9)) = x2−5x+5;

c) tg(arctg(0, 5− x)) = x2 − 4x+ 2, 5;

d) (arcsin x)2 + (arccos x)2 =
5π2

36
.

3. Найдите область определения функции:

a) y = arcsin
7|x| − 2

4− x
; b) y =

√
2 arccos

x2 − 3

6
− π.

4. Докажите следующие равенства:

a) arccos x = arcsin
√
1− x2 = arctg

√
1− x2

x
=

= arcctg
x√

1− x2
, 0 < x < 1.

Решение задачи 4а): если 0 < x < 1, то x ∈ [0; π
2
] и тогда

sin(arccosx) =
√
1− cos2(arccos x) =

√
1− x2.

Далее,

tg(arccos x) =
sin(arccosx)

cos(arccosx)
=

√
1− x2

x
,
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ctg(arccos x) =
x√

1− x2
.

b) arccos(x) = arcsin
√
1− x2 = arctg

√
1− x2

x
=

= arcctg
x√

1− x2
, 0 < x < 1;

c) arctg x = arcctg
1

x
= arcsin

x√
1 + x2

=

= arccos
1√

1 + x2
, x > 0;

d) arcctg x = arctg
1

x
= arccos

x√
1 + x2

=

= arcsin
1√

1 + x2
, x > 0.

5. Докажите формулы суммы и разности для обратных
тригонометрических функций:

a) arcsin(x) + arcsin(y) = arccos(
√
1− x2

√
1− y2 − xy),

0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1;

b) arcsin(x)− arcsin(y) = arcsin(x
√
1− y2 −

√
1− x2),

0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1;

c) arccos(x) + arccos(y) = arccos(−
√
1− x2

√
1− y2 + xy),

0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1;

d) arccos(x)− arccos(y) = arccos(y
√
1− x2 − x

√
1− y2),

0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1;
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e) arctg a+ arctg b = arcctg
1− ab

a+ b
, a > 0, b > 0;

f) arctg a− arctg b = arctg
a− b

1 + ab
, a > 0, b > 0;

g) arcctg a+ arcctg b = arcctg
ab− 1

a+ b
, a > 0, b > 0;

h) arcctg a− arcctg b = arctg
b− a

1 + ab
, a > 0, b > 0.

Решение задачи 5d): значение разности двух функций на-
ходится в отрезке [−π

2
; π

2
]. Так как функция g(x) = sin x

монотонна на этом промежутке, тогда получаем

sin(arccos(x)− arccos(y)) = sin(arccos(x)) cos(arccos(y))−

− sin(arccos(y)) cos(arccos(x)) =

= y
√
1− x2 − x

√
1− y2.

В силу монотонности функции g(x) получаем равенство
5d.

6. Выразите значения данных функций через значения
функции y = arcsin(x):

a) arccos
3

5
; b) arccos

−2

3
; c) arctg

4

17
;

d) arctg(−10); e) arcctg(100); f) arcctg
−7

5
.

Решение задачи 6b:

arccos
−2

3
= π − arccos

2

3
= π − arcsin

√
5

3
.
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7. Выразите значения указанных функций через осталь-
ные обратные тригонометрические функции:

a) arcsin
4√
43

; b) arctg3; c) arctg(−5); d) arccos(−5

8
).

8. Постройте графики перечисленных функций при всех
допустимых значениях x:

a) y = arcsin(sin x); b) y = arccos(cosx).

9. Решите уравнения:

a) arcsin(x)− arccos(x) = arccos

√
3

2
;

b) arcsin(1− x)− 2 arcsin(x) =
π

2
;

c) arcsin3(x) + arccos3(x) =
π3

8
;

d) cos(2 arccos(x)) = arcsin(cos(x));

e) sin(2arctg x) tg(arcctg x) = 1;

f) sin(n arcctg x) = 0, n ∈ N;
g) arcsin(ax) = arccos(bx), a, b ∈ R.

10. Докажите справедливость следующих равенств:

a) tg(arctg
2

11
+ 2 arcctg 7) =

1

2
;

b) sin(2 arctg 2−1)− tg(
1

2
arcsin(

15

17
)) =

1

5
;

c) sin(4 arcsin
3√
10

)− cos(2 arccos
1√
15

) = − 9

25
;
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d) cos(2 arctg
1

7
)− 2 sin(2 arctg 3) cos(2 arctg

1

3
) = 0.

11. Вычислите значения следующих выражений:

a) arctg(tg 8); b) arcsin(sin(11));

c) arccos(cos(8)); d) arcctg(ctg 7).

Решение задачи 11a: обозначим z = arctg(tg 8), −π
2
< z <

< π
2
. Тогда

tgz = tg(arctg(tg 8)),

откуда следует, что tg z = tg 8, −π
2
< z < π

2
. Таким

образом, z = 8 + πn, n ∈ Z. Осталось выбрать решение
из интервала (−π

2
; π
2
), тогда окончательно получаем z =

= 8− 3π.

Тема 20. Гиперболические функции

Часто в математических дисциплинах встречаются функ-
ции

sh x =
ex − e−x

2
, ch x =

ex + e−x

2
.

Первую из них принято называть гиперболическим сину-
сом, а вторую — гиперболическим косинусом. Некоторые
их свойства похожи на свойства круговых синуса и коси-
нуса, а именно

ch2x− sh2x = 1; sh 2x = 2sh x ch x.

Убедиться в справедливости этих равенств можно, записав
по определению гиперболические синус и косинус.

Название "гиперболический"объясняется тем, что па-
раметрические уравнения

x = a ch t, y = a sh t, 0 < t < ∞
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задают правую ветвь гиперболы x2−y2 = a2, подобно тому,
как уравнения x = a sin t, y = a cos t, 0 ≤ t ≤ 2π задают
окружность x2 + y2 = a2.

Кроме того, существуют ещё гиперболические тангенс
и котангенс, которые подобно тригонометрическим анало-
гам задаются следующими формулами (соответственно):

th x =
sh x

ch x
, cth x =

ch x

sh x
, x ∈ R\{0}.

1. Исследуйте на чётность и нечётность гиперболические
функции и постройте их графики.

2.Убедитесь в справедливости формул сложения:

a) sh (x± y) = sh x ch y ± ch x sh y;

b) ch (x± y) = ch x ch y ± sh x sh y;

c) th (x± y) = (th x± th y)/(1± th x th y);

d) cth (x± y) = (cth x cth y ± l)/(cth y ± cth x).

3. Проверьте справедливость формул двойного аргумента:

sh 2x = 2sh x ch x;

4ch 2x = ch 2x+ sh 2x = 2ch 2x− 1 = 1 + 2sh 2x;

th 2x = (2th x)/(1 + th 2x).

4. Убедитесь в истинности формул сложения, умножения
и разности двух гиперболических функций:

sh x+ sh y = 2sh
(x+ y)

2
ch

(x− y)

2
;
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sh x− sh y = 2ch
(x+ y)

2
sh

(x− y)

2
;

ch x+ ch y = 2ch
(x+ y)

2
ch

(x− y)

2
;

ch x− ch y = 2sh
(x+ y)

2
sh

(x− y)

2
;

sh xsh y =
1

2
(ch(x+ y)− ch(x− y));

ch xch y =
1

2
(ch(x+ y) + ch(x− y));

sh xch y =
1

2
(sh(x+ y) + sh(x− y)).

Как для тригонометрических функций, так и для ги-
перболических функций существуют обратные им функ-
ции.

Обратный гиперболический синус (ареасинус)

y = arsh x = ln(x+
√
1 + x2)

это функция, обратная к гиперболическому синусу (x =
= sh y), имеющая область определения −∞ < x < ∞ и
множество значений −∞ < y < ∞.

Обратный гиперболический косинус (ареакосинус)

y = arch x = ln(x+
√
−1 + x2)

это функция, обратная к гиперболическому косинусу (x =
= ch y), имеющая область определения 1 ≤ x < ∞ и мно-
жество значений 0 ≤ y < ∞.
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Обратный гиперболический тангенс (ареатангенс)

y = arth x =
1

2
ln

1 + x

1− x

это функция, обратная к гиперболическому тангенсу (x =
= thy), имеющая область определения ˘1 < x < 1 и мно-
жество значений −∞ < y < ∞.

Обратный гиперболический котангенс (ареакотангенс)

y = arcth x =
1

2
ln

x+ 1

x− 1

это функция, обратная к гиперболическому тангенсу (x =
= cthy), имеющая область определения |x| > 1 и множе-
ство значений y ̸= 0.

5. Исследуйте на чётность или нечётность все перечислен-
ные выше обратные гиперболические функции и построй-
те эскизы графиков.

6. Убедитесь в справедливости следующих равенств:

a) sh(arsh y) = y, arsh(sh x) = x, x, y ∈ R;

b) ch(arch y) = y, arch(ch x) = x, x ≥ 1, y ≥ 0;

c) th(arth y) = y, arth(th x) = x, x ∈ R, y ∈ (−1; 1);

d) cth(arcth y) = y, arcth(cth x) = x, x ̸= 0, y /∈ [−1; 1].

Итоговая контрольная работа

1. Решите уравнение

−x2 + 2x− 1 =
√
x2 − 3x+ 2.
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2. Решите неравенство
√
2− x+ 4x− 3

x
≥ 2.

3. Решите неравенство

log√2−1(x− 2) > log3−2
√
2 25.

4. Решите уравнение

3 + |5,4x− 3 cos x| = 3 sin x+ cos x.

5. При всех значениях параметра a решите уравнение

25x − (a − 1)5x + 2a + 3 = 0

и укажите, при каких a оно имеет единственное ре-
шение.

6. Равнобедренная трапеция ABCD с большим основа-
нием AB описана около окружности, которая касает-
ся стороны BC в точке M. Отрезок AM пересекает
окружность в точке N. Найдите отношение AB

CD
, если

MN
AN

= K.

7. Решите уравнение

x2 log4 x =
8

x2
.

8. Определите, при каких значениях a решения неравен-
ства √

x+ a ≥ x

образуют на числовой прямой отрезок длины 2|a|.

59



9. Упростите выражение(√
2a−

√
b√

2a+
√
b
−

√
2a+

√
b√

2a−
√
b

) (√
b

4a
−
√

a

b

)
.

10. Решите систему уравнений{
y2 + xy = 42x,
6x2 + 6xy = 7y.
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ОТВЕТЫ

Тема 2

9) x1 = 5; x2 = −55
16
.

10) x1 = a+ b; x2 =
a+b
2
.

11) x1 = 1, x2 = −5, x3,4 = −1±
√
6.

12) x1,2 = 1, x3,4 =
−3±

√
5

2
.

13) x1 = 2, x2 =
1
2
, x3,4 =

−11±
√
105

4
.

14) x1 = 2, x2 = 4.
17) x = 0.
18) x = 0, y = −1

2
.

Тема 3

1) (−1; 1).
2) (−1;+∞).
3) (1; 3)

∪
(3; 5).

4) (−∞;−2)
∪
(1; 0].

5) (−∞;−3)
∪
(−2;−1).

6) x = 1.
7) (−3;−1).
8) (−2;−1.5)

∪
[1; 2)

∪
[5; +∞).

9) (1−
√
6; 1)

∪
(1 +

√
6; 4].

10) (−∞;−5)
∪
(−2; 1)

∪
[5; +∞).

11) (−∞;−1]
∪
[1
2
; 1)
∪
(1;+∞).

12) (−∞;−2)
∪
(−2;−1]

∪
[2; +∞).

17) (−∞;−1]
∪
[3; +∞).

20) b = −1
4
.

21) (−∞;−7−3
√
11)
∪
(−13+

√
365

2
;−7+3

√
11)
∪
(−13+

√
365

2
; +

+∞).
23) ∅.
24) a) a < −1 ; b) a < −5

2
; c) a > −2 ; d) a > −1

2
.

25) (1; 1), (−1; 1).
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Тема 4

1) x1 = −3, x2 = −2, x3 = 0, x4 = 1.
2) x = 1.
3) x1,2 = ±3, x3,4 = ±2, x5,6 = ±1, x7 = 0.

4) x1,2 = −3±
√
16m−7
4

, при m > 7
16
; x1 = x2 = −3

4
, при m =

= 7
16
.

5) x = 1.
6) x = 2.
8) |a| > 1.
10) Два решения при a > 9972, бесконечно много решений
при a = 9972 и ни одного решения при a < 9972.
11) 1±

√
2, −1±

√
3.

12) x1 = 4, x2 =
2
3
.

13) (−∞;−1]
∪
{0}

∪
[1; +∞).

14) (1
2
(a + 1 −

√
a2 − 1); 1

2
(a − 1 +

√
a2 − 1)) при |a| >

√
2;

при остальных a решений нет.
15) a) (0; 1); b) (−∞;−2)

∪
[0; +∞).

16) a) x ∈ [−1;−
√
−2b− 1]

∪
[
√
−2b− 1; 1] при b ∈ [−1;−0.5];

x ∈ [−1; 1] при b > −1
2
; решений нет при b < −1.

b) [−
√
2b− 1;−1]

∪
[1;

√
2b− 1] при b ≥ 1, при b < 1 реше-

ний нет.
17) x > 6 или x < 0.
18) (−∞;−3)

∪
(−1; 1)

∪
(3;+∞).

19) (−3; 2)
∪
(2; 3).

20) (−∞;−2
7
]
∪
(3;+∞).

21) (2; 3).
22) (2; 4)

∪
(4; 6).

23) (−3;−5
3
).

24) a) x ∈ R; b) {−2}
∪
[0; 2].

Тема 5

1) x = −2.
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2) x = −1.
3) x1 = 0, x2 =

63
13

.
4) x1 =

1
2
, x2 = 1.

5) 5 ≤ x ≤ 10.
6) x = 5.
7) x = 1.
8) x = ±1.

9) x = ±
√
11
2
.

10) x = 12.
11),12),13) x = 0.
14) x = 2.
15) x = 1.
16) {−1;−5

7
}.

18) x = 1.

19) 2 ≤ x ≤ 7+
√
5

2
.

20) (−∞; 0.75)
∪
(4; 7).

21) [0; 3].
22) [20

9
; 4)
∪
(5;+∞).

23) (−∞; 2
√
5− 4).

24) (2
3

√
21;+∞).

25) (−∞;−5
6
]
∪
[3; +∞).

26) [−1;+∞).
27) [−2; 0)

∪
(0; 2].

28) (5;+∞).
29) (−∞;−2)

∪
(0; 1)

∪
(1;+∞).

32) x = 1, y = 0.
35) a) (−∞;−5)

∪
(0; 2)

∪
[3; 5);

b) (−6;−3)
∪
[−2; 0)

∪
(6;+∞).

36) [−1; 0).

Тема 6

10) − sin2 α.
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11) 2 sinα.
12) sin 2α.
13) ctg2α.
14) ctg2α.
15) 2 cosα.
16) cos(40o + 2α).
17) 8

√
3.

18) a) g(u) = −3
2
u2; b) g(t) = 1

2
t2.

Тема 7

1) z1 =
π
4
(8k + 1); z2 =

π
20
(8k + 3).

2) x1 =
πk
5
; x2 =

π
8
(8k ± 3).

3) x1 =
2πk
3
; x2 =

π
2
(4k − 1); x3 =

π
4
(4k + 1).

4) x1 =
π
12
(2k + 1); x2 =

2π
3
(3k ± 1).

5) x1 =
πk
3
; x2 =

π
7
(2k + 1).

6) x1 =
π
4
(2k + 1); x2 = (−1)k π

12
+ πk

2
.

7) x = π
4
(2k + 1).

8) x = ±arccos 0, 8 + 2πk.
9) x = (−1)k+1 π

6
+ πk.

10) x = π
4
(2k + 1).

11) x1 =
π
4
(4k + 1); x2 =

π
2
(2k + 1).

12) t = arctg 4
5
+ 2πk.

13) z1 =
π
4
(4k − 1); z2 =

π
6
(6k ± 1).

14) t = π
4
(2k + 1).

15) x = π(4t+ 1), t ∈ Z.
16) x = π

7
(2n+ 1), n ̸= 7t+ 3; n, t ∈ Z.

18) x = (−1)n

4
arcsin 5√

64a2+9
+ 1

4
arccos 8a√

64a2+9
+ πn

4
, |a| ≥ 1

2
.

19) π + 2πk; π
2
+ 2πk.

Тема 8

1)
(
π
6
+ πn, π

3
+ πn

)
, n ∈ Z.
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2)
(
πn
2
, π
8
(4n+ 1)

)
, n ∈ Z.

3)
(
πn
2
− π

4
, πn

2
− π

8

)∪ (
πn
2
− π

8
, πn

2

)
, n ∈ Z.

4)
(
2πn− π

4
, π
2
+ 2πn

)∪ (
π
2
+ 2πn, 5π

4
+ 2πn

)
, n ∈ Z.

5) b ≤ −2| sin a
2
|.

6)
(
−π

6
+ πk, πk

)∪ (
π
6
+ πk, π

2
+ πk

)
, k ∈ Z.

7)
(
−π

4
+ πk, π

4
+ πk

)
, k ∈ Z.

Тема 9

1) x1, 2 = ±
√
3.

2) x = 0.
3) x1 = 3; x2 = 2 log6 2.
4) x = −2.
5) 0 < x < 1.
6) (−∞; 0)

∪
[1
2
; +∞).

7) (−1; 1).
8) [−

√
3;
√
3].

9) (3
2
; 2).

11) корней нет при a < 0, один корень при 0 < a < 1.
12) a) (1; 2); b) (0; 1]; c) (−∞; log2

a
4
) при a > 0, (−∞; log2(−a

2
))

при a < 0, при a = 0 решений нет.
13) {−5

2
; 3}.

14) {−1
5
; 3}.

15) x = ±1.
16) x = 0.

Тема 10

1) loga
√
a2 − 1, где a > 1 и a ̸=

√
2.

2) loga b, где a > 0, a ̸= 1, b > 0, b ̸= 1 и ab ̸= 1.
3) 1

a2
.

4) b+3a−2
2a

.
5) x1 = 10; x2 = 1, 5.
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6) x = 3.
7) x1 =

4
√
2; x2 =

√
2.

8) x1 = 2; x2 = 4.
9),11) x = 100.
10) x = 0.
12) x = 1.
13) x1 =

√
5; x2 = 25; x3 =

1
25
; x4 =

1√
5
.

14) x1 =
1
9
; x2 = 9.

15) (6; 2).
16) (2; 4).
17) (8; 4).
18) (2; 4), (4

√
2; 2 4

√
2).

19) x = 1.
20) −2 log5 2; 2.
21) x1 = 10−4; x2 = 10.
22) x = 104.
23) x = 5

3
.

Тема 11

1) [2;∞).
2) (1;+∞).
3) [0; 3)

∪
(3; 4).

4) (3; 3.5)
∪
(3.5; 4).

5) (2; 3).
6) (0; 4).
7) ( 1

lg 3
;∞).

8) [0.5; 4].
9) (−4;−3)

∪
(8;∞).

10) (0; 4
√
2].

11) (1; 1 + 2−
5
4 )
∪
(3;∞).

12) x > 5.
13) (0; 1)

∪
[4
3
; 4).
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14) (0; 1)
∪
(
√
5+1
2

; 2).

16) a) (1;
√
6− 1]; b) [

√
6− 1; 5); c) a ≥

√
5.

17) a) (2; 5); b) (5; 7); c) (1;
√
7].

18) a) (−1;−1
2
)
∪
(1; 2); b) − 1

2
, 2; c) решений нет при

a ≤ −1, одно решение при −1 < a ≤ 1 и два решения
при a > 1. Заметим, что исходное уравнение равносильно
1
3
(x − 1

x
) = a − x при условии, что x − 1

x
> 0. Решить его

можно графически; d) g(x) = 1
2
(3 ∗ 2x −

√
9 ∗ 22x + 4).

19) 1 < x < 10.

Тема 12

1) x = (−1)k π
3
+ 2πk.

2) x1 = arccos (
√
5− 2) + 2πk; x2 = π + 2πk.

3) x1 =
π
2
k; x2 =

π
8
+ π

2
k.

4) 1
4
+ k ≤ x ≤ 3

4
+ k.

5) π
4
+ πk < x < π

3
+ πk.

6) x = ± π
12

+ π
2
k.

7) −7
6
π + 2πk ≤ x ≤ π

6
+ 2πk.

8) x = π
2
+ 2πk (k = 0, 1, 2, . . .); 0 < x < 1.

9) x ≤ −2, x ≥ 1.
10) x = π

4
+ 2πk.

Ответы на контрольную работу

1) x = ±2
3
π + 4πk.

2) x1 =
3
8
π + πk; x2 = −1

2
arctg 5 + π

2
+ πk.

3) x1 = 2πk; x2 =
5
4
π + 2πk.

4) 1
4
+ k ≤ x ≤ 3

4
+ k.

5) π
6
+ 2πk < x < arccos

√
6
4
+ 2πk, −arccos

√
6
4
+ 2πk < x <

< −π
6
+ 2πk.

6) x = ±π
6
+ π

2
k.
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7) 2πk < x < π
2
+ 2πk.

8) π + 2πk < x < 2π + 2πk, k = 0, 1, 2, . . . ; x ̸= 3
2
π + 2πk.

9) x ∈ [0; 1].
10) x = π

2
+ 2πk.

Тема 13

15) a) Меньший корень уравнения x2 − x = 1− 2x и боль-
ший корень уравнения x2 − x = 2x − 1; b) например,
1
2
|x− 1| − |x| = 1.

16) a) (0;∞); b) например,
√
2x− 1 ≥

√
x−

√
2.

18) Если x ∈ [0; π
2
], то π

2
∈ [x;x+ π

2
], следовательно

max
t∈[x;x+π

2
]
sin t = 1. Синус убывает на [π

2
; 3
2
π], поэтому y =

= max
t∈[x;x+π

2
]
sin t = sin x при x ∈ [π

2
; π]. Нетрудно видеть, что

y = sin x, если x ∈ [π; 5
4
π]. Наконец, y = sin(x+ π

2
) = cos x,

при x ∈ [5
4
π; 2π].

Тема 14

1) m = −1, −1
2
< m < ∞.

2) −∞ < k < −4.
3) m = ±3.
4) m ∈ (−∞;−3)

∪
[0;

√
2].

5) 0 < a < 1
3√36

.

6) a ∈ (π + 2πk; 3
2
π + 2πk), k ∈ Z.

7) a > 1
3
.

8) a) два корня при a > −1, один корень при a = −1 и
не имеет корней при a < −1; b) один корень при a = ±9

4
,

два корня при a ∈ (−9
4
; 9
4
).

9)
√
a+ 1 ≥ 1√

2
(a ≥ −1

2
).

11) a) x = 1 +
√
2; b) x ∈ [1+

√
17

4
; +∞);

c) a ∈ (−2; 1− 2
√
2)
∪
(1− 2

√
2;+∞);
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d) a ∈ (2; 1 + 2
√
2)
∪
(1 + 2

√
2;+∞).

12) b) два решения при 0 < a ≤ 1
3
, одно решение при

a ≤ 0, a > 1
3
.

13) a) |m| ≤ 2, m ̸= 0; b) m ≥ −4; c) |m| ≥ 2
√
2;

d) |m| ≤ 4, m ̸= 0; e) m ≥ −2; f) |m| ≤ 2
√

2
5
.

Тема 16

1) 1
3
; 2

3
; 1.

2) 1) 7,−28, 112,−448; 2) − 112
3
,−462

3
,−1862

3
,−7462

3
.

3) 1) b1 = 6, q = 1
4
; 2) b1 = −6, q = −1

4
.

4) 6, 3, 3
2
, . . . .

5) 1) 3, 6, 12, 18; 2) 18.75, 11.25, 6.75, 2.25.

6) 2n+ (4n−1)(4n+1+1)
3∗4n .

8) x = 1
9
, y = 1

6
, z = 1

3
.

11) a) 2n+1(n − 1) + 2 − 0, 5n(n + 1); b) 3n+1(n − 1) +
+ 3; c) 1234 . . . n;
d) 3− 3+2n

2n
.

Тема 17

1) 20.
2) 300.
3) 5.
4) 3.
5) 7490000.
6) 2024.
7) 1066500.
8) 345600000.
9) 115000.
10) 158000000.
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Тема 18

1) 2,3,5.
2) a) (0;0),(-2;-2); b) (0;0),(1;-3);c) (1;1), (-1;1).
3) 3072, 5120, 7168.
4) Нет.
6) Нет.
7) Да, например 11 . . . 1599125 (сумма цифр равна 125).
8) 7744.
9) 24.
13) a) 238, b) нет, c) 641

24
.

14) a) m=2, n=4 b) m=3, n=5; m=4, n=7.

Тема 19

1) a)
√
15
4
, b) 3

4
, c) 17

18
, d) 4

3
, e) 2√

5
.

2) b) x=2, c) x=1, x=2, d) x = 1
2
, x =

√
3
2

.
9) a) x =

√
3
2

, b) x=0, c) x=0, x=1, e) x=1, x=-1, g) если
ab < 0 или a = b = 0 уравнение не имеет решений.
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