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Предлагаемое руководство предназначено для студентов I  кур­
са» Оно имеет своей целью научить студентов вычислять пределы 
некоторых функций, содержащих тригонометрические, при помощи 
формулы первого замечательного предела, а также выработать на­
выки правильно объяснять и оформлять решение примеров.

Для чтения этого руководства требуется знание, помимо алгеб­
ры и тригонометрии, следующих фактов математического анализа:

1) определение предела функции;
2) теоремы о бесконечно малых;
3) теоремы о пределах (о пределе алгебраической суммы, про­

изведения, частного, сложной функции);
4) определение бесконечно большой величины; связь между бес­

конечно малой и бесконечно большой величинами;
теорема: если > а

л + с с

5) теорема о пределе элементарной функции; если элементарная 
функция определена в точке х - а .  , 
то

Это пособие отличается от других руководств в основном тем, 
что материал излагается методом программированного обучения. 
Оно составлено'®) методу множественного выбора.

Пособие нужно читать не так, как обычную книгу. Изучив мате­
риал одной страницы, в конце ее вы найдете номер той страницы, 
которую следует; читать : дальше.

Тем, кто будет правильно решать предложенные примеры, не по­
надобится читать все пособие. Ну а если вы ошибетесь, то на нуж­
ной странице получите консультацию, которая поможет правильно
ответить на вопрос.

А теперь откройте стр. 4 и за работу.

                 

 
 

 

 
 

 

 



П Е Р В Ы Й  З А М Е Ч А Т Е Л Ь Н Ы Й  П Р Е Д Е Л

Эту формулу можно прочитать так: 
предел отношения синуса к своему аргументу равен I ,  когда 
аргумент стремится к 0.

Следует заметить, что у дроби 
натель стремятся к 
ла можно вычислять

SCnX.
~ х —  и числитель и знаме-

0. С помощью первого замечательного преде­
многие другие пределы

а) Докажем, что

(делим числитель и знаменательВ самом деле,
на х }  ^ o - s ^ x
=  Е х т

х-* -о
л

Х.-&О

по теореме о пределе 
частного

Действительно, X. />. _
■ ~  2 ^  C o s x  ■ х  ~

(.по теореме о пределе произведения)

3 3  ~  '  ^ 9  -  /  ■

Полученные результаты используем в дальнейшем при решении дру­
гих примеров. Поэтому их следует запомнить.

Теперь самостоятельно попробуйте найти предел

Вам необходимо выбрать ответ, который вы считаете правильным, 
и открыть затем страницу, номер которой указан за выбранным ва­
ми ответом.

Ответы а) I страница 6
б) 5 страница 9

 
 

 

 

 



5

(к странице 13)

Здесь имеется ошибка.

X
Х - ^ О

му о пределе частного
Совершенно верно. Зо-первых, здесь нельзя применить теоре- 

/ Д .  J .  _ f e ± ± L  /.

т .к .  предел знаменателя равен 0. Во-вторых, запись 0 ~ О  
бессмысленна, т .к .  на нуль делить нельзя.

Заметим, что два других способа решения этого примера (при­
веденные на стр. 13) ошибок не имеют.

Теперь вычислите самостоятельно

и

?ia fO x
£хт . —~£~.---- —

z - * o
найдите верный ответ.

а)
■tyfOx
#  ?•*■ ~ 70

страница

6)
х-^-о ^ 7 Х -~

О о страница II

■Тхт.
х~^ о

7

в) страница 16-  £2.
7
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(к странице 4)

Ваш ответ.

Неверно. Вспомним словесную формулировку 1-го замечатель­
ного предела: предел отношения синуса к своему ар­
гументу равен I ,  когда последний стремится к 0.

В нашем примере аргументом синуса является ( 5 х ) ,  причем 
5 х  -■»- 0, если х  —** 0 . Но в знаменателе имеем не 5лс , а Х

Попробуйте так тождественно преобразовать дробь ,
чтобы в знаменателе было 5 х  .

Вернитесь к с т р .4 и найдите правильный ответ.



7

ham ответ.

(к странице 9)

Неверно.

■ у/ .  />, jc.
C isn  — Z Z w  -77 -— — теперь, чтобц использовать
x -~ o  x - * o

первый замечательный предел, числитель умножим и разделим н а й / .
Аналогичным образом преобразуем знаменатель.

Вы как будто правильно нашли предел числителя. Он равен pi . 
Найдите отдельно предел знаменателя и примените теорему о пре­
деле частного.

Теперь вернитесь к стр. 9 и найдите верный ответ.
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Ваш ответ.

(к странице 13)

«Эх ск->4? х - * о

-  3■ 1 =’3  . Здесь имеется ошибка.

Нет, этот предел вычислен верно.
Сначала мы умножили числитель и знаменатель дроби на чис­

ло 3. От этого дробь не изменится. Затем мы применили теоре­
му о пределе произведения, что вполне допустимо, т .к .  оба 
множителя имеют конечные пределы:

х + о  .х --*о  —
№. стр .4  мы доказали, что предел отношения к своему

аргументу равен I ,  когда аргумент стремится к О,

т .е В нашем случае при X. —*• О 

аргумент Ъ х  также -—* 0.

Вернитесь, пожалуйста, к странице 13 и выберите нужный ответ.
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Заш ответ.
/■

.X. -■&& «х.

(к странице 4)

Правильно. Сначала устанавливаем, что данная функция ‘ X

не определена при х. = 0, что она представляет отношение двух 
бесконечно малых величин при .X -*• 0 (неопределенность вида ~~ ) .
Затеи для раскрытия неопределенности преобразуем функцию так, 
чтобы можно было использовать 'первый замечательный предел. Что­
бы в знаменателе дроби создать 5зс , умножим и знаменатель и 
числитель на 5:

X zzrJx  X- л- Z  z.—хг~~ — -5‘ • ежо
’ a t -•-& X x  -*Oж -т о

(т .н . если X  —» О, то и 5 x —* 0 ) .

Теперь решим более трудный пример

 Л>ье<ж.
/ :  y / W x  z . — — ■

Здесь, чтобы использовать первый замечательный предел, мы 
разделим и числитель и знаменатель на X  , что вполне допусти­
мо, т . к .Х - * 0  и 5£ /  б . Теперь, применяя метод решения пре­
дыдущего примера, можно найти пределы числителя и знаменателя,
а затем использовать теоремы о пределах. Завершите решение
этого примера.

Ответы: гХ'^3 страница 7

/.X' страница 12
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(к странице 13)

Ответ ваш.
Х~*~О х -* о

j is r J x  
СолЗх JC

Здесь имеется ошибка.

Нет, этот предел вычислен верно. В самом деле,

, затем ми умножили числитель и знаменатель 
на одно и то же число 3, от чего дробь не изменится (это было 
сделано для применения первого замечательного предела).
Далее: я= (по теореме о пределе произве­
дения)

-  это первый замечательный предел, а

- я у - &  ’ зи»
-  элементарная функция, определенная в точке ж  = 0 . Поэтому ее 
предал равен значению функции в т .  X  = 0 .

Итак, указанный способ решения ошибок не содержит. Верни­
тесь, пожалуйста, к странице 13 и выберите нужный ответ.
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(к странице 5)

J Ваш 

Неправильно. Здесь имеется неопределенность вида -д- , 
т .к .  числитель и знаменатель при я с -»  О стремятся к 0 . Для 
раскрытия неопределенности функцию можно преобразовать так,
чтобы можно было использовать первый замечательный предел 
ИЛИ формулу — У

 х  ‘

Вспомните метод, примененный при решении 
и примените его при решении данного примера.

Вернитесь, пожалуйста, к странице 5 и сделайте еще попытку.
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(к  странице 9 )

Ваш о т в е т . .S’.i/s ./J .x  у з

.ji.-W -K

П равильно. Этот предел мы вычислим двумя мало отличаю­
щимися друг от друга способами.

1.. с п о со б . 4 £ ~ ~  = ~

Ж

и спользуя  теоремы о пределах  произведения и частного

•я.У

Л
il ОСТОПШОЙ равен самой ПОС To­

"  X.

т .н .  ^<^10С = еС (предел
инной),
а  -  по формуле первого зам ечательного

.«г-«.о i3*-ir- п редел а .

2 сп о со б . Умножим числитель и знаменатель на X  .

теп ерь первую дробь умножим и разделим на й /  , а  втору» 

на Л  •

=
л-»®

s i n r t j c  . ..
a f X  ' j s - s i n p X

по теорем е о пределе произ­
ведения

Т .Н .

Ы Х  ^ 3

/>.

.х-&& s i s i x

А х .
L X ^ t -  —г----- --
Х-»-&

=
JX -&£>

(Продолжение на следующей стран иц е)
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(к странице 12)

Теперь предложим несколько способов решения примера

1Лхп ——
х-»о •х-

Какой из следующих способов даст неправильный ответ ?

- J-j-3.
JK-*»© сХ-**© „Ж~»© JK-»©

Здесь имеется ошибка. страница 8

б) £&3я.
«ж -*■© &____.

&STI X
ж--*о

в)

Здесь имеется ошибка. страница 5

/. tg3x />.Cisrt -я—— = z2>*7 Sirfix 3
СоЗ3х • х jtZo саЗЗх

sLr>3x
Зх

Здесь имеется ошибка. страница 10
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(к странице 5)

Неправильно. Если вы решали этот пример тем же методом,
что и Л'*— sirsoex^ , то вы шли по верВому пути.

Si-rtJ&X.
Но, наверно, в конце была допущена арифметическая ошибка.

Проверьте свое решение и выберите на странице 5 нужный ответ.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

   

 

 

15

(к странице 17)

Ваши ответы .

I) = 2) =
х-*о х~*о ft

Не совсем так. Ответ в примере 2 верный. А вот

I)
х~*о

CoSsrrx - CoSX вычислен неверно. Если вы начинали

решать так:
/>. Сс£Х

---------- -----
X х2 ‘ х-*о

грубую ошибку: здесь
деле разности, т.к
то допускали неприменима

солжИ —----- ■*—Xs

теорема о пре-
при ж —*■ О

преобразовать в

jea

и —

не имеют конечных пределов.
Здесь числитель ( cosmx — eosx. ) следует

произведение синусов (см. тригонометрическую формулу на стра­
нице 16), а затем применить теорему о пределе произведения и
формулу первого замечательного предела.

Вычислите еще раз этот предел <-osjc

и найдите на странице 17 правильные ответы.
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(к странице 5)

Ваш ответ .
Z 4?/Ог.' /РС£пТ —£~---- — =: ~—

Х—£> 7«к 7

Верно. Учитывая формулу • применим ме­
тод вычисления предела к решению данного при­
мера,

-^=
ли-*чр ,ж ■» <:-• .ж-йрТж х-*~о т^7л.

/>. /tffOJL 7х
~%£t0JOx'

ведения

'6'"t х-^о

fO ~
7 по теореме о пределе произ-

^7х 7 _// 7 7

Теперь напомним некоторые формулы тригонометрии

/ — cosd — 2 s2-2~-
s2o(+ sinfl — 2s&2. —2.. .cos^~t£-

Stsi<2 — sen-jp,—2 cos oi'£P- -St2t
case* — COS fl ^-2 Sen Sin

(Продолжение на следующей странице)
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(к странице 16)

Эти формулы позволяют так преобразовать некоторые выражения,
содержащие тригонометрические функции, чтобы можно было исполь­
зовать первый замечательный предел.

Z- У-Например , -——75------~~ — -------- ■ %—
> Х~*О X*х-»-о

Вычислите теперь два следующих предела:

■I)
jgaiTwr ~ cosx.

.x'i

Затем найдите комбинацию правильных ответов.

страница 15

страница 24

страница 22
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(к странице 23)

Ваш ответ.
Решение данного примера следует начинать так:

Х.-+О ж-*о jc~»o САГХ X X

Правильно.
вания, которые

флг- SvUC

В самом деле, мы провели тождественные преобразо-
не изменили функцию: , »zZ yj fr-CoSx)

~SvtX_ Svtx (coSX ~2J _ ' cafjc
~£££_57~' ~ ~ Х-* ~ -XJ

svrxfr-wx)_ t
C.OSX • Хл ” COSX

SvrX 1-COSX
X

Теперь, вычислив предел каждого множителя, (а это, наверное,
уже не вызовет затруднений), вы сможете решить этот пример.

Ответы:

а)
f. ^X-SvtX. /

х -*о 2
страница 28

б) = g страница 25
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(к странице 24)

Ваш ответ.
Z sinx-sina Cos а

2а

Совершенно верно. Данная функция —не опреде­
лена в точке . Эта функция представляет собой дробь,
числитель и знаменатель которой при стремятся к О
(т.е. имеется неопределенность вида ). Никакие теоремы о
пределах, в частности, теорема о пределе частного, здесь пока
неприменимы. Т.к. дробь содержит тригонометрические функции,
то попытаемся преобразовать ее к такому виду, чтобы можно было
использовать первый замечательный предел.

2а ’

- первый замечательный предел (предел

отношения синуса к своему аргументу, когда аргумент

т.к. функция X.

элементарная и определена в точке Х—Сс . Поэтому ее предел
равен значению функции в точке Х = Л .

(Продолжение на следу ид ей странице)
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(к странице 19)

Теперь Сформулируем теорему о замене переменной под знаком
предела (или о пределе сложной функции).

Пусть ,u=tf>(x.). Если <f(x)-.Uo , а

U-*Uo г
место формула

, то , т.е. имеет

X-tJCoJ U-*LSoJ

Зту формулу мы неявно применяли при решении
приведенных примеров. Пользуясь этой
мер, что

многих выше
докажем, напри-

алслпх

Значит. ----- —г“—опачих, аЛХ5СГГХ

Обозяачим
тогда

формулой,

axc.st^rx=u
x=zsinu и если

, то
и sMcSi^rx. —-0

Аналогично,

Попробуйте теперь самостоятельно вычислить

Сначала проанализируйте функцию, посмотрите,

(Здесь обозначили
= (X )

нельзя ли приме­
нить теоремы о пределах. Если никакие теоремы о пределах непри­
менимы, то функцию следует преобразовать. Например, постарай­
тесь. так заменить переменную, чтобы аргумент тангенса стремил­
ся к 0. Решите этот пример и выберите нужный ответ.

Ответы: а) I страница 26

б) 7Г страница 23

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 



 

 

  

21

(к странице 23)

Ваш ответ. Решение данного примера следует начинать так:

/ Х-*О -* У£-»О

S&fjc
jf-*

Неправильно. Сначала мы почленно делим числитель иа зна­
менатель. В этом месте мы не допускаем ошибки, но такое
тождественное преобразование проводим для того, чтобы приме­
нить затем теорему о пределе алгебраической суммы. Вот здесь
и допускается ошибка

-Д
■

пределе алгебраической суммы неприменима,
имеют конечных пределов

Теорема о
слагаемые не

В самом деле,

Таким образом, данную функцию следует преобразовать по дру­
гому .

Преобразуйте числитель и вернитесь к странице 23.
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(к странице 17)

Ваши ответы.

2) И

Оба предела вычислены неверно

I.

без дополнительного исследования
пределе данной функции.

Проведем некоторые

Здесь и числитель и
стремятся к 0, т.е.
деленность вида -g-
сразу нельзя ничего

тождественные преобразования:

знаменатель
имеем неопре-
. Поэтому
сказать о

_ . гпх+х. ,. тх-х-2 S^z ---- -—5—
—————X—z------------------ -

x-*-o
„. Cw-/Jx

=£„-2 *223^
ж-*о

х-*о X3

2

хг

— .ш. У « Ч ■ —(„■ух. 4
2

Дорешайте этот пример.

г 5^1 -ф^х ",(
Возможно, вы допустили ошибку, )
неправильно преобразовав числи- I
гель: I

jxzr 5х -ЗйтЗх Ф 2siff4xco3Jq
~ д ■—Sixi "
■tbpffx х-»о х-*о х ifyJfx

Завершите решение этого примера, вернитесь к странице 17 и най­
дите комбинацию правильных ответов.<
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Ваш ответ.

(к странице 20)

Правильно. Данная функция представляет собой дробь,
числитель и знаменатель которой стремятся к 0 при X —• - 2. Поэто­
му неприменимы никакие теоремы о пределах (в частности, непригодна
теорема о пределе частного).

Заменим переменную: , тогда х~у-2 и если
, тоу-*О. В результате получим

х-*-2 * У у-* о
В силу периодичности тангенса

у-*о У #-*>о ^У

В заключение вычислите самостоятельно

Как, по вашему, следует начать решение этого примера ?

а)

страница 21
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(к странице .17)

Ваши ответы.

' л-*о х 3 х->о tyf/x Ц

Правильно. Вы получили верные ответы. Но порой к верному отве­
ту можно придти путем ошибочных рассуждений. Посмотрите, правильно
ли вы рассуждали, решая эти примеры.

, . ГПХ-Л

,. Cm+tiJC . fr:-i)x. ,Sixt—2----- Sisf*-^}1**- m-l 110 теореме о пределе про-
(m+fix "~~с^~&х "из веде ни я-_______________

2 "Z

о /■ sixt^—т^ /. т3-1 n z f mz-f
^-2 От

x~^o —X-*O -—^— x-*o * * -J

z-*o

Sx-Sx „„„Sx+Зх
—•&&/J 2Zj^---

zf^ZZx

+ *■
=2£^axte^--g±-.-L-=

Ж-.О * ty1-* “

x-*<3 x-*o x-o W ** &

Теперь попробуйте сами найти
„ . £OS£lОтветы: а) ———

fi. sinX — S 2>z A
t2xn --vr-3'i"----

страница 19

страница 2?
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(к странице 18)

Ваш ответ.

Неверно.

Давайте разберемся.■

х-*-о & Х-»О x-»O£SUX X х*

X4>O££>SX X Хг (по теореме о пределе произ
ведения)

ж~*<? £&>Х

Вы, наверно, нашли свою ошибку.
Завершите решение примера и найдите на странице IQ, верный

ответ.
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(к странице 20)

Ваш ответ.

Неправильно. Для раскрытия неопределенности вида в
данном примере сделаем преобразования.

Например, обозначим , тогда и если
ж _^-2 » то .

, в силу периодичности тан-
$ генса

А пределы такого типа мы
уже вычисляли.

Вам следует закончить решение этого примера и затем вернуть­
ся к странице 20, чтобы выбрать верный ответ.
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•(к странице 24)

Ваш ответ. = X
х2-а2 2

Неверно. Видимо, этот предел вы вычисляли так:

. х+а. ,• х-а

л:-»л эс х~^х (xs-oij

т.к. отоВы верно подметили, что
первый замечательный предел.

по теореме о пределе про­
изведения

В этом и заключалась ваша ошибка.

Вычислите снова
нужный ответ.

и найдите на странице 24
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(я странице 18)

Правильно.

Ллж 1-aosx
' х~ х^ ~

по формуле первого замечательного продета.
На этом работу с пособием можно считать почти законченной.

Однако каждому, кто серьезно занимался, наверно, интересно
знать, чему он научился.

Поэтому для самопроверки и для закрепления изученного мате­
риала на стр. 29 предлагаются дополнительные задачи. Попробуй­
те решить их.
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ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ

(для самопроверки)

Справедливо ли равенство ww —~— = /
-■-*■ oo

2. Вычислить

3.

4.

5 =
A-s-JT

Szsz5x
S'zjn 4jc

- тг "

&JTZ. *C <&SZ

X-+OO

4-х -/•az>t£Sz^x

8.

Ответы находятся на странице 30.
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ОТВЕТ Ы к дополнительным задачам

есть бесконеч­ж
но малая величина при дг—«»оо, т.н. она представляет

собой произведение ограниченной функции SifZX на б.м. #

2. 0

3. %

4. 0 (Указание: сделать замену Х—ТГ = ).

6. г

7
7. J(Указание: разделить почленно числитель и знамена­

тель на X и воспользоваться формулами
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