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В В Е Д Е Н И Е

I .  Шпангоуты являются одними из основных силовых элементов 
конструкции летательных аппаратов и по своему назначению разде­
ляются на нормальные, усиленные и стыковые. Нормальные шпангоуты 
в основном служат для сохранения формы поперечного сечения кор­
пуса летательного аппарата, усиленные (или силовые) - для пере­
дачи на обшивку больших сосредоточенных сил и, наконец, стыковые 
шпангоуты - для соединения отсеков корпуса летательного аппарата.

Характер нагружения шпангоутов может быть самым разнообраз­
ным. Так, нагрузки, действующие на нормальные шпангоуты со сто­
роны стрингеров и обшивки, обычно лежат в плоскости осевой линии 
шпангоута (осевая линия - линия, проходящая через центры тяжести 
поперечных сечений шпангоута). Нагружение стыковых шпангоутов 
происходит нормально к плоскости стыка. Что касается нагрузок на 
силовые шпангоуты, то они могут действовать как в плоскости шпан­
гоута, так м перпендикулярно к ней.

Шпангоуты в большинстве случаев можно рассматривать как 
плоские рамы, нагруженные плоской или пространственной системой 
сил, и применять для их расчета методы строительной механики 
стержневых систем.

Как известно, рама называется плоской, если ее осевая линия 
представляет собой плоскую кривую, в плоскости которой лежит так­
же и одна из главных центральных осей инерции поперечных сечений 
рамы.

Внешняя сосредоточенная нагрузка, приложенная к силовым - 
шпангоутам, уравновешивается реакцией обшивки и продольных эле­
ментов конструкции корпуса летательного аппарата. При определе­
нии реакции обшивки ее обычно рассматривают как безмоментную. 
Тогда действие обшивки на нагруженный шпангоут будет представлять 
собой совокупность распределенных по его контуру касательных омл,
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уравновешивающих внешнее воздействие. Эти силы приближенно можно 
найти как разность касательных усилий в обшивке по разные стороны 
от шпангоута.

2. Предлагаемое "учебное пособие посвящено расчету силовых 
шпангоутов, рассматриваемых как плоские замкнутые рамы. Причем 
будут представлены только случаи нагружения шпангоута в его плос­
кости. При таком нагружении в поперечных сечениях шпангоута воз­
никают изгибающий момент М , перерезывающая и нормальная силы 
Q. и /V (рис.1), действующие также в плоскости шпангоута. Так 

как шпангоут является замкнутой рамой, то для вычисления внутрен­
них усилий в любом его сечении необходимо располагать значениями 
М = М , Q — GL и N ~ N в некотором его сечении, условно 

принятом за начальное (рис.2 ). Величины М° , Q °  и А / ° в  общем 
случае не могут быть найдены из уравнений равновесия отдельных 
частей шпангоута. Следовательно, задача расчета шпангоута при 
произвольном нагружении плоской системой сил будет трижды стати­
чески неопределимой. Решение этой задачи для шпангоутов с симмет­
ричной осевой линией (например, для круговых шпангоутов) можно 
значительно упростить, имея в виду следующее.

Произвольную нагрузку, приложенную к симметричному шпангоу­
ту, всегда можно представить в виде суммы симметричной и обратно­
симметричной нагрузок (рис.З). Поэтому, пользуясь принципом неза­
висимости действия сил, для исследования прочности симметричного 
шпангоута при произвольном нагружении достаточно провести расчет 
на соответствующие симметричную и обратносимметричную нагрузки 
и затем алгебраически просуммировать результаты этих двух расче-

д

Q

Рис. I Рис. 2
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тов. Таким образом можно получить значения внутренних усилий в 
любом сечении шпангоута при действии сложной системы нагрузок. 
Очевидно, что расчет шпангоута на симметричную и обратносиммет­
ричную нагрузки значительно проще расчета на действие произволь­
ной нагрузки.

Рис. 3

3. Ниже на конкретных примерах будет показано применение 
хорошо известного в инженерной практике метода сил для расчета 
круговых шпангоутов с постоянным поперечным сечением /1,2,3/, 
хотя сам метод, вообще говоря, может быть использован и для 
раскрытия статической неопределимости шпангоутов с произвольной 
формой осевой линии и переменной жесткостью на изгиб. После 
определения методом сил внутренних силовых факторов в сечениях 
шпангоута в случае необходимости можно найти и его перемещения. 
Эта задача решается путем интегрирования дифференциального урав­
нения, связывающего радиальное перемещение точек осевой линии 
кругового кольца с изгибающим моментом.

Если рассматриваемый круговой шпангоут имеет постоянное 
поперечное сечение, то исследование его напряженно-деформирован­
ного состояния может быть выполнено и другим способом, который 
условно можно назвать методом перемещений. Он состоит в том, что, 
исходя из заданной внешней нагрузки на шпангоут, сначала опреде­
ляются радиальные и касательные перемещения точек его осевой 
линии. Затем по этим перемещениям находят внутренние силовые фак­
торы в сечениях шпангоута. При этом используются дифференциальные 
уравнения равновесия шпангоута и зависимость между радиальным
2-5318
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перемещением и изгибающим моментом.
Метод перемещений во многих случаях может оказаться более 

эффективным, чем метод сил, что в дальнейшем будет показано на 
достаточно убедительных примерах.

1,1. При симметричном нагружении симметричного шпангоута 
(рис.1.1) определение внутренних усилий при соответствующем вы-

ванное и напряженное состояние шпангоута было бы несимметричным 
относительно диаметра 1-0-2). Что касается изгибающего момента 
М и нормальной силы N в этих сечениях, то они заранее 

неизвестны и являются статически неопределимыми величинами. 
Ввиду того, что из трех усилий в любом из сечений I  и 2 одно 
равно нулю, для упрощения расчета шпангоута целесообразно выб­
рать основную систему, проведя разрез, например, через точку I  
(рис.1.2 ). Обозначим соответственно через Х1 и Х2 нормаль­
ную силу и изгибающий момент, действующие в этом сечении. Для 
их определения имеем два канонических уравнения метода сил / I, 
2,3/

X. РАСЧЕТ СИММЕТРИЧНОГО ШПАНГОУТА 
НА СИММЕТРИЧНУЮ НАГРУЗКУ

боре основной системы можно свести 
к решению задачи с двумя статически 
неопределимыми величинами. В самом 
деле, при действии на симметричный
шпангоут симметричной нагрузки рас—

Рис. I . I

2

пределение внутренних усилий (изги­
бающего момента, перерезывающей и 
нормальной сил) будет также симмет­
ричным. Поэтому в сечениях I  и 2 
шпангоута по оси симметрии перерезы­
вающая сила Q должна равняться
нулю (в противном случае деформиро-

(1,1)

О-о. (1.2)
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выражающих условия отсутствия взаимного линейного перемещения 
и поворота сечений I  и I  (рисЛ .2).

Коэффициенты уравнений ( IЛ )  и (1.2) определяются формула­
ми» известными из строительной механики стержневых систем /2,3/:

д Д Л  M l o d s
n i0 J Е З  » J £3 (1.3)

(1.4)8 =[ ds, 8 =8 -Г - 1—г ds> 8 - [ d S 11 J  ЕС/ 12 21 J ЕС/ 22 J  ЕС/е е е
В этих выражениях:
Мс - изгибающий момент в основной системе от заданной 

внешней нагрузки (рис.1 .3 ); '
М< - изгибающий момент в основ­

ной системе от действия единичных сил 
X/ = I  (рис.1.4);

Мг - изгибающий момент в основ­
ной системе, вызванный действием еди­
ничных изгибающих моментов 
(рис.1 .5 );

ЕС/ - жесткость сечения шпангоу­
та на изгиб.

Таким образом, для раскрытия ста­
тической неопределимости рассматривае­
мого шпангоута необходимо прежде всего построить для основной 
системы эпюры изгибающих моментов от внешней нагрузки, от еди­
ничных сил X* = I  и единичных моментов Х?= I .  Далее по

Х2= I

Рис. 1.2
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формулам (1.3) и (1.4) следует вычислить коэффициенты канони­
ческих уравнений и, наконец, решить систему ( I . I )  и (1.2) отно­

сительно «лишних" неизвестных X* и Х2 . 
После этого величину изгибающего момента 
М в произвольном сечении шпангоута 

можно, на основании принципа независимос­
ти действия сил, определить по формуле 
/1,2,3/ (рис.1.6):

М = Ма * Х1М1 Х2М2 (1.5)

1.2. По значениям усилий X* и Х2 
легко найти перерезывающую и нормальную 
силы ( З и Л /  в любом сечении шпан­
гоута. Для этого достаточно воспользо­

ваться следующими общими зависимостями, аналогичными (1.5)/3,4/:

Рис. 1.5

Q - Q (1.6 )

N= N0 * Х1 N1 * X2N2 . (1.7)
Здесь Q0 и N0 - перерезывающая и нормальная силы в 

основной системе, вызванные действием внешней нагрузки (рис.1.7
и 1.8); Ql и Nl ( I  = 1,2) перерезывающая и нормальная силы 

в той же системе от единичных 
усилий XL = I  (рис.1.9 и 1.10).

Моменты Х 2 = I  вызывают, 
как нетрудно в этом убедиться, 
усилия Q2 и Л/2 , равные нулю. 
Следовательно, формулы (1.6) и 
(1.7) для вычисления сил Q и N 
примут более простой вид (рис. 
I . I I  и I. I2 )

X . Q oQ = Q0 + X , Q ^  (1.8)

N ж N0 * X1Ni . (1.9)
1.3. Вычислив по формулам (1 .5 ), (1.8) и (1.9) значения М 

Q и N , легко найти распределение нормальных и касательных



-  9

напряжений в произвольном сечении шпангоута, воспользовавшись 
формулами сопротивления материалов:

М N
в  "  Т  S + Т  ’ (1Л0)

^ Q „
X = :y g - S ,  ( I . I I )

где D - момент инерции поперечного сечения шпангоута относи­
тельно оси х  (ось х  нормальна к плоскости осевой линии 
шпангоута и проходит через центр тяжести 0 сечения шпангоута);
F - площадь поперечного сечения шпангоута; S - статический 

момент отсеченной части сечения (р и с.I.13). Размер В опреде­
ляется так, как показано на рисЛ.13.

3-5318
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2. РАСЧЕТ СИММЕТРИЧНОГО ШПАНГОУТА 
НА ОБРАТНОСИММЕТРИЧНЯ) НАГРУЗКУ

О

Рис. I. I3

Если на симметричный шпангоут действует 
обратносимметричная нагрузка, то распределе­
ние внутренних усилий в нем будет также 
обратносимметричным (рис.2.1). Следовательно, 
в сечении I  шпангоута по оси симметрии отлич­
ной от нуля будет только перерезывающая сила 
Q , значение которой мы обозначим через X* 

(рис.2.2).
Для определения X* воспользуемся каноническим уравнением

М , д „ - ° (2 .1)

(2.2)

в котором /2,3/

е е
Уравнение (2.1) выражает отсутствие взаимного сдвига сече 

ний I  и I  в вертикальном направлений. В формулах (2.2):
М 0 — изгибающий момент в основной системе от действия 

обратносимметричной внешней нагрузки (рис.2.3);
Mi - изгибающий момент в этой же системе от единичных 

сил X* = I  (рис.2 .4 ).



Найдя из уравнения (2.1) величину силы X* , легко опреде­
лить внутренние усилия М , Q и N в сечениях шпангоута по 
формулам /2,3,4/:

М “ М . * х , м , ,  (2>3)

Q = Q „ * X , Q , , А/= Л/„ * X, А/,.. (2.4)

В выражениях (2.4) через 0 о и N0 обозначены перерезываю­
щие и нормальные силы в основной системе, вызванные внешней на­
грузкой (рис.2.5 и 2 .6 );

и Ni - перерезывающие и нормальные силы от единичных 
сил X, « I ,  приложенных в разрезе (рис.2.7 и 2.8).

Общий вид эпюр М , Q и N  , построенных по формулам
(2.3) и (2 .4 ), показан на рис.2.9-2.I I .
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Рис. 2.9 Рис. 2.10
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3. даФФЕРЕНШАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
РАВНОВЕСИЯ КРУГОВОГО КОЛЬЦА.

3.1. Если шпангоут представляет 
собой кольцо с круговой осью радиуса 

% , то для вычисления перерезываю­
щей и нормальной сил иногда бывает 
удобно воспользоваться дифференциаль­
ными зависимостями между М , Q. 
и N /1,2,3/. Эти зависимости легко 
получить, рассматривая условия равно­
весия элемента кольца mn , показан­
ного на рис.3.1. Здесь через cj, и
обозначены касательная и радиальная нагрузки, приложенные к коль­
цу и приходящиеся на единицу длины круговой оси кольца. Величина 
Шх представляет собой моментную нагрузку (погонный момент), 

действующую на единицу длины оси кольца.
На рис.3.1 показаны положительные направления внутренних 

усилий М , Q и N и внешних распределенных нагрузок q,+ ,
%п и Ш х .

Составим уравнение равновесия 
сил, действующих на элемент т п  , в 
проекции на касательную к оси элемен­
та, полагая, ввиду малости угла dip ,
00$ dip

МП dip djp
2

Будем иметь: 

- N * ( N * d N ) Q

( Q d Q ) ^ , zdip^O.

Отсюда, пренебрегая величинами второго порядка малости, 
находим:

(3 .1 )

4-5318



Проекция всех сил на ось симметрии элемента дает:

-Q-*-(Q + dQ)-/V - ( /V + dN ) 4|- + cfrn*idip = О
или

(3.2)

Третье уравнение равновесия получим, составляя условие 
равновесия моментов относительно центра кольца 0:
- г Л / + г ( / У * с М ) - М  + (М  + с1М ) - > г г (^с/(|) + г m x dip = О 

или
= ,(3.3)

Используя уравнение (3 .1 ), из (3.3) устанавливаем связь 
между перерезывающей силой Q и изгибающим моментом М

Q » V " * т ‘ . 43.4)X d (р х

3.2. Формулу (3.4) можно использовать для определения зна­
чений перерезывающей силы 0. , исходя из аналитического выра­
жения для иэгибающего момента М в круговом шпангоуте.

Далее, из (3.2) находим:

<3-5)
В частном случае, когда круговой шпангоут нагружен со сто­

роны обшивки только касательными усилиями cj,t (т.'е. когда
= О, IVх = 0 ), из (3.4) и (3.5) получаются следующие прос­

тые зависимости для определения Q и N :
п 4 dM
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4. ПРИМЕРЫ РАСЧЕТА КРУГОВОГО ШПАНГОУТА 
НА СИММЕТРИЧНУЮ НАГРУЗКУ

Рассмотрим примеры расчета шпангоута с круговой-осью и посто­
янным поперечным сечением на действие симметричной нагрузки.

4.1. В качестве первого примера возьмем силовой шпангоут 
корпуса летательного аппарата, нагруженный двумя сосредоточенными 
силами Р  так, как показано на рис.4.1. Эта нагрузка будет 
уравновешиваться касательными силами Cj, 
со стороны обшивки. Для приближенного оп­
ределения этих сил примем рассматриваемый 
нами круговой шпангоут за абсолютно твер­
дое тело. Кроме того, предположим, что 
осевая линия шпангоута лежит на срединной 
поверхности обшивки корпуса л.а.

Обозначим через V 0 вертикальное пе­
ремещение шпангоута под действием прило­
женной нагрузки. Тогда перемещение V  про­
извольной точки m оои шпангоута в на­
правлении, касательном к контуру обшивки, 
будет равно (рис.4.2)

гг = и0 мх\ .
Такие же перемещения будет иметь и обшивка, связанная со

шпангоутом. При этом в обшивке возникнут деформации сдвига и
соответствующие касательные усилия па обе стороны шпангоута, 
пропорциональные перемещению яг . Разница этих усилий,

Рис. 4.1

очевидно, может быть представлена в следующем виде:

(4.1)
где К - некоторый коэффициент пропорцио­
нальности.

Для определения этого коэффициента сос­
тавим условие равновесия шпангоута (рис.4.3):зг

2Р = 2 г j Ылир d ip » KCit

Рис. 4.2
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Отсюда
/

и, следовательно,
2 Р

(4.2)

К такому же результату можно прийти, рассматривая равновесие 
шпангоута под действием приложенной нагрузки и разности касатель­
ных усилий в обшивке по обеим сторонам шпангоута, которые можно 

x̂dip-si+iip найти по обычному правилу расчета однозамк-

4.2. Найдя распределение касательных усилий по контуру шпан­
гоута, выбираем основную систему, проведя поперечный разрез шпан­
гоута по сечению ф = 0 (рис.4.4). В этом сечении нам неизвестны 
нормальная сила Xi и изгибающий момент X 2 .И х  будем опреде­
лять, воспользовавшись каноническими уравнениями (1.1) и (Х.2).

Для вычисления коэффициентов этих уравнений найдем законы 
изменения изгибающих моментов от внешней нагрузки, от единичных 
сил Х 1 = I  и единичных моментов Х2= I ,  приложенных в разрезе.

Из рассмотрения рис.4.5 следует,, что изгибающий момент 
в произвольном сечении шпангоута от касательных усилий будет 
равен (изгибающий момент считаем полржителышм, если он увеличи­
вает кривизну осевой линии шпангоута)1,:

формой поперечного сечения.
Если осевая линия шпангоута не лежит на 

срединной поверхности обшивки, а отстоит от 
нее на некотором расстоянии t  = R - ъ ( R - 
радиус обшивки), то на шпангоут, помимо на­
грузки <j, будет действовать и распределен­
ный момент т х :

нутой тонкостенной конструкции с круговой

Рис. 4.3
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Далее, в соответствии с характером нагружения основной сис­
темы имеем (Ы = JT ) :
для значений 0 ip *= о( (рис.4.6)

w о 1
Мс = М о = — ( Ь  co*ip- j i f ^ u i L p )  ; (4.4)

для значений о( ^ ip ^ ЗГ:
(г)

М0 = М 0 - М Г М „ .  . (4.5)

= О - -  J  4>*1лф). (4 .3 )

Здесь Мр - изгибающий момент от силы Р  , равный (рис.4.7)
М Р - - P h .

Но п
h = ъ ( - *imp).

Поэтому

M p ~ P * ( f - < * i V ) (4.6)
i

и, согласно (4.5) и (4 .3 ), (4.6) (рис.4.6):
(2) о П .  Y i/ q 1

= (1 -coup - 2 iptinip)-  P ^  ( ~ (4.7)

5-5318
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Моменты М1 и М2 будут равны (рис.1.4 и 1.5):

Mf = г (1 - сомр ),  Мг = ■/. (4.8)

Рис. 4.7

Теперь, исходя из выражений (4.4), (4.7) и (4.8), можно 
определить коэффициенты канонических уравнений ( I . I )  и (1.2), 
Начнем с коэффициента (S1Q :

Л ,о-

Имеем:
о

* *Г t Г М  , Р te ) р
J  = j М ,м 0 М,М0 dip - j  М, dip
О О Ы. , о

Я  ОТ 37

М, (М % ♦ Мр)^ф = Мр dip .

(4.9)

<* О of
Далее, вычисляем интегралы: 

зг г зг
а  - с04Lp)(j-a?6Lf- lipM ip )c lf = ~‘ P b \

S Г Г 1 '
J M j M p d i p  = - Р г г| U - C 0 4 i p ) ( ? | -  -  =
of °f

= - P h z( ? l £ l  \ №  3 v  
1 8 2  •
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Полученные результаты дают: 

Коэффициент Д 20 будет равен:

!o=jД

Так как М2 * It  то
зг зг ы
j N2M0d(p=jM0dip= J  M^dip + M^dip-
О  о  О a i.

зг зг
“ J м» * j  Mp dif.
О d

После интегрирования будем иметь: 
з* 2р  ̂ зг ^
j  M^dip = “ j f 1 j  0 “ w>5ip - g- ip^Lnip) dip = Р г ,
O O
J  Mp dip ---Рг| (2^ --нпср) d i p Рг ^
o< o<

- n r > -
О

Далее находим коэффициент Д 2о :
. _2Рх*,„ j'? ЗТ̂ Гч

2о~ ЕЭ  '  2 ‘  8 А
Остальные коэффициенты имеют вид:

Р  Г\

8 = 8 iZ 21

«*г-
М

M A j
£3

ЕСТ
A- ds - 2 г 

£3

зг
2згг
£3

(4.10)

(4.11)

~ i ) >

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)
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Внося значения коэффициентов (4.10), (4.12) и (4.13)-(4.15) 
в уравнения ( I . I )  и (1 .2 ), получаем после упрощений:

З ъ х ,- .  г х 2 - - • ^ ( 5 - V F - S ^ ) .

2гХ, ♦ 2Хг
Отсюда выводим:

V _ Р v _ Р*Ь / У2* _ j + )
~ л  ’ 2 “  ЗГ  ̂ 2 8

Теперь нетрудно записать окончательные выражения для изги­
бающего момента М . Будем иметь: 
для 0  ̂ ф — о(

М - М С1,- А / Г +,Х 1 М ^ Х г Мг -

(4.16)

(2) (2) м = м  = п ,  *  х , м ,  «• Х2Мг =

= (oo iif » if *in ip - Щ - - Р ъ ( ^  - ы п у ) .  (4.1?)

На рис.4.8 показана эпюра моментов, построенная по (4.16) 
и (4.17).

4.3. Контролем правильности раскры­
тия статической неопределимости кольца 
могут служить следующие два равенства:

Рис. 4.8

£3
ds = О МаМ

ЕС/ ds - 0.

Они выражают условия отсутствия 
взаимного линейного перемещения и пово­
рота сечений I  и I 1 (рис.4 .4 ). В случае 
ЕС/ = ьошА, эти условия запишутся

в таком виде:л я
j  N ,l1 c lf- 0 ,  J  Ма Mdip-0 .
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Внося сюда выражения (4.8) для моментов М1 и Мг придем 
к следующим общим формулам контроля правильности раскрытия ста­
тической неопределимости кругового шпангоута постоянного сечения
(при симметричном нагружении):

д зг
]  Мdip = 0, jM ooiipd ip  = 0. (4.18)
о о

Первая из этих формул, очевидно, выражает условие равенства 
нулю площади эпюры изгибающих моментов М

4.4. Обратившись к рассматриваемому нами примеру, записываем:% oL зг
]  Mdip = j  M^dip- J  M <z)d ip,

О
til

J  Ncoiipdip = «■ j  M* * ооьц dip.

Согласно *(4.16) и (4.17):
зг зг

= - (codip + iptlnip- dip -
о
ЗГ

- Р г  f - &inip)dip , (4.19)
it 2

ЗГ
J  M oosipdif « -  ^jjf- J  (cx>5ip+ ip-sirup- cosipdip-
o о

ЗГ

- р г  j  ( Ж  _ cx?6ipdip. (4.20)
d

Дальнейшие вычисления дают:
зг
](соыр+ y ^ ip - 2 | l- ^ |^ - )d ip  = - S ( ^ ‘+ ^ -  О ^
О

Г ( со * ip н- ц>мflip ^ р )  K » i p d ip  - - f - ’
О

J ( j f =

6-5318
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3\ г—, ,
J  ( Jl|_  _ -Msiip )  cosip dtp = - ■
at

Внося эти результаты в (4.19) и (4.20), убеждаемся в том, 
что условия (4.18) удовлетворяются. Это означает, что раскрытие 
статической неопределимости рассматриваемого нами шпангоута вы­
полнено правильно.

4.5. Обратимся теперь к вычислению перерезывающей и нормаль­
ной сил в сечениях шпангоута.

Из рассмотрения рис.4.9 приходим к выводу, что в основной 
системе перерезывающая Q<̂ и нормальная Niр силы от действия
касательных усилий о будут равны:

У ч>

ф о
О D  Г , D

J ^in(ip-co)^aicodco = - (ip со4 ip - и л у )  г (4.21)
О

cj, ocns Сф - а)) d со =
о

006 (ip - 60)W1GO dw = -р- ip МЛ ф . (4.22)
ЗГ

2 Р 
Т
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От силы Р для правой половины шпангоута имеем (рис.4ДО): 

Q p = - P o o £■( ЗГ-ip) = P  coop, (4.23)

Np ~ -  Р  МХ\ ( Л  - ф ) = -Pd-cm p. (4*24)

Следовательно, для 0 s  (f<o( будет (рис.4 .I I )  и (4.12):

(1) р

Q0=Q0 = - ^ - (ф  coiip - м л у ) ,  (4.25)

N °  = N o *  (4 .2 6 )

Если о( ^  ip ^  JT , то (р и с .4 . I I  и 4 .1 2 )

(2) р
Q o = Q 0 = + Qp = CD* tp - , (4.27)

(2) n
/V0 = /V0 = A/̂  + Np = - ( JT- ip) d4^tp, (4.28)

Далее находим (рисЛ .7 и 1.8):

Q ^ W l i p ,  = coitp. (4.29)
Тогда в соответствии с формулами (1.8) и (1.9) будем иметь 

следующие выражения для Q и А/ (рис.4.13 и 4.14):
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РQ pcoiip,

/V = ~^г ( i p u n i p -  c os ip ) ,

Л С2) П
Q = | - ( З Г - ч > )  coilf,

,,(2) рА/ = - -̂ -[(JF-lp)Sin̂  + C05(f)J.

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4 .Х )

А/

Эти соотношения мы получили, исходя непосредственно из опре­
деления перерезывающей и нормальной сил и схемы нагружения коль­
ца. К точно таким же зависимостям можно прийти и более простым 
путем, воспользовавшись формулами (3.6) и (3.7) и выражениями 
(4Л6) и (4.17) для изгибающего момента М

В самом деле, дифференцируя (4.16) и (4.17), получаем в 
соответствии с формулой (3.6):

п <° i  d МЮ РQ — _L_ ±LLJ—  = __£_tpcoiip , 
г  dip T  r  r

(2)
Q =

i d M <2) __ P
d(p

= f - ( J f - ( p ) o o a p .

(4.34)

(4.35)

Чтобы найти нормальную силу N в произвольном сечении 
шпангоута обращаемся к формуле (3 .7 ).
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Имеем:
со dQ.li) Р N = у  ( ф ^ ф - coiip), (4.36)

,<2> d Qf2J> Р  r ,N = - j ^ ~ --^[(5-ф )^Ш ф^сОб1р]. (4.37)

Сопоставляя выражения (4.34)-(4.37) с (4.30), (4.32), (4.31) 
и (4.33), убеждаемся в их тождественности.

3
4.6. При -ц-JF перерезывающая и нормальная силы терпят 

разрыв (изменяются скачкообразно). В самом деле, при = 
имеем:

Q(oC-0)  = Q(°(o£ ) = Р  ,
С2) VP1Q (о( + о ) = Q (оО=--£| - Р .

Отсюда
Q(o(+o)-Q (o(-6 )=--^- Р.

Аналогично
со р i/o’ *

N u - o )= N  =

/ V u * 0 ) = / A = O - ^ f  <<-■£>,
ИЛИ ‘

N U  + o )-  N U - о ) = - J | - p .
На рис.4.15 представлены графики распределения безразмерных 

величин М /Рг, Q/Р  и N/P в зависимости от угла (р .

4.7. В качестве второго примера возьмем более простой случай 
симметричного нагружения кругового шпангоута сосредоточенной ра­
диальной силой Р  , приложенной в сечении ф = 7Г (рис.4.16). 
Касательные усилия ф со стороны обшивки, уравновешивающие 
силу Р  , найдем тем же способом, что и в предыдущем случае. 
Будем иметь:

(4-38)

7-5318
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О 30° 60° 90° 120° 150° Ф
Рис. 4.15

Основную систему получим, проведя поперечный разрез шпангоу­
та через точку I  (рис.4.17). Для определения „лишних" неизвестных 

X* и Ха используем уравнения ( I . I )  и (1.2) с коэффициентами 
(4.9), (4 .I I )  и (4.13)-(4.15).

Изгибающий момент М0 вызывается только, касательными уси­
лиями ^ (рис.4.18):

М0 = = co iip - J  . (4.39)



Так как моменты М1 и Мг от единичных воздействий имеют 
вид (4.8), то коэффициенты Д10 и Л2о получатся следующими:

з д20 Е CJ
Далее записываем канонические уравнения метода сил: 

З г Х ( * 2 Х2 ♦ ^ т Р г - О ,

Отсюда выводим:
2гХ, * 2Хг Рг =0.
у

1 4jr ’
у Р г

При этом изгибающий момент М в рассматриваемом шпангоуте 
будет равен (рис.4.19)

(4.40)

Рио. 4.18 Рис. 4.19

Используя это выражение и формулы (3.6) и (3 .7 ),находим 
(рис.4.20 и 4.21):

р j
Q 2^Г (фсобф* J  WTtp), 

Р / 323Г ( j  собф - cp.aimp).

(4.41)

(4.42)

4,8. В заключение отметим, что для вычисления коэффициентов 
канонических уравнений, а также для определения внутренних уси­
лий от нагрузок, распределенных по контуру кругового шпангоута,
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можно пользоваться таблицей I ,  где приведены значения некоторых 
часто встречающихся интегралов.

5. ПРИМЕРЫ РАСЧЕТА КРУГОВОГО ШПАНГОУТА 
НА ОБРАТНОСИММЕТРИЧНУЮ НАГРУЗКУ

5.1. Рассмотрим круговой шпангоут постоянной жесткости,
нагруженный в сечении ip = Л сосредоточенной силой Т , на­

правленной по касательной к контуру 
шпангоута (рис.5.1). Касательные уси­
лия со стороны обшивки, уравновешиваю­
щие эту нагрузку, найдем, предполагая 
шпангоут абсолютно жестким. Обозначим 
через сро касательные усилия, уравно­
вешивающие момент силы Т относительно 
центра 0, и через - усилия, необ­
ходимые для уравновешивания самой силы 

Т Будем иметь:
гзг г

2Л
т  = j  cos ip dip.

(5.1)

(5.2)

Приняв гипотезу об абсолютной жесткости шпангоута, записы­
ваем, что

( о̂=схжл^, cj,f = Kco4ip,
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Таблица I
Значения интегралов, встречающихся 
при расчете круговых шпангоутов

Подынтегральное
выражение

Значение определенного 
интеграла в пределах 

от 0 до о(

bimpdip 1 - С05о(

cobipdnp б1По(

2 tp d tp | о (  - jj- ЬШ2оС

сoi*ip dip °(  + bin 2Ы

601ip cosip dip j * 2 
2" 601

ip 6imp dip 601 oL — Ы. С06 о(

ip bin ip cob ip d ip ■{ • 44- 601 2оС - -j-oC ооь 2U6 к

6Ui С o< - ip ) d-ip \ - 006 U

co6(<^-ip)dip bin о(.

tin  (o( - ip ) 6imp dy \ • i— 60io( - j  d  006U

bin Coi-tp) oobipdip 4jT с< 6ino(

w>6 (<* - ip ) din ip dip ■} о( 601 с/

COi (o< - ip ) COS ip dif J 1
4- 6U W  * ~г U 0О6с( 2 2

JL

8-5318



Тогда из (5.1 ) и (5.2) получаем:.

Следовательно:

(5.3)

Суммарное касательное усилие ^ , действующее по контуру
шпангоута, будет равно (рис.5.2)

Из рис.5.2 видно, что нагружение шпангоута будет обратно­
симметричным по отношению к вертикальной оси симметрии и, следо­
вательно, в сечениях шпангоута по этой оси из трех усилий М , 
0. и N отличным от нуля будет только перерезывающая сила Q . 

Поэтому для упрощения расчета выбираем основную систему, проведя 
разрез через точку I  (рис.5.3).

Обозначая через перерезывающую силу в этом сечении, 
запишем каноническое уравнение для ее определения:

(5.4)

Рис. 5.2 Рис. 5.3

(5.5)
Это уравнение выражает отсутствие взаимных вертикальных 

перемещений точек I  и I  .
В уравнении (5.5) /2,3/

М? J .  „ Г  М.Мс
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В нашем случае ( ЕС/ = СО ft s i  ):

5« - е Н  M ' d4' ’ (5-7)

jr
Л,0 = "ЁсГ] Mi Mod4>- (5.8)

о
Для моментов Mi и М0 имеем (рис.5.4 и 5.5):

М< « г  , (5.9)
ф ф

М0= (^Ьгс! со = г2[ [ i-cu>5 Сц> - w)] d (0 =
о

ф
J  С 2 сч>5 СО - 1 > [ соб(Ц)-Ц))] d(0 =74

25Г

Тч/« - 2̂ р (2 -simp - Ip-ip ) .  (5.10)

При этом коэффициенты А 10 и $и будут равны:

л,о  = | ^ | Ч м ф -

Тг3  ч.. .  T V? Т*Y
J (24iMip-ip-ipc<W(p)4impdip = - ^  » (5 .II)ОГЕЗ

V  Jм'd4>V  V 2 v df ■ t j ■ ‘5-i2>о
Тогда л ту = *̂0 _ _}___

1 $ц к%
При этом изгибающий момент в произвольном сечении шпангоу­

та определится формулой (-  Т\ s  ip £ JT ):

M=M0+Xl M1= |^ ( ip . ip c o i ip - |w i i/ ) ) .  (5.13)
2 ИГ

Перерезывающую CL и нормальную силы N  найдем,воспользовав~
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шись соотношениями (3.6), (3.7) и (5.13):

Q = ^  '1ПГ = Тх  u  ‘  4>iUllf - 4  ^ }

N  =

г  dip

da
dip j j  ( j  601 ip * ip coup)

(5.14)

(5.15)

Рис. 5.4

Контролем правильности вычислений является равенство

I MiM
ЕЭ ds - 0 ,

выражающее отсутствие взаимных вертикальных перемещений точек I  
и I 1 (рис.5 .3 ). В нашем случае это равенство можно записать в

форме fii.Mdv-o
и ян Jt

j М 401 if dip* 0. (5.16)

Внося сюда выражение (5.13), получаем:
Т зг

[ ( l f  + ip СОбф -  -у- b i n i p )  b i n i p d i p  = 0 ,
^  Очто означает правильность раскрытия статической неопределимости 

рассматриваемого шпангоута.
На рис.5.6-5,8 показаны эпюры изгибающих моментов, перере­

зывающих и нормальных сил.
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5.2. Рассмотрим еще один пример 
расчета кругового шпангоута на действие 
обратносимметричной нагрузки, в качест­
ве которой примем сосредоточенный изги­
бающий момент Н , приложенный к 
шпангоуту в сечении ф = зг (рис. 5.9).
Этот момент уравновесится равномерным 
потоком касательных усилий о,о со сторо- Т 
ны обшивки:

г  ~-А-т-  (5Л7>Уо Рис. 5.8

Основную систему получим, проведя 
разрез кольца по сечению ф = 0 (рис.5.10). Значение перерезы­
вающей силы Х1 в этом сечении найдем из уравнения (5 .5 ), в 
котором коэффициенты Д*0 и имеют вид, определяемый фор­
мулами (5.8) и (5.12).

Изгибающий момент М0 в основной системе от действия 
касательных сил cj,o будет равен (рис.5.I I ) :

(5.18)

При этом, согласно (5.8) и (5.9):

Н'ьг 

2£3 (5.19)

9-5318
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Тогда

и (рис.5.12)

X , - -
А jo _ _ Н 
Ви

M = Me>Xt M1 » - - ~ r C 2 4 in ip - tp )

(5.20)

(5.21)

Рис. 5.10

Для перерезывающих и нормальных сил будем иметь (рис.5.13 
и 5.14):

J j  м  U

(5.22)й = 4 - ^ Г Т  = - 7 “  (2co*ip-0,г  dip 2птг

dip
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6. О РАСЧЕТЕ КРУГОВЫХ ШПАНГОУТОВ НА ДЕЙСТВИЕ 
ПРОИЗВОЛЬНОЙ НАГРУЗКИ

6.1. Если силовой шпангоут корпуса летательного аппарата 
нагружен сложной системой сосредоточенных сил и моментов, то 
его расчет может быть выполнен с помощью метода наложения так 
называемых элементарных решений, соответствующих действию на 
шпангоут простейших нагрузок.

На рис.6.1 показан силовой шпангоут с круговой осевой лини­
ей, нагруженный сосредоточен­
ными силами PL , Т- и момен­
тами Н -о , приложенными к 
нему в сечениях ф =
< I  = 1,2,..., п ).

Эта нагрузка уравновеши­
вается касательшлга силами <£ ,
Действующими на шпангоут со сто­
роны обшивки корпуса л.а. Будем 
считать, что шпангоут обладает 
достаточно большой жесткостью на 
изгиб в своей плоскости. Тогда 
распределение сил cj, по контуру 
шпангоута можно принять в следую­
щем виде:

T-t”  (6-1) Рио. 6.1
10-5318
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Коэффициенты , cĵ  и cj,2 находятся из условий равно­
весия шпангоута как твердого тела:

о  ---- , Q Q = - • (6.2)
2 я г г я ъ  >2 Я ъ

Здесь: М0 - момент всех внешних сосредоточенных нагрузок, 
действующих на шпангоут, относительно его центра 0 (считается 
положительным по часовой стрелке); Рх . Р* - суммы проекций 
всех сосредоточенных сил, приложенных к шпангоуту, на оси х и у. .

Значения Рх , Ру и (1, могут быть определены по формулам 
( YI  - число точек приложения сосредоточенных воздействий):

Рх  =  X  ( Р 1 * *  <*i * Т 1 , Р «. =  2  й п  o(L ) ,L=1 О L=i

М . - 2 ( Н - Д г ) .  (6.3)
1= 1

На рис.6.1 показаны положительные направления сосредоточен­
ных радиальных сил , касательных сил Т;, и изгибающих мо­
ментов H-L , а также и касательных усилий cpi .

6.2. При расчете произвольно нагруженного шпангоута постоян­
ного сечения можно воспользоваться методом наложения (принципом 
независимости действия сил). Для этого необходимо располагать, 
как было сказано ранее, элементарными решениями, представляющими 
собой распределение внутренних усилий в шпангоуте при нагружении 
его простейшими нагрузками - радиальной силой Р (рис.6.2), 
касательной силой Т (рис.6.3) и сосредоточенным изгибающим 
моментом Н (рис.6.4), приложенными порознь в сечении (р = Я .

Рис. 6.2 Рис. 6.3
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Эти случаи нагружения шпангоута нами 
ранее были уже рассмотрены.

При нагружении шпангоута в сечении 
Ф = JT радиальной силой Р имеем, со­

гласно формулам (4.40)-(4.42):
MC*p) = P'i.f„(cl>), Л/(ф)= P f 2< ( ф) ,

0 ( ф ) »  (ф ). (6.4)
-Здесь

^ ( ф ) =  2 ^ ( ^ - ф ^ ф - | ;  со5ф), (6.5)

Л Л ^ ) = _ 2ЛГ < ^ Ф ~ Ф ^ ф ) ,  (6.6)

f3i Сф) 2 Y  Сф ^ ф  + *й1ф). (6.7)

При нагружении касательной силой Т в соответствии с 
(5.13)—(5.15) будет:

М(^> = Т М |2( у ), ^ ( V > = T f „ ( V ) .

Qcif)) = Т 1 зг( ф ) ,  (6-8)
причем:

^1г1У ) = 2^~ + Ф ^ Ф  “ У ^ Ф ^  (6.9)

£2г(ф> = ~ ^ ( ф ^ ф  * у  ^ ф ) ,  (6Л0)

f 3 2 ( 9 ) =  и - ф 4 0 1 ф - у  о о б ф ) .  ( 6 . I I )

Наконец, при действии сосредоточенного момента Н имеем, 
согласно (5.21)-(5.23):
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(6.12)

где

=  - 2 T ( 2 i i n V '  V > .

f „ ( y )  = f - ^ ф ,

(6ЛЗ)

(6.14)

(6.15)

В формулах (6.4)—(6.15):
- J  ^ (p ^ JT.

В случае нагружения кругового шпангоута в сечениях ф =
( I  = 1 ,2, . , . ,  И> ) сосредоточенными радиальными силами PL , 
касательными силами TL и моментами Н̂  можно, располагая 
элементарными решениями, записать, что в произвольном сечении 
шпангоута, определяемом углом ф , внутренние усилия И , N 
и Q будут равны:

ML (ф ), /V(i/ » = 2  А/^ф ),
6=1 ~ 6 = 1

Qcq>) = Z (6.16)

Здесь И-Лф). А/̂ Сф) и QL(ip) - изгибающий момент, нор­
мальная и перерезывающая силы, вызываемые в сечении ф действи­
ем сосредоточенных нагрузок , приложенных в сече­
нии ф = с(1 .

Согласно принципу независимости действия сил, имеем:

Ml ^ф) 

■Wi(ip)

Q i(ip )

Здесь

f a i W  ia a ^ >  ^  

Ц). ♦ T,

Pi.

T,

Q:

(6.17)

(6.18)
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при о ^< ф ^ 27 Г (рис.6.6).

если 0 ^ if =£ (рис.6.5) и

(6.19)

Для сечений Iр = сЛ. будут справедливы следующие соотно­
шения:

М(о(. -0 )  = М(оЛ ♦ О Ь  HL> (6.20)

W(o(- - 0 )  = /V(o(l . 0 ) . T l , (6.21)

Q (o(L -  0 ) =  QCo^ * 0 )  + Pl . (6.22)

Здесь под ^ ( о ^ - О )  и f  (о^ + 0)  понимаются значения функции 
j- (tp) при подходе к сечению if> =<UL со стороны углов, мень­

ших о ( и, соответственно, больших с/- .

7. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ КРУГОВОГО ШПАНГОУТА

7.1. Под действием нагрузок, приложенных к шпангоуту, его 
осевая линия деформируется. Каждая точка оси шпангоута получает 
некоторое перемещение. Рассмотрим произвольную точку а  осевой 
линии. Пусть а  а ' - полное перемещение этой точки при деформа­
ции шпангоута. Его можно разложить на два направления (рис.7.1): 
по касательной к осевой линии (касательное перемещение V  ) и 
по нормали к этой линии (нормальное или радиальное перемещение W  ).

Для определения ш  обычно используют дифференциальное 
уравнение, связывающее это перемещение с изгибающим моментом М
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(уравнение Буссинеска) /1,2,3,4/:
d*W Ш  = % М
dip2 ~ ^

Это уравнение выведено на основе гипотезы плоских сечений 
в предположении, что осевая линия кольца нерастяжима:

(7.1)

т ) -0 .^ 4 d Ф
(7.2)

Здесь £, - удлинение осевой линии кольца /1,2,3/.
Из (7.2) получается связь между пере­

мещениями U  и 'W  :
d'v

или
dip = - иг (7.3)

= w d f .  (7.4)
Дифференциальное уравнение (7.1) имеет 

следующее общее решение:
UT = А 3-ihip + Ь см ip + UT*. (7 .5)

Здесь А и В - произвольные посто­
янные, W *  - частное решение уравнения
(7.1), соответствующее известному распреде- 

делению изгибающих моментов в рассматриваемом шпангоуте.
Имея решение (7.5), находим, используя (7.4),

гг =■ А схи-if - Ъ м н у  * С и
где

W *d if ,

(7.6)

(7.7)

С - произвольная постоянная.
Решения, подобные (7.5)—(7.6), в общем случае можно записать 

для всех участков кольца, на которые оно разбивается точками при­
ложения сосредоточенных нагрузок (с соответствующими произвольны­
ми постоянными A , Bj, , С-0 ; I  - номер участка кольца). 
Постоянные , b L и С.и можно определить, исходя из характера 
деформированного состояния шпангоута (например, симметрии, прямой 
или обратной) и из условий непрерывности перемещений на границах 
участков.

Ниже рассмотрим примеры определения перемещений шпангоутов, 
для которых при действии заданной нагрузки уже известно распреде-
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ление изгибающих моментов М

7.2. В качестве первого примера возьмем шпангоут, рассмотрен­
ный нами в § 4 (рис.4.1).

Для первого участка шпангоута ( 0 « if *  УГ ) имеем:

М + (7.8)
Внося это выражение в уравнение (7.1), подучаем:

= - ^ j r O  (7.9)

Здесь через ш 1 обозначено радиальное перемещение произ­
вольной точки первого участка осевой линии шпангоута.

Штрих означает производную по углу ф .
Запишем общее решение уравнения (7.9):

ИТ1 (ф ) = А1 М*ир + Б 1 сх>5(/> + Щ ,  (7.10)
£

где Ш , - частное решение, Ai , E>i - произвольные постоянные.
Как известно, частное решение w *  уравнения (7.9) можно 

искать в форме:
VJ* = а + fciptiriip + ctp2 с&ъу. (7 . I I )

Подставляя предполагаемую форму частного решения в (7.9), 
находим:

с -  Р * 3
25Г Е 2/ 4 ' • ^ Д Е З  кЖЕЗ  ‘

Тогда, имея в виду симметричное относительно вертикальной 
оси шпангоута распределение перемещений (т.е. полагая Ai = 0), 
можем записать:

Ш 1 (ф ) =. В 1 СОиЬф- 

^  С < * - (7.12)

Этим перемещениям (радиальным) соответствуют касательные 
перемещения V., ( V'i = 0 при ф = 0):

( ф  )  =  - J  ш 1 d Ц7 =  -  В 1 -Я Л  ф
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* « э  f ■*? - f 4>UMIf’ ч  f 2 (7ЛЗ)
3

На втором участке правой половины шпангоута ( — К  ̂  у & Л ) 
изгибающий момент М равен:

И = -  -jjp- ( сх>5ip + y i l t i y -  —  - ^ — )- Ръ W i y ) .  (7.14)

При этом дифференциальное уравнение (7.1) для определения 
радиального перемещения мУг на втором участке шпангоута будет 
иметь вид:

"  Р ч 3  , . т/21 J i t / F  ^■* = ^  ( c o if

(7.16)

Общее решение этого' уравнения:

W z (y ) = Az -Uny + £>;, СО*У + Ы г  ■ (7.16)

Здесь - частное решение, Аг и В г - произвольные
постоянные. *Частное решение Ш г находится тем же способом, что и 
решение w *  .

В результате будим иметь:
■и)"г (Ф ) = Аг-ш\у + Вг ии>у-

~ у Й ‘ [ 1Г ( Ь 'Т )-  f  i  4>г «»«(> ].

* | y  (7Л7)

Далее, определяем соответствующее касательное перемещение V2 : 
(ф ) = Аг cos if - E>z tiny + Сг «•

* s h  I  i f ( 1+т  ̂ "  f  * lnif  * f  f* f  v * *  f ]  -

*f +2 4>4inf ■* J  tosip ) .  (7.18)
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Для нахождения произвольных постоянных используем условия:

(^ - зг ) - v 2 ( l - 3r ) ,  

!Г. = Г а ( т Т ) -

(7.19)

(7.20)

(7.21)

Первое и второе из этих условий означают равенство перемеще­
ний ur, , U , и UT2 , и 2 при ф = ^-JT (на границе двух уча­
стков). Третье условие выражает равенство углов поворота и 

у г сечений кольца на стыке участков.
Как известно, угол у  поворота сечения кольца определяется 

формулой /1 ,2/ (рис.7.2):

Таким образом
d(f

(7.22)

i^  = -L-(v 2 - w 2 ),
и, в силу равенства (7.20), условие (7.21) 
принимает вид:

T[S> = Ш г ( j X ) -  ( ? *23> Рис. 7.2

Записав, исходя из выражений (7.12), (7.13) и (7.17), (7.18), 
условия (7.19), (7.20) и (7.23) и решив получившуюся при этом 
систему уравнений относительно постоянных интегрирования, будем 
иметь:

А а -
ЗРч,
^ЕЗ В 2 -  в ,

Рг
4ЕЗ ( 4 я - о ,

Рг3 О - (7.24)

Постоянная В, остается неопределенной. Она представляет 
собой перемещение шпангоута в вертикальном направлении в целом 
как твердого тела. Для определения этой константы необходимо 
задать вертикальное перемещение какой-либо точки оси шпангоута.

Внося значения (7.24) в (7.17) и (7.18), будем иметь следую-
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щее распределение перемещений ИГг и V 2 :

u r 2 (ip ) = В , у  -

■ + ч>л1пч> 1 *

*■ T ^ [ i f  * i ' f COi'P |з т - 0 м « 4 > ] , (7.25)

V a (ip ) = - B , te*\f ♦

Полагая в (7.26) if = Jf , находим

Tr2 ( JT )= 0 .  (7.27)
Далее, продифференцировав формулу (7.25) и подставив в полу­

ченное выражение Ц> = Т\ , приходим к равенству

u r2 ( JT )= 0 . (7.28)

Соотношения (7.27) и (7.28) находятся в полном согласии с 
симметричным характером деформированного состояния рассматривае­
мого шпангоута.

На рис.7.3 представлено распределение перемещений W  и V  , 
вычисленных по формулам (7.12), (7.13) и (7.25), (7.26) с исполь­
зованием обозначений

F n ~  Е 3
'и г= р ^ зи г , V = - p ^ jV  (7.29)

(ди-(о)= 0) .
7.3. Как второй пример, рассмотрим определение перемещений 

кругового шпангоута, нагруженного касательной силой Т , прило­
женной в сечении Ц> = ЯГ (рис.5.1). Для этого шпангоута распре­
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деление изгибающего момента М определяется формулой (5.13). 
Внося это выражение в дифференциальное уравнение (7 .1 ), получаем:

Ш  + ЦТ =
-г ^ 2

(ip + if coiip - — ) .2 5 ЕЗ (7.30)

Общее решение уравнения (7.30) имеет вид:

v j  ( у ) = А -Ш 1 у  -  В оси. if + w  *

где А и В - произвольные постоянные.
Частное решение Ш * будем искать в форме:

ялу * - а у  * Б if оси, ф ч с у гм п у .

Подстановка решения (7.32) в (7.30) дает: 
ТЧ3а = -

При этом
25 ЕЗ

^  <7.33)

= а .

(7.31)

(7.32)



-  46 -

В силу обратносимметричного характера нагружения кольца его 
деформированное состояние будет также обратносимметричным по 
отношению к сечению ф = 0. Поэтому

'иг (о ) = О
и, следовательно, постоянная Ь  должна быть равна нулю.

Тогда для Ш (ф) будем иметь следующее выражение:

V J = А МП I f  ^if + ф oosif + ~  ). (7.34)

При этом перемещение V  будет равно: 
v  ( ц> ) =  С -  J/urdtp 

или, после интегрирования,

V ( i f  ) =  A co-s ip+ С +

Т'ч 3  ̂ i г+ (ф  + 3 ip-iUlip + 3 COilf - If COS i f ) .  (7.35)

Входящие в (7.34) и (7.35) постоянные А и С остались 
неопределенными. Чтобы их найти, необходимо располагать горизон­
тальным перемещением какой-либо точки осевой линии шпангоута и 
углом поворота шпангоута как твердого тела.

Рис. 7.4
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На рис.7.4 представлены графики распределения перемещений 
рассматриваемого кольца с использованием обозначений

~  Е 1  ~  F Ч
1Г = — >1Г, (7.36)

( v  со) * 0 „ v j ' (о) * 0 ).

8 . О РАСЧЕТЕ КРУГОВЫХ ШПАНГОУТОВ 
МЕТОДОМ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ

8.1. В предыдущих параграфах был описан и проиллюстрирован 
примерами широко применяемый на практике метод сил для расчета 
шпангоутов, рассматриваемых как статически неопределимые плоские 
рамы, нагруженные в плоскости осевой линии. Этот метод требует 
выбора основной системы для исследуемого шпангоута с последующим 
рассмотрением ее под воздействием заданной внешней нагрузки и 
единичных усилий. Для определения значений «лишних” неизвестных 
используются канонические уравнения, по существу представляющие 
собой условия совместности деформаций кольца в месте проведения 
при образовании основной системы разреза. После решения канони­
ческих уравнений (раскрытия статической неопределимости) находят­
ся внутренние усилия в сечениях шпангоута. Перемещения иг шпан­
гоута можно затем определить, интегрируя уравнение Буссинеска
(7.1).

Однако, возможен и другой путь решения задачи об определении 
внутренних усилий и перемещений в круговых шпангоутах, который в 
целом ряде практически важных случаев может оказаться более удоб­
ным и менее громоздким по сравнению с методом сил. Этот способ 
основан на использовании общего решения дифференциального уравне­
ния изгиба кругового кольца, непосредственно связывающего прогиб 
иг кольца с распределенными по его контуру силами и срп 
(рис.3.1). Располагая решением этого уравнения, можно получить 
и распределение внутренних усилий в кольце, используя соотношение
(7.1) и дифференциальные уравнения равновесия кругового кольца. 
Такой способ расчета круговых колец условно можно назвать методом 
перемещений (или решением задачи о кольце в перемещениях).

8.2. Рассмотрим основные соотношения метода перемещений для 
расчета круговых шпангоутов. С этой целью обратимся сначала к 
выводу дифференциального уравнения изгиба кольца. Для этого из
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уравнений (3 d ) и (3*2) находим (штрих означает производную по 
углу ip ): „

а  -
или, на основании (3.4),

I I I  I 2. I UМ *М  ч Л т х + т х ).
Подставив сюда выражение

М = --44- ( 'и> 'Ч го ') ,  (8 . 1)Л/
следующее иг (7 .1 ), приходим к искомому дифференциальному урав­
нению для радиального перемещения иг :

 ̂ 3
w v+ 2 'ur",+ ' u r ' » | j ( ^ t;+^ ) +  С»пЛ + т х ) .  (8.2) 

Общее решение этого уравнения имеет вид:
иг(ц>) » А„ + м ир  * Д2 со^ф +

+ Ai ip-c0&ip + Ali(p*tiii{>+ur (8.3)

где - частное решение, определяемое характером распределе - 
ния нагрузок cj,t , и т х ; А0 , А1 , А2 , Д3 , Aj, - 
произвольные постоянные.

Подставляя выражение (8.3) в (7.4) и интегрируя, получаем 
касательное перемещение V  :

v ( l p )  = А 5-- ( ur d ф
или

v  (ф ) = - А0 ф + А 1 и>ыр-Агшнр- 

- А 3 (сояр + ф .-нпф)- А ч ( i lmp - if oo i i p ) *  Л s *vr ( 8 ,4 )

Здесь

^ v - J  (8-5>
А 5- - постоянная интегрирования.

В частном случае, когда правая часть уравнения^ (8'f2) имеет
вид 1< 5

( Q + а' ) + ~ ~  ( m " + т  ) ~
Е З  ' t  Kh ЕС/ *  х
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= а0 ч- q1 004 ip + 6, MJn ip *
°o

+ 2  ( a m cosm ip^ bm4w m ip)p (8.6)
№ = 2

его частным решением будет выражение:

^  (Ф ) * ао Ч> ~ j  а, 4>г<йпу> * j  ^ ,ф 2 м>б(р +

00 1
^  m (m 2-T)T ( am ^ miP - (8.7)

Этому решению соответствует перемещение :

V  (4> ;* - |а в /  + -g-а, (2 ip iin (p - ip Z606ip + 2 coiip)-

- ( 2lf> CX>Stp + - 2 ititfip) +

S  — Т7-Т-77г (0 C04mip*^mM^m^pX (8 .8)
m2(m - 1) m

8.3. Располагая выражением (8.3) для радиального перемеще­
ния Ш  , можно сравнительно просто получить следующую формулу, 
определяющую изгибающий момент М в сечениях кольца:

М = -^Ц- (А0- 2А3 млц> + 1 кц (8.9)*£/
где

* w %') - (8Л0)

Далее, используя общие зависимости (3.4) и (3 .2 ), находим:

Q * - ^ r  ( А3 cosip + /Кч й п ц )  + CL ( 8 . И )
Т/ г

А/* ~ (A 34^mp - A* co-sip)- /V^. (8.12)

Здесь

СЧ “ Т М‘Г т *> (8ЛЗ)
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N \  ’  a V  '  Н »  ■ < 8 Л 4 )

8.4. Выражения, подобные (8 .3 ), (8.4) и (8.9)-(8.14), запи­
сываются для всех частей кольца, на которые оно разбивается точ­
ками приложения сосредоточенных сил и моментов с соответствующими 
произвольными постоянными. Эти постоянные определяются из условий 
сопряжения частей кольца между собой. В некоторых частных случаях 
могут быть использованы свойства симметрии напряженного и дефор­
мированного состояния рассматриваемого кольца.

В общем виде условия сопряжения двух частей кольца в некото­
ром сечении ip = U записываются следующим образом:

VJ (о(~ 0 ) = УУ Ы  + 0 ), (8.15)

ЯГ {oL- 0 ) = V  (Л  - 0 ), (8.16)

уЧо( - 0 )  = + 0 ). (8.17)

Эти выражения характеризуют одинаковость перемещений при 
подходе к сечению (р = о( с двух сторон.

Для записи условия (8.17) необходимо иметь формулу для у* . 
Она может быть получена в следующем виде, исходя из (7.22) и (8.3), 
(8.4):

= - А в ф - 2 А 3 со*1р- 1 к чм*\ц+ А5 - . (8.18)
Здесь

‘lT » * V uV  <8Л9)
Помимо геометрических условий (8.15)—(8.17), в сечении <р = о( 

должны выполняться также и статические условия. Если в этом сече­
нии к кольцу приложены сосредоточенные силы Р и Т и момент Н 
(рис.8. 1), то здесь внутренние усилия будут связаны соотношениями:

М Ы- 0)  = М( о ( +  0 )  + Н,  (8.20)

N ( U - 0 ) =N 0 ) + Т, (8.21)

Q Ы-  0) = Ц Ы* 0)  + Р. (8.22)
/

1



Условий сопряжения вида (8.15)—(8.17) и (8.20)-(8.22) вместе 
с некоторыми другими возможными условиями, описывающими деформиро­
ванное состояние кольца, должно быть столько, 
сколько всего имеется искомых произвольных 
постоянных. Однако, если кольцо не закрепле­
но, то из всей совокупности произвольных 
постоянных останутся неопределенными три кон­
станты, описывающие перемещения кольца как 
твердого тела (например,, постоянные А, , Аг 
и А5 , относящиеся к первому участку).

В связи с этим с целью определения всех 
произвольных постоянных следует рассматривае­
мое кольцо закрепить на опорах статически определимым образом, 
лишив его в плоскости осевой линии всех трех степеней свободы 
как твердого тела. При этом характер закрепления кольца не отра­
зится на его напряженном состоянии, так как все реакции опор 
будут равны нулю (внешняя нагрузка, приложенная к кольцу, урав­
новешивается касательными усилиями со стороны обшивки). Далее, 
записав в аналитическом виде три условия закрепления, нужно 
добавить их к ранее составленным уравнениям, связывающим искомые 
константы. В результате получится полная система уравнений для 
определения всех произвольных постоянных. В практических расчетах 
эту систему целесообразно решать численно.

В тех случаях, когда целью расчета является только определе­
ние внутренних силовых факторов, то константы, определяющие пере­
мещения кольца как твердого тела, можно положить равными нулю.

9. ПРИМЕРЫ РАСЧЕТА КРУГОВЫХ ШПАНГОУТОВ 
МЕТОДОМ ДЕРШЕЩЕШЙ

Рассмотрим примеры использования метода перемещений для 
определения внутренних усилий и перемещений в шпангоутах с кру­
говой осевой линией.

9.1. Обратимся еще раз к шпангоуту, показанному на рис.4.1. 
Согласно принятому правилу знаков для касательных сил о , имеем:

2 Р
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Далее записываем дифференциальное уравнение изгиба кольца:
V ш I 2 Piy3Ш  - 2 Ш  + Ш  = - мх\Ц. (9.1 )

В соответствии с (8.7) частным решением этого уравнения 
будет выражение

'wV - " w b  <э-2)
справедливое для обоих участков правой половины кольца.

Обозначим через UT< и V* перемещения на первом участке 
шпангоута ( CU ф ^ ^ ЗГ ) ♦ а через итг и гг2 - перемещения 
на втором участке ( ^ y r ^ ip ^ JT ) .

Согласно (8 .3 ), (8.4) и (8.8) для тл̂  и будем иметь 
следующие выражения (в силу симметрии деформированного состояния 
шпангоута по отношению к сечению ф = 0 ):

Р ^^  = Д0+А2 if2 ; (9.3)

'^1 = "  А 0 Ф - Аг м̂>иф - А/, оЬпф  - Ф инц>) *

Р ^+ ( 2ф с^ф  + ф24^Иф - 2 ) .  (9.4)
Е С/

Далее, используя (7.22), находим:
Р ^

=-A0f-  2A**imp (2ф (9.5)

Внутренние усилия на первом участке кольца обозначим через 
М( , Q1 и Nj . Они будут иметь вид, согласно (8.9), (8 . I I )  

и (8. 12) :

М1 = - -|т- ( А0+ 2Ах, со*ф)+ ~ Г  (0О4ф- 2ф*ичф), (9.6) 

Qi = + 2Ф , (9.7)

2 ЕС/ РА/< = -^Т-ЛцС^ф - Y j f (5 to ± y -  2ф ^ И ф ) . (9 .8 )
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Для второго участка кольца имеем следующие выражения:

v j z  = Ъ 0 *  В 1 5 im p  + В а оо бф  «■

Р г 3 г+ B3ipa>5ip + B1, ip 6 ^ ip - 7̂ £ 3  ф w>6if, 

яг2 = - В 0 ф + В., ообф - В а мх\ц> -

-&3(0О6ф-»-фбгПф)- Ьц (4ЧЛ1ф- f  0О6ф)н- В5 -е

P-Y3 2 . •
•» , -  ( 2 ф ооб ф ч- ф М уПЦ>  -  2  <илиф ) ,

1 ji t  j

Ч/^ = - В0 ф - 2 Е>з 006ф -2 5  ̂бги ф + &5 +

Р г 3 • n- 23п Т5 ( 2ф оОбф - бч^ф),

( В 0- 2 В 3 бчж?ф + 2 В^ оОбф) +

( оо-б ф - 2 ф d u n  ф.) ,

Q a *  - Щ !-  ( В 3 ообф  + Ь ч d r u p  )  -

- ( 3  <илф + 2ф собф)?

2ЕГ1
Л/г = - ^ т - ( В 3 401 ф - Ечообф )-  

Р- 2^т ( 5 006ф - 2ф 6iMф ) -

Мг = ЕСГ

Рг
23Г

(9 .9 )

(9.10)

(9 .I I )

(9.12)

(9.13)

(9.14)

В этих формулах В 0 , В* , Б г , В3 , В^ и В5 - произ­
вольные постоянные для второго участка. Для их определения ис­
пользуем условия сопряжения первого и второго участков кольца
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при ф => — Т\ и симметричный характер распределения перемеще­
ний на втором участке по отношению к сечению ф = 5Г :

I )  W , ( i - 3 7 ) -  и г г ( | з г ) ,  2 ) 

« М , ( | . З Г ) = М г ( ^ З Г ) ,

6) Q , ( f - j r b  а г ( ^ ) - р  4 - -

7) и г ( З Г ) .  О,  8)  г ^ ( 5 ) - 0 .

В развернутой форме эти условия запишутся в виде следую­
щей системы уравнений:

( В 0 - А 0) * ^  В , - i f  ( В г - А г > -  

Щ-  ( В о - А . )  * г^- В( * " X ( В г - А г ) *  

З Г ) ( . Ь , - А 4 ) - В 5 = 0 ;  

х  ( В . - А 0 ) -  у Т Ь з  <■ v T ( B ,  - А , ) -  В 5 -  0 

' ( Ь „ - А . )  -  V ?  Ь 3 -  У Т ( Ь , - А , ) - 0  ,

fi>j+ ( B ^ - A j j )  = 2 Е 3 >

-  B j  ♦ (  B 4 -  А , ) = -  ;

3
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-  ЗГ В>0 -  Б ,  + Е>3 зг + В 5 — 2 ^ 5 ” ’

-згб„ * г в 3 * &5 - - ~

Решив эту систему, будем иметь такие значения искомых произ­
вольных постоянных:

А = _  ( 1 + £  ч j V  л _ З Р г 3
2JT  ̂ Е 3 ’ А|< ^  ЕЗ  ’

R . Рт/ 3Р г 3
°  25Г ^  Е З  ' B i = ~ А Е Э  '

р. _ д _ L. ( 3_ л- j ')  Р'ь5 г, _ Рг2. 2 ^ ч р ^ Г - т / р л ^ '  В 5 -ЕЗ D i “  2ЕЗ

с л 3 Р г 3 D У27 / з ч Р г 3
г'~  ̂_ 0̂7 Е 3) s ^ lT  (~ц ^  Е З  (9.15)

Постоянная Аг осталась неопределенной. Она представляет 
собой вертикальное перемещение кольца как твердого тела.

Подставляя величины (9.15) в (9.3), (9.4) и (9.9), (9.10), 
получаем перемещения точек осевой линии рассматриваемого шпангоу­
та на первом и втором участках:

UT1 = Аг соьф -

И  + ? )_  i V to6lp ] , (9Л6) .

u 1 = -  А г м л  ф + 

* з Г е э t г (1 * £ }  ^ " f  ^  ‘ f  ^ с м 'е * {  У Р  <9л7 )  

игг = А г с а б ф -

Р г 3 Г VT / х JT ч 3 -) г ч
~ зПГз l- T   ̂ ~ ?  фбгпф + ф собф ].

+ + |  ф ос>бф-^4Ы1ф--^(1-J7-О оо бф ] , (9.18)



-  56 -

- (< * f  > 4> - £  - f  Y « »  ?  * £  Ч>' M l v  ] *

, | у [ 4 ' ^ 3' '  O-^-ip  - |  и»Ч> + $(£з>-0*ПЧ>-± f**4>].(9.19)

Эти выражения совпадают с соотношениями (7 JI2 )«, (7.13) и
(7.25), (7.26).

Далее, используя формулы (9.6)-(9.8) и (9.12)-(9.14) в соче­
тании с (9.15), приходим к выражениям для изгибающих моментов, 
перерезывающих и нормальных сил, тождественншс ранее полученным 
соотношениям (4.16), (4.17), (4.30)-(4.33).

Здеоь необходимо сделать следующее замечание. Выражения
(4.16), (4.17) и (4.30)-(4,33) найдены путем раскрытия статичес­
кой неопределимости кольца, причем коэффициента канонических 
уравнений вычислялись только с учетом изгибающих моментов. Пере­
мещениями от перерезывающих и нормальных сил пренебрегалось.

Выражения (9 .I6 M 9 .I9 ) для перемещений точек осевой линии 
кольца получены на основе гипотезы плоских сечений и условия 
нерастяжимости осевой линии кольца. Эти перемещения приводят к 
тем же внутренним усилиям, что и метод сил. Таким образом,можно 
сказать, что гипотеза плоских сечений вместе с условием нераотя- 
жимости оси кольца эквивалентны пренебрежению влиянием перерезы­
вающих и нормальных сил на величины коэффициентов канонических 
уравнений метода сил.

9.2. В качестве второго примера возьмем круговой шпангоут, 
нагруженный одинаковыми радиальными силами Р . Пусть точки 
приложения сил делят осевую линию шпангоута на равные части 
(рис.9 ,1 ). Через m обозначим количество сил Р , приложен­
ных к шпангоуту. Тогда угол 2fi между линиями действия двух 
ближайших сил будет равен:

Для расчета этого шпангоута, очевидно, можно ограничиться 
рассмотрением только одной его части, заключенной между двумя 
соседними точками приложения сия Р (рис.9 .2) . Так как эта

u a = - Ag 401Ф ♦
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часть шпангоута симметрична относительно сечения ф = 0 и 
несет симметричную нагрузку, то в выражении (8,3) для w  . 
оставляем только четные функции угла ф (распределение прогибов 
иг- будет симметричным и, следовательно, будет описываться 

четными относительно ф функциями), а в формуле (8.4) для 
касательного перемещения V  - соответственно только нечетные 
функции. Кроме того, полагаем:

•W-^O, -1̂  = 0 ,
так как на кольцо не действуют никакие распределенные нагрузки 
(т.е. <1п * 0 , = 0 ).

В результате будем иметь:

ur = A0 <- А г со^ ф  + А^ф^ипф, (9.20)

г> = - А0ф - Аг гйпф - (ainip - фсх>5ф ) .  (9.21)

Для определения постоянных Ас » А 2 и А*, имеем следую­
щие три условия:
при Ф I )  ur'= 0, 2) V  * 0, 3) Q = -— •

Первое и второе условия непосредственно следуют из симмет­
рии деформированного состояния кольца. В развернутом виде они 
запишутся так:

- A 2 6U1J 2> + * lis ijb ) » 0 , (9.22)

ADp  + А2 <wij3 + A,, = 0 . (9 .23)'

Для записи третьего условия используем формулу (8. I I ) .
В нашем случае она примет вид
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2 ЕЛ
G =-^т Аь й п у . (9.24)

Полагая здесь <р = J5 и Q = ~  , получаем уравнение 
РЕЧ . . Р^т-  А*, МЛ\$> = ~  • (9.25)

Отсюда
Р г 3

Ац b 'E3*ir if i '
Далее, из (9.22) и (9.23) находим:

А в _ _ £ г ! _  а = J V  1
2J5 Е Я ’ * АЕЗ *1п/г>

Теперь нетрудно вывести выражения для изгибающего момента, 
перерезывающей и нормальной сил:

Q =

Рг , i CO£ip 4 (9.26)

P ■■tiny, (9.27)jb

P
2 iinp t/Oi> Ip. (9.28)

Подставляя значения постоянных А0 , А2 и в (9.20), 
будем иметь:

0 .29)

Полагая здесь (f> = J3 , получаем радиальное перемещение д 
точки приложения силы Р  :

д . ш ( б ) в 7_рз1 _ (

Касательное перемещение яг определится равенством:

V = - j ^ ^ [ ( 2 » j 5 ^ J b ) 5 t n ip - V C 04< p-^£. ipj. (9.30)
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На рис.9,3. 9,4 и 9.5 представлены эпйры М , & и N 
для случая Jb = —  ( Ш = 6).

Ю . УТОЧНЕННЫЙ РАСЧЕТ С УЧЕТОМ УПРУГОСТИ 
ШПАНГОУТА И ОБОЛОЧКИ

10.I .  До сих пор при определении касательных усилий, дейст­
вующих на шпангоут со стороны обшивки и уравновешивающих внешнюю 
сосредоточенную нагрузку, мы шпангоут принимали абсолютно жест­
ким. Это будет вполне справедливо, если рассматриваемый шпангоут 
обладает достаточно большой жесткостью на изгиб в своей плоскос­
ти. В тех же случаях, когда шпангоут имеет сравнительно неболь­
шие размеры поперечного сечения, принятие модели абсолютно жест­
кого шпангоута для нахождения реакции обшивки может привести к 
значительным погрешностям. Для количественной оценки влияния 
изгибной жесткости шпангоута на распределение реакции обшивки 
вдоль его осевой линии рассмотрим приближенное решение задачи 
о передаче через упругий шпангоут радиальной сосредоточенной 
силы Р на цилиндрическую оболочку длины . Шпангоут будем 
считать расположенным посередине оболочки (рис.10. 1) , которую 
принимаем безмоментной.

Нагружение системы является симметричным, и касательные 
усилия, действующие на шпангоут со стороны обшивки, будем искать 
в виде одинарного тригонометрического рядя:

а ( ф )  = §
т м
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Рис. 10.I

Коэффициент 8-t этого разложения может быть найден из 
условия равновесия шпангоута:ЯП

Р = 2 j  40? ip г dip -
о

оо Тх
= 2 г  2  f йпгпфйпчнЛф = fr'vS i.

Отсвда

Поэтому

с ^ ( 1р )  =  з ^ -  + ^ a B m 4 i m r n p .  ( i o . i )

Остальные коэффициенты bm (m  > 2) определяют самоурав- 
новешенные потоки касательных усилий со стороны оболочки. Их 
можно определить из условия совместности деформаций оболочки 
и шпангоута. * ' При этом, как и раньше, будем считать радиусы 
срединной поверхности цилиндрической оболочки и осевой линии 
кольца одинаковым.

10.2. Для записи условия совместности деформаций кольца и 
оболочки необходимо располагать выражениями для касательных 
перемещений V  осевой линии кольца и окружных перемещений u у

В работе /4/ коэффициенты £>т  определяются из условия 
минимума потенциальной энергии системы шпангоут-оболочка.
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точек срединной поверхности оболочки в сечении х = t  (рис. 10Л ).
Начнем с определения касательных перемещений vr точек осе­

вой линии кольца, нагруженного радиальной сосредоточенной силой Р 
и касательными усилиями ^ со стороны обшивки.

Согласно принятому правилу знаков для касательных сил 
имеем:

=- я,Сф) ,

где определяется по формуле (10.1). При этом дифференци­
альное уравнение (8. 2) для прогиба кольца Ш  запишется в сле­
дующем виде:

v п ш I р« 3 ы ̂  £2, п
Ш  + 2 ш  + UT = у  £I0 «2>

Согласно (8.3) и (8.7), общим решением этого уравнения будет 
выражение:

иг - А0 ч- А г cot ip + А/, у  мп(р - 

~ 8ЯЕЗ V % г т с т ^ - о " 2" (10*3)

Здесь в силу симметрии деформированного состояния шпангоута 
сохранены лишь четные функции угла ф .

В соответствии с (8.4) и (8.8), касательные перемещения 
определятся следующим соотношением:

гг *- А0 ф - А* *^пф - А* (t in  ф - ip coaip > +

+ 8ЯЕ~Э

- У ?  Гтт  6a im 4>. (Х0.4)

Для определения постоянных Ас и А4 имеем условия: 
ш ' (ЛГ ) = 0 , ir 'C JD^O.

Отсюда, используя выражения (10.3) и (10.4), находим:
А Р г 3 д  Р г 3 

11 Ц яЕ  3 ’ 23ГЕЗ



-  62 -

Внося значения постоянных в (10.3) и (10.4), приходим к 
следующему распределению перемещений иг и яг вдоль осевой 
линии кольца:

РО  1 2.w  = А г ^ ^  (2  - if ip + ц? оси ip')*

+  g/n2 - г ооб пир, (10.5)
£ 3 Ш ( т  -1Г г ’

V = - A a *trtip* Ч>2 <мжи4> > -

_ - i— у  — . 0m-j---г <нмтФ. (10.6)
£Э  m=a W 2 (m a- 0

В дальнейшем нам понадобится представление перемещения гг 
в виде тригонометрического ряда:

ЯГ(ф ) = Z  ЯГт  мпгпр . (10.7)
ftiM

Для этого воспользуемся разложениями

ф = 2‘*1т р -  2 Z  ( - О т  (10.8)
т =2 1 "

*1 с— » ™  тip с х и ф a i m p *  2 2  ( - • / ;  - r r  ^ i m ^  ( Ю . 9 )
 ̂ т=г т  -1

2  2. j оо

ip - - l - ) 4 a i 4 ) - 8 E  С - 0  — ф г J o i m u >  ( i o . i o )
 ̂  ̂ *п=г ( т  --I)

справедливыми для - 2Г  ̂ •< ^ .
Внося ряды (10.8)-(10.10) в (10.6), придем к разложению 

(10.7), в котором будет:

<10Л1>
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or e --£*L  
01 JTECf m (m 2-0*

L
£3 mz(mz-Vz (10. 12)

10.3. Обратимся теперь к определению перемещений точек сре­
динной поверхности цилиндрической оболочки, принимаемой нами 
бе8моментной.

Обозначим через А/х и S меридиональное и сдвигающее 
усилия в оболочке, возникающие в ней при нагружении шпангоута 
(рис.10.2). Усилия /Ух  и S связаны между собой уравнением 
равновесия сил в проекции ка ось х  (рис.10.3 ) ;

(10.14)

Условие равновесия сил в окружном направлении дает:

дх.
Зависимость между усилием /Ух и меридиональным перемеще­

нием их точки срединной поверхности оболочки (рис.10.2 ) 
имеет вид / I/ :

N- = E &  Д г 2 - 
х  д х

(10.15)

Здесь 8 - толщина оболочки, Е - модуль упругости мате­
риала оболочки (считаем, что кольцо и оболочка изготовлены из 
одного и того же материала).
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Для сдвигающего усилия $ имеем / I/ :

S = « о .™
где 14 ц, - окружное перемещение точки срединной поверхности 
цилиндрической оболочки (рисДО.2 ), £ - модуль сдвига материала 
оболочки,

Если шпангоут расположен посередине оболочки, то, как сле­
дует из рассмотрения рис ДОЛ, сдвигающее усилие S в оболочке 
будет равно (0  ^ х  ^ I ) :

S = S ( ip ) = у  ^ )
или, по (10. 1 ):

i р 00
S(ip> в у  С^г- + 2  Bm 4in/Tlip). (10.17)

J t  Ъ  т =  2

Располагая этим выражением, находим по (10.13):

i t  - -  W  * I ,  т | «  >•
Отсюда

“ >4ip* j : m 6rnC0 4m ' f ^ K 4, >, <10-18)

где f((p> - произвольная функция угла Lp .
Далее, из (10.15) имеем: '

Э Ux _ А/х 
> д х  Е 8

или, используя (10.18):

9u*  Х  Z  m 6mbosm if)+Эх 2Е5г 4jri, т г^г m Е4
Интегрирование этого выражения дает:

Ux C3C,4>) = - 7J :3q ; ( i -  co iip  * t  m S m C04mif)
m=2

£5
X  - ^ 4 -  + (10.19)

cj(ip)- произвольная функция ip



Для определения функций fcq?) и принимаем, что цилин­
дрическая оболочка защемлена при х  = О и х  « (т.е. точки
параллелей х  = 0 и х  = 2 £ не имеют меридиональных и окружных 
Церемещений). Тогда рассматриваемая нами система будет симметрич­
на относительно плоскости X  = 0 и мы можем записать, что

1) U = 0 при X  = О

2) U * 0 при X  в £ .

Первое условие дает: cj (ф ) = 0.
Второе условие приводит к выражению:

J  (ip) = J L  ( _R_ cx>6if + С°6 пир). (10,20)

Внося формулу (10.20) в (10.18), будем иметь следующую 
зависимость для вычисления меридиональных усилий Nx в цилиндри­
ческой оболочке

^ ( x,ip) = ^ - ( | - x ) ( - ^ - f  m § m coimip). (10.21)
<L мЪ m = z

При этом меридиональное перемещение оболочки Ux (x ,ip ) опре­
делится формулой:

их<-х >У>=Хь % Т - ( я Т  И И У "  S  W g w СД»Ж1р ).  (10.22)

Окружное перемещение оболочки найдем, используя зави­
симости (10.10), (10.17) и (10.22).

Имеем из (10.10):
9иц> S i dUx,
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После интегрирования по ос , получаем, имея в виду, что 
Utp = 0 при х  = 0 :

W l i p -  t  &п -ипт,р )г

* ^  * J , " 1* (10.23)

При X - -t :

U T <г, 4 »  = V( v ^  ( ь  - M l , )  X -  ф .

» 2§ y J  <I0 -24>

ИЛИ
со

V(ip) - %  Vfr й т ы р , (Ю.25)
m= -i

где

(I0 -26)

10.4а Располагая выражениями (10.7) и (10.25) для касатель­
ных перемещений V  оси кольца и окружных перемещений V обо­
лочки, можно записать условие совместности деформаций кольца и 
оболочки в месте их сопряжения:

У  (ip ) = V ( t p )
или

V i - V, ,
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В развернутом виде будем иметь:
Р г 3. , я г , з ) л _  t  (■ а е г л  р пп

SJTE3  ̂ 3 2 2 2GS ( ТгЁг^ЗТ-ъ ’ (Ю .28)

Г )3 /  ̂ рРг (- О  г  Ьm

m

Соотношение (10.28) позволяет найти величину произвольной 
постоянной Аг , Из уравнения (10.29) можно определить оставшие­
ся пока неизвестными значения коэффициентов 8m (т^-  2), вхо­
дящих в разложение (10.1 ):

[ ^  т 2( т г~ о г ( —  + т г — -— ) -̂ — -1 6 =
4 2 G 2^ г <$г* J  т

т +-1 т  р
= ( - 0  ■ (10.30)

Ю.5. Воспользовавшись формулой (8. 1) и выражением (10.5) 
для радиального перемещения ш  точек осевой линии кольца, 
выводим с л едущую формулу для изгибающего момента N в сече­
ниях кольца:

М = - j  соыр) +

Далее получаем выражения для определения перерезывающих и 
нормальных сил в кольце:

+ - i i n m y ,  (Ю .32)
J  ̂ m=2 r '
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A/=-jzr ( у  ipurup)-г  X  т г̂ - cos пир. (10.33)
*” m=2 m ~ ^

10.6. Приведем результаты числового расчета системы шпан­
гоут-оболочка при следующих исходных данных:

= 100 ом, д * 100 см ,̂

€ » 100 см, $ - 0,3 см.'

Коэффициент Пуассона =0,3 , так что отношение 

Параметр

К = 4 г т -  = •ЗООО.

Значения коэффициентов .найденных по формуле (10.30) 
( т  = 2. . . 10), приведены в таблице:

m Т\ъ о 
р m ЗГъ о 

р

I I 6 - 0,14231
2 - 1,96541 7 0,05523
3 2,26998 8 -0,02375
4 -1,19048 9 0,01113
5 0,40850 10 -0,00560

Результаты расчетов, выполненных по формулам (10.1), (10.31) 
-(10.33), показаны на рис.10.4 и 10.5.

На рис.10.5 пунктиром представлено распределение внутренних 
усилий в кольце в том случае, когда оно при определении реакции 
обшивки принимается абсолютно жестким. "

Расчеты были выполнены с удержанием в бесконечном ряде
(10. 1) 8 слагаемых ( Ш - 8 ) .
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Из представленных результатов видно, что расчет кругового 
шпангоута с учетом его совместной работы с обшивкой приводит к 
распределению внутренних усилий, значительно отличающемуся от 
того распределения, которое получается в том случае, когда шпан­
гоут при определении реакции обшивки принимается абсолютно жест­
ким.

10.7. Теперь обратимся к случаю нагружения рассматриваемой 
нами конструкции касательной силой Т и сосредоточенным момен­
том Н , приложенными к кольцу в сечении ф (рис.10.6).
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Здесь, очевидно, поток касательных сил (£, со стороны обо­
лочки можно представить в виде такого бесконечного ряда:

СЮ

q Ctp) = 0fo + a r coop + 2  о^собпкр. (10.34)
tn= 2

Коэффициенты 0o к а 1 легко находятся из уравнений равно­
весия кольца как твердого тела:

1 Н( Т +  —  ) 2 л г  к г '  * (10.35)

Остальные коэффициенты а т  ( т >  2) ряда (10.34) определя­
ются из условий совместной работы кольца с цилиндрической обо­
лочкой.

Аналогично предыдущему случаю нагружения, касательные уси­
лия S в оболочке будут равны ( 0 ^ х  ^  t  ):

S =  S ( L p )  = j < p (  i p)

или, по (10.34)

S(ip ) = j  ( a 0+ a i cosip + £  oi cm m y ) . (10.36)
m = 2

Используя уравнение равновесия (10.13) и соотношение (10.36) 
находим:

/V̂  = (a , + §  m %  d i n m i p ) - J (Ю.37)
 ̂̂  m=2

Далее, исходя из (10.15) и (10.37), выводим:
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.2

u x  = 'iiT s i â< ^ ntP +m̂ m a mXnmtf?)>
X

+ x £(ф)
E T  + ? c^ ) -

Условия

Ux = 0 при X  = 0 и x = -£

позволяют определить функции £(ip) и tyC.ip) и прийти к следую­
щему выражению^для меридиональных перемещений точек срединной 
поверхности оболочки:

(д1^ Ф +  §  т а т <шшир). (10.38) Ч £ О “V tn-z___________________ __
Теперь обращаемся к соотношению (10.16). Оно совместно с 

(10.36) и (10.38) дает после интегрирования

u f  (x,ip ) = ( а0^а1 co-dip*§  ct^uxnup)

2 _ 5

+ Ш и *  ̂ 004 4й  (1 0 .3 9 )

При х  = £  : )
оО

и,р ( £ , ф )  = V ( i p )  =  X  V ^ o o d m i p .  (1 0 .40 )
m=o

Здесь будет:

V°  = W & H { T " T ) > <I0 -4 I)

V. = - -Г- ( J L  .  _ i ! ____ )
1 .7T ч, о n Я Т / , г К  2 '  > (10.42)ЯЪ 2&8 2ЧЕ8%г

W e S x ^ ' (I0 -43)



10.8. Погонная касательная нагрузка на кольцо равна

или
оо

о (ф > = - ( ц0+ а1 оси» ip + 2  amu>smip).  (ю.44)
т =2

Далее составляем дифференциальное уравнение изгиба кольца
(8.2) и записываем его общее решение, используя (8.3) и (8.7):

"ur ( i p ) -  А 1 ^  ̂ А 3 tp co i ip  -  g ” ч>-

, ^  £ г (10.45)

В этом решении сохранены лишь нечетные по отношению к углу 
ф функции.

Решению (10.45) отвечает следующее выражение для касатель­
ного перемещения U  точек оси кольца:

V ( i p )  =  A 1 с о б ф - А 3 ( c o s i p +  ip4in ip)+ As +

if

~ "Р7Г  2   Л т  2~ — Г  и 1 т 1Р ' (10.46)Е З  т г ( т  - О  Т

Постоянную А3 находим из условия
Ш  ( Л ) * 0 .

Будем иметь:
A = г 3 / j  , Н ч

3 ЕС/ 237£^  ̂ '
Таким образом:

г и - ( ф ) =  A ( 4ui ip ( i f *  ip f 2 4 u n p ) ^

L i ^ ы  ̂ 00 П
(ip+ipco4i p ) - ^  2  (Ю.47)2ЯЕУ r  EC/ т^г П Ч т гН )



-  73 -

яг(ц>) = А1 cmip + А5 *

у 3 j
- ( i p 2  +  3 i p d ^ m p  +

у у г у  (ip2+ 2 ip*in ip  + 2 с т ф ) -

k oo

~  Z  2 f m2 77Г w m i p .  (10.48)
£ 3 m=z m ( m-- f )

Постоянные A3 и A5 остаются пока неопределенными. 
Представим, далее, выражение (10.48) для перемещения V  

в виде тригонометрического ряда:
о©

oj ( ip ) ==. V m cm т ip. (10.49)
m=о

Для этого воспользуемся известными разложениями

ф2 = \   ̂cm ф * А 2  (- О т  —  т 2ф > (Ю.50)
^  Ж  = 2 т

Ф Х л  ф = i ~ ~  cm ip - 2 2  М ) т  ^ -т ф .., (10.51)
41 т  = 2 т  - 1

Ф с т ф  = - 2 + ( Щг- + ~ )  cm  w - 
о 2 '

. °° т  уу. 2 j
2  ( н )  . ” У * - г М » г т р .т= 2 ( т  - 1 ;

(10.52)

Внося ряды (10.50-(10.52) в (10.48), приходим к разложению 
10.49), в котором

М + J i l l  
'5 J t t e s   ̂ з + ^ ; Аугез чТ
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'lY — A — ( JT JUl } —  ̂  ̂̂  \
1 * 85? E ̂  3 2 ĴT ED (Ю.54)

U  e T t L  M ) m _ iL k ! (- i )m ■ 
™ JTECJ т г С т 2- О г ^£3 т г( т г~ 0

a,
EC/ m (m - 0 : (10.55)

Для определения коэффициентов Cfm (m > 2 ), а также про­
извольных постоянных и As составляем условие совместности 
деформаций кольца и оболочки:

гг (ip ) = V (ip)
или, по (10.49) и (10.40) ( m ^  0)

I

V m ~ V m . (10.56)

В развернутом виде будем иметь

5 £ С/ 3 . kli Е С/  ̂ я '

А - Т г3 / 5Г1 J j x  _ 3Ht z
1 й'ГС <4 V, я О '

(10-58)

[ f * m 4 m 2- f  ) 2 (  А г  *  m 2 — !?— )  _ Ж  ]  a  =
2 G гч%*} S x “ J т

т  Т ✓ чт+ 4 И ?
" ( Н )  Я к г ( т ~ ' 1) '  (Ю .59)
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Из выражений (10.57) и (10.58) можно найти произвольные 
постоянные и А5 . Уравнение (10.59) служит для определения 
коэффициентов a m ( m 2) ряда (10.34), описывающего распреде­
ление по контуру шпангоута касательных усилий со стороны обшивки.

10.9. Для расчета внутренних усилий в сечениях кольца выво­
дим, используя (8.1), (3.6), (3.7) и (10.47):

М = ~ W  (ф * Ф ~ "f

m f m ^ )  ™ m {? ’ <I0-60)

T i
Q = ~ Ф ̂  Ф '  2 006 Ф > ~

- ~ - ( 2 с о а р - 1 ) - г  §  -  Чт - tcnmif,  ( i o . e i )
2* г  m = 2. m ~ 1

/V = -  тр^г ( ф  t o i l f  + у  W l i p )  +

* ^  ^  S  w im ip . (10.62)
Ji ^  m = £ '
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